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WARUNEKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21)

Whplaty przyjmowane sg non-stop, do 10. dnia miesigca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesigce. Cena
Jjednego numeru w 1997 roku wynosi 2 zt 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagraniczne] (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)

cena numeru w 1997 r. wynosi 5 zi. W przypadku zyczenia dostawy drogg lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajgcych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-wa, nr 1586-77578-136

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Whplaty na prenumerate przyjmowane sg tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na I kwartal 1997 r. wynosi 7 zt 50 gr.

3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju:

— a) jednostki kolportazowe ,Ruch” S.A. wiasciwe dla miejsca zamieszkania lub
siedziby prenumeratora; dostawa egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposob;
- b) od oséb zamleszkaiych lub instytucji majacych siedzibge w mle_]scowoscmch
w ktérych nie ma jednostek kolportazowych RUCH, wplaty nalezy wnosié
na konto ,RUCH"” 5.A. Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A.
XIIT Oddzial Warszawa 370044-16551-2700-1-06 lub w kasach Oddzialu
Warszawa, ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedzialtku do piatku
w godz. 8°° — 14°%; dostawa w takim przypadku odbywa si¢ poczta zwykla
w ramach oplacone] prenumeraty, tzn. ,pod opaska”.

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
Wplaty przyjmuje ,RUCH” 5. A. na konto lub w kasach Oddzialu. Dostawa odbywa
sie poczta zwykla w ramach oplacone] prenumeraty, z w_yjq,tkiem zlecenia dostawy
droga lotniczg, ktdrej koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate krajows i zagraniczng ze zleceniem
dostawy za granicg od oséb zamieszkalych w kraju:

do 5 XII na I kwartal roku nastepnego,
do 5 I1I na II kwartal,
do 5 VI na IIT kwartal,

do 5 IX na IV kwartal, . . .
6. Zlecenia na prenumeratg dewizows, przyjmowane od osdb zamieszkalych sa granica,

realizowane sg od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela \RUCH"” 5. A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-10-39,
620-10-19, 620-12-71 wewn. 2442 2366.

Cena 1 egzemplarza 2 zi, 20 000 zt



Rozszczepienie jader uranu
i datowanie skat

Stanistaw MROWCZYNSKI

Uran jest pierwiastkiem szeroko rozpowszechnionym w przyrodzie.
Wystepuje w niewielkich iloéciach w licznych mineratach jako
mieszanina kilku izotopéw. Przypomne, ze izotopy danego
pierwiastka maja jadra atomowe o charakterystycznej dla niego
liczbie protonéw, ktéra okresla tadunek jadra, oraz rézne liczby
neutronéw. Najezeécie] wystepujace izotopy uranu, majacego 92
protony, to

21U (0,006%), U (0,720%),  ***U (99,274%) ,

gdzie gérny indeks oznacza liczbe masowa, czyli taczng liczbe
neutronéw i protonéw w jadrze; w nawiasie umieszczono Srednie
procentowe rozpowszechnienie danego izotopu.

Izotop 238U podlega samorzutnemu rozszczepieniu, tzn. bez zadnego
zewnetrznego oddzialywania rozpada si¢ na dwa mniejsze jadra

2380 o Al)(] 1 AgXE ,
przy czym masa kazdego z produktéw jest bliska potowie masy
Suma mas jader 41X i 42X, jest mniejsza niz masa 238U, wiec
energia réwnowazna réznicy Imnas zamienia si¢ w energie Kinetyczna
produktéw.

238 U

Gdy uran jest domieszka materiatu krystalicznego, jadra pochodzace
z procesu rozszczepienia powoduja mikroskopijne uszkodzenia
krysztalu wzdtuz toréw swojego ruchu. Slady te sa zwykle trwale;
dopiero stopienie krysztalu i powtérna krystalizacja usuwa je. Dzieki
temu badajac prébke mineralu mozemy okreélié liczbe jader uranu,
ktéra ulegta w nim rozszczepieniu. Jest ona zatem miara czasu,

jaki uptynat od momentu, gdy poczatkowo goracy material ostygt

i nastapita krystalizacja. Wyprowadzmy odpowiednia zaleznos¢.

Niech N(0) oznacza liczbe jader *®*U znajdujacych si¢ w prébce
w momencie ostygniecia. Z uptywem czasu ¢ ilo$¢ uranu zmniejszata
sie na skutek proceséw rozszczepienia, zgodnie z wyktadniczym
prawem zaniku
N(t)=N(0) ™,

przy czym 7 = 1/) jest czasem réwnym 6 - 101° lat. Liczba jader,
ktére ulegly samorzutnemu rozszezepieniu po czasie t, réwna jest

NR@#) = N(0) — N(t) = N(t) (e* - 1) .
Jesli znamy NF(t) i N(t), to czas t wyznaczamy jako

B NR(1)
i_Tln(1+ NG ) ;

Poniewaz czas zaniku 7 jest bardzo dlugi, dtuzszy niz wiek
Wszechéwiata, wiec tylko niewielka czes¢ jader uranu zdola sie
rozszezepié, tzn. N(t) > NE(t). A zatem logarytm przyblizamy
przez funkcje liniowa i dostajemy
i NE()
=7 NG

Liczbe jader uranu, ktére ulegly rozszezepieniu, znajdujemy liczac
$lady po produktach rozpadu. W podobny sposéb okreslamy réwniez
liczbe jader, ktére przetrwaly. Naswietlamy prébke strumieniem
neutronéw pochodzacych z reaktora, czym wywolujemy

1

Przygody matematyki

wéréd ludzi (V)

(na podstawie wykladéw wygloszonych
na antenie Radia Bis)

Wygnana Kkrolowa
Marek KORDOS

W polowie ubieglego stulecia, wieku
pary i elektrycznosci, triumf techniki

i wiara w jej wszechmoc byly calkowite,
przekonanie o potencjalnym braku
granic poznawczych nauki powszechne,
jak tez gleboka wiara - ze jadrem
madroéci, krélowa, nauka nauk jest
matematyka — byla ugruntowana.

Co wiecej, prawie jawnie wypowiadano
poglad, ze do odkrycia pozostaly ledwie
drugorzedne detale. Nastal wiec czas
porzadkowania, doganiania w sensie
precyzji sposobu uprawiania nauki,

a konkretnie — matematyki, mistrzow
ze Starozytnej Grecji. Zaczelo sie
niebezpieczne przegladanie si¢ matematyki
w lustrze.

Inni twierdza, ze motywem owego
zagladania sobie przez matematykéw

w trzewia byl najbardziej bulwersujacy
opinie publiczna spoéréd matematycznych
wynalazkéw — odkrycie geometrii
nieeuklidesowej. Okazalo si¢ mianowicie,
ze zmieniajac nieznacznie niektdre

z zalozen, przyjmowanych za pewniki
opisujace strukture przestrzeni, mozna
otrzymaé teorie przestrzeni réwnie
wdzigczng, réwnie poprawna, jak
LEzwyczajna” geometria. Co gorsza:
najpierw powstala jedna taka
»hiezwyczajna” geometria (Lobaczewski
i Bolyai), péZniej (na wyrazne polecenie
sluzbowe Gaussa) Bernhard Riemann
wyprodukowal ich nieprzebrane mrowie
(stynna praca O hipotezach lezacych

u podstaw geometrii). Skoro wigc dla
przestrzeni mozna bylo wskazaé wiele
opisujacych ja teorii, ktére wykluczaly sie
wzajemnie, przekonanie, ze matematyka
jest wiedza przyrodnicza, nie dawalo sig
utrzymac. A przeciez tak pitagorejczycy,
jak ludzie XVII wieku, czyli ci, ktérzy
matematyke ufundowali, mieli sie za
badaczy przyrody, natury.

Pogodzenie sie matematyki

z przyrodoznawstwem zaproponowal
Hermann Helmholtz — w pracy, o tytule
nasladujacym tytul pracy Riemanna,

O faktach, ktdre leza u podstaw geometrii
pisze on, ze geometria (i zreszta cala
matematyka) sa dla przyrodoznawstwa




skrzynka z narzedziami - przyrodnik siega
po takie narzedzie, jakie jest mu w danej
chwili potrzebne, lub — czedciej — jakie
bardziej lubi i umie stosowaé. W zasadzie
to samo twierdzil 2200 lat wczesnie]
Arystoteles, ale wtedy byl zdecydowanie

w mniejszosci. Takie postawienie sprawy
jednak jeszcze wyostrzylo pytanie, czym sa
i co opisuja teorie matematyczne.

Czy jednak byla to pycha matematykdw,
czy utrata zwiazku z natura przez
matematyke, tak czy owak pytania o sens
uprawianej dyscypliny staly si¢ bardzo na
czasie, a odpowiedzi na nie coraz bardziej
konieczne. Nie sposéb jest dzis§ stwierdzié,
czy droga, jaka matematyka wybrala dla
siebie, byla najlepsza z mozliwych. Sto
lat temu jednak wybér zostal dokonany

i dzié¢ mozna juz tylko odnotowaé jego
konsekwencje.

Wybér ten kazal traktowaé matematyke
jak najbardziej formalnie, wrecz jako teorie
napiséw, a za podstawowa dyscypline
matematyki (podstawowa w tym sensie,

ze wszelkie inne w niej szukaé maja
potwierdzenia i kryteriéw prawdziwosci
swoich stwierdzeii) uznano teori¢ mnogosci,
czyli teorig zbioréw. Wybér ten okazal

sie ze wszech miar nieszczesliwy. Z tym
jednak, ze pierwsze nieodwracalne

objawy nieszczeécia odnotowano dopiero

w latach trzydziestych XX wiekun (Kurt
Gadel), a ostateczne ciosy padly w latach
szesédziesiatych (Paul Cohen).

Nieszczescia te to zawiedzione nadzieje:
okazalo sie, ze nasze formalne teorie nigdy
nie beda tak eleganckie, jak tego od nich
zazadaliSmy, Ze prawdziwosé stwierdzen
o calej matematyce musi byé¢ tak samo
warunkowa, jak poszczegdlne twierdzenia
tej matematyki (czyli: sami musimy
przyjaé jakieé zalozenia i dopiero z nich
w sposéb pewny uzyskujemy nastepne
fakty), wreszcie, ze réznych matematyk
jest tak samo wiele, jak samych teorii
matematycznych w obrebie kazdej z nich.

Z ewentualnych przyczyn wymienionych
nieszczesé na pierwszym miejscu
wymienilem pyche, a to z dwéch powoddw.
Pierwszy to madroéé ludowa — pycha

~ jest pierwszym i najciezszym grzechem:

za nia to zostal szatan stracony do piekiel.
Jest jednak i drugi powdd, znacznie
bardziej dla ogdlu ludzi znaczacy. Otéz
znajdujacy sie w uprzywilejowanej sytuacji
— tzn. nauczajacy najwazniejszego,

jak sadzono, przedmiotu — nauczyciele
matematyki dali w przeciagu stulecia
pieckny pokaz tego, jak moze sie komu
przewrécié w glowie, Od polowy

XIX stulecia program powszechnego

procesy rozszczepienia, lecz nie samorzutnego, tylko indukowanego.
Pewna komplikacja wiaze sie z faktem, ze rozszczepieniu
spowodowanemu przez neutrony podlega izotop 235, nie za$ 238.

(Ta wlasnosé sprawia, ze uran wykorzystywany w reaktorach czy
bombach atomowych jest wzbogacany, tzn. zawiera znacznie wiecej
izotopu 235 niz uran naturalny.) Znajac liczbe neutronéw, ktérymi
naswietlono prébke, oraz prawdopodobieristwo zajscia reakeji mozna
wyznaczy¢ iloéé uranu 235. Korzystajac ze sredniego stosunku
zawartoéci 23°U do 238U, ktéry wynosi 7 - 1073, znajdujemy, jak duzo
uranu 238 przetrwalo w prébce.

A jak w praktyce wyglada wyznaczanie wieku mineralu?
Przygotowuje sie niewielkie jego plasterki o starannie
wypolerowanych powierzchniach. Slady jader pochodzacych

z procesow rozszezepienia ujawniaja sie zwykle po wytrawieniu
powierzchni. Substancje trawiaca i sposéb przeprowadzenia tej
operacji (czas, temperatura, itd.) wybiera sie w zaleznosci od
typu badanego mineratu. Na przyktad, dla apatytu, mineratu
fosforanowego wystepujacego w skalach magmowych, stosuje

sie slaby roztwor kwasu azotowego, a trawienie w temperaturze
pokojowej trwa kilka minut. Przegladajac pod mikroskopem
wytrawione plytki wyznacza sie liczbe §ladéw rozszczepienia na
jednostke powierzchni. Slady maja ksztalt krétkich igielek, wiec
plytka przypomina podloge pod choinka. Nastepnie prébke naswietla
sie neutronami z reaktora, powtdrnie wytrawia i przeglada pod
mikroskopem, aby ustali¢, ile igietek przybylo. Wiek mineratu
jest proporcjonalny do stosunku liczb éladéw po samorzutnym

1 indukowanym rozszczepieniu.

W przeciwienistwie do innych metod radiochemicznego datowania
skal, opisany sposob pozwala okresli¢ czas, jaki uplynal nie od
powstania samego materialu, lecz od momentu, gdy material ten
ostygt 1 skrystalizowal. Dzieki temu badanie §ladéw po procesach
rozszezepienia umozliwia, na przyklad, odtworzenie geologicznej
historii obszaréw wulkanicznych.

e el el el [ [t [l el el el e

x. .3

Rozwigzanie zadania F 439. Z rdwnania
42 2 2 2 4
E® = p'e” =mye
otrzymujemy
2y ¢ T 2 2
(B —moc” (E+moc”)=pc

Poniewaz Ex = E — moc?, otrzymujemy

W szczegdlne] teorii wzglednoéci mamy

Mo¥ §
P = oraz I

)

otrzymujemy wige wzdr, ktéry nalezalo udowodnié, W granicy malych predkosci
tvfc & 1) przechodzi on we wzdr

E) = = .
2mo

lzie p = mov. Z kolei w granicy v — ¢ otreymujemy

Ej = mc”



Snieg z komputera
Fugeniusz JAKUBAS

7 duzym zainteresowaniem przeczytatem artykul o platkach $niegu
w Delcie 2/1996. Po jego lekturze pomyélatem sobie, ze nie tylko
Natura potrafi budowaé tak wiele réznorodnych obiektéw, w tym
nieskonczenie réznorodna ilosé¢ platkéw sniegu. Potrafi to réwniez
zrobi¢ Uklad Iterowanych Odwzorowan, znany w matematyce

pod nazwa IFS — Iterated Function System. Mozna powiedzieé,

ze badajac IFS poznajemy Nature lub ze Natura dziala zgodnie

z IFS.

Zasada IFS jest bardzo prosta. Wystarczy wzia¢ dowolny punkt
plaszezyzny 1 kilka odwzorowan afinicznych postaci

'=a1z+biy+ e
y=diz+ey+ f1

"= asx + boy + 2
Yi'=dz+ey+ fo

Nastepnie nalezy przeksztalcié obrany punkt przez kazde
przeksztalcenie tego ukladu, otrzymane punkty znéw przeksztaltcié
przez kazde z tych przeksztalcen, itd. W zaleznosci od wartosci
wspé}czynnikéural,bl,cl,dl,el,j},ag,bg,cQ,dg,eg,jﬁ,itd‘
otrzymamy jaki$ obiekt geometryczny. Aby byl to ptatek éniegu,
nalezy dobraé odpowiednio wspétezynniki, co wymaga troche

pracy 1 cierpliwosdei. Oczywidcie, moze za nas zrobié to komputer,
Odpowiedni do tego program w Turbo Pascalu wyglada nastepujaco:

program IFS;
uses graph,crt;
var karta,tryb,nrPrz:integer;
x,y,xNowe,yNowe:real;
const t:array[1..6,1..6] of real=
((0.3,0.7,0,-0.3,0.7,0),(0.3,-0.7,0,0.3,0.7),(0.3,0,0,0,0.6,0.4),
(0.3,0,0,0,0.6,-0.4),(0.7,0,-0.3,0,0.3,0),(0.7,0,0.3,0,0.3,0));
begin
karta:=detect; initGraph(karta,tryb,");
randomize;
x:=0; y:=0;
repeat
nrPrz:=random(6)+1;
xNowe:=t[nrPrz,1]*x+t [nrPrz, 2] *y+t[nrPrz,3];
ylowe:=t [nrPrz,4]#x+t [nrPrz,5]*y+t[nrPrz,6];
putPixel (round(xNowe*200+320) ,round(-yNowe*200+240) ,nrPrz+8) ;
x:=xlowe;
y:=ylNowe;
until keyPressed;
closeGraph;
end.

Wydruki ptatkéw éniegu otrzymane za pomoca tego programu
prezentujemy na ostatniej stronie okltadki.

Pisane 166 lat temu

Kazda prdba zastosowania metod matematycznych w badaniach

chemicznych musi byc¢ traktowana jako gleboko irracjonalna i sprzeczna

z duchem chemii. Gdyby jednak analiza matematyczna mogla kiedykolwiek

odegrac¢ w chemii istoing role — aberracja, kidra szczesliwie jest prawie

niemozliwa - staloby si¢ to powodem szybkiej i rozprzestrzeniajgcej sie

degeneracyi tej nauki. A. COMTE
»Cours de philosophie positive”

nauczania matematyki ewoluuje nie ku
tematom z jakiegos§ tam powodu waznym
czy to w praktycznej dzialalnodci, czy

tez w dalszej nauce badZ studiach. Nie

— ewoluuje ku specjalnie skonstruowanym
tematom, z ktérych wygodnie sie odpytuje.
A im wygodniej sie odpytuje, tym czyni
sie to bardziej bestialsko — okazja nie
tylko zlodzieja czyni, bodaj czedciej czyni
sadyste. I wlasnie jako niezrozumialy
sadysta jawi si¢ nauczyciel matematyki
w dwudziestowiecznej literaturze, nawet
tak niewinnej, jak Ania z Zielonego
Wzgdrza czy Szatan z siddmej klasy.

W tej sytuacji spoleczeristwo, w ktérym
kazdy byl uczniem i prawie kazdy
rodzicem, protestuje przeciw przemocy.

A bronié matematyki nie ma kto.

Krélowa matematyka tak bowiem

zajela sie¢ wpatrywaniem w lustro i tak
gleboko przejety ja ninanse formalizmdw,
ze o zastosowaniach aktualnie ,obrabianej”
problematyki w dajacej sie przewidzieé
przyszlosci nie ma co marzyé. Tak

wiec obrona powszechnego nauczania
matematyki staje si¢ coraz bardziej typu
konfucjarisko-ekologicznego: po pierwsze

- zawsze jej uczono i bylo dobrze, a po
drugie — zaden gatunek nie powinien ginadé
(jaka szkoda np. Ze nie umiemy juz krzesaé
ognia za pomoca dwéch patyczkéw). To nie
sa ani dobre, ani mocne argumenty.

Znacznie powazniejsza sprawa jest
zerwanie réwniez
arystotelesowsko-helmholtzowskiego
kontraktu z przyrodoznawstwem.
Matematyka pod koniec ubieglego stulecia
zajela sie soba i nawet fizyka musiala

juz niejednokrotnie dorabiaé sobie sama
pojecia matematyczne, bez ktérych obejéé
sie nie mogta. Gdy np. bylo niezbedne
nogdlnienie pojecia funkeji, tak zwane
dystrybucje, musial je stworzyé elektryk
Heaviside; oczywidcie, matematycy

potem pojecie to dopracowali. Choé

nie wiem, czy stusznie powiedzialem
Loczywiscie”: teorie czasoprzestrzeni
stworzyl, na prosbe Einsteina, jego
profesor z politechniki, Hermann
Minkowski; w terminologii matematycznej
Jest to przestrzen pseudoriemannowska,
ale ta nazwa to bodaj wszystko, co do
niej wnieéli matematycy: rozwija sie

tylko te jej czedei, ktére fizykom sa
niezbedne. Fizyka statystyczna, a nawet
jej najwiekszy twdérca, Boltzmann,

to czasy wyprzedzajace o kilkadziesiat lat
opanowanie rachunku prawdopodobiefistwa
przez matematykéw (1933, Kolmogorow).
Do dzi$ pelno jest rozmaitych specyficznie
fizycznych, choé z cala pewnoécia




wadliwych matematycznie,
matematycznych tworéw stworzonych

w przyplywie rozpaczy przez fizykéw, jak
np. catki Feynmana.

Daleko gorzej jest tam, gdzie

dyscypliny domagajace sie matematyki
sa zdecydowanie w mozliwosci
matematyczne ubozsze. W ekonometrii,
psychometrii, socjometrii itp. kréluje
krzywa Gaussa, jako panaceum na kazda
chorobe.

Legna sie tez oblednie rozbudzone
nadzieje, ze oto zjawi sig¢ cud i cos,
znienacka, przyniesione z matematyki
dokona zasadniczego przelomu. Aktualnie
takim - z cala pewnoscia (mowig

w swoim imieniu) - czystym naduzyciem
jest czynienie nadziei chemikom na
przelom, jakiego w ich dyscyplinie moze
dokonaé teoria graféw (jest juz pare
doktoratéw opartych na tej nadziei,
patrz opinia Comte’a na poprzedniej
stronie). W latach szedédziesiatych
wszystko (kryzysy ekonomiczne, zawaly
serca, zalamania psychiczne, stresy
zbiorowe itp.) mialo zostaé uzdrowione
za pomoca teorii katastrof René Thoma.
Dzis podobna role pelnig fraktale,

czyli - w dobrym przyblizeniu — figury
samopodobne (tj. takie, ze ogladane

w duzym powigkszeniu prezentuja naszym
oczom ten sam widok, jak bez tego
powigkszenia); nikt nie wie, dlaczego tak
mialoby byé¢, ale czemu nie?

Spoleczna pozycje matematyki obniza
jeszcze jej wlasne dziecko — informatyka.
Od chwili odkrycia tranzystora (1949 r.) jej
podstawowe narzedzie — komputer — moze
zdjaé z plecéw matki praktycznie wszystkie
klopoty obliczeniowe. W oczach wielu nic.
wiecej w matematyce nie ma — nic wigc dla
niej nie pozostaje.

Méwiac o konkretach. Dzi§ w szkole,
najlepszym zwierciadle opinii spolecznej,
matematyka z pierwszego miejsca spadla,
jeéli chodzi o prestiz, w najlepszym razie
na trzecie (za angielskim i informatyka).
Na studiach jest w srodku drugiej
dziesiatki (dochodzi prawo, zarzadzanie,
przerézne marketingi itp.). Zjawisko

to matematykéw boli, wielu ludzi

— szczegdlnie starszych — przeraza. Nalezy
jednak pamietaé o jednym: matematyka
w centrum zainteresowania spolecznego
nie znajdowala sie prawie nigdy - trzy
stulecia Starozytnej Grecji, dwa stulecia
dominacji arabskiej, ostatnie trzy stulecia
Europy. I to wszystko. Zapewne musi
teraz poczekaé, az z jej krystalicznej ghebi
wyloni sie znéw jakas propozycja, ktéra
pociagnie za soba rzesze fanéw. Bo biezace
rachowanie moze spokojnie zostawic
komputerom.

Jeszcze o Achillesie 1 zélwiu.
Czy Zenon z Elei mial racje?

Tadeusz KRASINSKI

Jednym z wielu probleméw, ktére dotarty do nas ze starozytnosci,
sa paradoksy Zenona z Elei (zyl prawdopodobnie w latach

490-430 p.n.e.). Byt on uczniem wybitnego filozofa starozytnosci
Parmenidesa, twérey szkoly filozoficzne) eleatéw. Zaréwno
nauczyciel, jak i jego uczen wyznawali zasade filozoficzna, ze byt jest
jeden, wieczny, nieruchomy, niezmienny i niepodzielny. Doprowadzilo
ich do tego pogladu czysto dedukcyjne rozumowanie wyprowadzone
z jednej podstawowe] przestanki, ze byt jest jeden, a niebytu nie

ma. Poznanie zmystowe, ktére stalo w jawnej sprzecznoéci z ich
pogladami, uwazali za ztudne, niepewne i niewiarygodne. Aby
przekonaé o tym przeciwnikéw swoich pogladéw, Zenon z Elei

podal wiele rozumowan, w ktérych wykazywal, ze w pojeciach
wszelkiej zmiany (np. ruchu) lub mnogosci tkwia sprzecznosci.
Rozumowania te, zwane w starozytnoéci aporiami, znane sa pod
nazwa paradokséw Zenona. Najbardziej znanymi sa paradoksy
Zenona o ruchu: Achillesa i zétwia, dychotomii, lecacej strzaly oraz
stadionu, majace wykazywadé, ze ruch jest niemozliwy, gdyz zawiera
w sobie sprzecznosci.

Zajmiemy sie jednym z nich, a mianowicie paradoksem Achillesa

i zétwia, na ktéry spojrzymy troche inaczej niz robiono to
dotychczas. Teza Zenona z Elei byta nastepujaca: szybkonogi
Achilles nigdy nie dogoni zdtwia, o ile zolw wyruszy do biegu
wezeéniej (oczywiscie, zakladamy, ze Achilles biegnie szybciej

od zétwia). Wniosek ten wyciagal na podstawie nastepujacego
rozumowania: jesli z8lw wyruszy do biegu wezesniej, to w momencie
startu Achillesa pokona pewna droge, powiedzmy a. Gdy droge «
przebedzie Achilles, to z6tw w tym czasie przesunie si¢ kawalek dalej,
powiedzmy o b. Gdy z kolei Achilles przebedzie odcinek b, to zétw
przesunie sie o odcinek ¢ itd. Zatem, jak wnioskuje Zenon z Elei,
Achilles nigdy nie dogoni zélwia, gdyz to rozumowanie mozermy
powtdrzy¢ nieskoniczenie wiele razy. Poniewaz w opinii eleatéw
jedynie czystym dedukcyjnym rozumowaniem mozemy dochodzié do
prawdy (a takim bylo powyzsze), wiec potoczne doswiadczenie ruchu
jest ztudne. W konsekwencji, ruch nie istnieje.

Paradoks ten wyjaéniano uzywajac do tego elementéw teorii
szeregdw. Mianowicie, nie mozna z powyzszego rozumowania
wyciagnaé¢ wniosku, ze nigdy Achilles nie dogoni zélwia. Prostym
rozumowaniem wykazemy, ze rzeczywiscie Achilles nie dogoni
zétwia, ale tylko do okreélonego miejsca i czasu, po przekroczeniu
ktérego Achilles bedzie juz z przodu. Mianowicie, jeéli przyjmiemy,
ze Achilles jest k razy szybszy od zélwia (oczywiscie, k > 1),

to gdy Achilles pokona pierwszy odcinek a, to z6tw w tym czasie
przesunie si¢ o odcinek b = ¢; gdy Achilles pokona drugi odcinek
b= £, to 26w przesunie si¢ 0 ¢ = % = % itd. Suma nieskoriczona
pokonywanych odcinkéw nie jest nieskonczona, gdyz, jak wiemy,

a+(;+a+ (1+1+1+ ) i 1 k
-4 —=4+...=a -+ —4...)=a——=a 4
2 k 1-¢ k-1

k k2
Podobnie rozumujemy z czasem. Jesli Achilles pokona pierwszy
odcinek a w czasie t, to czas pokonania wszystkich odcinkdw
wyniesie iﬁ‘ Gdy przyjmiemy, ze np. k = 2, tzn. Achilles jest dwa
razy szybszy od zdétwia, to rzeczywiscie z6tw bedzie z przodu do
punktu odleglego od startu o 2a i do czasu 21, a nie - jak twierdzi
Zenon z Elei — do dowolnego punktu 1 do dowolnego czasu.
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Wyjaénienie to jest powszechnie przyjmowane i nie budzi zadnych watpliwosci
(opréez filozoficznych — jak to jest mozliwe pokonanie nieskonczenie

wielu odcinkéw w skoriczonym czasie). Ale spéjrzmy na to z innej strony.

W paradoksie Zenona jest tylko jedno ogdlne zalozenie, ze Achilles biegnie
szybciej od zélwia, lecz nie jest podane, jaki jest wzajemny stosunek ich
predkoéci. Powyzej przyjelidémy, ze predkoéei ich sa stale i nie zmieniaja sig

w czasie. A co bedzie, gdy beda oni mieli predkosci zmienne? Okazuje sie,

e wtedy teoria szeregéw nieskoriczonych daje nam zaskakujaca (mozna
powiedzieé paradoksalna) odpowiedz. Mozna tak dobraé predkoéci Achillesa

1 zolwia (oczywiscie, bedzie spetnione podstawowe zalozenie, ze w kazdym
momencie predkodé Achilles jest wicksza od predkosci zétwia), ze Achilles
nigdy (ani w czasie, ani w przestrzeni) nie dogoni zétwia. Przyjmijmy
mianowicie, ze predkosé Achillesa jest stala, zélwia za$ z odcinka na odcinek
nieznacznie sie zwieksza (réwniez mozna tak dobraé predkosci, ze obie

beda sie zmniejszaé) w nastepujacy sposéb: niech zétw pokona odcinek

o dhugoéci 11 wtedy wystartuje Achilles. Niech predkosci ich beda w takiej
relacji: gdy Achilles pokona ten odcinek w czasie 1 s, to zétw w tym czasie
odcinek o dlugosei -} Nastepnie, gdy Achilles pokona odcinek o dtugosei %

(w czasie § s), to 26tw odcinek o diugosci § itd. Kazdy kolejny odcinek

(o dtugosci 1) Achilles pokonuje w czasie o 8, z0lw za$§ w tym czasie odcinek
o dlugodci ;7. Oczywiscie, ogdlne zalozenie o predkosciach jest spelnione.
Sprébujmy obliczyé odcinek, jaki pokonaja oni w tym przypadku. Podobnie jak
w pierwszym rozumowaniu, z6tw bedzie z przodu az do punktu réwnego sumie
szeregu 1+ % + % + ... (z definicji sumy szeregu jest to granica ciagu (s,) sum
czesciowych tego szeregu, gdzie s; =1, so =1+ %, s3=1+ % + -;-, )

Okazuje sie, ze suma tego szeregu, zwanego szeregiem harmonicznym, réwna
jest nieskonczonoéei (na zakonczenie artykulu podamy elementarny dowdd tego
faktu). Wniosek z tego jest nastepujacy: przy dobranych powyzej predkosciach,
dla dowolnie dtugiego odcinka, Achilles i z6tw dobiegna do jego konca i zétw
nadal bedzie z przodu. Zatem przy odpowiednio dobranych predkosciach
wniosek Zenona z Elei jest uzasadniony. Chociaz nie wynika z tego sprzecznos¢
z pojeciem ruchu, to musimy przyznaé racje Zenonowli z Elei: Achilles moze biec
szybciej od zélwia w kazdym momencie ruchu 1 nigdy go nie dogoni!

Podamy teraz dowdd faktu, ze suma szeregu harmonicznego jest réwna

nieskoriczonoéci. Poniewaz ciag (sn), sp = 1+ 3 + ...+ L, sum czedciowych tego
szeregu jest rosnacy, wiec ma granice, skoficzona lub nieskonczona. Wykluczymy
pierwsza mozliwosé poprzez doprowadzenie do sprzecznosei. Przypuéémy zatem,

ze jest zbiezny do granicy skonczonej A, tzn. lim s, = A.
=00

Woéwezas szeregi % + % + % +...114 % - % + ... sa réwniez zbiezne, bo ich

sumy czedciowe by =L+ 24+, + i =14+5+...+ 2n1_1 sa rosnace

(tzn. by, < bny1, €n < cn41 dla kaidego n) i mniejsze od sum czesciowych szeregu
harmonicznego (tzn. b, < s, i ¢y < s, dla kazdego n). Oznaczmy sumy tych
szeregéw odpowiednio przez B i1 C| tzn. B = nlﬂrgo b, 1 C = lim c¢,. Liczby A,

=00
B i C zwiazane sa réwnoSciami:

1.B+C=A(boB+C= lim‘bn—i— lim ¢, = lim (b, +¢,) = lim sy, = A),

2.2B=A (bo2B =2 lim b, = lim 2b, = lim s, = A).

n—00 N—0o

Z obu tych réwnosci wynika, ze B = C. Ale dla sum czedciowych b, 1 ¢, tych
szeregoOw mamy:

it 1 1 1
th—bn=l4s4+c+.. -2 — s e

B
_(1 N NG, 1Y), 1
- 9 3 4 m—1 2n) =2

Zatem w granicy C — B > %, co przeczy réwnosci C' = B. Otrzymana

sprzecznoéé dowodzi, ze lim s, = +o0.
=00

5



Prawidlowymi rozmieszczeniami nawiaséw

sg np. (#1w2)(wazy) i (z1(w2ws))ey,
nie s3 zas nastepujace: (r1rars)ra
iz1(((ra2a))ra)

Dla duzych wartodci n korzystanie
z rekurencyjnego wzoru (1) jest jednak
trochg klopotliwe. Nierekurencyjny wazdr

na liczbg ¢, mozna znalesé wykorzystujac
teorig funkeji tworzgcych (Czytelnik moze

dowiedzie¢ si¢ szczegdléw z artykulu
W. Bieliniskiego ,,Co to sg funkeje
tworzgee?” | Delta 7/1996).

((z122)(x324) )5
2 5
&
gl &/ |g
8 @ 8
1
((z122)x3) (T435)
Rys. 1

T4
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Liczby Catalana
Wtodzimierz BIELINSKI, Krzysztof PAROL

Liczba Catalana ¢, nazwiemy liczbe réznych rozmieszczen nawiaséw

w iloczynie z1x3 ... x,, przy zalozeniu, ze nie ma zbednych nawiaséw,

a kolejnos¢ wykonywania dziatan jest okreslona w sposéb jednoznaczny. Takie
rozmieszczenie nawiaséw bedziemy nazywali prawidtowym. Latwo zauwazy¢,
ze ¢; = ¢z = 1 (2adne nawiasy nie sa potrzebne). Zauwazmy tez, ze dla n > 2
nasze wyrazenie musi byé postaci fg, gdzie f i g oznaczaja odpowiednio
iloczyny poczatkowych oraz koficowych zmiennych z wyznaczona kolejnoscia
wykonywania mnozenia. Przez k oznaczmy liczbe zmiennych w wyrazeniu f.
Wtedy g sklada si¢ z n — k zmiennych. Nietrudno stwierdzié, ze dla ustalonego k
liczba wyrazen tego typu jest réwna cgc,—; (musimy prawidlowo rozmiescié
nawiasy w kazdym z wyrazen f i g). Liczba zmiennych w f moze si¢ zmieniaé
od 1 do n — 1. Mozemy wiec napisaé réwnanie rekurencyjne

(1) Cp = C1Cn-1+ CaCp—2+ - +cp_101.

Powyzszy wzér pozwala wyznaczyé dowolna liczbe Catalana.

W Delcie 10/1995 pisaliSmy o kolejkach do kasy kina, w ktérym bilety

kosztuja 5 zt. Powiemy, ze kolejka jest typu (p, d), jesli znajduje sie w niej p oséb
z pigcioztotowkami i d 0sdb z dziesiecioztotéwkami. Kolejke typu (p, d) nazwiemy
dobrg, jedli nie zatrzyma si¢ podczas sprzedazy biletéw (dla kazdego ¢ na
pierwszych i miejscach kolejki liczba osdb z dziesiecioztotéwkami nie przekracza
liczby 0s6b z pigcioztotéwkami). Udowodnilismy wtedy, ze liczba K (p, d)

wszystkich dobrych kolejek typu (p,d) wyraza sie wzorem K (p,d) = %l(p;‘;d).

Rozwazmy teraz dowolna dobra kolejke typu (k, k). Dodajmy na jej poczatek
osobe z pigcioztotéwka. Na przyktad, dla k = 2 z kolejki postaci z * 2%
otrzymamy kolejk¢ za * 2* (x oznacza osobe z pieciozlotéwka, * — osobe

z dziesigciozlotéwka). Oznaczenia nie sa tu przypadkowe. Potraktujmy tak
otrzymang kolejke jako wyrazenie zapisane w odwrotnej notacji polskiej (ONP),
wynalezione]j przez stynnego polskiego logika Jana Fukasiewicza. ONP

polega na tym, ze najpierw podajemy argumenty operacji, a pézniej jej

symbol (np. 2 * 3 to w odwrotnej notacji polskiej 23 %, (2% 3) x4 to 23 * 4%,
a2 (3+4) to 234 x *). Zauwazmy, e dla réznych dobrych kolejek typu (k, k)
otrzymamy rézne napisy w ONP, a co si¢ z tym wiaze, rézne prawidlowe
rozmieszczenia nawiaséw w iloczynie k + 1 liczb. I odwrotnie. Stad wnioskujemy,

ze cp = K(n —1,n—1), czyli
_1/2n-2
T mi\eng=l

(bardzo prosty wzér!). Podamy teraz kilka na pozér odlegtych probleméw,
w ktérych pojawiaja sie liczby Catalana.

1. Znajdziemy liczbg¢ podziatéw (n + 1)-kata wypuklego na tréjkaty za pomoca
n — 2 nieprzecinajacych sie przekatnych. Przyporzadkujmy kolejnym bokom
wielokata etykiety z1, ..., &, (ostatniego boku nie etykietujemy). Przekatnym
wielokata oraz ostatniemu bokowi przypiszmy wyrazenia zgodnie z nastepujaca
regula: jesli o oraz @ sa przypisane dwém bokom pewnego tréjkata, to trzeciemu
bokowi przyporzadkujemy wyrazenie (a)(8), a(8), lub («)8 — w zaleznodci

od tego, czy o (odpowiednio 8) jest jedna z etykiet z; (nie stawiamy wtedy
nawiasu), czy tez dtuzszym wyrazeniem (stawiamy nawias). Postepujac w ten
sposSb przypiszemy ostatniemu bokowi pewne (prawidlowe) rozmieszezenie
nawiaséw w iloczynie zj2s...2,. W dodatku ta odpowiedniogé miedzy
rozmieszczeniami n — 2 nieprzecinajacych sie przekatnych a prawidtowymi
rozmieszczeniami nawiaséw w iloczynie n symboli jest, jak mozna wykazaé,
wzajemnie jednoznaczna. Zatem szukana liczba podziatéw jest réwna c,,.
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Rys. 2

Cazytelnik bez trudu rozwiaze teraz (o ile
do tej pory tego nie zrobil) zadanie

o harcerzach z artykulu o kolejkach (patrz
Delta 10/1995).

-
=
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Rys. 3

2. Powréémy na chwile do kolejek typu (n,n). Z kazda taka kolejka mozemy
zwiazaé pewna éciezke w kartegjaniskim ukladzie wspolrzednych, zaczynajaca
sie w punkcie (0,0) i koficzaca si¢ w punkcie (n, n). Mianowicie, jesli do kasy
przychodzi osoba z pieciozlotéwka, poruszamy sie o jednostke w kierunku

osi OX, jesli zaé osoba z dziesiecioztotédwka — o jednostke w kierunku osi OY'.
Latwo zauwazyé, ze aby kolejka byla dobra, potrzeba i wystarcza, by utworzona
w ten sposdb éciezka nie miala punktéw powyzej prostej y = z (wtedy do kasy
przysztoby w pewnym momencie wiecej oséb z dziesiecioztotéwkami). Widzimy
wiec, ze liczba zdefiniowanych wyzej sciezek jest réwna cnpi1.

Zauwazmy, ze dla kazdej takiej $ciezki zbidr lezacych na niej punktéw kratowych
mozemy traktowaé jako wykres pewnej funkcji f ze zbioru X = {0,1,...,n}

w ten sam zbiér X. Oczywiécie, f musi byé funkeja niemalejaca spelniajaca
warunek f(i) < i dla kazdego ¢ € X (to kolejna interpretacja liczb Catalana).

7 powyzszych rozwazan wynika wzdr

n ‘-n—l '8'3 52
Crig1 = E E i E E 1is
ipn—1=n—1 ip_2=n-2 fa=2 fi=1

3. Rozpatrzmy nastepujacy problem. Mamy 2n réznych liczb rzeczywistych;
na ile sposobéw mozna je podzielié na dwa éciéle rosnace ciagi a = (a1,...,an)
ib=(b1,...,by) spelniajace warunek a; < b;?

Kazdej liczbie z ciagu a przyporzadkujmy pieciozlotéwke, kazdej liczbie z ciggu b
~ dziesieciozlotéwke. Nastepnie uporzadkujmy te liczby. Zgodnie z warunkami
zadania otrzymamy dobra kolejke typu (n,n). Dla réznych ciagéw a i b
otrzymamy rézne dobre kolejki. Odwrotnie, ustawmy wszystkie liczby w ciag
rosnacy. Kazdej liczbie przyporzadkujmy banknot dziesiecioztotowy lub monete
pieciozlotowa tak, aby otrzymaé dobra kolejke typu (n,n). Teraz liczby, ktérym
przyporzadkowane sa pieciozlotéwki, tworza ciag a, pozostalte zas ciag b. Znowu
tatwo zauwazyé, ze tak utworzone ciagi spetniaja warunki zadania. Co wigcej,
dla réznych dobrych kolejek otrzymujemy rézne pary ciagéw (a, b). Liczba
opisanych wyzej podzialéw jest wiec réwna cp41.

4. Drzewem binarnym o n wierzcholkach nazywamy drzewo puste, gdy n =0,
lub tréjke (L, r, P), gdzie r jest wyréznionym wierzcholkiem zwanym korzeniem
drzewa, a L i P sa drzewami binarnymi (odpowiednio lewym i prawym drzewem
binarnym) laczacymi si¢ w wierzchotku r — rysunek 2. W L oraz P jest w sumie
n — 1 wierzchotkéw. Przez i, oznaczmy liczbe réznych drzew binarnych o n
wierzchotkach. Przyjmiemy to = 1. Latwo zauwazyé, ze t; = 1, to = 2. Rozwazmy
dowolne drzewo binarne o n wierzcholkach. Jedli jego lewe poddrzewo zawiera

i wierzcholtkéw, to prawe poddrzewo ma n — i — 1 wierzchotkéw. Liczba

wierzchotkéw w lewym poddrzewie moze byé réwna 0, 1, ..., n — 1. Mamy wiec
zaleznosé rekurencyjna
(2) tn = totn-1 +t1tn—2+ -+ tn-1to.

Jest ona identyczna z zaleinoscia (1) (zeby sie o tym przekonaé, wystarczy w (1)
zastapié n przez n+ 1). Mamy ty = ¢q, t; = ¢z. Stad {, = ¢4 dla dowolnego n.

5. Liczby Catalana wystepuja rowniez w pewnych zagadnieniach w chemii
kwantowe]j. Rozpatrzmy mianowicie uktad 2n takich atomdéw, ze kazdy z nich
ma wolny jeden elektron walencyjny. Miedzy atomami tworza sie wiazania

— atomy lacza sie w pary. Najtrwalsza konfiguracja odpowiada maksymalnej
liczbie wigzan. Powstaje pytanie: ile jest réznych takich konfiguracji? Okazuje
si¢, ze problem mozna, w uproszczeniu, zobrazowaé w nastepujacy sposdb:

na okregu umieszezamy 2n punktéw (orbitale) i taczymy je n nieprzecinajacymi
si¢ odcinkami (wiazania). Czytelnikowi pozostawiamy dowdd faktu, ze szukana
liczba jest réwna c¢,41. Dla przyktadu pokazane zostaly czasteczki wodoru oraz
benzenu.



Patrz w niebo

Wszystkie ciala niebieskie laczy wszechobecna grawitacja.
Dzieki niej np. planety obiegaja Slofice i satelity swoje
planety. Doskonale to wiemy. Mniej zrozumialy bywa inny,
subtelniejszy, przejaw grawitacji, mianowicie tzw. dzialanie
plywowe. Polega ono w skrécie na tym, ze — na przykladzie
Ziemi — zwrécona ku Isiezycowi strona naszego globu

jest przezen przyciagana troche silniej (bo znajduje sig
blizej niego) niz strona przeciwna. Ta pozornie niewielka
réznica ksiezycowe] grawitacji powoduje jednak plywy
oceaniczne, w wyniku ktérych rozproszeniu ulega energia
ruchu obrotowego Ziemi, a wige doba staje sie coraz
dlnisza. Ziemia réwniez dziala plywowo na Ksiezyc,

czego skutki widzimy praktycznie golym okiem: ruch
obrotowy Ksigzyca, jaki by nie byl w przeszlosci, zostal
Juz calkiem wyhamowany i Ksiezyc zwrdcony jest ku Ziemi
stale ta sama strona. Mdwimy, ze Ksigzyc jest satelita
synchronicznym.

Ten sam mechanizm doprowadzil do synchronizmu cztery
najwicksze satelity Jowisza. Najbardziej wewnetrzny

z nich — Jo - zastynal w naszych juz czasach jako glob

o najsilniejszej w Ukltadzie Slonecznym aktywnodci
wulkanicznej. Fontanny bogatej w siarke magmy tryskajace
z wulkanéw na lo przekraczaja wysokosé 200 km.
Przyczyna tego jest efekt jeszcze subtelniejszy: zmienne
dzialanie plywowe macierzystej planety. Temu zmiennemu
dzialaniu lo podlega dlatego, ze obiega Jowisza po

orbicie lekko wydluzonej. Wskutek tego skorupa lo ulega
deformacji zmiennej w czasie, przez to sie ogrzewa i tak
podtrzymuje intensywny wulkanizm.

Jak sie okazuje, ma to dalsze konsekwencje. W 1964 roku
australijski astronom E.K. Bigg stwierdzil, Zze natezenie
pewne] skladowej radiowego promieniowania Jowisza
zalezy nie od ustawienia planety wzgledem Ziemi, lecz od
polozenia lo. Teoretycy wymyslili nastepnie mechanizm

tego zjawiska. Czastki plazmy otaczajacej lo wraz z satelita
poruszaja si¢ w magnetosferze Jowisza (albo raczej
magnetosfera rotuje szybciej, niz lo obiega planete, ale to
wszystko jedno), podlegaja wiec dziataniu indukowanego

w tej sytuacji pola elektrycznego. Jako obdarzone
tadunkiem elektrycznym staja sie przez to nosnikami pradu
plynacego migdzy Io a Jowiszem wzdluz linii jowiszowego
pola magnetycznego. Strumien tego pradu powinien mieé
zatem do$¢ okreslony ksztalt (rys.).

N,
N\

Préba bezposredniego sprawdzenia tej teorii nie udala

sig — w 1979 roku Voyager 1 mial przelecieé przez ten

strumien pradu, ale chybil, aczkolwiek przelecial na

tyle blisko niego, ze posrednio dalo sie¢ oszacowaé jego

natezenie na 5 000 000 A, a pelna moc tracona w tym

»obwodzie” na 2 bln W. Za to okolo dwéch lat temu

zaobserwowano — z Ziemi! - inny skutek tego pradu,

mianowicie $wiecenie (co§ w rodzaju zorzy) atmosfery

Jowisza w miejscach, gdzie wnikaja do niej strumienie tego

pradu. Sw1eceme to, pochodzace od jondw tréjatomowej

czqsteczkl wodoru H}, ujawnilo si¢ na uzyskanych

w zakresie mikrofalowym obrazach tarczy Jowisza,

przez co obserwacje Bigga sprzed 30 lat zostaly na nowo

potwierdzone, a model zjawiska zyskal powazne poparcie.
Tomasz KWAST
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Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 789. Dane sa wektory vq,va,..., v, o dlugodci 11 takie
liczby nienjemne a1, az2,...,an, 2e a1 +az + ... 4 an < 1.
Udowodnié, ze istnieje taka prosta, iz dlugoéé rzutu
prostokatnego wektora v; na nia jest nie mniejsza od a,
dlazn =1 2o

Rozwiazanie na str. 14

M 790. Niech S bedzie skoriczonym zbiorem punktéw
plaszczyzny o tej wlasnoéci, ze dla dowolnych 4, B € S
na prostej AB lezy pewien punkt €' € S rézny od A i B.
Udowodnié, ze wszystkie punkty zbioru S sa wspélliniowe.
Rozwiazanie na str. 13

M 791. Niech p bedzie liczba pierwsza, a iy

liczbami naturalnymi. Udowodnié — nie korzystajac

z jednoznacznodci rozkltadu — ze jeéli p jest dzielnikiem zy,
to jest réwniez dzielnikiem x lub y.

Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Krzysziof REJMER
F 439. Wykazaé, ze energie kinetyczna swobodnej,
relatywistyczne]j czastki o masie (spoczynkowej) mq

i predkosci v mozna zapisaé jako: Ey =
Mo

s}

gdzie

s LA
g !

ped p = mv oraz m = jest tak zwang masa

relatywistyczna.
Rozwiazanie na str. 2

F 440. 7 todzi podwodnej zanurzonej na glebokodci d
wystrzelono z predkoscia vo pod katem # do poziomu
pocisk o Sredniej gestosci réwnej gestosci wody. Znale#é
zasigg pocisku i jego maksymalna wysoko$é, jesli sita oporu
w wodzie dana jest wzorem:

(a) Fop'=cu;

(b)  Fup= b, h
gdzie v jest chwilowa

predkodcia pocisku, a ci b P

sa stalymi. Opdr powietrza
zaniedbujemy. /6;\ R

Rozwiazanie na str. 12

rd
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Rys. 1. Funkecja ciagla z odcinka [0, 1]
w R z przeliczalna liczbg punktdw
nierézniczkowalnosei.

Y
ﬁ
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Rys. 2. Krzywa Bg, krzywa B; (kolor)
i fragment krzywej By (czarny).

Zwariowane funkcje

Janusz OLSZEWSKI

Czytelnicy Delty wiedza zapewne, ze funkcja, ktéra w pewnym punkcie
przedzialu ma pochodna, jest w tym punkcie ciagla. Fakt odwrotny nie
jest prawdziwy. Latwo podaé stosowny przyklad: funkcja f(z) = |z| jest ciagla
na calej prostej rzeczywistej, ale w punkcie = 0 nie ma pochodnej. Ogdlnie,
dowolna funkcja nie jest rézniczkowalna w tych punktach, w ktérych jej wykres
ma ,dziobki”. Korzystajac z te] obserwacji, nietrudno skonstruowaé funkeje
ciagla na odcinku (powiedzmy [0, 1]), ktéra ma nieskonczong liczbe punktéw
nierézniczkowalnosei (patrz rys. 1).

Wszystkie przyktady funkeji ciaghych, jakie podpowiada nam intuicja, sa

w ,wiekszoéci” punktéw rézniczkowalne. Niemniej jednak istnieja zwariowane
funkcje ciagte, ktére sa nierdzniczkowalne w kazdym punkeie. Historia ich
odkrycia jest dtuga i obfituje w wiele niespodzianek.

Matematycy w XVII i XVIII wieku nie interesowali sie pytaniem o istnienie
pochodnej zadanej funkeji f(z), tylko po prostu f'(z) obliczali — co prawie
zawsze im sie udawalo. Jedna z pierwszych swiadomych préb dowodzenia
ogodlnych twierdzen w rachunku rézniczkowym byta praca Ampére’a z 1806 roku,
poswiecona teorii ,dowolnych” funkeji. Ampére udowodnil w niej, ze dowolna
funkeja, niekoniecznie ciagla, ma pochodna w kazdym punkcie swojej dziedziny,
z wyjatkiem niektérych wyjatkowych i izolowanych” wartosci argumentu.

Wiara w wynik Ampére’a przez dlugi czas (okolo 70 lat) byta tak wielka,

ze z chwila wprowadzenia przez Cauchy’ego w 1821 roku pojecia funkeji

ciaglej pojawily sie natychmiast wnioski z twierdzenia Ampére’a, dotyczace
istnienia pochodnej funkeji ciagtej (formulowali je m.in. L. Raabe, S.F. Lacroix,
E. Galois, J.M.C. Duhamel, C. Freycinet, J. Bertrand, J.A. Serret, R. Rubini).
A gdy dodamy do tego, ze nawet po opublikowaniu pierwszych przykladdéw
funkeji ciaglych nigdzie nierézniczkowalnych ukazywaly sie ,,dowody” twierdzen
typu Ampeére’a (wéréd ich autoréw wspomnimy tylko Bertranda, Garceta

1 Konigsbergera — ucznia Weierstrassal), to i tak nie uzyskamy pelnego obrazu
tego, jak gleboko w ludzkiej swiadomosci zakorzenione byly wezeéniejsze
poglady.

Pierwszym matematykiem, dla ktérego bylo calkowicie jasne, ze ciagloéé nie
implikuje rézniczkowalnosei, byl zapewne czeski duchowny i filozof Bernard
Bolzano. Okoto 1830 roku, w rekopisie, ktéry odnaleziono i opublikowano prawie
sto lat pdzniej, Bolzano nie tylko zaznacza, ze oba pojecia sa slabo zwiazane,
lecz konstruuje przyktad funkeji ciaglej i dowodzi jej nierézniczkowalnoéci

na gestym podzbiorze przedzialu (Bolzano uwazal, ze w pozostatych

punktach przedzialu jego funkcja jest rézniczkowalna). Definicja Bolzano jest
geometryczna i opiera sie na nastepujacej podstawowej operacji.

Niech PQ (krzywa Bg) bedzie odcinkiem nachylonym pod katem ostrym do
osi OX (patrz rys. 2). Podzielmy go punktem M na polowy, a nastepnie kazdy
z odcinkéw PM i MQ podzielmy na cztery réwne czesci. Punkty podziatu
oznaczmy Pi, Pa, P3iQ1, Q2, Q3. Niech Pj bedzie odbiciem P3 wzgledem
prostej poziomej przechodzacej przez M, a Q4 — odbiciem Q3 wzgledem prostej
poziomej przechodzacej przez Q. Linie tamana PP{M Q4Q nazwiemy B;.

Stosujac powyzsza operacje do kazdego z czterech odcinkéw tamanej B
otrzymamy lini¢ tamana B, zlozona z 4% odcinkéw. Kontynuujac ten proces,
otrzymamy nieskoriczony ciag krzywych By, By, Ba,... zbiezny do pewnej
krzywej B, ktéra nazywamy krzywa Bolzano.

Whkrétce po odnalezieniu rekopiséw Bolzano udowodniono (V. Jarnik,
K. Rychlik, G. Kowalewski, A.N. Singh), ze funkcja, ktérej wykresem jest
krzywa B, jest nigdzie nierézniczkowalna. Tak wiec w pierwszej polowie
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Rys. 3. Wykres sumy pierwszych
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Rys. 4. Wykres sumy pierwszych
dwudziestu wyrazéw szeregu W(z)
dlaa~t=b=2 (jak wykazat
Hardy, funkcja Weierstrassa jest

nierézniczkowalna w kazdym punkcie

dla ab > 1).
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Rys. 5. Wykres sumy pierwszych
dwudziestu wyrazdéw szeregu R(x).
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Rys. 6. Wykres sumy pierwszych
dwudziestu wyrazdw szeregu D(x).
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XIX wieku byt juz skonstruowany przyktad funkcji ciaglej nigdzie
nierézniczkowalnej, jednak nikt o nim nie wiedzial, podobnie jak malo kto
styszal o ksiedzu Bolzano.

Bardziej radykalne od Bolzano poglady w dyskutowanym temacie mial nieznany
za swego zycia matematyk szwajcarski Charles Cellerier (1818-1890). Otwarte
po jego $mierci rekopisy zawieraly rewelacyjny material. W nie datowanej

teczce (wedlug historykéw pochodzace]j z lat 50. XIX wieku) z nagtéwkiem
»Bardzo wazne @ mysle, ze nowe. Poprawne. Moze byé opublikowane tak jak jest

napisane.” znajdowal sie dowdd faktu, ze funkcja
oo

b
C(z) = Z a—nsm(anx)
n=1
Jest ciggla, lecz nigdzie nierézniczkowalna, jesli a jest dostatecznie duzg liczba
parzysta.

Publikacja przyktadu Celleriera w 1890 roku byla juz jedynie ciekawostka, gdyz

od co najmniej 15 lat znana byta powszechnie funkcja Weierstrassa
(o]

W)= Z a" cos(b"wa),
n=l
ciagta i nigdzie nierézniczkowalna dla 0 < a < 1 i takich nieparzystych b,
ze ab > 1+ %n-. Prawie nie do uwierzenia jest fakt, ze sam Weierstrass nigdy nie
opublikowal swego odkrycia, chociaz przedstawit je Berlinskiej Akademii Nauk
18 lipca 1872 roku. Swiat dowiedziat sie o funkeji W (z) z pracy Paula du Bois
Reymonda opublikowanej w 1875 roku.

Wygtaszajac odezyt o swojej funkcji Weierstrass powiedziat m.in.

Jak dowiedziatem si¢ od niektorych ucznidw Riemanna, on jako pierwszy (okoto
roku 1861 lub wezesniej) wskazat mysl przedstawienia kontrprzyktadu [dla
twierdzenia Ampere’a — przyp. aut.]; na przykted funkcja

o0

sin(n?z)
R(z) = nz::l =
nie spetnia tego twierdzenia. Niestety, dowod Riemanna nie byt publikowany
1 wydaje mi sig, Ze nie znajduje si¢ w jego notatkach ani w ustnych przekazach
(...). Uwazam, Ze Riemann mial na myslk funkcje [ciagle], ktdre nie majq
pochodnej dla zadnej wartosci argumentu. Dowdd tego faktu wydaje mi sie
w pewnej mierze trudny. ..

O trudnosciach, jakie nastrecza analiza przyktadu Riemanna, $wiadczy nie

tylko powyzsze zdanie Weierstrassa, lecz takze i to, ze do konca XIX wieku

nie pojawit si¢ dowéd lub kontrprzyktad do twierdzenia Riemanna (o tym,

ze funkcja R(z) jest nigdzie nierézniczkowalna). Dopiero w 1916 roku

G.H. Hardy wykazal, ze funkcja Riemanna nie ma pochodnej w punktach
2m

postaci my, gdzie y jest liczba niewymierna, badz wymierna postaci Ty

lub :,(2%%) (m,n € Z). Natomiast w 1970 roku, a wiec ponad sto lat po
$mierci Riemanna, Joseph Gerver obliczyt, ze w punktach postaci Z2lx
funkcja R(x) ma pochodna réwna —% (w pozostalych punktach funkcja R(z)

Jest nierézniczkowalna, co Gerver udowodnil rok péizniej).

Niezaleznie od Weierstrassa, 19 marca 1873 roku na posiedzeniu Francuskiego
Towarzystwa Matematycznego Gaston Darboux udowodnit, ze funkcja

-
sin((n + 1)lz)
D(z) = Z I
n!
=1
Jest ciagla i nigdzie nierézniczkowalna. Swa prace Darboux opublikowal drukiem

w 1875 roku.

Publikacja przyktadéw Weierstrassa i Darboux wywolala wéréd matematykéw
poploch i zamieszanie. W jaki sposcb intuicja mogta nas zawodzi¢ do tego
stopnia? — pytal Henri Poincaré. Jeszcze drastyczniej zareagowal inny
matematyk francuski, Charles Hermite:
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Odwracam sie ze wstretem i przerazeniem od tych godnych oplakiwania wrzodow,
funkcji cigglych nigdzie nierdziniczkowalnych. . .

Zas du Bois Reymond pisal o funkcji Weierstrassa tak:

...jest to jeden z najbardziej poruszajacych wynikéw wspilczesnej matematyki,
ze jedna funkcja moze byé we wszystkich punktach swego przedzialu ciggla, nie
majgc dla Zadnego punkiu tego przedzialu pochodnej.

Dalej jednak przestrzegal:

Wydaje mi sie, ze w metafizyce funkeji Weierstrassa thwi jakas zagadka i nie
moge uchronié si¢ przed myslg, ze zaglebiente si¢ w ten przyktad doprowadzi do
granicy naszego intelekiu.

Whrew przestrogom du Bois Reymonda matematycy intensywnie badali
funkcje ciagle nigdzie nierézniczkowalne, 1 to z nieztym skutkiem. Ukazalo

sie wiele prac, w ktérych ulepszano 1 uogélniano stare wyniki, konstruowano
nowe przyktady oraz cale klasy przykladéw, badano strukture zbioru funkeji
ciagtych nigdzie nierézniczkowalnych. Warto zaznaczy¢, ze istotny wklad

w rozwdj tych badan wniesli matematycy polscy (wéréd nich Auerbach,
Banach, Kaczmarz, Marcinkiewicz, Mazurkiewicz, Orlicz, Ruziewicz, Saks,
Sierpiriski, Steinhaus i Zygmund). Okazalo sie, na przyklad (to polski wynik),
ze tytulowych bohaterek (tzn. funkeji ciagltych bez pochodnej w zadnym
punkcie) jest wérdd funkeji ciaglych w pewnym sensie o wiele wigcej, niz
porzadnych funkeji rézniczkowalnych choéby w jednym punkcie. Funkeje
ciagle nigdzie nierdézniczkowalne maja tez swoja realizacje w naturze, np. jako
trajektorie ruchéw Browna.

Podkre§lmy na koniec, ze funkeje ciaglte bez pochodnych nie sa obecnie
tematem prac tylko z historii matematyki. W rozwijajacej sie teorii chaosu czy
w badaniach fraktali takie funkcje pojawiaja si¢ w naturalny sposéb. Wiele ich
wlasnoéci pozostaje jeszcze do odkrycia. Poszukiwacze lauréw i stawy moga
np. sprébowaé udowodnié¢ otwarta hipoteze gloszaca, ze wymiar Hausdorffa

wykresu funkeji W(z) jest réwny 2 + IT%E'%‘

e e S e T e e e =

Polecamy Foton

Od kilku lat Zofia Golab-Meyer, przy wsparciu Instytutu Fizyki Uniwersytetu
Jagiellonskiego w Krakowie, wydaje dwumiesiecznik Folon — pismo dla
nauczycieli fizyki 1 ich uczniéw. W lutym 1996 roku ukazal sie juz 40. numer
Fotonu. Warto w nim poleci¢ artykul Andrzeja Warczaka o Rontgenie (z okazji
100. rocznicy odkrycia promieni rentgenowskich) i Barbary Blicharskiej

o oddzialywaniu promieniowania elektromagnetycznego na organizmy zywe
oraz zbidr podstawowych wielkosci fizycznych i jednostek stosowanych

w dozymetrii. Michal Praszalowicz w postaci autodialogu przedstawil Studia
Matematyczno-Przyrodnicze na UJ. Numer 41 nosi nazwe Info-foton. Jego
tematem wiodacym sa fraktale oraz zastosowania komputeréw w matematyce

1 fizyce. Andrzej Dyrek przedstawil program ,,Mathematica — System do
uprawiania matematyki na komputerach”. Stale dzialy: Co nowego w fizyce?,
Listy, Zadania, Co czyta¢, Réznosei itp., czynia z Fotonu pismo godne polecenia
uczniom 1 nauczycielom fizyki. Foton mozna zaprenumerowaé wysylajac 10 zt
za kolejnych szes¢ numeréw na konto: Foton — Zofia Golab-Meyer, PBK SA

w Warszawie, I1II Oddzial w Krakowie, nr rachunku 373407-412294-136 lub
przekazem pocztowym pod adresem: Zofia Golab-Meyer, 30-327 Krakdw,

ul. Biata Droga 5.
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Ihuw1 azanie zadania F 440,
5 ocisku jest réwna
ita wyporu w wodzie

mowazy jego ciezar. 7 tego powodu

wodzie po linii

pocisk porusza sie w
prostej. W powietrzu pocisk porusza sie

po paraboli. Zasigg i wysokoéé toru dane
88 wzorami

|";' sin 26

R=dctgt +

cia, = jaka pocisk
vylatuje z wody., Musimy tg¢ predkosé
ablics

. Réwnanie ruchu pocisku

W wodzZie ma l')l').‘-i‘ ac

duv

m— = —cy

preypadku (a)

w przypadku (b)

Zapisemy preyspieszenie jako

d du  ds du

dt s dt i-c

gdzie s jest drogy przebyta przez p

W przypadku

{a) mamy
e

ds o

powyEZsze réwnanie

W przypadku (b)

Rozwigzujac to réwnanie dostajemy
_ __bd
vy = up e msind

Poniewaz

Istnienie i nieistnienie w matematyce
Wiktor BARTOL

Filozof i logik angielski Bertrand Russell okreslit matematyke jako dziedzine,
w ktérej ,nie wiadomo, o czym sie méwi i czy to, co sie méwi, jest prawda”.
Ten zgrabny opis mial wyrazaé¢ — w skrécie wladciwym aforyzmom - fakt,

iz matematyka jest nauka abstrakcyjna, niezalezna od rzeczywistodci

i zajmujaca si¢ wyprowadzaniem (dowodzeniem) twierdzeii na podstawie écisle
okreslonego sposobu wnioskowania, nie interesuje jej natomiast zwiazek tych
twierdzen z tzw. zyciem. Przemilezmy tu, na razie — bardzo ciekawe! — pytania
i watpliwoécl, jakie moze rodzié takie postawienie sprawy (zauwazmy tylko,

ze bez matematyki nie daloby sie zbudowaé porzadnego mostu ani rakiety
kosmicznej). Poprzestaiimy tu na stwierdzeniu, ze, jak w kazdym aforyzmie,
jest w okreéleniu Russella cze$¢ prawdy. Mianowicie, kryterium prawdy

w matematyce nie przewiduje potwierdzania hipotez w drodze jakichkolwiek
obserwacji.

Cé% zatem moze w ogdle oznaczaé pytanie o istnienie jakiego$ obiektu
matematycznego? Jakie kryterium nalezy przyjaé, by odpowmdme( na pytanie
o istnienie np. zbioru nieskonczonego?

Jesli matematyka jest nauka niezalezna od zjawisk fizycznych, biologicznych
itp., a jej obiekty sa tworami czysto abstrakcyjnymi, to problem istnienia musi
znajdowaé rozstrzygniecie w niej samej. I rzeczywidcie. Matematycy prawie
powszechnie uznaja, ze istnieje wszystko to, co ma te wlasnoéé, ze zatozenie

o jego istnieniu nie prowadzi do sprzecznoéci. Méwiac nieco doktadniej, owa
wlasnos¢ polega na tym, ze jesli do twierdzen okreslonej teorii matematycznej
dolaczymy zdanie méwiace o istnieniu pewnego obiektu, to mozemy uznaé owo
istnienie, jesli z tak rozszerzonej teorii nie da sie¢ wyprowadzié dwéch twierdzeri,
z ktérych kazde jest negacja drugiego. Inaczej méwiac, gdy zalozenie o istnieniu
obiektu nie prowadzi do sprzecznoédci z dana teoria. Na przyklad, gwarancja
niesprzecznosci jest dowdd istnienia postulowanego obiektu.

ktére

Zaleznos¢ migdzy nies Gédla z 1930 roku,

stwierdza, ze kazdy niesprzeczny zbidr zdan ma model przeliczalny,
srealizujgca”
istnieje struktura, ktéra rea

ecznosciy a isthieniem wyraza twierdzenie

e struktura,

czyll istni

kazde zdanie z niesprzecznego zbioru. Prawdziwe je enie «

izuje kazde zdanie z jakiegod zbioru zdan, to dw zbidr jest nie

Poszukajmy ilustracji opisanego tu podejécia. Zapewne wiekszo$é Crzytelnikéw
styszata lub czytata (np. w Delcie) o geometriach nieeuklidesowych. Geometrie
te zrodzily sie z préb sprawdzenia, czy tzw. V postulat Euklidesa nie wynika
aby z pozostatych czterech. Okazalo sie, ze przyjecie (zamiast V postulatu)
zalozenia innego niz to, ktére przyjal Euklides, daje catkiem spdjna, catkowicie
pozbawiona sprzecznosci teorie. Jaka? To zalezy od postaci owego dodatkowego
zatozenia. Mozna w ten sposéb otrzymaé teorie, w ktérej istnieje nieskonczenie
wiele prostych przechodzacych przez punkt nie lezacy na danej prostej

i réwnolegtych do niej, a mozna (zmieniajac nieco bardziej zalozenia) otrzymaé
i taka, w ktdrej przez punkt zewnetrzny do prostej nie przechodzi zadna prosta
réownolegta do niej. Stad wniosek, stanowiacy niezbywalny dorobek matematyki:
istnieja geometrie nieeuklidesowe. I — przy okazji — wniosek drugi: istnienie

lub nieistnienie ma sens tylko na gruncie wyraznie okreslonego systemu. To,

co istnieje w jednym (przy pewnych zalozeniach), moze nie istnie¢ w innym
(przy odmiennych zalozeniach).
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A jak stwierdzi¢, ze co§, jakis pomy$lany obiekt, nie istnieje? Z tego,
co powiedzieliSmy do tej pory, wynika to jasno: nalezy wykazaé, ze zalozenie
o istnieniu tego obiektu prowadzi do sprzecznosci. Byé moze czytajac

ia M 790.
lania jest w Delcie 4/1996 artykuty o nieistniejacych obiektach matematycznych,

Ty PEARR R HEDIC zauwazyliscie, ze wszystkie dowody nieistnienia zaczynaja sie od zdania

w rodzaju: ,Przypu$émy, ze (tu nazwa obiektu) istnieje...”, a koncza
stwierdzeniem sprzecznosci, do ktérej to zalozenie doprowadzilo. Bywa zreszta
1 tak, ze w podobny sposéb dowodzi si¢ istnienia: ,Przypuéémy, ze (i tu znéw
nazwa odpowiedniego obiektu) nie istnieje...”. Jedli z tego zalozenia da sie
wyprowadzi¢ sprzecznodé, pozostaje przyjaé, ze obiekt istnieje.

taci (p, 4), gd:
zez pewne dwa

Dla pelnosci obrazu nalezy dodad, ze nie zawsze i nie wszyscy matematycy
sktonni sa przyjac¢ taki punkt widzenia. Mniej wiecej 6070 lat temu zrodzit
sie wéréd matematykéw kierunek myslenia zwany intuicjonizmem, odrzucajacy
dowody istnienia nie wskazujace wyraznie na obiekt, ktérego istnienie jest
postulowane. O istnieniu mozna zatem moéwié tylko wtedy, gdy mozna

, na prostej pa
ne punkty A, B

j dwa z nich

spokazaé¢ palcem”, czyli skonstruowaé, odpowiedni obiekt. Jedli nawet mozna
zrozumieé taka tesknote do sprawdzenia wszystkiego przez oglad bezpoéredni,
filozofia intuicjonistéw — i szerzej: konstruktywistéw — nie przyjeta sie

w matematyce. Z prostego powodu: wymagataby odrzucenia ogromnej czesci
matematyki, ktéra przeciez nie najgorzej dawata i daje sobie i'ad{; nie tylko
ze soba, ale i z rzeczywistoscig. Co prawda, ostatnio rzeczywistosé nieco sie
skomplikowala i np. teoretycy informatyki przykladaja bardzo duze znaczenie
do konstruowalnoéci réznych obiektéw, ale to juz jest specyfika tej dziedziny.

Tak wige méwige w skrécie: istnienie to niesprzecznosé, nieistnienie to
sprzecznos¢. Wydawaloby sie zatem, ze matematyka ma z tzw. zyciem niewiele
wspdlnego i sama siebie rozlicza ze swoich pojeé. Czy rzeczywiscie? Wystarczy
rozejrzeé si¢ wokét siebie. Co bySmy zobaczyli, gdyby z naszego otoczenia
zniknely wszystkie obiekty, przy ktérych tworzeniu czlowiek wykorzystat
pojecia, prawa i metody matematyki? A przeciez mosty (na ogét) stoja,
i rakiety kosmiczne (na ogél) leca, a niekiedy nawet planety znajduja sie

w miejscach, wskazanych przez wyniki obliczenn matematycznych. Wyjaénienie
liezba calkowita, 7e mp — ry. €80 frapujacego stanu rzeczy zalezy w duzej mierze od przyjmowanych zalozeri
ve pomie dael o Namocy  filozoficznych (choéby od odpowiedzi na pytanie, czy matematycy odkrywaja

g0 wspolnego

Rozwigzanie zadania M 791. Niech m

5110

S s nowe pojecia i prawa, czy je wymyslaja?). Tu poprzestafimy na ogdlnym
s T stwierdzeniu, ze matematyka powstawala i rozwijala sie jako jezyk opisu

dla pewnych a, b calkowitych. Mnozac rzeczywistosci, jezyk, ktory uksztaltowal swoje wlasne reguly i stosuje swoiste

il e metody weryfikowania formutowanych w nim zdan. Historia tego jezyka sprawia,

Ty = play + bm),

ze jest on skutecznym narzedziem dzialania w $wiecie rzeczywistym; jego reguly
1 metody nadaja twierdzeniom charakter prawd niezaleznych od tego éwiata.

Aha, warto moze na koniec powiedzie¢ jeszcze i to: od 1931 roku wiadomo (znéw
dzieki Godlowi), Ze niesprzecznosci zadnej niezbyt trywialnej teorii nie da sie
udowodnié jej whasnymi narzedziami. Tak wiec np. do dowodu niesprzecznosci
arytmetyki liczb naturalnych (zakladajacej istnienie takich liczb) trzeba sie
odwola¢ do zalozenia o niesprzecznosci teorii mnogosci, jej niesprzecznodéci
mozna dowodzi¢ na gruncie innej teorii... Wynikiem takiego postepowania
moze by¢ zatem tylko tzw. wzgledna niesprzecznoéé danej teorii, zalezna od
niesprzecznosci teorii wyzszej. A to znaczy — jedli o istnieniu w matematyce
mowa — ze absolutna niesprzecznosé nie istnieje! W takim razie, czy istnieje
matematyka?77?
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Kacik olimpijski (19) Jeszcze raz Srednia geometryczna i arytmetyczna

Warto pamietaé, ze istnieje prosty sposéb dowodzenia nieréwnosei miedzy
srednia arytmetyczna a geometryczna,
ai+az+...4+a
(1) Yajas .. .a, < = 2 . L
gdzie aj, as,...,a, sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi.

Oznaczmy $rednia arytmetyczna liczb ay, as,...,a, przez a i niech

ap(t) = ap +t(a —ag), k =1,2,...,n,t € [0,1]. W takim razie ax(0) = ay

i ag(1) = a. Zwréémy uwage, iz dla kazdego ¢ € [0, 1] Srednia arytmetyczna liczb
ai(t), as(t), ..., an(t) jest réwna a, a wiec nie zalezy od t.

Przez f(t) oznaczmy iloczyn liczb a1(t), az(t),. .., an(t). Korzystajac ze wzoru
na pochodna iloczynu n funkeji

(fifefs... )Y =fifafa... 0o+ fifafs... fa+ ...+ fifafa... f),

tatwo obliczy¢, ze:
+ +

(2) f(t) = ai(t)as(?) . .. an(t) 5 ot

Zauwazmy, iz jezeli ap # a, to wyrazenie postaci

a— ag 2 a— ap

ar(t)  ar+t(a—ax)
jest funkeja Scisle malejaca zmiennej ¢, a ponadto dla t = 1 wartos¢
sumy wyrazen stojacych w nawiasie kwadratowym w (2) jest réwna zeru.
Whioskujemy stad, ze o ile nie wszystkie spoéréd liczb ay,as, ..., a, sa réwne a,
to dla kazdego t € [0, 1) jest

a—ay a— a9 a— an
—_—t >
ar(t)  as(t) an(1)

i w takim przypadku f/(¢) > 0. Funkcja f(t) jest wiec Sciéle rosnaca. Ponadto
f(1) =a", a f(0) = ajasz...a,. Wynika stad, iz jezeli nie wszystkie {a;} sa
réwne a, to $rednia geometryczna jest ostro mniejsza od sredniej arytmetycznej,
a réownosé we wzorze (1) zachodzi tylko wtedy, gdy @y =as = ... = a, = a.

a—a; a—as a—an]

Wada powyzsze] metody jest koniecznos¢ stosowania rachunku pochodnych.
Zwykle w szkole najpierw poznajemy nieréwnosé (1), a dopiero duzo pézniej
uczymy sie pochodnych.
Radzimy Czytelnikowi, aby w podobny sposéb udowodnil, ze

& +ah+...+ab - (al'+ag+.“+an)p

n n

gdzie ay,as,...,a, > 0, a p jest ustalona liczba rzeczywista wieksza od 1.
Grzegorz READKOWSKI

ErEEEEEEEEEEEEEEEE
£

Rozwigzanie zadania M 789. Dla ciagu liczb ey, e3,...,e, € {—1,1} okredlmy wektor
wi(ey,€2,...,6n) = €181V1 + €282va + ... + €n@nVna. Z nieréwnosci tréjkata wynika,
ze |w(ey, e2,...,¢ea)] € ar|vi| + az|va| + ... + an|va] € 1. Zdefiniujmy funkeje f:{-1,1}" = R
wzorem f(ey,€2,...,6n) = (W(e1, e2,...,en))*. Poniewas zbiér {—1,1}" ma skoniczong liczbe
elementéw, wiec dla pewnego ciagu E;, E2,...,E, € {—1,1} funkcja f osiaga maksimum. Zatem
f(B1,Ea,...,Es) > f(E1,...,EBiz1,—Ei, Bij1,..., Ey) dla dowolnego i € {1,2,...,n}.
Stad
0 SW(EB1, Eay -ty Ba ) = W(B1; . Bica, ~EBi, Bz, .0 B ) =
=w(E1,E2,...,En)? = (W(B1,Ea, ..., En) — 2E;a;vi)? =
=4E,a;{vi,w(E1, Ea,. .., En)) — 4EZa?|vi|? <
<4a;|(vi, w(E1, Ez, ..., En))| — 4a?,
czyli [{vi, w(E1,Ez,...,E,))| 2 aidlai=1,2,...,n. Jak stwierdziliémy wczeéniej,
|w(E:, Ea,...,En)| <1, a zatem prosta majaca ten sam kierunek co wektor w(E,, Ea,..., E,)

spelnia warunki zadania.
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Rys. 3

Maia delld

Trysekcja kata

Niemal kazdy styszal, ze trysekeji kata nie da sie wykonaé za pomoca cyrkla
i linijki. Matematyk, przy ktérym wspomni sie o wykonywaniu trysekcji cyrklem
1 linijka, otrzasnie si¢ ze wstretem i nie bedzie w ogdle chcial o tym dyskutowaé.

Gdy oléwek, ktérym kreslimy linie, wykorzystamy do zaznaczenia na linijce
diugosci jednego odcinka, to trysekcja bedzie mozliwa. O tym wie juz zapewne
mniej oséb. Tymeczasem konstrukcja jest bardzo latwa.

Na ramionach danego kata obieramy punkty B i C', a wierzchotek kata
oznaczamy przez A (rys. 1). Przez punkt B prowadzimy pélprosta p réwnolegla
do ramienia AC' (patrz rys. 2). W punkcie B wbijamy nézke cyrkla i rysujemy
okrag o promieniu 7 = BA (rys. 3). Teraz nastepuje kluczowy moment
konstrukcji: na linijce zaznaczamy odcinek o dtugosci AB. Nastepnie rysujemy
taka prosta k przechodzaca przez punkt A, zeby odcinek DE (patrz rys. 4)
mial taka sama dlugosé, jak odcinek AB. (Tego kroku konstrukeji nie datoby
sie wykonaé zwyczajna linijka).

I to juz koniec, kat EAC jest réwny jednej trzeciej kata BAC. Zeby udowodnié
poprawnoéé konstrukeji, dorysujmy jeszcze jedna kreske (prosze spojrzeé

na rys. 5). Katy FAC' i AEB sa oba réwne pewnemu katowi a (jako

katy naprzemianlegte przy prostych réwnolegtych). Ze sposobu konstrukeji
wynika, ze trzy odcinki AB, DE i BD maja dtugoéci réwne promieniowi r
narysowanego okregu. Zatem tréjkaty ADB i BE D sa réwnoramienne. Stad
wynika, ze LZADB = LDAB = 2a, a wiec kat BAC' = a + 2a = 3a jest trzy
razy wiekszy od kata FAC.

Uwaga. Konstrukeje trysekeji kata wymagajaca kreélenia opréez prostych

i okregéw takze tzw. konchoidy Nikomedesa, czyli konchoidy prostej, znano juz
w starozytnoéci; jej opis mozna odnale?é np. w ksiazce Marka Kordosa Wyktady
z historii matematyki. Konchoida (dostownie: krzywa muszlowa) to krzywa,
ktéra mozna rysowaé taka wlasnie linijka z zaznaczonymi dwoma punktami.
Gdy linijka przechodzi przez ustalony punkt, a jednym z zaznaczonych punktéw
wodzimy po danej krzywej, to drugi z zaznaczonych punktéw zakreéla konchoide
tej krzywej.

Nietrudno zauwazy¢, ze w konstrukeji zaprezentowanej powyzej zamiast
konchoidy prostej uzywa sie konchoidy okregu, zwanej §limakiem Pascala:
najwazniejszy punkt, F/, lezy wladnie na przecieciu pélprostej p i jednej

z konchoid okregu O(B, 7).

\ B/ \

D D

Rys. 4

C A\____/ C

Rys. 5
i Matq Delte przygotowat Pawet STRZELECKI
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Klub 44

Czoldwka ligi zadaniowe]
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 315 (WT=2,45) 1 316 (WT=2,08)
z numeru 2/1996
Piotr Lipinski - Hadom 44,83

Henryk Kornacki ~ Augustéw 42,07
Przemyslaw Gadziiiski - Sroda 51. 40,29

Okrggla liczba: 80, Tylu czlonkéw liczy
Klub 44 M po przyjeciu dofi pana Lipidskiego,

Uwaga. Sprostowanie: W numerze 6/1996
blgdnie podano WT = 3,84 dla zadania 305;
powinno byé 2,84. Na pomylks zwrdcil uwage

pan Leslaw Skrzypek. Dzickujemy, a Czytelnikdw

preepraszamy.

Croldéwka ligi zadaniowej
Kilub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 213 (WT=3,22) i 214 (WT=3,28)
2 numeru 2/1996

Jaroslaw Eazuka - Warszawa 39,74

Alekszander Surma — Myszkdw 38,89

Przemyslaw Gworys = Czgstochowa 32,45

Przemyslaw Gadzifski- Sroda S1. 27,87

Artur Gawryszczak - Dubeczno 16,69
A

AR
ol L

C N D

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n 4 2. Szkice
rozwiazal zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiae lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadar z matematyki i 2z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 - 35/N, gdzie S oznacza sume¢ ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe oséb,
ktére nadesltaly rozwiazanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) = i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowalnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Termin nadsylania rozwiazan: 1 1 1997

Zadania z matematyki nr 329, 330
Redaguje Marcin E. KUCZMA

329. Wyznaczyé wszystkie funkcje f: R — R o nast¢pujacej wlasnosci: dla kazdej
pary réznych liczb rzeczywistych a,b prosta przechodzaca przez punkty (a, f(a))
i (b, f(b)) przecina oé rzednych w punkcie (0, —ab).

330. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba

n—1
N = H(gn i 23.)
j=0

jest podzielna przez n!.

Zadanie 330 zaproponowal pan Henryk Pawlowski z Torunia.

Zadania z fizyki nr 227, 228
Redaguje Jerzy B. BROJAN

227. Wokdl planety o masie M porusza sie po okregu ksiezyc o masie m i promieniu r,
zwrécony do planety stale ta sama strona. Jaki warunek musi spelniaé¢ promien R
orbity ksiezyca (tzn. odlegltoé¢ srodkéw obu cial), aby kamienie lezace na powierzchni
ksiezyca nie odrywaly sie od niego? Przyjaé, ze planeta i ksiezyc sa kuliste, M > m
iR>»r.

228. 7 pieciu opornikéw o oporze R i jednego o oporze R’ utworzono obwdéd
przedstawiony na rysunku; wiemy, ze R # R', ale nie znamy tych wartosci. Oporniki
wygladaja identycznie, wigc aby ustali¢, ktéry jest ,odmieficem”, mierzymy opdr
obwodu migdzy dowolnie wybranymi weztami (bez rozcinania polaczen i bez zwierania
wezléw). W jaki sposéb nalezy wykonywadé te pomiary i jaka jest ich minimalna liczba
gwarantujaca mozliwoéé wskazania opornika R’ niezaleznie od miejsca, gdzie jest
ukryty?

Pytanie ,poza konkursem”: czy dopuszczenie mozliwosci zwierania wezléw pozwoli
wykonaé¢ zadanie mniejsza liczba pomiaréw?

X1 Ogélnopolski ﬂ']atemat}’ka

Zjazd Studenckioh
Két Naukowych
Matematykow

matematyka 76

X1 Ogélnopolski
Zjaxd Studenckich

KNM i, prof. 5.Zaramby
InatyTut Matemety ki U3
i Reymaonts .755%%
30094 Krakdw

Koéf MNaukowych
Matematykow

15-17 listopad
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11/96
(68)

Ostatni Zjazd
I znowu epsilonowy tekst ma charakter rocznicowy.

Zdarzenie, ktéremu chcemy poswigci¢ troche uwagi, mialo
miejsce dokladnie 20 lat temu. Otéz w dniach 15-17
listopada 1976 r. odbyl sie w Krakowie XI Ogdlnopolski
Zjazd Studenckich Két Naukowych Matematykéw.

Historia zjazdéw studenckich kél matematycznych

siega lat dwudziestych biezacego stulecia, gdy w Polsce
istnialo pieé¢ takich kél: w Krakowie, Lwowie, Warszawie,
Poznaniu i Wilnie. Wéwczas studenckie zjazdy odbywaly
si¢ w zasadzie co roku; mlodzi matematycy wyglaszali
referaty, wymieniali do$wiadczenia, sprzedawali skrypty
wydawane przez rézne kola. Po wojnie tez takie zjazdy
mialy miejsce, przy czym numeracje rozpoczeto od nowa.
Do polowy lat szesédziesiatych zjazdy byly organizowane
stosunkowo regularnie; niemniej jednak raz ktérys ze
zjazdéw nie doszedl do skutku - i nastapila dluga przerwa.

Po pewnym czasie w Krakowie paru entuzjastéw wpadlo
na pomysl reaktywowania milej idei spotkan studentéow
matematyki z réznych miast. Idea nie byla latwa do
zrealizowania; trzeba bylo pokonaé rozmaite problemy
zwigzane z dotarciem do poszczegdlunych két, zalatwieniem
sali, noclegéw, wyzywienia i (przede wszystkim)
dofinansowania. .. W efekcie Zjazd odbyl sie¢ pare lat po
rozpoczeciu przygotowaii, a zorganizowali go praktycznie
inni Iudzie niz pomystodawcy — po prostu nowa ekipa
wladz Kola Matematykéw Studentdéw Ul

Zjazd trwal trzy dni. Uroczyste otwarcie mialo miejsce

w poniedzialek, 15 listopada po poludniu. Tego dnia
referaty byly tylko trzy, ale za to jakie! Na poczatek
éwezesny Dyrektor Instytutu Matematyki UJ, prof. Jacek
Szarski, opowiedzial o Stanistawie Zarembie, patronie Kola
Matematykéw Studentéw UJ. Owczesny Prezes Oddzialu
Krakowskiego Polskiego Towarzystwa Matematycznego,
doc. Andrzej Pelczar, opowiedzial o Zjeidzie Kot
Naukowych Matematykdéw, w ktérym bral udzial jako
student. Trzeci referat byl studencki, a w zasadzie
postudencki, bo wyglaszal go mlody magister — jeden

z gléwnych inicjatoréw krakowskiego zjazdu.

Studenckie referaty wyglaszane byly przez pél wtorku

i cala Srode. We wtorek wieczorem uczestnicy obejrzeli
spektakl w teatrze, we wtorek za$ po poludniu odbylo sie
bardzo ciekawe ,spotkanie robocze”. Tam wymieniono
liczne doswiadczenia z pracy poszczegolnych kot,
poszczegdlne reprezentacje opowiadaly, co robia ich kola

i jakimi dzialami matematyki studenci interesuja sie przede
wszystkim. Spotkanie bylo tak ciekawe, ze ledwie zdazono
do teatru.

Kto wzial udzial w Zjeidzie? Przedstawiciele két z odmiun
uczelni. Uniwersytetéw: Warszawskiego, Lédzkiego,

Slaskiego, Mikotaja Kopernika w Toruniu, im. Marii
Curie-Sklodowskiej w Lublinie 1 Jagiellonskiego,
Politechniki Slaskiej i Wyzszej Szkoly Pedagogicznej
w Krakowie. W specjalnym spotkaniu pél roku péinie)
wzial jeszcze udzial przedstawiciel Wroclawia.

Co mialo miejsce pél roku péiniej? Otéz w listopadzie
uchwalono, ze warto reaktywowaé zwyczaj czestych,
najlepiej corocznych zjazdéw studenckich. Do tego trzeba
bylo mie¢ mozliwosci dofinansowania, wsparcie pienig¢zne
za$ uzyskaé¢ bylo mozna wylacznie za posrednictwem
Jedynej Masowej Organizacji Studenckiej. 7Z doswiadczen
kél innych nauk wynikalo za$ niezbicie, ze niezbednym do
tych staraii tworem jest Studencki Komitet Koordynacyjny
Két Naukowych Danej Specjalnoéci. Zdecydowano wiec
taki Komitet powolaé. PéZniej okazalo sie jednak, ze brak
doswiadczenia organizatoréw i uczestnikéw Zjazdu
spowodowal niewypelnienie pewnych wymogéw formalnych
i w efekcie wiosng 1977 r. przedstawiciele Kél musieli sie
spotkaé¢ w Krakowie jeszcze raz.

Powréémy jednak do listopada 1976 r. W Zjeidzie

wzielo udzial okolo 80 oséb, z czego mniej wiece] polowa
spoza Krakowa. Niektorzy z uczestnikéw sa dzis dobrze
znanymi na §wiecie matematykami! Organizatorom

udalo si¢ wydaé specjalne plakaty (w dwdch wersjach;
kopie obu na sasiedniej stronie) i pamiatkowe znaczki

dla uczestnikéw (miniaturki plakatéw). O braku wprawy
organizacyjnej moze swiadczy¢ to, ze Prezes Kola
krakowskiego, osobiscie projektujac plakat, pomylil si¢

w nazwie wlasnego kola — a potem juz bylo za pdino na
zmiane. .. Znaczki wykonane byly calkowicie samodzielnie
przez organizatoréw — obrady mialy si¢ zaczaé za pét
godziny, a jeszcze w czytelni Instytutu Matematyki
Zarzad pracowicie ogrzewal specjalne agrafki nad $wieczka
i wkluwal je w znaczki. Zdobycie réznego rodzaju
surowcéw do wykonania tych emblematéw tez bylo nie lada
problemem.

Warto powiedzieé¢ cos o referatach. Jak mozna sie
spodziewad, byly i ciekawe, i nudne. Studenci raczej
rzadko przedstawiali wlasne wyniki, czescie] méwili

o rezultatach innych. Najbardziej utkwil w pamieci
referat kolegi ze stolicy; mial méwié przez pél godziny,
méwil ponad 90 minut i nie udalo si¢ odebra¢ mu glosu.
Nawet kategoryczne protesty prowadzacego obrady nic nie
daly. Wysoka klase pokazal za to nastepny prelegent, tez
z Warszawy: skrécil swoje wystapienie z 30 do 15 minut.
A ten referat akurat byl jednym z najciekawszych.

Moze jeszcze pare sléw o organizatorach. Jak to zwykle
bywa, caly ciezar przedsiewziecia spoczal na barkach
kilku oséb. Ale tez i potem wigkszoéé z nich porobila

— nie wahajmy si¢ uzyé tego slowa — kariery! Jeden jest
profesorem na renomowanym zagranicznym uniwersytecie,
drugi wicedyrektorem Instytutu Matematyki UJ, trzeci
dyrektorem Telewizji Kablowej, dwéch wchodzi w sklad
redakcji EPSILONA. ..

Kto$ méglby powiedzieé: no dobrze, zjazd jak zjazd,
dwadziescia lat temu, rocznica jak rocznica. Czy warto
w ogdle na to zwraca¢ uwage? | bylaby to, byé moze,
gleboka racja, gdyby nie jedno. Ot6z 6w krakowski Zjazd
byl, jak dotad, ostatnim. Mimo ambitnych plandéw ani
jeden wigcej si¢ nie odbyl! Moze gdzied, kiedy$, jacys
zapaleficy sprébuja ponownie coé takiego zorganizowaé?

Redakecja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzistaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin Poiniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakdw, z dopiskiem «¢.

17



