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Obserwacja kondensacji
Bosego—Einsteina
Krzysztof BYCZUK

Wiele lat temu Richard Feynman wyrazit poglad, iz niemozliwe jest
w pelni zrozumieé mechanike kwantowa. To, co potrafimy robié,

to z wiekszym lub mniejszym sukcesem uzywaé matematycznego
formalizmu oraz obserwowaé zjawiska dostepne w eksperymencie.
Dlatego tez kazde nowe doswiadczenie, ktore potwierdza te dziwna
teorie (mechanike kwantowa), jest goraco witane przez fizykow.

Latem 1995 roku grupa badaczy z Colorado University (USA)
zaobserwowala po raz pierwszy zjawisko kondensacji czastek
kwantowych zwane kondensacjg Bosego—Einsteina. Tym samym
do$wiadczenie to poszerzylo liste eksperymentéw potwierdzajacych
prawdziwosé mechaniki kwantowej. Co wiecej, uczeni ci odniesli
podwdjny sukces. Oprécz przeprowadzenia tego fundamentalnego
eksperymentu udalo im sie takze pokonaé szereg trudnosci
technologicznych i otrzymac ekstremalnie niska temperature

w ukladzie, wynoszaca okolo 1 nK (= 10~ K). Zjawisko kondensacji
Bosego-Einsteina zostalo przewidziane teoretycznie w 1924 roku
przez Satyendranatha Bosego i Alberta Einsteina. Tak wiec uczeni
potrzebowali ponad 70 lat, aby zrealizowa¢ ten pomyst w praktyce.
W swoim artykule zamierzam opowiedzie¢ o tym doswiadczeniu,
lecz najpierw wlaczmy maszyne czasu i cofnijmy sie o 70 lat, aby
zrozumieé, co to jest kondensacja Bosego—Einsteina.

W mechanice kwantowej pojecie toru ruchu czastki nie ma sensu.
Mozemy jedynie przewidywad, jakie jest prawdopodobienstwo

tego, ze czastka bedzie tu albo tam. Nie wiemy natomiast, jaka
droge wybrala czastka, aby tam dotrze¢. Wyobrazmy teraz sobie,
ze mamy wiele jednakowych czastek. Stowo jednakowe oznacza,

ze wszystkie czastki wygladaja tak samo. Zaldézmy, ze w pewnej
chwili znamy polozenia kazdej z czastek. Jesli po jakims czasie
ponownie okreslimy polozenia wszystkich czastek, to i tak nie
jestesmy w stanie powiedzieé, ktéra czastka odpowiada ktdrej

z konfiguracji poczatkowej. Oznacza to, ze czastki kwantowe sa
nierozréznialne. Zauwazmy, ze w mechanice klasycznej sytuacja jest
zupelnie odmienna. Majac N jednakowych kul bilardowych mozemy
gledzi¢ ruch kazdej z nich oddzielnie i w ten sposéb rozréznié, ktéra
kula wpadta w ktéra dziure. Nierozréznialnoéé czastek kwantowych
wynika tylko z regul mechaniki kwantowej, a nie z niedoskonalosci
nasze] aparatury.

Nierozréznialnosé czastek ma bardzo istotny wplyw na ich fizyczne
whasnosei. Okazuje sie mianowicie, ze istnieja dwa rodzaje czastek.
Jedne z nich nazywamy fermionami, a drugie bozonami. Fermionami
s czastki o spinie potéwkowym (o = (k + 3) h), natomiast bozony
maja spin catkowity (¢ = kh). Na przyklad elektrony sa fermionami
o spinie 1/2, co oznacza, ze rzut wektora spinu na o$ z jest +1/2 lub
—1/2, czyli jest skwantowany. Méwimy wtedy, ze elektron moze by¢
w stanie kwantowym o spinie +1/2 lub —1/2.

Spin czastki jest to wielkoé¢ wektorowa wystepujaca tylko w mechanice kwantowej.
Kazda czastka ma spin o pewnej wartosci. Dokladniej méwiac, mierzymy maksymalng

dlugoéé rzutu wektora spinu na pewng oé (np. o4 z). Wynik podajemy w jednostkach
h = h/2m, gdzie h jest stala Plancka.

Bozonem jest foton o spinie jeden, ale tez w pewnym przyblizeniu
np. atom helu. “He sklada si¢ z 6 fermionéw (2 protony, 2 neutrony
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Jeéli ktos wyobraza sobie przestrzen
migdzyplanetarna jako niezmierzona,
spokojna préznie przeszywana od

czasu do czasu jedynie przez drobne

ciala meteorowe, to jest po prostu

w bledzie. Wiemy juz od dosé dawna,

ze Slorice stanowi érodek ogromnego
babla w oérodku miedzygwiazdowym,
wypelnionego plazma wiatru slonecznego.
Ten nieustajacy strumien jonéw

i elektronéw jest przedluzeniem korony
slonecznej, ktérej temperatura, wynoszaca
milion kelwinéw, zapewnia wydajne
jonizowanie wszelkich obecnych tam
atoméw i rozpedzanie ich do predkosci
setek km/s. Wiatr sloneczny jest silnie
zmienny w czasie — to wiemy dzieki
pomiarom wykonanym przez sztuczne
satelity. Wiadomo tez, ze musi on

do pewnego stopnia ,stuchaé si¢”
slonecznego pola magnetycznego (albo
pole to w jaki$ sposéb modyfikowac),
poniewaz plazma zachowuje si¢ w nim
jak galareta Slizgajaca sie po elastycznych
strunach symbolizujacych linie pola.
Wreszcie obserwacje korony slonecznej
(czy to przy zaémieniach Slornca,

czy w nowszych czasach za pomoca
koronograféw) ukazywaly jej, zmienna
zreszta — asymetrie, z czego wyplywal
wniosek, ze charakter wiatru slonecznego
musi zaleze¢ od szerokosci heliograficznej
miejsca obserwacji. Tego dotychczas nie
mieliS§my mozliwosci sprawdzié, poniewaz
wszelkie sondy badajace Uklad Sloneczny,
ze zrozumialych powodéw, odbywaly loty
w plaszczyinie ekliptyki.

Sytuacja si¢ zmienita. W pazdziernikn
1990 r. z pokladu promu kosmicznego
Discovery wyslano sonde Ulysses, ktdrej
gléwnym zadaniem bylo wykonanie

badan osrodka miedzyplanetarnego

poza plaszczyzna ekliptyki, docelowo
nawet nad biegunami Slofica. Aparature
Ulyssesa stanowily: licznik czastek pylu,
kilka licznikéw czastek natadowanych
nastawionych na rézne zakresy energii
tych czastek (w tym zdolnych do
okreslenia sktadu chemicznego wiatru
stonecznego), miernik kierunku

i natezenia pola magnetycznego, czujniki
promieniowania X, v i fal plazmowych
oraz odbiornik promieniowania radiowego.
Poniewaz bezposrednie wprowadzenie
sondy na okolostoneczna orbite biegunowa
jest poza mozliwosciami wspélczesnych
rakiet, wykorzystano do tego celu Jowisza.




Ulysses polecial wpierw znana trasa

ku Jowiszowi. Dopiero przeleciawszy
koto niege w lutym 1992 r. (,,Patrz

w niebo”, Delta 3/1996), dzieki jego
grawitacji wypadl z plaszczyzny Ukladu
Stonecznego wszedlszy na orbite niemal
do niej prostopadla. 13 wrzeénia 1994 r.
Ulysses osiagnal nieco ponad 80°
szerokosci heliograficznej poludniowej

w odleglosci 2,3 j.a. od Slofica. Lecac
dalej po doéé silnie splaszczonej

elipsie przecial plaszczyzne ekliptyki

w polowie marca 1995 r. i osiagnatl

80° szerokosci heliograficznej pélnocnej
31 lipca 1995 r. Tak zostaly wykonane
pierwsze bezposrednie pomiary wlasnosci
ofrodka miedzyplanetarnego nad oboma
biegunami Slorca!

Oto niektére wyniki misji Ulyssesa.
Opuszczajac Jowisza sonda rejestrowala
predkosé wiatru slonecznego na

poziomie 400 km/s. W miare oddalania
si¢ od plaszczyzny Ukladu Slonecznego
Ulysses zaczal rejestrowaé na przemian
predkoéé wiatru te wlasnie i w przyblizeniu
dwukrotnie wieksza, wreszcie w duzej
szerokodci heliograficznej rejestrowany byl
tylko wiatr o duzej predkosci. Taki wynik
pomiaréw zgadzal sie z przewidywaniami,
wedlug ktérych w plaszczyinie réwnikowej
linie pola magnetycznego przebiegaja
nieradialnie (wskutek obrotu Storica)
stanowiac dla wiatru przeszkode, podczas
gdy w poblizu biegunéw linie pola sa
niemal radialne i wiatr moze wyplywaé
swobodniej. Paradoksalne moze sie

przy tym wydawaé, zZe najszybciej

wiatr wyplywa z chlodnych obszaréw
korony, tzw. dziur koronalnych. Paradoks
znika jednak, gdy rozpatrzeé, co jest
przyczyna, a co skutkiem. Otéz przyczyna
szybkiego wyplywu jest radialnosé pola
magnetycznego, tzn. brak przeszkéd, a to
pociaga za soba szybkie chlodzenie sie
tych wladnie obszaréw korony. Dlatego
np. na zdjeciach Slofica w promieniowaniu
rentgenowskim dziury koronalne wida¢
jako ciemne plamy. To, ze Ulysses
rejestrowal na przemian wiatr szybki

i powolny, wynikalo z rotacji Stofca: jego
0$ magnetyczna nie pokrywa sie z osia
obrotu i dlatego sonda przez pewien

czas byla ,owiewana” na przemian
wiatrem pochodzacym z okolic réwnika
(magnetycznego), powolnym, i z okolic
biegunowych, a wigc szybkim.

Ulysses lecac nad biegunem poludniowym
Slorica niemal wrecz ,zobaczyl”, jak

— zgodnie z przewidywaniami — wzdiuz
spiralnie opasujacych Stofice linii pola

12 elektrony), kazdy o spinie 1/2. Poniewaz spiny dodaja sie jak

wektory, wige z szesciu liczb +1/2 zawsze otrzymamy tylko liczbe
catkowita. Dla “He spiny ustawiaja sie tak, ze daja w sumie zero,
a wiec jest to bozon.

Jesli chcemy obliczy¢, jaka jest energia ukladu zawierajacego N
Jednakowych czastek kwantowych, to musimy wiedzied, ile czastek

w ukladzie ma ped p;, p2 itd. Innymi stowy, konfiguracja liczb

{Npy> Npys ooy Np,., ...} bedzie okrelata stan calego ukladu, gdzie
Np jest liczba czastek o pedzie p. Na przyklad, energia bedzie réwna

2
= Zp £ Ny.

I w tym miejscu pojawia sie gléwna réznica miedzy bozonami

a fermionami. W przypadku bozonéw dowolna ich liczba moze mieé
ped p, czyli N, jest dowolna liczba naturalna (lub zerem). Jesli
chodzi o fermiony, to tylko jedna czastka moze by¢ w danym stanie
kwantowym o pedzie p i spinie o. Innymi stowy, N, = 0, gdy nie

ma fermionéw o pedzie p, N, = 1, gdy jest jeden fermion o pedzie p
1 spinie +1/2 lub —1/2 oraz N, = 2, gdy sa dwa fermiony o pedzie p,
Jeden o spinie +1/2, drugi o spinie —1/2. Opisana reguta stanowi
tzw. zakaz (zasade wykluczania) Pauliego.

W stanie podstawowym (7' = 0) energia uktadu musi byé
najmniejsza, wiec wszystkie bozony beda obsadzaly stan

z pgdem p = 0, czyli beda spoczywaly i ci$nienie takiego gazu

bedzie zerowe (rys. 1). Z powodu zakazu Pauliego tylko dwa
fermiony o spinie +1/2 moga mieé¢ ped p = 0, a pozostale beda
obsadzaly kolejne stany z wiekszymi pedami az do poziomu zwanego
poziomem Fermiego. Schematycznie zaznaczyliémy to na rysunku 2.
Widzimy, ze wigkszos¢ fermionéw porusza sie sprawiajac, ze cinienie
takiego gazu jest niezerowe. To jest przyczyna, dla ktérej gwiazdy
neutronowe nie zapadaja si¢ pod wplywem wlasnej sity grawitacji.
W niezerowych temperaturach sposéb obsadzen stanéw o danym p
ulega zmianie i schematycznie przedstawiliémy to na rysunkach 1

1 2 linig przerywana. Czes¢ czastek przebywa w stanach o wiekszych
wartosciach pedu.

[ ]
T=0K il

2l ‘10K

o \

= N

“
*.  Kondensat
~
~000000000000— =
0 Obsadzenie

Rys. 1. Rozklad bozonéw w temperaturach: zerowej i wiekszej od 0 K. Gruba pozioma
kreska w zerowe) energii oznacza kondensacje Bosego—Einsteina ponizej temperatury
krytycznej.

Przyjrzyjmy sie dokladniej bozonom w niezerowych temperaturach.
Okazuje sie, ze wtedy najwiecej czastek jest w stanie o pedzie py = 0,
ale réwniez bardzo duzo jest ich w stanie o pedzie py, ktéry jest
bardzo blisko py.

Zakladamy tutaj, ze czastki sy zamkniete w pudle o duzej, lecz skoriczone) objetosci.

Wtedy skiadowe wektora pgdu przyjmuja tylko wartosci dyskretne (sa skwantowane)
podobnie jak np. energia w atomie wodoru.

Kolejne stany o wyzszych pedach sa obsadzane réwniez przez duza
liczbe bozonéw, aczkolwiek liczba obsadzen ma tendencje malejaca.



magnetycznego przemieszczaja si¢
1 T>0K zgeszczenia plazmy. Bylo to mozliwe dzigki
< T=0K rejestracji radiowej emisji tych zgeszczen.
\ ’/ Obserwacje wyraznie pokazaly tez, jak
zgeszczenia te w miare oddalania si¢ od
Poziom ‘_ Gt Slonica stygna emitujac coraz diuzsze fale
Fermiego 4’ radiowe. ;

Zaskoczeniem natomiast bylo stwierdzenie

T=0K | bardzo szybkich fluktuacji kierunku
_‘__Q— linii pola nad biegunami, i to w skalach
—*——6— czasowych zaréwno sekund, jak i godzin.

4‘_¢——— Przypisuje sie to turbulencjom w wietrze
! i powstajacym przy oddzialywanin

Energia

strumieni wiatru szybkiego z powolnym.
_a—‘Q— 0 Pon Bowiem nie tylko pole magnetyczne
Obsadzenie na kazdy kieruje ruchem plazmy, ale i plazma moze
modyfikowaé ksztalt pola, jezeli tylko

ma na to doéé energii. To samo zjawisko
tlumaczy tez jeszcze inny nieoczekiwany

kierunek spinu

Rys. 2. Rozklad fermionéw (elektronéw) w temperaturach: zerowe) i wigkszej od 0 K.

Teraz mozemy wyjaénié¢, co to jest kondensacja Bosego-Einsteina. fakt. Mianowicie, gdyby pole magnetyczne
Otéz, jest to zjawisko polegajace na tym, ze ponize] pewne] Stotica w poblizu biegunéw tworzylo znany
temperatury 7., zwanej temperatura krytyczna, stan o pedzie pp = 0 kazdemu z czaséw szkolnych gladki ,lejek”,
jest obsadzany przez makroskopowa liczbe czastek. Innymi stowy, to czastki promieniowania kosmicznego
stan ten ma liczbe obsadzen N,, znacznie wigksza niz pozostate moglyby tam wladnie tatwo wzdluz
stany, tzn. linii pola docieraé w poblize Stofica.

& W przypadku Ziemi tak wlasnie jest: '

Npo > Npys Npay - -« czastki (co prawda, nie promieniowania

Okazuje sig, ze bozony lubia gromadzi¢ sie w tym samym stanie kosmicznego, lecz gléwnie wiatru
tworzac co$, co nazywamy kondensatem. Méwimy, ze bozony stonecznego) latwo wpadaja do atmosfery
kondensuja, gromadza sie w stanie o najnizszej energii. To zjawisko w okolicach polarnych wywolujac czesto
jest kwantowym przejsciem fazowym pierwszego rodzaju. tam obserwowane zorze. Tymczasem nad
Czynnikiem odpowiedzialnym za kondensacje jest kwantowa natura biegunami Slonica Ulysses zarejestrowal
czastek i nic poza tym. gnacznie mniej czastek promieniowania

kosmicznego niz oczekiwano. To wladnie
Zgodnie z klasyfikacjg przejé¢ fazowych Ehrenfesta przemiang fazows nazywamy chmtyczny (W ma‘le-l Ska‘h) przel:neg linii
przemiang n-tego rodzaju, jesli potencjal termodynamiczny jest ciagly wraz owi tu dla mch przeszkodg

z pochodnymi do rzedu n — 1 wlacznie, natomiast n-ta pochodna jest nieciagla. Ill!l.CZEJ méwiac, wysoknenergethzrle
Najprostszym przykladem przemiany pierwszego rodzaju jest wrzenie cieczy

w temperaturze nizszej od krytycznej. Wygodnym potencjalem termodynamicznym i ; B :
jest wtedy energia swobodna Gibbsa G zalezna od temperatury T, cidnienia p i liczby »odczuwaja” ten lejek linii pola jako

aG . : . - : A ‘o 7 i
czgstek N. Pochodna (8_) nosi nazgwe potencjalu chemicznego i jest w punkcie bardzo ”ChroPowa'ty : dla‘tEgo duzo z nich

T.p : jest z powrotem odrzucanych w przestrzen.
przemiany ciagla, natomiast pochodne wzglgdem p i T sa nieciagle, plerwsza z nich ;

okreéla réznice gestoéci obu faz, druga — cieplo przemiany. Jak dot%d’ a.pa.ratura U.lygsesa dziala.
bez zarzutu. Przedstawione tu niektére
Szczegbtowe obliczenia teoretyczne pokazuja, ze zjawisko kondensacji wstepne wyniki j_egt.')_ i p__r’zy_padanjq >
bedzie zachodzito, gdy spelniony zostanie nastepujacy warunek okres Slofica spokojnego. Jezeh sonda
3 B dotrwa do lat 2000/2001, to jej nastepny
A'n = 2612. przelot nad biegunami Stoiica wypadnie
jest tzw. termiczna dilugoscia fali, w okresie aktywnosci (obieg Ulyssesa
wokdl Slofica trwa 6,2 lat, czyli jest
w przyblizeniu réwny polowie cyklu
stonecznego). Nie bedzie juz wiedvazanie
jedynym urzadzeniem $ledzacym Stoiice
z Kosmosu. Ostatnio European Space
Agency wystrzelila sonde Solar and
Heliospheric Observatory (o oficjalnym:

czastki promieniowania kosmicznego

2rh?
mkgpT

bedaca odpowiednikiem dlugosci fali de Broglie’a dla pojedynczej
czastki o masie m, natomiast n = N/V jest gestoscia czastek

w ukladzie, T jest temperatura, a kg jest stala Boltzmanna.
Widzimy, ze n ~ €73, gdzie € jest érednig odlegtoscia miedzy
czastkami. Tak wiec kondensacja Bosego-Einsteina zachodzi wiedy,
gdy dlugosé termiczna fali staje sie poréwnywalna ze srednia

We wzorze tym A =

odlegloscia miedzy czastkami A ~ £. Moze to zajsé wtedy, gdy albo skrécie — uwaga! - SOHO). Nawet z
gestosc n jest bardzo duza, albo temperatura 7' jest bardzo niska. lecac daleko od Slofica Ulysses nie bedzie
Zalézmy wiee, ze gestosé czastek (niech beda nimi atomy rubidu, préznowal monitorujac systematycz;

z ktérymi wykonano doéwiadczenie) jest dana, np. n = 10! em™2, wlasnoéci oérodka migdzyplaneta




oraz ze znamy mase molowa czastki mpg; = 85,5 g. Wtedy proste
oszacowania pokazuja, ze T, ~ 107° K.

Tak wiee, aby zaobserwowaé kondensacje Bosego—Einsteina,
musimy schlodzié¢ uktad do temperatur ekstremalnie niskich.
Dotychezas udawalo sie to zjawisko obserwowac tylko w przypadku
atoméw “He. Ponizej temperatury 7. = 2,19 K ciecz przechodzila
do nowego stanu, zwanego stanem nadcieklym o bardzo dziwnych
wiasnoéciach makroskopowych. Jednakze atomy *He bardzo silnie
oddziatuja ze soba i tylko 10% wszystkich czastek jest w stanie

z p=0dlaT =0 K. Nie jest wiec to idealny przyktad kondensacji
Bosego-Einsteina.

W doswiadezeniu wspomnianym we wstepie ochlodzono atomy
8"Rb. W warunkach, w jakich przeprowadzono ten eksperyment,
mozna przyjac, ze sa to czastki nieoddziatujace. Tym samym
wynik powinien by¢ zblizony do przewidywanego teoretycznie.
Prace nad otrzymaniem kondensatu trwaly bardzo dtugo. Od okolo
15 lat bylo to marzenie fizykdéw pracujacych w optyce kwantowej

1 fizyce atomowej. Najwicksze trudnosci polegaly na utrzymaniu
atomow w malym obszarze przestrzeni oraz na ich ochlodzeniu.
Stosujac metody chlodzenia laserowego (w ktérych spowalniano
atomy za pomoca wiazki §wiatla) oraz chlodzenia ewaporacyjnego
(odparowywanie najszybszych czastek) udalo sie otrzymaé
ekstremalnie niskie temperatury. W szczegdlnosci zaobserwowano,
ze w ukladzie zawierajacym okolo 5 000 atomdéw 3“Rb az 500

z nich (ezyli 10%) ponizej T, = 180 nK obsadza stan o najnizsze]
energii, a pozostate byly rozsypane po stanach o wyzszych energiach.
Co wiecej, gdy obniza sie temperature do zera, to liczba czastek

w tym stanie wzrasta do prawie 100%. PéZniejsze eksperymenty
dotyezyly az 30 000 atomdw. Inne grupy zaobserwowaly kondensacje
atomoéw innych pierwiastkéw (np. litu ezy sodu). Musimy jednak
pamietaé, jak trudny jest to eksperyment. Tylko 3 laboratoria na
swiecie sa przygotowane do jego przeprowadzenia.

Doswiadczenie to z pewnoscia przejdzie do historii jako kolejny
dowdd na prawdziwosé mechaniki kwantowej, a autorzy, byé moze,
doczekaja sie wielu prestizowych nagréd. Wazne jest tez, ze otwiera
ono szereg nowych projektéw badawczych dotyezacych poznania
wlasnosci fizycznych kondensatu. Praktycznie na razie nie wiemy
nic na ten temat. Ani jak kondensat oddziatuje ze swiatlem, ani jak
wyglada dokladnie przebieg przejicia fazowego w czasie. Jakie sg
wtlasnoscl termodynamiczne takiego uktadu, czy takie jak przewiduje
teoria Bosego 1 Einsteina? Lista otwartych pytan 1 propozycji
bytaby zapewne dluzsza niz ten artykut. Mamy jednak nadzieje,

ze poinformujemy naszych Czytelnikéw za kilka lat, na jakie pytania
udalo sie juz znalezé odpowiedz.

k-

Rozwigzanie zadania M 787. Z twierdzenia
cosinuséw wynika, Ze odcinek XY o dlugoéci nie
wigkszej niz 1, ktérego korice lezg na zewnatrz
kola k, widaé ze srodka tego kota, O, pod katem
ostrym:

2|0X||OY|cosa = |OX|* + |OY|* = |XY|? >
=y 2
)-2(@) -1=0,

zatem cosa > 0.

X

N\

Dla punktéw X, Y lezacych na zewnatrz kola k
mozemy wprowadzi¢ pseudoodleglodé d( X, ¥)
réwng mierze kata skierowanego XOY . Spelnia
ona, oczywiscie, nieréwnoéé tréjkata, tzn. dla
dowolnych punktéw X, Y, Z (lezacych poza
kotem k) mamy

d(X,Z)<dX,Y)+dY,Z).
Niech X, Y beda tymi sposréd punktéw
A, B, C, D, pomigdzy ktérymi pseudoodlegloéé d
Jjest najwicksza. Jednak na mocy wezeéniejszego
spostrzezenia albo d(X,Y) < n/2, albo
dla pewnego Z € {A, B, C, D} zachodzi
d(X,Z2)< n/2, d(Z,Y) < 7/2, co na mocy
nieréwnoéci tréjkata dowodzi, iz d(X,Y) < .

Zatem prosta prostopadla do dwusieczne)
kata X OY i przechodzaca przez srodek kola k
spelnia warunki zadania.

* k k k k k k Kk ko ko k k k ok Kk Kk k k ok k kK k k k k ok k ok k ok ok ok kok ok ok ok k ko k k ok ok ok

W moich starych notatkach odnalazlem nastepujacy dowdd
twierdzenia Pitagorasa.

Odkladamy BD = BE = BC = a (patrz rysunek; oznaczenia
standardowe, § = ZAEC). Wtedy tréjkaty ACD 1 AEC sa
podobne (poniewaz (180° — 2+v) + (180° — 26) = 180°, wiec
90° — v = §). Wobec tego

c—a b

b o o
czyli ¢ = a? + b2,

Nie wiem, czy powyzszy dowdd jest gdzies w literaturze; jako
miniatura matematyczna wydaje si¢ byé godny Delty.
Werner MNICH




Rys. 1. Przyklady debrych wezy.
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Rys. 2. Waz, ktéry po zabraniu pola
bialego i czarnego (na rysunku zabrane
pola sa zaznaczone kolorem) rozpadl sig
na dwa kawalki.
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Rys. 3. Waz, ktdry sie nie rozpadl po
zabraniu pola bialego i czarnego.

Maia ge

Szachownica 1 domino

Bardzo wielu Czytelnikéw Delty wie, ze szachownicy o rozmiarach 8 x 8,

z ktérej ktos usunal dwa przeciwlegle narozne pola, nie mozna przykry¢ za
pomoca 31 kostek domina uktadanych tak, by kazda przykrywala dwa sasiednie
pola. Powdd jest prosty. Oba usuniete pola sa tego samego koloru, a zatem

na szachownicy bez naroznikéw pdl jednego koloru jest 30, a drugiego 32.
Tymeczasem kazda kostka domina — gdziekolwiek bySmy ja na szachownicy
polozyli — przykrywa jedno pole biale i jedno czarne. Kto ma 31 kostek domina,
nie zdolta wiec przykry¢ nimi szachownicy bez przeciwleglych naroznikéw, ani
szachownicy z usunietymi dwoma polami tego samego koloru.

Az sie prosi, by zapytaé, co bedzie wtedy, gdy z szachownicy usuniemy jedno
pole biale i jedno czarne? Opisany przed chwilg argument tym razem nie dziala,
wiec moze otrzymana figure uda sie praykryé 31 kostkami domina w taki sposdb,
by kazda zakrywala dwa pola?

Od razu widaé, ze uda sie to zrobi¢ wtedy, gdy usuwamy dwa pola sasiednie.
Czy uda si¢ dla kazdego polozenia obu zabieranych pol?

Okazuje sie, e tak. Zeby zobaczy¢, jak sie to robi, trzeba najpierw na
szachownicy narysowaé weza zjadajacego wlasny ogon (albo, jesli kto woli, trase
do gry w kapsle). Nie moze by¢ to waz byle jaki: musi tak leze¢ na szachownicy,
by zakrywac wszystkie pola, 1 w dodatku nie moze si¢ nigdzie sam ze soba
przecina¢. Dobre sa, na przyklad, weze z rysunku 1. (Moze kto$ umie narysowad
inne dobre weze? Albo powiedzieé, ile jest wszystkich dobrych wezy?)

Gdy teraz z szachownicy usuniemy dwa pola réznych koloréw, to moga staé sie
dwie rzeczy. Po pierwsze, waz moze rozpas¢ sie na dwa kawalki (rysunek 2).
Wtedy kazdy z tych kawaltkow sklada sie z parzystej liczby pdl szachownicy
(gdy wedrujemy z usunietego pola czarnego na usuniete pole biale wzdluz weza,
wszystko jedno w ktora strone, to przechodzimy najpierw przez pole biale,
potem przez czarne, potem znéw przez biale, ..., 1 wreszcie na koricu przez
czarne). Zatem, kazdy z dwdch kawatkéw weza zdotamy przykryé kostkami
domina — trzeba je po prostu ukladaé ,wzdluz weza”. Nie bedzie z tym zadnego
klopotu, nawet w tych miejscach, gdzie waz zakreca.

Po drugie, waz moze nie rozpasc sie na dwa kawatki (rysunek 3) — wtedy jednak
jest réwnie latwo, jak przed chwila, bo mamy do przykrycia jeden tylko kawalek
weza zlozony z parzystej liczby pol.

Kazdy moze sam sprawdzic¢, ze przedstawione rozumowanie jest dobre dla
dowolnej prostokatnej szachownicy o parzystej liczbie pdl i o obu bokach
dlugosci co najmniej 2.

Matg Delte przygotowat Pawel STRZELECKI



Periodyczne powierzchnie minimalne

Wojciech GOZDZ i Robert HOEYST

Czym sa powierzchnie minimalne i jak je mozna
utworzy¢ i zobaczy¢? Na to pytanie odpowiedzieli
matematycy i1 przyrodnicy w XVIII i XIX wieku.

A oto przepis na prosty eksperyment, pokazujacy
powierzchnie minimalna, ktéry moze by¢ wykonany
przez kazdego Czytelnika Delly:

Przygotuj roztwdér mydta taki, abys mégl zrobi¢

z niego barnki mydlane. Nastepnie z drutu wykonaj
ramke o dowolnym ksztalcie. Ciekawszy efekt uzyskuje
sie, jezeli ramka nie jest plaska. Zanurz ramke

w roztworze. Utworzy sie na niej blonka mydlana.
Blonka przyjmie taki ksztalt, przy ktérym ma
najmniejsze z mozliwych pole powierzchni. Wynika to
z istnienia napiecia powierzchniowego i proporcjonalnej
do niego energii powierzchniowej. Poniewaz kazdy
uklad dazy do stanu, w ktérym energia jest minimalna
(w tym przypadku energia swobodna), blonka
mydlana przyjmie ksztalt odpowiadajacy najmniejszej
energii, a w konsekwencji jak najmniejszemu — przy
zadanym ksztalcie ramki — polu powierzchni. Dlatego
powierzchnie utworzona przez blonke mydlana

na ramce nazywamy powierzchnia minimalng.
Ogodlnie, powierzchnia minimalna jest to powierzchnia
o minimalnym, przy zadanych warunkach brzegowych,
polu powierzchni. Opisany eksperyment jest nazwany
eksperymentem Plateau; nazwa ta pochodzi od
nazwiska przyrodnika, ktéry zajmowal sie¢ problemem
napiecia powierzchniowego w XIX wieku. Opisal on

w 1873 roku to doswiadczenie w ksiazce Statique
Ezpérimentale et Théorique des Liquides Soumis auz
Seules Forces Moléculaires (Statyka doswiadczalna

1 teoretyczna ptynow poddanych jedynie dziataniu sit
molekularnych). James Clerk Maxwell w artykule
zamieszczonym w Encyclopaedia Britannica podaje,
ze tego typu eksperymenty wykonal juz Leonardo

da Vinci kilkaset lat przed Plateau. Na rysunku 1
pokazana jest ramka o charakterystycznym ksztakcie
wraz z powierzchnia, ktéra powinna sie na niej
utworzy¢ po zanurzeniu w roztworze mydtla. Jest to
prosty element powierzchni D Schwarza, o ktorej
bedzie mowa w dalszej czesci artykutu.

Matematycy znalezli inny sposéb opisu powierzchni
minimalnych, niezalezny od ksztaltu brzegu
powierzchni. Laplace wykazal, ze powierzchnia
minimalna jest to taka powierzchnia, ktérej srednia
krzywizna w kazdym punkcie jest rowna zeru. Aby
zrozumied, jaki ma ksztalt powierzchnia minimalna

w tréjwymiarowej przestrzeni, wyobrazmy sobie siodlo
konskie (rys. 2). Siodlo to ma dwa wygiecia, kazde

w przeciwna strone. Jest ono w srodkowym punkcie
rownoczesnie wkleste 1 wypukle. Taki punkt nazywany
jest punktem siodlowym. Jak widaé (rys. 2), z dwoch
krzywizn 1/R; i 1/R» jedna jest dodatnia, a druga
ujemna, tak, ze srednia krzywizna zdefiniowana
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Rys. 1. Prosty ksztalt ramki wraz z powierzchnia, ktéra powinna
si¢ na niej utworzy¢ po zanurzeniu w roztworze mydla. Wszystkie
katy w tej ramce sg proste i wszystkie dlugoéci bokéw sa

réwne. Otrzymana powierzchnia jest 1/64 komdrki elementarnej
powierzchni D Schwarza (rys.7).

wzorem: H = % (RLI + R_lgf) jest - d_la R =—-R»

- réwna zeru (R; 1 Ry sa najmniejszym i najwickszym
promieniem krzywizny w danym punkeie powierzchni
i nazywaja sie gtéwnymi promieniami krzywizny).

A wiec powierzchnie minimalne maja zerowa

srednig krzywizne w kazdym punkcie, co oznacza,

ze skladaja sie w caloSei z punktéw siodlowych.
(Powierzchnia zupelnie plaska ma takze zerowa
krzywizne w kazdym punkcie 1 jest szczegdlnym
przyktadem powierzchni minimalne;j.) Srednia
krzywizna kuli o promieniu R jest réwna 1/R,

a walca o promieniu r jest réwna 1/2r. Mozemy
zdefiniowac wklestosé 1 wypuklosé poprzez znak
krzywizny. Na rysunku 3 pokazana jest krzywa
plaska, ktorej krzywizna jest dodatnia (wypuktosé)
w jednych, a ujemna w innych punktach (wklestoié).

Ry

Ra

Rys. 2. Ksztalt powierzchni w poblizu punktu siodlowego. Srednia
krzywizna jest réwna H = £(1/R; + 1/R3). W réwnaniu na H
nalezy wzia¢ R, 1 Ry z przeciwnymi znakami, poniewaz siodlo jest
wygiete w przeciwne strony (popatrz tez na uproszczony rys. 3).



Rys. 3. Plaska krzywa z ujemna krzywizna w punkcie A i dodatnig
w punkecie B. Znaku krzywizny mozna uzyé¢ do zdefiniowania
wypuklodei i wkleslodei.

Matematyecy poszli dalej. Jeden z nich (Schwarz)
wykazal w 1865 r., ze mozna wziac¢ proste kawaltki
powierzchni minimalnej i poskladac je tak, aby
otrzymac periodyczne powierzchnie minimalne. Aby to
zrozumieé, popatrzmy na rysunki 4-6. Na rysunku 4
pokazany jest prosty kawalek powierzchni minimalnej.

Rys. 4. Prosty element powierzchni minimalne] P Schwarza. Z oémiu
takich kawaltkéw powierzchni sklejonych odpowiednio wzdluz
krawedzi otrzymamy rysunek 5.

Z oémiu takich kawalkéw sklejonych wzdluz jej
krawedzi dostaniemy powierzchnie pokazana

na rysunku 5 (tzw. powierzchnia P Schwarza).
Powierzchnia ta pokazana jest w szeScianie. Skladajac
osiem takich szescianéw wzdluz écian dostaniemy
rysunek 6. Powtarzajac te procedure nieskoriczona
iloé¢ razy mozna wypelnié tymi szeScianami cala
przestrzen. Tak otrzymana powierzchnia jest gladka,
tzn. nie ma zadnych kantéw ani zalaman. Zwréémy
uwage, ze taka powierzchnie, ktéra wypelnia cala
przestrzen, mozna otrzymac z elementu pokazanego
na rysunku 5 przez wielokrotne przesuwanie
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Rys. 5. Komdrka elementarna minimalne) powierzchni
periodycznej P Schwarza. Takimi komérkami mozemy wypelnié cala
przestrzeri (patrz rys. 6).

Rys. 6. Osiem komodrek elementarnych powierzchni P Schwarza
(rys. 5) zlozonych razem.

go w kierunkach osi szedcianu o wektor o dlugosci
réwnej wielokrotnosci dtugosci jego boku.
Otrzymujemy w ten sposob periodyczna powierzchnie
minimalna, a sze$cian pokazany na rysunku 5 wraz

z powierzchnig nazywamy komorka elementarna.
Prosty element powierzchni, pokazany na rysunku 4,
(od ktdrego zaczeliSmy cala procedure) mozna
utworzy¢ wedlug przepisu Plateau (podanego na
poczatku) biorac odpowiedni ksztalt ramki, tak by jej
krawedzie odpowiadaly brzegom tej powierzchni. Nie
kazdy prosty kawalek powierzchni minimalnej daje sie
tak zlozy¢, aby mozna z niego bylo utworzyé gladka,
periodyczna powierzchnie minimalna. Matematycy,
ktérzy badaja ten problem od 130 lat, odkryli

tylko 7 takich powierzchni o symetrii kubicznej,

tj. takich, w ktorych komorka elementarna ma ksztalt
szeScianu. Na rysunkach 7, 8, 9 pokazane sa komérki
elementarne, kolejno, powierzchni D Schwarza



(a na rysunku 1 widoczna jest 1/64 komérki
elementarnej tej powierzchni), powierzchni G Schoena
(odkryta w 1970 roku) i powierzchni I — W P. Choé
przypuszczalnie istnieje nieskonczenie wiele réznych
komérek elementarnych, to jednak fakt ten nie zostal
udowodniony.

Rys. 7. Komérka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej D Schwarza.

Rys. 8. Komérka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej G Schoena.

Czy periodyczne powierzchnie minimalne wystepuja
w przyrodzie? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie,
musimy najpierw oméwié wlasnosci pewnych
czasteczek, ktore towarzysza nam na co dzien:

sa nimi czasteczki mydel i detergentéw. Czasteczki
takie sktadaja sie z dwdch czesci: polarnej ,gléwki”
(tzn. majacej moment dipolowy) i niepolarnego
(weglowodorowego) ,,ogonka” (rys. 10).

Polarna gléwka jest wodolubna, a ogonek nie. Méwiac
w skrécie: polarna gtéwka przyciaga czasteczki wody,
a ogonek je odpycha. Jezeli w wodzie znajduja sie
czasteczki brudu (najezedciej thuszeze i weglowodory),
to czasteczki detergentu otaczaja brud ogonkami,

a gltéwki kieruja w strone wody. Jest to podstawa
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Rys. 9. Komdrka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej 1 — WP,

polarna
gléwka

weglowodorowy
ogonek

(@ (®)

Rys. 10. Czasteczka detergentu (detergenty nazywane sa
surfaktantami od sléw angielskich: surface active agent — substancja
powierzchniowo czynna) (a) wzér chemiczny (b) schematyczny
rysunek czasteczki.

procesu mycia czy prania. Brud jest zmywany
przez detergent z tkaniny czy rak dzieki temu,

ze detergent izolujac brud od wody zmiejsza jego
energi¢ powierzchniowa i odrywa go od tkaniny.
Nastepnie brud i detergent sa splukiwane wraz

z wodg. O ile energia powierzchniowa brudu i wody
Jest duzo wieksza niz energia powierzchniowa brudu
i tkaniny, o tyle energia powierzchniowa detergentu
i brudu jest duzo mniejsza i dlatego brud odrywa
si¢ od powierzchni i przyczepia do detergentu. Znéw
mamy do czynienia z zasada minimum energii.

No dobrze, ale gdzie sa te powierzchnie periodyczne?
Jezeli rozpuscimy czasteczki detergentu w czystej
wodzie, to moga sie one tak ulozyé w dwuwarstwy,
aby ogonki byly izolowane od wody (rys. 11).
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Rys. 11. Faza lamelarna zlozona z dwuwarstw utworzonych przez

czasteczki detergentu w roztworze wodnym. Dwuwarstwy tworza tez
powierzchnie periodyczne, takie jak pokazane na rysunkach 5, 7-9.

Na rysunku 11 pokazana jest struktura lamelarna
(tzn. periodyczna w jednym kierunku) skladajaca sie
z plaskich dwuwarstw detergentu poprzedzielanych
warstwami wody. Pod koniec lat 70. chemicy i fizycy
odkryli, ze dwuwarstwy detergentéw tworza nie
tylko ptlaskie powierzchnie, takie jak pokazane na
rysunku 11, ale réwniez powierzchnie periodyczne,
ktérych komérki elementarne pokazane sa na
rysunkach 5, 7-9. Oczywiscie, eksperymenty te nie
przesadzaja o tym, czy otrzymane powierzchnie

sa minimalne. Mozna sobie wyobrazi¢ periodyczne
powierzchnie, ktére choé pozornie wygladaja jak
powierzchnie minimalne, to jednak minimalne nie
sa. Zawsze bowiem mozna powierzchnie troche
zdeformowac 1 cho¢ nie zmieni to ani jej symetrii,
ani topologii, to jednak spowoduje, ze nie wszystkie
jej punkty beda mialy zerowa srednia krzywizne.
Niemniej periodyczne powierzchnie minimalne stuza
za wzor wszystkich powierzchni periodycznych.

Gdzie w biologii pojawiaja 3ie powierzchnie
periodyczne? Wiadomo na pewno, ze lipidy,

z ktérych skladaja sie sciany komdrkowe w naszych
organizmach, tworza takie powierzchnie periodyczne
w roztworach wodnych. Najczescie] wystepujaca
struktura jest tzw. struktura zyroidalna pokazana
na rysunku 8. By¢ moze takie struktury tworzone sa
w chloroplascie, ktory jest odpowiedzialny za proces
fotosyntezy. Powierzchnie periodyczne pojawiaja

sie w mieszaninach blokowych polimeréw (sktadniki
poliuretanu), jak réwniez w krysztalach jonowych, jako
powierzchnie zerowego potencjatu elektrostatyeznego.

Rys. 12. Komérka elementarna periodycznej powierzchni minimalne)
zwane] motylem BFY .

Rys. 13. Komérka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej CPD.

Rys. 14. Komdrka elementarna periodyczne] powierzchni
minimalnej] GX1.



Rys. 15. Komérka elementarna periodycznej powierzchni Rys. 18. Komérka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej GX2. minimalnej GX4.

Rys. 16. Komérka elementarna periodycznej powierzchni Rys. 19. Komérka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej SCN1. minimalnej] GX5.

Rys. 17. Komérka elementarna periodycznej powierzchni Rys. 20. Komérka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej GX3. minimalnej GX6.
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Opisujac roztwory wodne detergentéw za pomoca
modeli fizycznych udalo sie autorom tego artykutu
pokazaé, ze bogactwo periodycznych powierzchni jest
ogromne i nie zamyka sie w tych kilku strukturach
(rys. 5, 7-9). Odkrylismy kilkadziesiat nowych

nie znanych do tej pory powierzchni. Czes$¢ z nich
pokazana jest na rysunkach 12-20 oraz na tylnej
oktadce Delty. Jak widaé, niektére z tych powierzchni
sa bardzo skomplikowane. Miara zlozonosci
powierzchni jest jej genus, czyli z grubsza liczba
dziur. Dla przyktadu: genus sfery jest réwny 0, genus
torusa jest réwny 1 (jedna dziura), a genus precelka
(ciasteczko z dwiema dziurami) jest réwny 2. Genus

powierzchni z rysunku 20 wynosi 141, a genus
powierzchni P Schwarza (rys. 5) tylko 3. Czy te nowe
powierzchnie sa tworzone w ukladach rzeczywistych?
Nie wiadomo.

Nasza praca na pewno nie wyczerpuje bogactwa
Swiata powierzchni periodycznych. Powierzchnie te
maja nie tylko walor poznawczy, ale takze sa piekne
poprzez swoja symetrie i wysoka zlozonosé. Moze

1 Ty, Czytelniku, bedziesz kiedys mial okazje bada¢
te piekne twory matematyczne, ktorych realizacje
tak nieoczekiwanie odnaleziono w roztworach lipidéw
1 detergentow.

Autorzy dziekuja Komitetowi Badan Naukowych za wsparcie badan nad powierzchniami minimalnymi. Praca
zostala wykonana w Instytucie Chemii Fizyczne] PAN i Szkole Nauk Scistych.

Na tylnej okladce zamiescilismy zdjecia komorek elementarnych (lub 1/8 komérki elementarnej) periodycznych
powierzchni minimalnych. Powierzchnia rozdziela objeto$¢ na dwie rozlaczne czesci zaznaczone kolorami niebieskim

1 CZerwonym.

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 786. W przestrzeni dane sa takie punkty 4, B,C' i D, ze |AB|, |BC|, |CD|

[DA| < 1. Udowodnié, ze |AC| < /2 lub |BD| < /2.

D i
D c\

b a

Rozwiazanie na str. 15

M 787. Na plaszczyznie dane sa: kolo k o érednicy /2 i lezace na zewnatrz
niego takie punkty A, B, C'i D, ie |AB|, |BC|, |CD|, |DA| < 1. Udowodnié,
iz przez $rodek kola mozna przeprowadzié taka prosta, ze wszystkie te punkty
beda lezeé po jej jednej stronie. d

Rozwiazanie na str. 4

M 788. Na plaszczyinie dane sg takie punkty 4, B,C, D, a,b,¢,d, ze |AB|,

Waszystkie zaznaczone odeinki sg nie
dluzsze niz 1.

|BC|, |CD|, |DA], |ab|, |be|, |cd|, |dal|, |Ac|, | Db|, |Cal, |Bd| < 1. Udowodnié,
ze dlugoéé co najmniej jednego z odcinkéw Aa, Bb, Ce, Dd nie przekracza /2.
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Krzysziof REJMER

\ P
/- A F 437. Wykazaé, ze radialna predkosé planety 3—’; (r jest jej odlegloécia
. - Shis 8\ _ od gwiazdy), poruszajacej sie po elipsie, ma maksymalna wartoéé w dwéch

c punktach znajdujacych sie na prostej prostopadtej do duzej pélosi elipsy

\ A i przechodzace] przez gwiazde (znajdujaca sig, oczywiscie, w ognisku elipsy).
/ Rozwiazanie na str. 16

C - centrum przyciggania,
A - planeta,
P, P! — punkty, w ktérych 4T jest
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F 438. Wiedzac, ze jadro atomowe ma $rednice rzedu 10~'° m, oszacowaé
energie wigzania nukleonu w jadrze. Wykazaé, ze w jadrze atomu nie moga
znajdowac sie elektrony.

maksymalne. Rozwiazanie na str. 16



Helikoida 1 katenoida
Pawet STRZELECKI

W artykule W. Gézdzia i R. Holysta mozna
przeczytaé¢ o periodycznych powierzchniach
minimalnych. Matematyk chcialby dorzucié do
zawartych w nim informacji swoje trzy grosze.

Zaczniemy od przypomnienia definicji krzywizny
krzywej przestrzennej. Niech y : I — R bedzie
krzywa gltadka. Krzywizna krzywej y w punkcie y(s)
to odwrotno$é promienia okregu, ktéry najlepiej

ze wszystkich ,udaje” krzywa w otoczeniu

punktu y(s). Gdy krzywa jest sparametryzowana
dtugoscia tuku, tzn. dlugosé wektora stycznego |y’(s)|
jest dla kazdego s réwna 1, to krzywizna jest réwna
liczbie k(s) = |y"(s)|. (Druga pochodna mierzy,

jak szybko w poblizu punktu y(s) obraca sie

wektor styczny do krzywej.) Dla krzywych plaskich
wprowadza sie krzywizne ze znakiem (patrz rys. 3 na
str. 7).

Gdy k(s) # 0, to prosta przechodzaca przez

punkt y(s) i réwnolegla do wektora y”(s) nazywa

sie gléwna normalng do krzywej. (Rézniczkujac
zaleznosé¢ y'(s) - y'(s) = 1 wzgledem s, sprawdza sie,
ze istotnie wektor y’/(s) jest prostopadly do krzywej.)
Sposrod wszystkich plaszezyzn przechodzacych

przez punkt y(s) najlepiej przylega do krzywej jej
plaszezyzna $cisle styczna, rozpieta na wektorach
y'(s) i y"(s).

A jak opisywaé zakrzywienie gladkiej powierzchni

S C R®? Wyobrazmy sobie, ze w ustalonym

punkcie p € S ktos wbil stupek prostopadly do S
(czyli prostopadly do plaszezyzny stycznej), my zas
kroimy S, prowadzac plaskie ciecia wzdluz owego
stupka (czyli wektora normalnego do S). Za kazdym
razem w przekroju otrzymujemy krzywa plaska;

jej krzywizna zalezy w sposéb ciagly od kierunku
ciecia 8 € [0, 7], bo S jest gladka. Istnieja zatem

dwa takie przekroje, ze krzywa lezaca na jednym ma
krzywizne najmniejsza, a na drugim — najwieksza

z mozliwych. Owe ekstremalne krzywizny k; i k2 to
tzw. krzywizny gléwne S w punkcie p, odpowiednie
za$ kierunki cie¢ — tzw. kierunki gléwne. Prawdziwy
Jjest zaskakujacy fakt: jesli ky # ks, to kierunki giéwne
sa prostopadle. Krzywizna Srednia S w p to polowa
sumy krzywizn gléwnych, H := $(k1 + k3).,

Uwaga 1. Gdy przetniemy w p powierzchnig 5 dowolnymi dwiema
prostopadlymi plaszczyznami zawierajacymi wektor normalny do
powierzchni § w p, to suma krzywizn dwéch kraywych plaskich
otrzymanych w przekrojach bedzie réwna podwojonej krzywisnie
éredniej.

Mozna sprawdzié¢ (po niemiltych rachunkach),

ze w ogolnym przypadku krzywizna srednia
powierzchni .S opisanej réwnaniem z = f(z,y) dana
jest wzorem

(1 e f,f)fm:: o szr.fyfn:g + (1 S fg)fyy
AT+ 71 + Ig)°°

oznaczaja odpowiednie
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(1) H=

L e e S

pochodne czastkowe funkeji f). Dla kogo$, kto liznat
nieco rachunku catkowego, niedaleka stad droga

do zwigzku miedzy powierzchniami minimalnymi

a érednig krzywizna. Mianowicie, pole powierzchni

o réwnaniu z = f(z,y) jest réwne calce podwéjnej

Alf) = _//\/1 + f2 + f2dedy.

W 1760 roku Lagrange badal problem znalezienia
powierzchni z = f(,y) o najmniejszym mozliwym
polu wéréd wszystkich powierzchni o zadanych
wartodciach na brzegu ustalonego otwartego
podzbioru plaszezyzny. Jak wykazal Lagrange, funkeja
bedaca rozwiazaniem powyzszego problemu musi

spelniaé tzw. réwnanie Eulera—Lagrange’a dla
funkcjonatu A(f),

(2) (O +F) oo = 2fofyfoy + (L + 2) iy =0.

Rozwigzania réwnania (2) Lagrange nazwal
powierzchniami minimalnymi. W 1776 roku, w swojej
pracy po$wieconej krzywiznie powierzchni, Meusnier
zauwazyl, ze lewa strona réwnania (2) to licznik
utamka stojacego po prawej stronie wzoru (1), a zatem
powierzchnie minimalne 1 powierzchnie o znikajacej
gredniej krzywiznie to jedno i to samo.

Poszukujac réznych rozwiazai réwnania (2), Meusnier
udowodnil nastepujace

Twierdzenie 1. Jedyng obrotowq powierzchnig
minimalng jest katenoida (czyli powierzchnia
powstajgca przez obritl krzywej taricuchowej

y= -})(exp(ax) + exp(—az)) wokdt prostej y = 0; zob.
rys. 1

A
i
Wi s
llllllllnmm””fﬁ'lf g
‘lllllllllllllu{{'ll[‘ ”f//#’”lll[!’l”
s\l iy
S

i

.

Rys. 1. Katenocida.

Szkic dowodu. Powierzchnia S o réwnaniu

z = f(z,y) ma oé obrotu OZ, gdy f zalezy
tylko od odlegtoédci od osi OZ, czyli od z? + y?,
tzn. f(z,y) = h(2? + y*). Warunek H = 0 jest
wéwezas réwnowazny, jak wynika ze wzoru (1),
roéwnaniu rézniczkowemu zwyczajnemu

dh dh\® d%h
—+23(-—-) + =l

e
ds ds ds?

gdzie s = z? + y?. Zmieniajac zmienna niezalezna s

na nowa, majaca sens geometryczny, r = \/z? + y?,

dostaniemy réwnanie
R (r) 4 (B'(r))® + rh”(r) = 0
(primy oznaczaja pochodne wzgledem 7).



Stad, podstawiajac h’ = 1/, otrzymujemy po
prostym rachunku r¢’(r) = ¥(r) + 1/3(r). To juz
jest réwnanie o rozdzielonych zmiennych; catkujemy
je, wstawiamy v = 1/h’ = dr/dh i catkujemy po raz
drugi, by ostatecznie otrzymad

r(h) = ;ll-(exp(ah +b) + exp(—ah — b)),

gdzie a, b sa stalymi. Zatem, S powstaje przez obrét

§
S

]
i
PSS
N

i
N

A

Rys. 2. Helikoida z siatka krzywych asymptotycznych.

Meusnier podal takze inny przyklad powierzchni
minimalnej — helikoide (patrz rys. 2). Jest to
powierzchnia, jaka otrzymamy prowadzac przez kazdy
punkt linii srubowej y(t) = (cost,sint,t) prosta
przecinajaca o$ OZ pod katem prostym. Helikoida
jest, oczywiscie, powierzchnia prostokreslna (przez
kazdy jej punkt przechodzi lezaca na niej prosta). Dzi§
wiemy, ze zachodzi

Twierdzenie 2. Jedynym: prostokresinymi
powterzchniami minimalnymi sq: plaszczyzna
1 helikoida.

W pél wieku po ukazaniu sie pracy Meusniera
bezskutecznie prébowal to twierdzenie udowodnié
Scherk. Znalazl za to kolejny przykltad powierzchni
minimalnej: z = log(cos y/ cos 2). Mozna ten przyktad
,wymys$li¢” samemu, szukajac rozwiazan réwnania (2)
postaci £(z,) = 9(2) + h(y).

Rys. 3. Powierzchnia Scherka z = log(cosy/ cosz) sklada sie

z jednakowych kawalkéw, ktdre trzeba rozstawié na czarnych polach
nieskonczone) szachownicy 1 gladko sklei¢, dodajac w narozach pdl
pionowe proste.

Pierwszy dowdd Twierdzenia 2 podal w 1842 roku
Catalan (ten od hipotezy Catalana, stalej Catalana

1 lieczb Catalana; jego nazwisko znane jest Czytelnikom
Delty). Dla ciekawych podajemy
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Szkic dowodu. Skorzystamy z pojecia krzywizny
normalnej (w punkcie p € S) krzywej x lezace)

na powierzchni S. Jest to liczba k,, = k cos@ (patrz
rys. 4).

Rys. 4. Migdzy wektorem normalnym do krzywej 1 wektorem
normalnym do 5 jest kat #; k oznacza krzywizne krzywej.

Meusnier pokazal, ze krzywizna normalna w punkcie p
zalezy tylko od wektora stycznego do krzywe) x

w tym punkeie. Krzywe o krzywiznie normalnej
réownej w kazdym punkcie zeru (np. proste na
powierzchni prostokreslnej) nazywa sie krzywymi
asymptotycznymi.

Zgodnie z Uwaga 1, w otoczeniu kazdego punktu
powierzchni minimalnej istnieja dwie rodziny,

F1 1 Fa, wzajemnie prostopadtych krzywych
asymptotycznych. F; to rodzina zawartych w S
prostych. Warunek znikania krzywizny normalnej
oznacza, ze krzywe rodziny Fs (nie moga to byé
proste, gdy S nie jest plaszezyzna) maja plaszczyzny
scisle styczne pokrywajace sie z plaszczyznami
stycznymi do S. Zatem proste rodziny F; to gléwne
normalne do krzywych rodziny F». Wynika stad,

ze krzywe rodziny Fs sa kolezankami w sensie
Bertranda (patrz Uwaga 2 nizej). Poniewaz jest ich
nieskonczenie wiele, to kazda z nich jest linia Srubowa,
a powierzchnia S — helikoida.m

Uwaga 2. Powiemy, Ze krzywe przestrzenne y i x (o niezerowe]
torsji i krzywisnie) sa kolezankami w sensie Bertranda, gdy
proste bedace gléwnymi normalnymi do y sa jednoczesnie gléwnymi
normalnymi do x. By dokoticzyé dowdd twierdzenia 2, wystarczy
wykazad, ze jedli krzywa y ma dwie rdzne kolezanki w sensie
Bertranda, to ma ich nieskoriczenie wiele; w dodatku jest to mozliwe
wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ jest linig §rubows.

Na zakonczenie powiedzmy tylko, ze teoria powierzchni
minimalnych jest niezwykle bogata galezia geometrii
rozniczkowe]; stale sie w niej bada ciekawe,
nietrywialne problemy. Sformutowania twierdzen

tej teorii mocno na ogdt przemawiaja do wyobrazni

1 nietrudno je zrozumie¢; dowody za to bywaja bardzo
trudne. Dla wielu matematykow jest to wystarczajaca
motywacja, by z powierzchni minimalnych uezynié
gléwny przedmiot swych zainteresowar.

Szkic dowodu twierdzenia 2 zaczerpnatem z ksiazek:
Barbosa, Colares, Minimal surfaces in R> oraz
M.P. do Carmo, Differential geometry of curves and
surfaces. Te ostatnia szczerze polecam Czytelnikom
chcacym poszerzy¢ wiedze z zakresu elementarnej
geometrii rézniczkowe;].



Termin nadsylania rozwigzan:
31 XII 1996

Rys. 1

_|

Rys. 2

B
H
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I
Rys. 3

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigea n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadari z matematyki i 2 fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajgc na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélezynnik trudnodci danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sumeg ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe osdb,
ktére nadeslaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajgcy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
1w ktorejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegotowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Zadania z fizyki nr 225, 226
Redaguje Jerzy B. BROJAN

225. Kulke upuszczono z pewnej wysokodci H na szalke wagi sprezynowej (rys. 1k
od ktdrej odbila sig sprezyscie, w wyniku czego szalka zaczela drga¢ harmonicznie
z amplituda réwna (1/4)H. Odbita kulka spadla ponownie i po drugim odbiciu
wzniosla si¢ na poziom poczatkowy (z ktérego zostala upuszczona). Dla jakiego
stosunku mas kulki m i szalki M takie zdarzenie jest mozliwe?

226. Do #rédla napigcia przemiennego (sinusoidalnego) o amplitudzie Uy = 30 V
przylaczono obwéd skladajacy sie z diody, opornika o oporze 100 € i kondensatora

o duzej pojemnoéci (rys. 2). Charakterystyka diody jest przedstawiona na rysunku 3
— w kierunku przewodzenia jej opér wynosi 10 €2, a w kierunku zaporowym — 1000 €.
lle wyniesie napigcie na kondensatorze po uplywie bardzo dhugiego czasu? Pojemnosé
kondensatora jest tak duza, ze to napiecie osiaga wartoéé stala.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 6/1996
Przypominamy tresé¢ zadan

221. Petle ze sznura o wytrzymatosci W i masie na jednostke 222, Dwie cienkie powloki sferyczne o promieniach ry i ra sa
dlugosci ¢ nalozono na dwa walce o promieniu r obracajace sie ustawione koncentrycznie (pierwsza wewnatrz drugiej) 1 naladowane
z predkodcia katows w (rys. 4). Jaka jest maksymalna wartosé silty réwnomiernie rozlozonymi ladunkami Q4 1 Qa, a w érodku sfer
odsuwajgcej osie walcéw, przy ktérej petla nie ulegnie zerwaniu? znajduje sie punktowy ladunek ¢. Jakie zwiazki musza spelniad
Przyjaé, ze sita oddzialywania migdzy sznurem a walcami nie ma g, @11 Q2, aby powloki byly mechanicznie stabilne, tzn. aby nie
skladowe] stycznej (nie ma wige zadnego przekazu energii), a takze podlegaly silom sciskajacym ani rozciagajacym?

nie wystepuje podlizg.

Rys. 4

Rys. 5

x

221. Zgodnie z przyjetym zalozeniem dzialajaca wzdhiz sznura sila napinajaca ma stala
wartoéé — przyjmijmy, Ze jest ona réwna W (na granicy zerwania). Rozwazmy odcinek

petli o dlugosei dl, ezemu odpowiada kat skrecenia do = di/r. Na ten odcinek dzialaja

dwie sily W (rys. 5), ktérych wypadkowa ma wartoié W da = Wdl/r, oraz sila nacisku ze
strony walca dF. Poniewaz wypadkowa wszystkich tych sil jest réwna dm - a = pdi - w?r,
wiec otrzymujemy dF/dl = (W/r) — pw?r. Calkowita sile F dzialajaca na oé znajdziemy
dodajac rzuty dF na wspélny kierunek (na rys. 4 — kierunek poziomy), co jest réwnowazne
zrzutowaniu odcinkéw di na kierunek pionowy i pomnogzeniu sumy (tzn. érednicy walca) przez
wyliczone dF'/dl. Ostatecznie F = (dF/dl) - 2r = 2(W — gw?r?),

222. Obliczmy sile dzialajaca na maly element powloki o powierzchni dS ze strony reszty
powloki. Jest to réwnowazne wyliczeniu natezenia pola w $rodku malej ,dziurki w powloce”.
Przedstawmy to pole jako sume pola calej powloki bez ,dziurki” oraz pola samej czesci
usunietej (malego kélka), ktdérej tadunek d@) zostal wziety z przeciwnym znakiem. Jesli
punkt, w ktérym badamy pole, lezy nieco wewnatrz sfery (zalozenie bez istotnego znaczenia),
to w nim pole calej powloki jest réwne zeru i pozostaje tylko pole kélka, ktérego natezenie
Jjest w bardzo malej odleglodci od niego takie, jak pole nieskorniczonej plaszczyzny — czyli

1 d@
réwne — —, a po podstawieniu — = — réwne ———. Pierwsza powloka bedzie
2e9 dS i ds  4mr2 8regr? P
w réwnowadze wiedy, gdy obliczone pole w srodku ,dziurki” (dla Q = Q) bedzie przeciwne
do pola tadunku g — stad @, = —2q. W podobny sposéb dla drugiej powloki wyznaczamy

Q2 =—-2(g+ Q1) = 2g.

A oto nieco prostszy wariant rozwigzania. Oznaczmy natezenie pola elektrycznego po

jednej (np. wewnetrznej) stronie powloki jako E, a po drugiej (np. zewnetrznej) — jako £’
Warunek réwnowagi powloki oznacza, ze przy niewielkiej zmianie jej promienia pole nie
wykonuje nad nia pracy, czyli nie wystepuje zmiana calkowitej energii pola elektrostatycznego.
Poniewaz podczas zmiany promienia powigksza sie jeden z dwdch obszaréw przestrzeni,

a zmniejsza drugi, wiec brak zmiany calkowitej energii nastapi tylko wtedy, gdy |E| = |E'|.
Przy niezerowym ladunku powloki oznacza to, ze pole po obu stronach powloki (tuz przy
niej) ma te¢ sama wartosé, a przeciwne zwroty. Otrzymujemy te same warunki, co poprzednio:
Q1 =-29iQ2=-2(g+Q1)=2q.
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Zadania z matematyki nr 327, 328

' Redaguje Marcin E. KUCZMA
: ® o 327. Rozwazamy wielomiany postaci z* 4 az® + bz + ¢, majace cztery pierwiastki

rzeczywiste. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci illoczynu ab.

-

328. Zbiér Z zawarty w plaszczyZnie ma nastepujaca wlasnoéé: dla kazdego
punktu P € Z liczba punktéw Q € Z spelniajacych warunek |PQ| = r wynosi

Termin nadsylania rozwiazari:

31 XII 1996 Pepdy ) e I edys=1, 0 gdy r>1.
Crzoléwka ligi zadaniowej Czy zbiér Z musi byé okregiem?
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzaf Zadanie 328 zaproponowal pan Lestaw Skrzypek z Rzeszowa.

zadan 313 (WT=2,67) i 314 (WT=1,62)

2, numersd 1/1356 Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/1996

Piotr Lipinski - Radom 43,51 . Iy T
Henryk Kornacki ~ Augustéw 42,07 Przypominamy tres¢ zada:
Tadeunsz Jozefczyk = Poznan 38,10

Broemyslaw Gadsifedi— Srada A1) 85 Te 323. Wyznaczyé wszys:._kie potegi liczby 2 (o wy-kladniku calkowitym dodatnim), ktérych zapis
- w siodemkowym ukladzie pozycyjnym sklada si¢ 2z samych jedynek.

324. Punkt G jest srodkiem cigzkosci czworoécianu ABC D wpisanego w sfere o srodku O
i promieniu R. Proste AG, BG, CG, DG przecinajg te sfer¢ odpowiednio w punktach K, L, M, N
1 4

1
Sznych od A, B, C, D). Dowieéé, ze - - — > —

(réznych o - ). Dowieéé, ze GK|? + GL? + [GM|? + GNIZ 2 2
323. Ciag zlozony z z jedynek przedstawia w ukladzie siédemkowym liczbe (7% — 1) /6.
Zadanie sprowadza si¢ wigc do rozwigzania réwnania 7% — 1 = 6 - 2¥, czyli

T gl
w liczbach calkowitych z,y > 1.
Jesli para (z,y) jest rozwiazaniem, to prawa strona tego réwnania dzieli sie przez 4,
wobec czego x musi byé liczba parzysta: z = 2k. Lewa strona jest wiec réwna iloczynowi
(7% + 1)(7* — 1), w ktérym pierwszy czynnik nie dzieli sie przez 3. Zatem

75 41 = 2%, TR _1=3.9Y
dla pewnych liczb calkowitych u > 3, v > 1. Odejmujac te réwnoéci stronami i dzielac przez 2
otrzymujemy réwnoéé 1 = 24~! — 3.2Y~1; ostatni skladnik musi byé liczba nieparzysta.
i Stad v=1, k=1, @ =2, y = 3. Para (z,y) = (2,3) spelnia rozwazane réwnanie i jest jego

jedynym rozwiazaniem.

Rozwigzanie zadania M T86. Jesli 1 i

A =BGk B Dot ek St 32.’4. Ozn'a.czruy: {ﬁ =’ Vi, @ = vg, Cﬁ =v3, O_D’ = Wy, 5&: w,= T 221;,- ¥ Kaz;.ly :
oczywista. W przeciwnym razie zrzutujmy 2 lloczynéw |AG|-|GK]|, |BG|-|GL|, |CG|:|GM]|, |DG|-|GN]| jest réwny R* — |OG|2. Stad
wszystkie punkty na plaszczyzne 1 |AG|? (w—wvp )2

réwnolegla do prostych AC i BD, |GK|? 5= (R? — |0G[?)? i (R? — w2)? i

co sprowadzi zadanie do przypadku,

gdy wezystkie Bunkty lese w joiin) pozostale trzy skladniki rozwazanej sumy wyrazaja sie analogicznymi wzorami. A zatem

p]as'zcz‘y'é.nis:t (rzut prostopadly zachowuje 1 s 1 % 1 s 1 > E(w 71 v‘.)a Z(Rz 0 w2 — 2w - Vi)
diugosé odcinkéw mw.no_]eg_}ych do . IGKPZ T [GLE T [oMP? IGN 2 = (R? —w?)? = (R? —w?)2 =
plaszczyzny rzutowania i nie wydluza

pozostalych). Zalézmy, ze teza zadania . 4R? 4+ 4w? — 2w - 4w d 4 4
nie jest spelniona. P (R2 — w?)? TR

Z twierdzenia cosinuséw wiemy, ze jesli

dlugoéei ramion tréjkata sa mniejsze
od 1, a dlugosé¢ podstawy jest nie i

mniejsza od \/} to kat miedzy ramionami

jest rozwarty. Wynika stad, iz lamana Rozwiazanie zadania M 788. Zalézmy, Ze teza zadania nie jest prawdziwa., Wprowadzmy na
zamknieta ABCD nie moze wyznaczaé plaszczyinie uklad wspdlrzednych i zdefiniujmy punkty:

czworokata, gdyz musialby on mieé " 1 ¥ 1 ’ 1 g 1

wszystkie katy rozwarte. Jesli natomiast i E[ Assat )yl = E{a —4A), B E{-B =S Ew - B),

lamana miataby samoprzeciecie, a4 e 2 ) AR ’ 1

w pewnych tréjkatach musialyby byé po C'=2(C=-¢), = 5{" -C}, D’ = E{D —d); d =g el

lwa kat rarte. Loy e ;

dwa katy rozwarte Latwo zauwazyé, ze [A'a’| = |Aal, |B'Y] = |BY|, |C'c'| = |Ce|, |D'd'| = |Dd|, wiec takze dlugosé

tych ,nowych” odcinkéw jest wicksza od /2. Wynika stad, ze punkty te leza na zewnatrz kola

o drodku w punkcie (0,0) i érednicy /2 (poczatek ukladu wspélrzednych jest érodkiem odecinkdw
A'a', B'Y, C'c', D'd’). Ponadto, z nieréwnoéci tréjkata wynika, iz |A'B’|, |B'C’|, |€'D'|, |D' A],
[a’s'[, |be"], |'d’], |d'a’|, |A'c"|, | D'b’|, |C'a’|, |B'd'| < 1, (czyli po prostu zredukowaliémy zadanie
do ,przypadku érodkowo-symetrycznego” ). Dla przykladu:

et

1 1 1 1 1 "
|1A'B'| = |§r_,4 -a)- E{B— b)| = 15(,4 -B)+ E{b— a)| € E{iAHl +lab)) < (14+1)=1.

c Pozostale nieréwnosci mozna udowodnié w podobny sposéb. Na mocy zadania 787. widzimy,
A ze istnieje taka prosta przechodzaca przez punkt (0,0), ze punkty A’ B’ C', D' leza po jednej jej
stronie, punkty a’,b’, ¢, d' za$ ~ po drugiej. Podobnie, niech przechodzace przez punkt (0,0) proste 3
Gdyby bylo |AC|, |BD| > V3, i v oddzielajg odpowiednio punkty A', D', b, ¢’ od B',C',a’,d' i A’ B',d',c' od D', C",a,' ¥,
to wszystkie kolorowe katy bylyby Jednakze trzy proste przechodzace przez jeden punkt dziely plaszczyzne na nie wiecej niz 6 czesei,
rozwarte. wigc ktéres dwa sposréd punktéw A', B', €', D', a’ b, ¢’, d’ nie sa oddzielone zadng z prostych
Uszyskana sprzecznoéé koniczy dowdd. a, B, v, co prowadzi do sprzecznoéci. Teza zadania jest wiec prawdziwa.
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Rozwigzanie zadania F 438.
Zaktadamy, %e nukleon moze znajdowad
sie w dowolnym miejscu wewnatra
jadra, a wiec nieoznaczonosé jego
polozenia jest rzedu érednicy jadra.

jmij

y, ze ped jest tego samego

1 co niecznaczonoéd pedu. 7 zasady

nieoznaczonoscl dostajemy
_h

P = {—I ]
Oszacujmy predkodd nukleonu

h

md '

-

gdzie m = 1,7- 107%7 kg. Otrzymujemy

n6
v & 10° m/s,

ezyli ruch nukleonu j
nierelatywistyczny. Oszacujmy energig
kinetyczng nukleonu

p? n? =

B —— 2 10 MeV .,
2md?

w jadrze znajduje sig
bezwzgledna
jego energii potencjalne) (czyli glebokosé

Poniewaz nukleon

w stanie zwiazanym, warto

studni potencjalu) jest nie mniejsza od
energii kinetycznej. Glebokodé studni
potencjalu daje przyblizong wartosé
energii wigzania nukleonu. 7 danych
dodwiadezalnych wiemy, ze dla wigkszosci
jader energia wigzania jest réwna 8 MeV,
a wiec powyzsze, proste oszacowanie

jest doéé dobre. Gdyby elektron byl
zlokalizowany w jadrze, musialby byé
ultrarelatywistyczna czastka o energii
rzedu 0,1 GeV, czyli o rzad wielkoscl
wieksza od energii wiagzania na jedng
czastke. (W pierwszych modelach jadra
atomowego zakladano, ze sklada sig ono
z protondw 1 elektrondw.)

=

Rozwiazanie zadania F 437. Z zasady
zachowania energii mamy

1 dr\? 2
E=—-m|— + Vir),
2 dt
gdzie V(r) = — 8Mm 4 —L2_ M jest masg

am

iazdy, m — masa planety, E — energig
jej momentem pedu (te dwie
wielkodel sg stalymi ruchu). Predkosé

gw

ety, a L

% ma maksymalng wartoé¢ tam, gdzie
V(r) jest minimalny. Rézniczkujac V(r)
i przyréwnujac do zera otraymujemy

EA
GMm?
w polu sily grawitacji

'm. =

Dla ruchu po elipsie
prawdziwe sa wzory
GMm

Da
2a

E = -

Patrz w niebo

Gigantyczna katastrofa, ktéra zawazytaby na losach Ziemi, to temat bardzo
frapujacy. Nic dziwnego, ze ciagle trwaja préby wykrycia na Ziemi sladéw
katastrofy kosmicznej, ktéra moglaby swoim zasiegiem objaé cala nasza planete
i spowodowaé np. gwaltowny koniec ery mezozoiczne] ze wszystkimi tego
konsekwencjami. Jednak np. stynny krater w Arizonie jest $ladem katastrofy
zbyt stabej 1 jest zbyt maly na to, by byé odpowiedzialnym za wyginigcie
dinozauréw. Slad katastrofy globalnej musi byé duzo wiekszy, ale tez znacznie
starszy i przez to trudniej widoczny. Sladéw spadkéw wielkich meteoréw

w odlegle] geologiczne] przeszloéci Ziemi wlasciwie niepodobna rozpoznaé
stojac na jej powierzchni, tak sa silnie zerodowane. Dopiero zdjecia lotnicze lub
satelitarne ukazuja dziwnie regularne ich szczatkowe struktury.

Chyba najczeéciej ostatnio sie¢ méwi o regularnej wielopierscieniowej strukturze
odkrytej przy brzegu Jukatanu. Badacze sa zgodni, ze mial tam miejsce upadek
wyjatkowo wielkie] masy, a rozbieznodci dotycza tylko wielkodci owej masy.
Krater ten, a raczej to, co z niego zostalo, nosi nazwe Chicxulub, od nazwy
miejscowoéei, w poblizu ktorej sie znajduje. Wigkszosé jego obszaru lezy

w oceanie i jest on wladciwie catkiem niedostrzegalny, a o jego istnieniu $wiadcza
skrupulatne pomiary zaburzen lokalnego pola grawitacyjnego i magnetycznego.
Na ich podstawie oceniono na 180 km érednice trzeciego, i prawdopodobnie
zewnetrznego, pierécienia tej struktury. '

Jednak okolo trzech lat temu grupa amerykanskich i meksykanskich geologéw
doniosta, ze Chicxulub moze mieé¢ nawet 300 km $rednicy. Takie rozmiary
moze mieé¢ czwarty pieréciefi, ktérego sladéw dopatrzono sie na podstawie
nowych pomiaréw prowadzonych od 1990 r. Pierscieri o Srednicy 180 km

byltby wtedy nie pierécieniem zewnetrznym, lecz obrzezem dziury powstalej

w wyniku bezposredniego uderzenia. Wedlug opinii badaczy, ten gleboki, lecz
niestabilny krater nastepnie zawalilby sie tworzac depresje o rozmiarach niemal
dwukrotnie wiekszych. Jedli tak, to trzeba na nowo oceni¢ energie potrzebna do
wytworzenia takiej struktury. Poprzednie oceny dawaly wynik rzedu 103 ton
trotylu (jak kto woli: 10 Tt TNT), krater 300-kilometrowy potrzebowalby do
swojego powstania co najmniej pieé razy tyle. Chicxulub staltby si¢ w ten sposob

jednym z najwiekszych krateréw uderzeniowych w calym Uktadzie Stonecznym

— przynajmniej na planetach typu Ziemi (tj. takze Merkury, Wenus, Mars).

Sprawa, oczywiscie, nie jest przesadzona. Inni badacze bowiem wrecz watpia
w istnienie 300-kilometrowego pierscienia. Nie wiadomo tez, czy wybicie w Ziemi
nawet tak wielkiego krateru to juz katastrofa globalna. Ludzko$¢ ma mala
praktyke z tego rodzaju zjawiskami — zreszta cale szczescie.

Tomasz KWAST

oraz II sposéb: Rézniczkujac wegledem czasu

/ 2EL? réwnanie elipsy otrzymujemy
£ = 17 S ey gl
G2IM2m?
gdzie £ jest mimoédrodem elipsy. Dostajemy
stad

a(1l —Eg]: S

Poniewas réwnanie elipsy we wspdlrzednych Pachodng %’% mozemy wyznaczyd
biegunowych ma postac z momentu pedu (stala ruchu)
all — e?) wid
i 1+ ccosf’ b= ma ,1;
otrzymujemy Wynika stad, 2e
r= e 1 ] s elsin f
1+ ¢cosé If— ~ ma(l E

W interesujacych nas punktach cos# musi

ikad S /2 lub 6 = 37/2 A zatem maksymalna wartoié beawzgledns
znikaé, a wigc # = 7 ub 6 = 3w /2.

predkoéci radialne] odpowiada katowi #
o wartoéci #/2 lub 3x/2.
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10/96
(67)

O egzaminach wie$¢ gminna niesie. ..

~ Prosze podaé przykitad zbioru zwartego.
— Zbidr liczb rzeczywistych.

"~ Hm... Swietnie! A z jaka topologia?

P, ki yaok o

- Prosze. sformutowaé twierdzenie odwrotne do
. o .

twierdgenia Pitagorasa.

W trojkacie prostokatnym diugoéci
okatnych wynosza a i b, dlugoéé zas

prz ostokatnej ¢, to zachodzi wzér
¥ e L )
& .ri_:'_-'"(,' ﬂ.:'j‘ b? L 02 k

— Hm. .. Jest taki stynny tréjkat prostokatny o bokach
3,41 5. Prosze podstawi¢ do wzoru.

- ... Nie zgadza sie!
-1 jaki z tego wniosek?

— Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa nie
jest prawdziwe.

WIZUALIZACJA MATEMATYKI

Prosta przebiega przez A.

W koncu nauczylam sie na pamiec!

Konstrukecje wickszosei wielokatéw foremnych

nie sa tatwe (a niektérych w ogéle niemozliwe do
wykonania). Pierwszym, z ktérym sa problemy,
jest pieciokat foremny; o jego konstrukeji méwi sie
jednak w rozmaitych okolicznosciach, a zdarza sie,
ze nauczyciele w szkotach zadaja ja jako zadanie. . .
I tu nawet korepetytorzy maja problemy. Istnieje,
co prawda, wiele pieknych konstrukeji, ale z reguly
sa one skomplikowane, trudne do zapamietania.
Niedawno zetknetam sie z konstrukeja gwiazdy
piecioramiennej, ktéra zapamietalam bez problemadw!

<

Rysujemy pare prostych prostopadlych przecinajacych
sie w punkcie A. Na jednej proste] odmierzamy
odcinek AC = 1, na drugiej odecinek AB = 2.
Z punktu B odkladamy na odecinku BC'
odcinek BD = 1. Z punktu C kreslimy okrag
o promieniu réwnym dlugosci odeinka C'D.
Odbijamy symetrycznie wzgledem proste] AB
okrag o srodku w punkcie C'. Punkty przeciecia
okregéw z prostymi AB 1 AC to wierzcholek gwiazdy
piecioramienne] 1 trzy z pieciu punktéw przecigcia
bokow. Dwa wierzchotki gwiazdy to punkt €' oraz
punkt symetryczny do niego wzgledem prostej AB
— punkt €. Laczac odpowiednio punkty otrzymujemy
pentagram. Sprawdzenie poprawnosci konstrukeji
pozostawiam Czytelnikowi.

D.C.

Redakecja EPSILONA: Krzysetof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzistaw Pogoda, Ananiasz Podmiechowski, Marcin Podniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakdéw, z dopiskiem =.
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