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Glebia ostrosci
Grzegorz DERFEL

Operowanie glebia ostroéci nalezy do podstawowych §rodkéw,
jakimi dysponuje fotograf w celu osiagniecia ekspresji zdjecia. Mata
glebia ostroéci pozwala wydzieli¢ fotografowany obiekt z tha, ktére
w przeciwnym razie rozpraszaloby uwage widza. Zdarzaja sie tez
sytuacje, w ktérych pozadana jest jak najwieksza glebia ostrosci,
niezbedna do wyraznego przedstawienia obiektéw polozonych

w roznych planach.

W artykule wyjaénimy po pierwsze, dzicki czemu istnieje glebia
ostroéci, to jest dlaczego mozna uznac za ostro zobrazowane
przedmioty lezace w pewnym (czasem bardzo szerokim) przedziale
odleglodci od aparatu, a nie tylko te, ktére leza w $cisle okreslonym
planie, na ktéry nastawiony jest obiektyw. Po drugie, wykazemy,

jakie czynniki maja wplyw na szerokos¢ tego przedzialu. I po trzecie,

przedstawimy sposoby obliczania glebi ostrosci w zaleznosci od
ogniskowej obiektywu, przystony i odleglosci do fotografowanego
obiektu. Do wymienionych zagadnien beda zastosowane prawa
optyki geometrycznej, ktére sa dobrym przyblizeniem w praktyce
fotograficzne;j.
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Rys. 2

Rysunki 1 i 2 przedstawiaja sytuacje, w ktorej przedmiotern zdjecia
sa trzy figury szachowe polozone w réznych odleglosciach od
aparatu: krél, skoczek i pion. Oba rysunki ilustruja role wielkosci
otworu wzglednego przystony. Czytelnikom nie parajacym sie
fotografia pomocne bedzie wyjasnienie, ze stosunek ogniskowej
obiektywu f do érednicy otworu D, przez ktory do aparatu dostaje
sie swiatlo, oznaczany jest liczba przystony P. Liczby te tworza
standardowo ciag: 1; 1,4; 2; 2,8; 4; 5,6; 8; 11; 16; 22;... poczawszy
od otworu najwickszego do najmniejszego. Poniewaz kolejne liczby
ciagu oznaczaja $rednice rézniace sie w przyblizeniu o czynnik

a oéwietlenie blony jest proporcjonalne do (D/f)?, to zmienia si¢
ono dwukrotnie przy zmianie przystony o jedna ,dziatke”.

1

Przygody matematyki
wsréod ludzi (IV)

(na podstawie wyktadow wygloszonych
na antenie Radia Bis)

Calkowite

Zwyciestwo

Marek KORDOS

Podstawowa zaleta matematyki dla
starozytnych filozoféw byta pewnosé jej
stwierdzen. Zadna dyscyplina nauki tak
ongis, jak i dzi§ nie moze sie pochwali¢ tak
niewatpliwa, niepodwazalna prawdziwoscia
swoich orzeczen. Zaleta ta zostala
matematyce dana przez greckich twércow
jej kanonow, kanonéw uzyskiwania

jej twierdzen, kanonéw prowadzenia
rozumowarl.

Dla ludzi XVII wieku gléwny walor
matematyki znajdowal si¢ gdzie indziej

~ matematyka stosowala sie do kazdej
wlasdciwie dyscypliny ludzkiej dzialalnosci,
przynoszac kazdej z nich nowe osiagnigcia
praktyczne. Bardzo szeroko do dzis jest
dyskutowana zdumicwajgca stosowalnosdé
matematyki w praktyce. Istotnie — jest
czemu sie dziwi¢. Okazuje sie bowiem,

ze stworzone na drodze intelektualnej
spekulacji Starozytnych zasady, podstawy
matematyki, zawieraja istotnie fo,

co w nich widzieé¢ chcieli pitagorejczycy:
najgtebsza prawde o Wszechdwiecie

i zamieszkujacych go ludziach. Pomysl,
ze nasi przodkowie sprzed 2,5 tysiaca

lat umieli uchwycié to najistotniejsze,
jest dos¢ szokujacy. Wymyslono dla
uzasadnienia tego zjawiska wiele
réznorodnych objaénieni. Sama sprawa
skutecznej stosowalnosci matematyki
uwazana jest jednak ciagle za otwarta.

Niemniej, niezaleznie od tego, czy umiemy
przyczyne tego wyjasnié, czy tez nie, _
od siedemnastego wieku nastepuje (az po
wiek dwudziesty) bezustanna ekspansja
metod matematycznych we wszystkich
galeziach ludzkiego dzialania. Najba.rdzi'ej' i
spekta.kula.rne jest przenoszenie nowych
dyscyphn do matematyki. Zdanie to
wymaga wyjasnienia. Otéz powata.ga.ce

w XVII wieku akademie nauk mialy

w zasadzie dwa wydzialy: ma.temat)!k@ :
i fizyke. Do matema.tylu zaliczano te
wszystkie dziedziny wiedzy, w ktérych
dopracowano si¢ bezwzglednie Scistych
metod pozyskiwania prawd. Byla wiec

w matematyce np. geometria, byla




od poczatku istnienia akademii optyka
geometryczna. , Reszta” — jeszcze na
poczatku XIX wieku np. elektrycznosé,
magnetyzm, fizjologia, mineralogia

— byta w fizyce. Znamy konkretna date
przeniesienia mechaniki teoretycznej

z fizyki do matematyki: jest to 1788 rok
— osiem lat temu obchodzono nawet
dwdchsetlecie tego wydarzenia (data ta
to rok wydania Mechaniki analitycznej
Lagrange’a). O surowosci wymagan

przy kwalifikowaniu do dyscyplin
matematycznych moze swiadczyé fakt,
ze rezultaty Galileusza, Newtona,
Bernoulliego czy d’Alemberta nie byly dla
takiego awansu mechaniki wystarczajace.

Najbardziej spektakularnie matematyzowal
rozmaite dyscypliny do dzi$ nie

majacy sobie réwnych w plodnosci

i wszechstronnosci Leonhard Fuler
(wystepuje zreszta z tego powodu

w ksigdze Guinnessa). Euler - tu znéw
ciekawe zjawisko — reprezentowal w nauce
barwy (kolejno) Szwajcarii, Rosji, Prus

i znéw Rosji: uczonych do akademii nauk
danego kraju kupowano tak, jak dzi§
kupuje si¢ pitkarzy do renomowanych
klubéw. W przypadku Eulera zakupéw
dokonywali kolejno: Piotr Wielki, Fryderyk
Wielki i Katarzyna Wielka, a wiec nie
byle kto. Prace Eulera dotycza wladciwie
wszystkiego — poza analiza matematyczna,
algebra czy teorig liczb mamy prace

z teorii graféw, dynamiki tak punktu
materialnego, jak i cial sztywnych, prace
7 astronomii, hydrauliki, budowy okretdw,
artylerii, optyki, muzyki. Jest nawet
pierwsza ksiazka popularnonaukowa,

zeby bylo ciekawiej: dla dzieci — Listy do
ksigzniczki niemieckiey.

Gdyby ktos cheial poréwnaé

swoje, whasciwie juz prawie
dwudziestopierwszowieczne nmiejetnosci

z umiejetnosciami osiemnastowiecznego
Eulera, niech sprébuje obliczyé, ze sita
kilkuletniego dziecka wystarczy,

by zatrzymaé nawet silny samochdd

za linke w sytuacji, gdy jest ona
kilkakrotnie (np. 5 razy) owinieta — ale
nie zawiazana — wokdl dostatecznie
wytrzymaltego stupka.

Efektowne przyklady mocy matematyki
zostaly uzyskane przez Gaussa. W noc
sylwestrowa 1800/1801 Piazzi odkryt
niewielkie ruchome cialo niebieskie,
pierwsza planetoide. | zostala ona
zagubiona, to znaczy po kilku dniach
nikt nie umial tej planetoidy na

niebie odnalefé. Gauss z notatek o jej
kilkngodzinnej obserwacji odtworzyt
polozenie Cerery (bo tak ja potem

Zwykle obiektywy fotograficzne sa zespotami wielu soczewek;
tu przyjmiemy, ze obiektyw to pojedyncza, pozbawiona wad cienka
soczewka o ogniskowej f.

Na rysunku 1 wybrano duzy otwdr wzgledny przystony, np. 2,

a ostroé¢ nastawiono na skoezka. Oznacza to, ze obiektyw tak
odsunigto od blony, aby $wiatto dochodzace od pewnego punktu

tej figury byto skupione na blonie takze w jednym punkcie. Dzieki
temu odwzorowaniu punktu w punkt obraz jest ostry. Inaczej
przedstawia si¢ sprawa z krélem lub pionem. Promienie wychodzace
z punktu na powierzchni kréla skupiaja sie przed blona. Na filmie
tworza wiec $lad w postaci krazka, a nie punktu. Podobny krazek na
blonie utworza promienie opuszczajace punkt na powierzchni piona.
Wskutek tego odwzorowania punktéw w krazki obrazy kréla i piona
na filmie sg nieostre. Mozna wiec stwierdzié, ze glebia ostrodci jest
za mala i1 nie objela calej scenki.

Zwréémy uwage, od czego zalezy wielkodé powstatych krazkéw.
Sa one tym wieksze im wickszy jest kat utworzony przez skrajne
promienie przechodzace przez otwér w przyslonie i padajace na
blone. Duzy otwér przystony z rysunku 1 dal wiee §lady w postaci
duzych krazkéw.

Zobaczmy, co sie dzieje, gdy otwdr zostaje zmniejszony. Rysunek 2
przedstawia te same figury, ale fotografowane z przystona 16.
Wida¢, ze wspomniany kat utworzony przez skrajne promienie,
zmniejszyl sie i stosownie do tego zmniejszyly si¢ krazki bedace
odwzorowaniem punktéw. Jesli rozmiary tych krazkéw na odbitce sa
na tyle male, Ze nie wywoluja nieprzyjemnego wrazenia rozmazania
obrazu przez nie utworzonego, to uznamy, ze obraz ten jest
ostry. Stwierdzimy wtedy, ze glebia ostrosci jest duza i obejmuje
wszystkie trzy obiekty. Jest to kryterium do$é subiektywne.
W zaleznosci od wymagan stawianych odbitce przyjmuje sie rézne
graniczne dopuszczalne érednice krazkéw na blonie: od 0,005 mm
do 0,03 mm. Mozna rozwazaé tez bardziej obiektywne kryterium
wynikajace z falowej natury swiatta. Wyidealizowanym modelem
powstawania obrazu punktu jest dyfrakcja Fraunhofera na
otworze kolowym. Rozklad natezenia $wiatta ma centralne
maksimum otoczone znacznie stabszymi pierScieniami (rys. 3).
Srednica plerwszego minimum
1 ograniczajacego centralng
plame wynosi ¢ = 2,44\ f/D.
Grube oszacowanie uzyskane po
przyjeciu, ze 2,44\ = 1 um, daje
srednice plamki dyfrakecyjnej
réwna P mikrometréw.
Doktadniejszy rachunek
przeprowadzony dla A = 0,58 um
(co odpowiada maksimum
natezenia w widmie swiatla
biatego) i f/D = P = 8, daje
¢ = 11,3 pm. Usprawiedliwieni
falowa natura swiatta
mozemy wiec dopuéeié
_——_ rozmycie geometryczne obrazu

wzgledne natezenie $wiatta

9 I | o poréwnywalnych rozmiarach.
Y Jest to dod¢ wymagajace
odlegtosé od srodka obrazu bt t .y, .g]d"]f%(' taie si
dyfiskeyinego w A f1D ryterium ostrosci, lecz staje sig
ono lagodniejsze ze wzrostem
Rys. 3 liczby przystony.

Po tych jako$ciowych wyjasnieniach podamy wzory przydatne do
obliczenia maksymalnej i minimalnej odlegloéci, miedzy ktérymi
znajdujace si¢ obiekty zostana sfotografowane ostro.



Ich wyprowadzenie wymaga zastosowania rownania soczewki
1/f = 1/z + 1/y oraz wykorzystania proporcjonalnosci bokow
odpowiednich tréjkatéw widocznych na rysunku 1. Tak wiec
odlegloéé minimalna wyraza si¢ wzorem

nazwano) tak, ze dala si¢ ona odszukaé.
Podobna sprawnoscia popisat sie pélttora
roku pééniej (tym razem zagineta
planetoida Pallas odkryta przez Olbersa).

(1) B e df? ‘ Z .tego rodzaju powodéw na.jwyisza_
2+ Pe(d - f) miedzynarodowa nagroda astronomiczna
a maksymalna wzorem _iest imienia Gaussa. Ale gauss to réwniez
. jednostka magnetyzmu. Od Gaussa
(2) dimax = _i_ : pochodzi telegraf i uzywany do dzisiaj
f?— Pc(d— f) system map wojskowych. Doswiadczalnicy
gdzie ¢ oznacza najwicksza akceptowalna $rednice krazka nieostrosei, beda mu zawsze wdzieczni za teorie bleddéw
a d — odlegloé¢, na jaka nastawiono ostro$¢ aparatu. W praktyce pomiarowych itd., itp.
mamy d > f i wystarczy uzycie wzoréw przyblizonych Najwieksza slawe przyniosto jednak
(3) ey df? matematyce wojsko. Jak wiadomo,
w24 Ped? od 1789 roku (czyli od rewolucji) do 1815
if? (c’zy].l Wa.t.erl)oo) Francja 'tocz.yla. - przez
(4) denax R ‘ wieksza cze¢sé czasu zwyc1qsk1.e ~ wojny
f2— Pced z cala Buropa. Bylo to zdumiewajace,
Jedli di f sa poréwnywalne (co moze mieé miejsce przy ze kraj, w ktérym dokonywala si¢
wykonywaniu makrofotografii, np. d = 500 mm, f = 135 mm), rewolucja i zasadnicze zmiany wszystkiego

byly chlebem powszednim, mial tak
sprawna armie i tak sprawne dla tej armii
zaplecze przemystowe, iz dawala rade wiele
liczniejszym armiom ustabilizowanych
paiistw. To, ze w koiicu przegrala, nie

sensowne moze byé uzycie wzoréw doktadnych. W przypadku, gdy
wzory na dmayx daja warto$é ujemna, plamka nieostrosci jest mniejsza
od zalozonej wartoéci ¢ i nalezy przyjaé, ze glebia ostrosci siega do
nieskonezonosei.

Zdarzaja si¢ sytuacje, w ktérych chcemy, aby glebia ostrosci byta mialo tu istotnego znaczenia. Duzym
jak najwieksza i obejmowala zaréwno obiekty bardzo oddalone problemem dla obradujacych na kongresie
(np. géry na horyzoncie, dmax = 00), jak i bliskie (np. kepe kwiatow, w Wiedniu byla odpowiedZ na pytanie,
dmin = 2 m). Warto wtedy nastawié obiektyw na pewna posrednia jak doszlo do tego ,wypadku przy pracy”.
odlegtosé zwana odleglodcia hiperfokalng H. Glebia ostroéci bedzie OfiI?°Wied5i Sz“k"’-n". e WlaéCiWym
sie wtedy rozciagaé od odleglosci minimalnej réwnej polowie Lo zdecydowali o tym oficerowie
odleglodci hiperfokalnej, dmin = H/2, do nieskoniczonosci, dmax = 0. gEI L ofnfemm?‘prz?mys.lu, czyli
Odlegloéé hiperfokalna mozna obliczy¢ ze wzoru M e e Jegli oni .byh '!EP?"" i puaczy,
. ze lepiej byli ksztalceni. Juz pieédziesiat
(5) H = f*/Pc, lat weczeéniej Fryderyk Wielki wprowadzil
ktéry tatwo znalezé ze wzoréw (1) lub (2). Zatézmy, ze wspomniane w Prusach i ksiestwach satelitarnych
kwiaty na tle gér fotografujemy obiektywem szerokokatnym obowiazkowe i darmowe szkolnictwo
o ogniskowej f = 24 mm i ze dopuszczamy ¢ = 0,03 mm. podstawowe, gdyz twierdzil, iz zolnierz
Przeksztatcony wzér (5) informuje, ze zamiar sie uda, gdy przysiona umiejacy czytal, pisac i rachowal

jest lepszym zolnierzem. Rewolucyjna
Francja jakobinéw od razu zadeklarowala
powszechne szkolnictwo podstawowe

i érednie, ale z tego — po likwidacji
jakobinéw — nic nie wyszto. Rozwingly

bedzie wyrazaé si¢ liczba wigksza niz 4,8, a wige np. 5,6. Dyfrakcyjna
granice rozdzielczodci osiagniemy dla P = 10. Przy wigkszych
przystonach H maleje, co oznacza, ze coraz blizsze plany moga by¢
sfotografowane mozliwie najostrze].

Przytoczmy jeszcze wzér na wielko$é glebi ostrosci g = dmax — dmin sie natomiast bujnie szkoly wyzsze,
2dPc(d— f) poczatkowo gltéwnie oficerskie. Stalo sig
(6) g= g g YR ! tak, poniewaz jeszcze za Ludwika XVI
w szkolach oficerskich szukala zatrudnienia
ktéry w przyblizeniu d > f przyjmuje postaé duza czeéé intelektualnej opozycii.
2d*Pec Sprawy szkolnictwa wyzszego polaczone
(7) P f2 = (Pcd/f)?" z kierowaniem przemyslem — céz na

to dzisiejsi wladcy Rzeczpospolitej?

(Ujemny wynik liczbowy oznacza ostroé¢ od dmin do co.) Inne R i paicritla 6 = o daivio

przyblizenie, warte stosowania w makrofotografii, stuszne gdy it Tniehia beat mimy pnieh Sk

f/Pe>d— f, daje wzor rzadzacych) Gaspardowi Monge’owi,
(8) g =2(k+ 1)kPe, matematykowi, i Claude’owi Louisowi
de Bertholletowi, chemikowi. Z tej
racji, jak tez z uwagi na zaangazowanie
przez nich do reformy szkolnictwa
matematykéw tej klasy, co Lagrange

i Laplace, matematyki w szkolnictwie
wojskowym i inzynierskim bylo bardzo
duzo. Nawiasem méwiac, laczenie

gdzie k jest stosunkiem rozmiaréw przedmiotu do rozmiaréw obrazu
na blonie. W tym przyblizeniu g nie zalezy od ogniskowej, jesli
tylko obraz zachowuje te sama wielkosé. W wielu dziedzinach
makrofotografii warto poshugiwaé si¢ obiektywem o nieco dtuisze;
ogniskowej niz standardowy (np. 80-135 mm), co pozwala utrzymaé
wygodna zwiekszona odlegloéé od obiektu i zmniejszy¢ udzial tta na
zdjeciu, a nie ma wplywu na glebie ostroéci.
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kierowania szkolnictwem i przemystem
oraz powierzanie tej funkcji matematykowi
utrzymalo si¢ we Francji az do wojny
francusko-pruskiej.

Dostrzezenie duzego udzialu matematyki
w szkolnictwie wojskowym i technicznym
i powiazanie tego z sukcesami armii

stalo sie obowiazujaca doktryna.
Wszystkie zwycieskie paistwa, a wiec tak
Anglia, jak nasi trzej rozbiorcy: Rosja,
Prusy i Austria, uczynily z nauczania
matematyki sprawe strategiczna i to

z tej racji nauczyciel matematyki stal sig
najwazniejszy w szkole, a postawiona przez
niego dwdjka zapora nie do przebycia.
Prawie az po dzien dzisiejszy. Powrdce do
tego nastepnym razem.

Teraz jeszcze o determinizmie i losowodci
— doktrynie $wiatopogladowe]j praktycznie
wszystkich dziewigtnastowiecznych
uzytkownikéw matematyki. Najwickszym
bodaj wydarzeniem wydawniczym
przetomu XVIIT i XIX wieku byla
Mechanika nieba Pierre’a Simona Laplace’a
— ogromne pieciotomowe dzieto nie

tylko o niebie, ale przede wszystkim

o nowoczesnych metodach analizy
matematycznej. Sam Laplace nie budzil
sympatii — potrafil zmieniaé swoja
przynaleznoéé polityczna z niewiarygodna
szybkoécia. Jednak wlasnie wypowiedzi
tego, pogardzanego za brak kregostupa
ideowego, uczonego wyznaczyly horyzonty
Swiatopogladowe ludzi nauki i techniki.
Laplace glosil, ze gdyby mie¢ dostatecznie
wiele danych o aktualnym stanie Swiata

i gdyby méc dostatecznie szybko obliczaé,
to mozna by si¢ dowiedzieé wszystkiego
tak o przeszlosci, jak i przyszlosci

(choé¢ dzi$ jest tak jedynie w astronomii

— dodawal). Taki poglad nazywa si¢
determinizmem. Nie jest on calodciowo

do obrony, bo przeciez trudno sobie
wyobrazié, jakby to bylo, gdybym wezoraj
obliczyl sobie, co powiem Paistwu za
minute — dlaczego nie mégibym (na zloéé)
powiedzieé czego$ innego? Determinizm
nie daje sie pogodzié¢ z Zadna koncepcja
etyczna czy religijna. A jednak jego
podstawowa zaleta — oddzielenie pracy
uczonego od wszelkich koniunkturalnych
wplywéw (i to mowil Laplace!) byla

tak necaca, ze prakiycznie wszyscy

uczeni przyrodnicy ubieglego stulecia
glosili determinizm jako swoja ideologie,
jako sztandar niezaleznosdci nauki.
Determinizm uzupelniany byl rachunkiem
prawdopodobiefistwa — to znéw

7 dziela Laplace’a Rachunkowa teoria
prawdopodobierstwa. Prawdopodobienstwo
‘ma stanowié protez¢ wiedzy pewnej

Przypadkowa prawidlowosc¢
czy prawo przyrody?
Tomasz KWAST

Od tzw. nauk Scistych oczekuje sie na ogdl, ze w kazdej

sytuacji dostarcza sposobu na przewidzenie (obliczenie) wyniku
doswiadczenia czy zjawiska, a jezeli jest to niewykonalne dzis,

to zapewne wkrétce kto$ taki sposéb wynajdzie. Otéz niekoniecznie!
Sa mianowicie zjawiska i doswiadczenia, ktérych wyniki sa
zasadniczo nieprzewidywalne. Nie nalezy do nich tradycyjny rzut
moneta, gdyby bowiem znac¢ doktadnie sily dzialajace na nia

w czasie rzutu, opor powietrza itd., to mozna by przewidzieé,

co wypadnie; tu wynik jest nie do przewidzenia z powodu braku
pelnej informacji o zjawisku. Prawde mowiac, nawet gdyby

taka informacja istniala, to nie wiadomo by bylo, co z nia

zrobié. Sa jednak takie zjawiska, o ktorych wiadomo, ze nigdy
przewidywalne nie beda, np. w ktérym momencie rozpadnie

sie konkretny atom w promieniotwérezej probee. O rozpadzie
promieniotworczym prawa przyrody moéwia, ze jezeli nietrwalych
atoméw jest duzo, to w okreslonym czasie rozpadnie sie ich polowa,
nie wiadomo natomiast — ktére. I nigdy tego nie bedzie wiadomo!
Prawa przyrody przewiduja tu wynik tylko statystyczny. Na tym
przykladzie widaé, ze nie kazda przypadkowost oznacza brak prawa
przyrody.

Jest tez odwrotnie: nie kazda prawidlowos¢ jest od razu prawem
przyrody. Znamy bez liku rozmaitych wzoréw empirycznych,

a chyba jednym z najstynniejszych jest regula Titiusa-Bodego
(orzeka ona, ze promienie orbit kolejnych planet opisuje wzor
rm=0,44+0,3-2""1, gdzie n = —0,1,2,3,...). Jej sukcesy byly
swego czasu zdumiewajace: znaleziono planetoidy w miejscu, gdzie
brakowalo planety, pomogla w odkryciu Neptuna, choé potem
okazalo sie, ze akurat Neptun do niej nie pasuje. Podobne potegowe
wzory mozna zreszta znalezé dla promieni orbit satelitow Jowisza
czy Saturna. Choé zgodnosé takiej ,teorii” z obserwacjami jest
zastanawiajaca, nie zmienia to faktu, ze reguta Titiusa-Bodego
jest tylko zalezno$cia empiryczna, a nie prawem przyrody jak

np. ktorekolwiek z praw Keplera.

No to jak odrdznié¢ prawo przyrody od zaleznosci empirycznej?
Pytanie nie jest banalne, bo przeciez np. Balmer swoje wzory

na dhugosei fal linii wodorowych znalazl metoda préb 1 bleddw,

a z czasem okazalo sie, ze istotnie tak ma by¢ i ze wynika to

z glebszych przyczyn, z praw bardziej fundamentalnych. Tak samo
byto w przypadku Keplera: on doszedl do swoich praw szukajac
harmonii w Ukladzie Stonecznym, przy czym, jak wiemy, robil

to w sposéb wreez daleki od naukowego. I tak samo dopiero

pozniej okazalo sie, ze réwniez one wynikaja écisle z prawa

bardziej podstawowego, mianowicie z prawa grawitacji. Mozna

wiec zaryzykowac twierdzenie, ze nowa prawidiowosé jest prawem
przyrody, jezeli wynika z innych, bardziej ogdlnych praw przyrody.
Tylko ze z pewnoscia nie znamy wszystkich fundamentalnych

praw przyrody, nie wiemy, jak je znajdywad, ile ich jeszcze mamy
odkryé. Podejrzewam, ze gdyby to bylo wiadome, mozna by badanie
przyrody powierzy¢ automatom. Tymczasem nie zanosi si¢ na to

i to weale nie dlatego, ze czlowiek nie chee okazac sie zbednym. Jest
bowiem gorzej: odkrycie nowego prawa fundamentalnego jest na ogél
okupione obaleniem prawa uwazanego dotychczas za fundamentalne,
a tego nie pojmie zadna maszyna.



Patrz w niebo

Co jaki$ czas przez tzw. szeroki ogdél przechodzi fala zainteresowania
niebem spowodowana domniemanym ,ustawieniem planet na jednej linii’
i zwiazanymi z tym obawami. Kiedy$ nawet telefonowal kto§ do mnie

do Obserwatorium Warszawskiego pytajac, o ktérej konkretnie godzinie
planety tak sie¢ ustawia, bo on chcialby wtedy opusci¢ dom i przeczekaé
kataklizm na otwartej przestrzeni.

il

Tymczasem sile oddzialywania planet na Ziemie kazdy moze z latwoécia
obliczy¢. Bezposrednie przyspieszenie Ziemi wywolane przyciaganiem
przez planete o masie M z odleglosci r wynosi, oczywiscie, GM [r>.
Masy niektérych planet sa wprawdzie znacznie wigksze od masy

Ziemi, ale planety te dziela od Ziemi odleglosci wyrazajace sie setkami
milionéw kilometréw. Wszystkie te przyspieszenia okazuja sie bardzo
male w poréwnaniu z przyspieszeniem Ziemi wywolanym przez Stoiice,
a ono przeciez rzadzi ruchem Ziemi. No to moze plywowe dziatanie
planet jest niebezpieczne? W tym przypadku mechanika méwi,

ze roznica przyspicszei grawitacyjnych na kornicach obiektu (tu: Ziemi)
o rozmiarach R wywolana obecnoscia innej planety o masie M w
odlegltosci r wynosi GM R/r®. Ta wlaénie réznica przyspieszei moglaby
rozerwaé Ziemig, gdyby byla dostatecznie duza. Ale znowu prosty

rachunek przekonuje, ze najsilniejsze dzialanie plywowe na Ziemie wywiera

Ksiezye, bo jest najblizej, powodujac zreszta raptem kilkumetrowe
podnoszenie sie wody w oceanach. Inne planety zupelnie tu sig nie licza,
nawet gdyby polaczyly swoje wysitki i ustawily sie na jednej linii.

A tak naprawde, dokladne ustawienie si¢ planet w jednej linii nie daje
si¢ przewidzie¢. Mozna jedynie okreslaé szanse znalezienia sie planet
w jakim$ kacie, gdyby je obserwowaé np. ze Slofica. W dodatku, im wigcej
planet dopuscié do tej konkurencji, tym mniejsza jest szansa znalezienia
ich w malym kacie. W czasach nowozytnych planety grupowaly sie
kilkakrotnie w kacie liczacym kilkadziesiat stopni:

wrzesienn 1126 r. - 69°,

pazdziernik 1304 r. — 59°,

listopad 1483 r. - 58°,
styczeni 1665 . - 45°,
styczeni 1844 r. ~ 86°,
listopad 1982 r. - 64°.

W zasadzie poszukiwanie takich dziwnych konfiguracji planet jest

w dzisiejszych czasach proste. Calkujemy mianowicie réwnania ruchu
planet przy czasie biegnacym wstecz i komputer na zZyczenie znajduje,

co trzeba. Tyle ze rzadko to si¢ robi, bo na ogél nie jest to specjalnie
ciekawe. Jednak przynajmniej dwa takie przypadki okazaly sie bardzo
ciekawe i brzemienne w skutki. Ustalono, chyba doéé pewnie, ze Gwiazda
Betlejemska mogta byé whasnie koniunkcja Wenus i Jowisza, ktéra
nastapita bardzo blisko Regulusa (alfy Lwa). Na krétko przed poczatkiem
— teraz tak przez nas nazywanej — nowej ery to rzadkie zjawisko
zapowiedzialo przyjscie Mesjasza i — przy okazji — dalo poczatek
wspdlezesne] rachubie czasu.

Drugi analogiczny przelom nastapil, jak sie¢ wydaje, dawno w Chinach.
Préby ustalenia, co bylo poczatkiem starozytnego chinskiego kalendarza
(wykorzystujacego okresowosci w ruchach planet) doprowadzily do
wyniku, ze byla nim data, we wspolczesnym zapisie, 5 marca 1953 p.n.e.
(dziefi moze nie jest na sto procent pewny). Obliczenia przeprowadzone
w JPL (Jet Propulsion Laboratory, Kalifornia) potwierdzily informacje
zawarta w dawnym chiiiskim zapisie, ze tego dnia o wschodzie Sloiica
nad wschodnim horyzontem widaé bylo Ksiezyc w fazie 2 dni przed
nowiem oraz wszystkie pigé planet widocznych golym okiem. Kazda
planeta od sasiedniej byla odlegla nie wiecej niz o 3°, a cale zjawisko
zbieglo sie jeszcze dosé blisko z poczatkiem wiosny. Byla to podobno
najbardziej zwarta konfiguracja planet w ciagu ostatnich 6000 lat. Tak
wiec ,ustawienie planet na jednej linii” wprawdzie trzesien ziemi nie
powoduje, lecz znaczenie dla kultury miewa ogromne.

Tomasz KWAST

w sytuacji, gdzie wymagana przez
determinizm baza danych badZ moc
obliczeniowa jest nie do osiagniccia.
Potencjalnie mozemy wiedzie¢ wszystko
na pewno, chwilowo tu i éwdzie musimy
podpieraé sie prawdopodobiefistwem.

Taka byla matematyka wtedy, gdy

powszechnie za krélowa nauk byla
uwazana. | gdy istotnie ofiarowala
ludzkosdci postep techniczny z niczym
wczeéniejszym nie mogacy si¢ réwnaé.
Byé¢ krélowa to sztuka - trzeba bardzo
uwazad, zeby sie w glowie nie przewrdcilo.
W przypadku matematyki jednak nwazano
za malo - i o tym nastepnym razem.

@

Rozwigzanie zadania F 435. Réwnanie ruchu
czastki

d
m—é—:’—=gE+g(vaJ

mozna zapisad w postaci
dn 3 i

— — iwn = ae i
dt

gdzie n = vy +ivy, a = 9;5- Rogwigzaniem tego

réwnania jest funkcja

wi

Tt

n(t) = ate
Calkujgc jg otrzymujemy
a i
(z+iy)(t) = — [(1 — iwt)e™! — 1]
P
Jest to linia spiralna na plaszezyinie (z,y),

punkty na osiach sg odlegle o 2”2“, wspélrzedna
o A e & g U
z-owa czgstki nie zmienia sig.

Y
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Energia kinetyczna wynosi
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Rozwigzanie zadania F 436. Na podstawie
drugiego prawa Keplera (zasada zachowania
momentu pegdu) mozemy napisad:
Vb=ua(l+e)=va(l-e),
gdzie e jest mimodrodem elipsy. Dostajemy stad
Vip? = wm?(l el
Poniewaz 1 — e = b?/a?, dostajemy

Vimn 1,
Jest to jeszcze jeden przyklad dredniej
geometrycznej w fizyce. O réznych rodzajach
drednich w problemach fizycznych pisalidmy
w Malej Delcie (Delta 6/1994).



Najprostsze wypelnienie przestrzeni

jednakowymi wielo$cianami
Matgorzata DWORSKA

Kazdy zapytany o tytulowe wypelnienie przestrzeni wymieni réwne ulozenie

w niej szeSciandéw w ten sposéb, by — jesli juz sie dotykaja — dotykaly sie
wierzchotkami, calymi krawedziami lub calymi Scianami. Wypelnienie
spelniajace taki whasnie warunek na stykanie sie wielogcianéw nazywa

sie normalne 1 uchodzi za regularniejsze, prostsze od innych wypelnien.
Przedstawione na rysunku 1 wypelnienie szeScianami jest normalne, czego wiec
mu brakuje, by uznaé, ze jest ono najprostsze z mozliwych?

Wada ta jest fakt stykania si¢ w jednym punkcie przestrzeni

az osmiu szeSciandéw. Czy istnieje takie wypelnienie przestrzeni

Jjednakowymi wielo§cianami, ze w zadnym punkcie nie styka sie

8 wieloécianéw? Tak. Mozna nawet wskazaé takie wypelnienie

szeScianami — przesunmy troche kolejne warstwy wypelnienia,

od ktérego zaczeliSmy nasze rozwazania. Henri Lebesgue zauwazyl

w 1911 roku (a z czasem i udowodnit), ze przestrzen euklidesows
n-wymiarowa mozna tak wypelni¢ wieloscianami, by w kazdym

punkcie stykalo sie ich nie wiecej niz n + 1, 1 liezby tej zmniejszyé

Rys. 1. Normalne wypelnienie przestrzeni szeScianami.

Rys. 2. Minimalne wypelnienie przestrzeni szescianami;

juz si¢ nie da. Takie wypelnienie przestrzeni nazywa si¢ minimalne.
Dla zwyklej, tréjwymiarowej przestrzeni oznacza to mozliwoéé
wypelnienia jej wieloScianami w ten sposéb, ze w jednym punkeie

! spotyka¢ sie ich bedzie co najwyzej cztery. To znéw mozna
zrealizowaé za pomoca szeScianéw — trzeba je tylko poprzesuwaé

bardziej wymyslnie.

Widzimy jednak, ze wypelnienie — co prawda — stalo sie minimalne,
ale przestalo by¢ normalne. Czy zatem istnieje normalne

1 minimalne wypelnienie przestrzeni jednakowymi wielo§cianami?

I Ono wlasnie zastugiwaloby na okredlenie najprostsze. Okazuje sie,
ze wypelnienie takie istnieje i przedstawienie go jest celem tego

narysowane zostaly tylko dwie warstwy (czarna i kolorowa), artykulu.
na dodatek widziane wzdluz krawedzi, ale chyba mozna

wyobrazi¢ sobie, jakie jest to wypelnienie.

Oczywiscie, nie bedzie to wypetnienie szeScianami. Najpierw wiec
przedstawie odpowiedni wieloician.

Wyobrazmy sobie oémioscian foremny o krawedzi 1, ktéry ma
naroza Sciete plaszezyznami przechodzacymi przez punkty lezace
na krawedziach wychodzacych z jednego wierzchotka w odleglogei
1 od tego wierzchotka. Otrzymana figura (rys. 3) nosi nazwe
tetrakaidekahedron, co znaczy, ze ma 14 Scian, mianowicie

Wi

6 kwadratow i 8 foremnych szesciokatéw (prosze sprawdzié).

Podejrzewam, ze zdecydowana wickszoéé osdb, ktére obejrza
rysunek 3 lub wezma do reki model czternastoécianu, na

pytanie czy da sie takimi brylami szczelnie wypelnié przestrzen?
odpowie NIE. Mozna, oczywiscie, zaproponowaé¢ wtedy wykonanie
kilkunastu modeli (np. sklejonych z tekturki) i podjecie
doswiadczen.

Rys. 3. Otrzymywanie tetrakaidekahedronu z edémicdcianu.

Rys. 4.
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Jak jednak przekonaé si¢ bez wykonywania modeli (bo dla wielu sklejenie choéby
kilku takich wielo$cianéw moze okazaé si¢ zbyt pracochlonne), ze prawidlowa
odpowiedZ na to pytanie brzmi TAK?

Dla usprawnienia dalszych rozwazan oznaczymy $ciany czternastoécianu

w nastepujacy sposéb: szedciokaty widziane na rysunku 4 jako gérne beda nosilty
litere A, a widziane jako dolne - litere B, kwadraty dolny i gérny odpowiednio
litere D i G, wszystkie zas kwadraty boczne — C.
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Rys. 5. Rzut prostokatny
tetrakaidekahedronu.

Przyjrzyjmy sie rzutowi prostokatnemu czternastoscianu na plaszezyzne jego
§ciany D. Jest to osmiokat. Mozna z takich o$miokatéw ultozyé posadzke

na plaszezyznie. Mianowicie utézmy oémiokaty w ten sposéb, by stykaty sie
bokami C'. Otrzymana posadzka nie bedzie szczelna — pomiedzy jej kafelkami
pozostana kwadratowe otwory (rys. 6). Ta sama posadzka to widok z géry
czternasto$cianéw ustawionych (na plaszezyznie, np. na stole) obok siebie w ten
sposéb, by stykaly sie Scianami C'. Wyglada to troche tak, jak kartonowe
panele uzywane w sklepach do jajek.

Rys. 6.

Fakt, ze tetrakaidekahedron wypelnia
szczelnie przestrzen, jest dobrze znany
biclogom, ktérzy zajmuja sie struktura
komdrek rodlinnych, gdyz niektére z nich
maja wlasnie taki ksztalt.
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Przy tym wglebienia sg dokltadnie takie same jak wypuklosci. Biorac zatem
identyczng druga warstwe czternasto$cianéw mozna ja tak ulozyé na pierwszej,
by w miejsce wolnych kwadratéw dolnej warstwy weszly éciany D warstwy
gornej, otwory za$ w drugiej warstwie byly od dotu zatkane $cianami & dolnej
warstwy. Sciany A dolnej warstwy beda dokladnie przylegaé¢ do écian B warstwy
gornej. I tak mozemy dodawaé nowe warstwy bez konca.

Na zakonczenie wypada sprébowaé przedstawié rzecz przestrzennie. Rysunek 7
przedstawia trzy sasiadujgce czternastodciany, a rysunek 8 wieksza ich liczbe.
Ten ostatni jest zdjeciem modelu tej sytuacji zamieszczonym w Kalejdoskopie
Matematycznym Hugona Steinhausa. Tam mozna tez znalezé sugestie, jak
mozna wpas¢ na pomysl, ze czternastoscian jest bryla realizujaca minimalne
wypelnienie normalne przestrzeni. Nie ma natomiast zadnych wskazdéwek
sugerujacych, jak wykazad, ze jest to jedyna bryta o foremnych écianach
spelniajaca oba te zadania. Pozostaje to zatem do zupelnie samodzielnych
dociekan Czytelnika.

Rys. 7. Mozna wyobrazié sobie, ze kazdy z narysowanych Rys. 8.
czternastoscianéw nalezy do innej warstwy budowanego wypelnienia.,
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Maoia de

Dwie latwe do wykonania pomoce geometryczne do arytmetyki

Geometria 1 arytmetyka wydaja sie réznymi swiatami.

Tak bardzo, ze czesto nauczyciele matematyki
uprzedzaja, ktérego dnia na lekeji bedzie geometria,
a ktorego ,reszta”. Zobaczmy wiec, jak geometria
moze wyrazaé fakty wybitnie arytmetyczne.
Poszukamy na plaszczyznie najpierw dzielnikow
dowolnej liczby naturalnej, a potem znajdziemy
wszystkie liczby zlozone (a co za tym idzie takze

wszystkie liczby pierwsze).

Zacznijmy od zaznaczenia na plaszczyznie

7 prostokatnym uktadem wspéhrzednych wszystkich
punktéw, ktérych obie wspolrzedne sa liczbami
catkowitymi. No dobrze, zaznaczcie tylko tyle, na ile
Wam cierpliwosci starczy, ale sprébujcie objaé
wyobraznia jak najwiekszy obszar plaszczyzny. Takie
punkty nazywane sg punktami kratowymi.

Teraz przez kazdy punkt postaci (k, 1), gdzie

k jest dodatnia liczba naturalna, poprowadzcie
prosta przechodzaca przez punkt (0,0) (zgadzam

sie na ograniczenie: tyle, ile zdazycie poprowadzié
przed obiadem). Taka prosta przechodzaca przez
punkt (&, 1) nazwijmy pg. I juz pierwsza pomoc
naunkowa jest gotowa. Chcecie sprawdzié, jakie
dzielniki ma liczba 4577 To proste. Poprowadicie

z punktu (457, 0) prosta pionowa. Punkty kratowe,
w ktdrych ta prosta przecina proste pi, wyznaczaja
dzielniki 457 (wszystkie, jesli zdazyliscie poprowadzié
wszystkie proste pi od p; az do pus7): sa nimi rzedne

owych kratowych punktéw przeciecia.

Dlaczego? To jasne. Kazda prosta py ma réwnanie
y = 1, wiec jesli prosta & = 457 przecina

prosta pr w punkcie (457, m), to m = f‘g‘ czyli
m jest dzielnikiem 457. 1 odwrotnie: jesli m jest

dzielnikiem 457, to dla pewnej liczby naturalnej k,

8

457 = m - k, co oznacza, ze punkt (457, m) jest
punktem wspélnym prostej @ = 457 i prostej py.

|

6,6) - .

Otrzymali$my zatem prosta (?7!) tablice do
wyszukiwania dzielnikéw liczb naturalnych. Do tej
pomocy naukowej producent dodaje premie: przeciecie
prostej] ¥ = m ze zbiorem punktéw kratowych lezacych
na prostych pr daje wszystkie wielokrotnoéci liczby m.
Ot, taka nieskonczona geometryczna tabliczka
mnozenia.

Druga pomoc naukowa, ktéra chce Wam dzisiaj
ofiarowaé, pomoze wyszukaé wszystkie liczby pierwsze
(sa w Swiecle instytucje gotowe wiele zaplacié za
bardzo duza liczbe pierwsza; takie liczby sa potrzebne
do szyfrowania danych). Otéz tym razemn zaznaczcie
na osi Oy wszystkie punkty postaci (0, 1) dla
k=1,2,..., anaosi Oz wszystkie punkty postaci
(m+1,0)dlam=1,2,... Teraz kaidy z takich
punktéw na osi Oy polaczcie prosta z kazdym

z wyznaczonych punktéw na osi Oz. Pierwsze
wspélrzedne punktdw przeciecia tych prostych z prosta
4y = —1 dadza zbidr wszystkich liczb zlozonych.



Wyjasénienie znéw nie jest skomplikowane. Prosta

przechodzaca przez punkty (0, %) i(m+1,0)
mj—l
przeciecia tej proste] z prosta y = —1 jest punkt,
ktérego pierwsza wspélrzedna jest (m + 1) - (k+ 1).
Otrzymalismy zatem liczbe ztozona. Z kolei jesli n jest

ma réwnanie + ky = 1, a zatem punktem

liczba zlozona, to dla pewnych liczb naturalnych m
ikjest n=(m+1)-(k+ 1), zatem n jest pierwsza
wspolrzedna punktu przeciecia prostej przechodzacej
przez punkty (0,4+) i (m + 1,0) z prosta y = —1.
Zatem przedstawiona tu metoda wylapuje wszystkie
liczby zlozone i tylko takie liczby.

A skad wziaé wszystkie liczby pierwsze? Coz,
nalezaloby sie zastanowic. ..

Autobus, balonik i trzepak

Kiedy autobus gwaltownie hamuje, wszyscy
pasazerowle doznaja dzialania sity skierowanej do
przodu, kiedy rusza — do tytu. Gdy skreca w prawo,
sita dziala w lewo, gdy skreca w lewo, sila dziala

w prawo. Jest to sita bezwladnosci, jej istnienie
wynika nie z oddzialywania innych cial, ale z tego,

ze poruszajacy sle ruchem zmiennym autobus jest
nieinercjalnym ukladem odniesienia. W rzeczywistosci
pasazerowie caly czas poruszaja sie w ten sam
sposob; to autobus przesuwa sie ,pod nimi”. Sita
pozorna dzialajaca na pasazera o masie m dana jest
réwnaniem F = —md, gdzie @ jest przyspieszeniem
autobusu wzgledem inercjalnego uktadu odniesienia.
Oczywiscie, na pasazeréw w autobusie dzialaja takze
i inne sily (chociazby tarcie), ktére po pewnym czasie
wdostosuja” ich ruch do ruchu autobusu.

A co bedzie sie dzialo z balonikiem unoszacym sie

pod dachiem autobusu? Takze 1 na niego zadziata

sita bezwtladnoéci. To jednak nie wszystko. Kiedy
balonik unosi si¢ tylko w polu grawitacyjnym, précz
sity ciezkosci dziala na niego takze sita wyporu. Sita
bezwladnosci jest jakby dodatkowym ciezarem, tyle,
ze skierowanym poziomo. Obecno$é powietrza skutkuje
powstaniem dodatkowej sily wyporu skierowanej

Wypadkowa sily wyporu i cigzaru balonika
wypelnionego gazem lzejszym od powietrza jest
skierowana pionowo do géry i ma wartodé

Fu —Fg = (¢ — ev)vg,
v — objetosé balonika, ¢ — gestosé powietrza,

op — ggstosc gazu w baloniku, g — prazyspieszenie
grawitacyjne.
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Sily dzialajgce na balonik

£ 8
w hamujgcym autobusie
ﬂ_@q Fi—Fy=(¢— o)va,
Fu Fy gdzie a jest
przyspieszeniem
autobusu. Wypadkowa
m sit Fl, i Fy jest
U grownowazona przez sile

reakcjl dachu autobusu.

przeciwnie niz sita bezwladnoéci i wiekszej od niej,
jesli tylko balonik wypelniono gazem lzejszym od
powietrza. Tak wiec podezas gdy w hamujacym
autobusie pasazerowie poddani dzialaniu sity
bezwladnoéci beda przesuwaé sie do przodu, balonik
poddany dzialaniu wypadkowej sity bezwladnodci

1 ,antybezwladnosciowego” wyporu przesunie sie do
tytu. A co sie stanie z plomieniem §wiecy w podobnej
sytuacji?

Innego przyktadu dziatania sit bezwladnodci mozemy
sie dopatrzy¢ (uwaga na oczy!) podczas trzepania
dywanu. Uderzajac w dywan trzepaczka nadajemy
mu przyspieszenie. Na czasteczki kurzu i piaskn,
tkwiace w jego widknach, zadziala sita bezwladnodci
o takim samym kierunku, jak uderzenie trzepaczka,
ale o przeciwnym zwrocie. Jeéli czasteczki piasku

1 kurzu s3 moeno zaklinowane, to — aby je usunaé

~ potrzebujemy duzej sily, poniewaz musimy
pokona¢ spore sily tarcia. Dlatego sila bezwladnoéci
powinna by¢ wieksza od maksymalnej wartoéci tarcia
statycznego dziatajacego na niepozadane czasteczki.
Dywan musi uzyska¢ duze przyspieszenie, te zas jest
odwrotnie proporcjonalne do jego (zazwyczaj doéé
duzej) masy. Wszystko to sprawia, ze trzepanie jest

takie meczace! Krzysztof REJMER



Rys. 1. Pomiar wydluzenia prébki Al:
1 - prébka, 2 = nakretki, 3 — nié,
4 = linijka.

Ferroelastyczne kompozyty
Stanistaw BEDNARFEK

Juz przed kilku tysiacami lat cztowiek zaczal wytwarzaé materialy zlozone.
Istotne znaczenie dla rozwoju naszej cywilizacji miata epoka brazu, a material
ten tworza dwa pierwiastki — miedZ i cyna. Réwniez bardzo dawno zaczeto
budowaé chaty, ktérych sciany skladaly sie z wyschnietych lodyg roélin
spajanych glina.

Struktury wewnetrzne tych materiatéw réinia sie zasadniczo. Ogladajac kawalek
brazu, nawet pod duzym powiekszeniem, trudno jest wyréznié granice miedzy
jego sktadnikami. W przypadku drugiego materiatu juz gotym okiem mozna
zobaczy¢ fragmenty roélin i taczaca je gline. Pierwszy z tych materialéw jest
przykladem stopu, a drugi — kompozytu. Dokladniej: kompozytem nazywa sie
material zloZzony z polaczonych ze soba réznych substancji lub materiatéw,
pomiedzy ktérymi daje sie wyrdzni¢ okreslone granice.

Niektére kompozyty cztowiek produkowal mniej lub bardziej éwiadomie

od dawna, inne wytwarza sama Przyroda. Naturalnym kompozytem jest

np. drewno. Gwaltowny wzrost zainteresowania kompozytami nastapit jednak
okoto 40 lat temu, kiedy zaczeta powstawaé nowa, interdyseyplinarna dziedzina
badan, nazywana obecnie nauka o materiatach.

Gléwnym powodem, dla ktérego wytwarza sie 1 bada weigz nowe kompozyty,
jest zapotrzebowanie na materialy o specjalnych wlasciwosciach, np. bardzo
lekkie i wytrzymale. Czesto sie zdarza, ze pozadanych wlasciwodci nie maja
znane pierwiastki i zwiazki chemiczne. Nie da si¢ réwniez uzyskaé stopu

o poszukiwanych wtasciwosciach, bowiem nie wszystkie metale w stanie cieklym
mieszaja sie. Rozwiazanie problemu moze daé¢ wéwezas sporzadzenie kompozytu.

Interesujacym przykladem kompozytéw sa ferroelastyki, czyli materialy o dogé
silnych wlasciwosciach magnetycznych i duzej podatnoécei na odksztalcenia
sprezyste, stosowane np. w czujnikach 1 przetwornikach elektromechanicznych.

Ferromagnetyki sa malo podatne na odksztalcenia. Zeby zwiekszyé o 0,2%
dtugosé stalowego preta o srednicy 1 cm, potrzebna jest sita okolo 3,4 - 107 N,
Przy tym wydluzeniu pret naprezony jest prawie do granic wytrzymalodci,
poniewaz sila 3,9 - 10* N spowoduje juz jego rozerwanie. Niektdre stopy
ferromagnetyczne sa kruche i ulegaja zniszczeniu przy jeszcze mniejszych
odksztalceniach. Istnieja jednak materialy wytrzymujace wydluzenie nawet

10 razy wigksze od ich dhugosci poczatkowej. Sa to tzw. elastomery, np. kauczuki
chloroprenowe lub silikonowe. Materialy te wykazuja bardzo stabe whadciwodci
magnetyczne.

Ferroelastyk otrzymamy umieszczajac czastke ferromagnetyka wewnatrz
elastomeru. Wytworzenie takiego materialu kompozytowego i zbadanie
niektérych jego wlasciwosci jest mozliwe w warunkach amatorskich. Do tego
celu potrzebne beda: kilkadziesiat graméw drobnych opitkéw stalowych, tubka
silikonu, strzykawka lekarska, podstawka do szklanki, drewniana topatka,
linijka, male naczynie — naparstek albo kieliszek do lekarstw, niewielki magnes,
np. od zatrzasku meblowego lub tablicy magnetycznej, nici oraz kilka duzych,
Jednakowych nakretek. Silikon mozna kupié w sklepie chemicznym, poniewaz jest
powszechnie stosowany jako masa klejaco-uszezelniajaca. Ma on konsystencje
pasty ulegajacej samoistnej polimeryzacji w kontakcie z powietrzem. W wyniku
tego otrzymuje si¢ bardzo elastyczne cialo stale podobne do gumy.

Od strzykawki odcinamy koncéwke do naktadania igly, uzyskujac w ten
sposéb powiekszony otwdr wylotowy o $rednicy 3-4 mm. Wyjmujemy tlok
strzykawki 1 wyciskamy do niej z tuby 3-4 ¢cm? silikonu. Nastepnie wktadamy
tlok, strzykawke przesuwamy powoli i jednostajnie nad kartka papiern
wyciskajac silikon. W ten sposéb powstaje widkno o przekroju kotowym, ktére
pozostawiamy na kilka godzin do spolimeryzowania. Bedzie to nasza prébka
kontrolna. Tym samym sposobem sporzadzamy kilka prébek uzywajac
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Rys. 2. Badanie wlasciwosci
magnetycznych prébki: 1 — prébka,
2 — magnes.

£y

zamiast czystego silikonu jego mieszaniny z coraz wieksza iloscia opitkéw.
Objetosci opitkéw odmierzamy za pomoca naczynia, a mieszanine sporzadzamy
na podstawce do szklanki korzystajac z drewniane) lopatki, ktéra réwniez
wkladamy mieszanine do strzykawki uwazajac, zeby nie bylto w niej pecherzykow
powietrza. Za kazdym razem uzywamy tyle samo silikonu wyciskajac z tuby
stupki o jednakowej dlugosci, natomiast objetosé opitkéw zwiekszamy o stala
wartosé, np. 0 0,5 cm?®.

Spolimeryzowane prébki przycinamy na jednakowa dlugosé 1 przystepujemy

do badania. Najpierw bierzemy probke z czystego silikonu i zawieszamy za

jeden koniec, a do jej drugiego kornca przywiazujemy kolejno jedna, dwie,

trzy... nakretki (rys. 1). Mierzymy przyrosty dlugosci prébki spowodowane
tymi obciazeniami. Te same pomiary powtarzamy dla kolejnych probek
zawierajacych coraz wieksze ilosci opitkow. Okazuje sie, ze im wieksza jest
zawartos¢ opitkéw, tym mniejsze sa przyrosty dlugosci prébek spowodowane tym
samym obciazeniem.

Nastepnie oceniamy whasciwosci magnetyczne. W tym celu do swobodnie
zwisajacego konca prébki zblizamy powoli magnes 1 mierzymy, z jakiej odleglosci
przyciagnal on koniec prébki (rys. 2). Prébki o optymalnych wlasciwosciach
magnetycznych i elastycznych otrzymuje sie przy sredniej zawartosci opitkéw.
Jezeli do sporzadzenia kompozytu uzyjemy opitkéw stali magnetycznie twardej,
mozemy probki trwale namagnesowaé. Uzyskamy w ten sposéb elastyczne
magnesy przydatne do réznych interesujacych do§wiadczen i stosowane nieraz,
np. jako uszczelki w lodéwkach.

i Zadania

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 783. Udowodnié, ze jesli wszystkie plaskie przekroje srodkowosymetrycznego
wielo§cianu wypuklego K maja pole powierzchni nie wigksze niz 2, to jego objetosé jest
mniejsza niz 4.

Rozwiazanie na str. 14

M 784. Czy jeéli dwie bryly $rodkowo-symetryczne maja takie same pola wszystkich
przekrojéw plaszczyznami przechodzacymi przez $rodek symetrii, to musza mieé
jednakowa objetosc?

Rozwiazanie na str. 13

M 785. Udowodnié, ze z dowolnej bryly o objetosci 1000 mozna wybraé 200 punktéw,
z ktérych zadne dwa nie sa odlegle o mniej niz 1.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Krzysztof REJMER

F 435. Czastka o masie m i tadunku ¢ znajduje sie w skrzyzowanych polach:
elektrycznym 1 magnetycznym:

E = Fo(icoswt + jsin wt),
B = —Bok,

gdzie w = gmé (1, j, k sa wersorami kartezjariskiego ukladu wspdlrzednych). W chwili
poczatkowej (to = 0) czastka spoczywa w poczatku ukladu wspélrzednych. Znalezé jej
trajektorie i energie kinetyczna w chwili ¢.

Uwaga: przyjmujemy, ze pole E jest wolnozmienne i zaniedbujemy efekty zwiazane

Zz promieniowniem.

Rozwiazanie na str. 5

F 436. Predkosé planety w peryhelium jest réwna v, natomiast w aphelium jest
réwna u. Obliczyé predkoéé V' tej planety w chwili, gdy znajdzie si¢ ona na male] osi
elipsy bedacej jej trajektoria.

Rozwiazanie na str. 5

11



3y 2

r=

(A) (B)

Rys. 1. Strumien cieczy o duzej lepkosci

zatrzymany na plaszczyinie tworzy
stozek.

(A) gruby strumien ,zwija sie” w stozek

powoli, tworzge stozek o duzym
promieniu i niewielkiej wysokoéci.

(B) waski strumieni ,zwija sie" w stozek
znacznie szybcie), tworzac wysoki stozek

o malym promieniu,

pierwotny
kierunek
ruchu
strumienia

kraza wokét
promien

zZwoju

1
|
|
I
I
I - .
1 strumienia
I

LZwoje" cieczy
rozplywaja sig
tracgc swoja
odrebnosé

Rys. 2. Stozek cieczy o duiej lepkoscei.

w tym obszarze
czasteczki cieczy

kierunku ruchu

Mate ,,conieco” dla Kubusia Puchatka
Krzysztof REJMER

W rodzinie naszej mawiano, ze ojciec po zjedzeniu gruszki mial rece mokre az do

tokei, a po chlebie z miodem polrzebna mu byta kgpiel. Glwistopher Miltie

Zaczarowane miejsca

Tak po latach scharakteryzowal swego ojca dawny bohater Kubusia Puchatka,
juz nie maly Krzy$, ale dorosty Christopher.

Jedzenie miodu moze by¢ nie tylko przyjemnoscia (lub utrapieniem), ale

takze pretekstem do obserwacji wlasnosci pltynéw o duzej lepkoéci. Strumien
plynnego miodu spadajacy z pewnej wysokosci na plaszezyzne (moze nia by¢
zaréwno kanapka, jak i swobodna powierzchnia miodu w stoiku) zachowuje

si¢ zupelnie inaczej niz woda. Jedli strumienn ma kotowy przekréj, to po
zblizeniu si¢ do plaszczyzny odchyla sie od pionu i wykonuje ruch okrezny

wokot pierwotnego kierunku spadania. Struzka ptynu uklada sie na plaszczyinie
w stozek przypominajacy zwoje liny ulozone jeden na drugim. Dét stozka powoli
rozplywa si¢ po powierzchni, jednak w najwyzszej czeéci zwoje sa wyraznie
rozdzielone, a w §rodku stozka tworzy sie niewielkie zaglebienie. Zjawisko

to jest charakterystyczne nie tylko dla miodu, ale takze dla innych ptynéw

o duzej lepkosci: smoty, gliceryny, syropéw czy niektérych rodzajéw oleju.
Szczegolnie tadne zwoje o duzym promieniu i na dodatek nie rozptywajace sie po
plaszczyinie mozna uzyskaé postugujac sie prawie pustym pojemnikiem z zelem
do golenia.

Zanim zastanowimy sie nad tym pozornie niezwyktym zjawiskiem, dokonajmy
podziatu ptynéw na dwie grupy. Do pierwszej naleza plyny, ktérych

lepkos¢ zalezy jedynie od temperatury (maleje z jej wzrostem); sa to plyny
newtonowskie. Druga grupa to ptyny nienewtonowskie, ktérych lepkosé¢ zalezy
nie tylko od temperatury, ale takze od naprezeti w plynie — na ogél im wicksze
Jest naprezenie, tym mniejsza lepkoéé. Z plynami nienewtonowskimi o duzej
lepkosci mamy do czynienia na co dziefi, najlepszym przyktadem jest masto

czy margaryna, ktére w niezbyt wysokich temperaturach ze wzgledu na duza
lepko$¢ same nie rozplywaja si¢ po powierzchni kanapki, jednak mozna je
rozsmarowac nozem, gdyz pod naciskiem ich lepkoéé w znacznym stopniu
zmniejsza si¢. Ptynami nienewtonowskimi sa liczne inne produkty spozyweze:
ketchup, majonez, musztarda, roztwory zelatyny oraz tytutowy miéd. Sa nimi
takze krochmal oraz farby, ktére nie powinny same rozptywaé sie po malowanej
powlerzchni, powinny natomiast tatwo daé si¢ rozprowadzié pedzlem. Nie
potrafimy do korica odpowiedzie¢ na pytanie, jaki mechanizm powoduje zmiany
lepkodei pod wplywem naprezenia. Prawdopodobnie istotng role odgrywa tu
struktura czasteczkowa; ptyny nienewtonowskie maja zwykle duze czasteczki

o zlozonej budowie. Pod wplywem naprezenia czasteczki te ulegaja rozciagnieciu
i wyprostowaniu w kierunku dzialajacej sily, co powoduje zmniejszenie
wewnetrznego tarcia. Gdy naprezenie znika, czasteczki powracaja do swoich
pierwotnych ksztattéw. Zmniejszenie sie lepkoéci wywotane naprezeniem utatwia
takze wyciskanie lepkiego plynu z tubki.

Wtasnosciami nienewtonowskich plynéw najprawdopodobniej nalezy ttumaczy¢é
zjawisko znane jako ,cud Sw. Januarego”. Swiety ten mial zostaé zabity na
poczatku czwartego wieku za odmowe zaparcia sie wiary. Jedna z jego relikwii
Jest krew umieszezona w oprawnej w z}oto szklanej ampulee, przechowywanej
w Neapolu, ktérego San Gennaro jest patronem. Regularnie dwa razy

w roku, a takze w sytuacjach szczegdlnych zakrzepta brytka krwi uptynnia

sig; jest to zjawisko bardzo dobrze udokumentowane. Podezas uroczystosei
amputka wielokrotnie jest odwracana w celu sprawdzenia, czy cud sie dokonal.
Moze to spowodowaé powstanie naprqécr’l dostatecznie duzych, by lepkosé
substancji ulegla znacznemu zmniejszeniu. Wy vjasnienie to wydaje sie tym
bardziej prawdopodobne, 7e uptynnienie si¢ krwi Sw. Januarego obserwowano
takze podczas reperacji amputki. Jej zawarto$é nie zostata nigdy zbadana.
Neapolitaniczycy nie przyjeli do wiadomoscei skredlenia ich patrona z listy
swietych, a komisje papieska, ktéra miata cud zbadaé, przepedzili z miasta.
Zjawiska tego rodzaju, polegajace na uplynnianiu si¢ niektérych zeli podezas
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Rys. 3. Plaski strumien lepkiej cieczy
uklada sie ,w harmonijke”.

@

Rozwigzanie zadania M 784. Nie.
Rozwazmy kule o promieniu 3 i kule

o promieniu 5 z usunigty z jej wnetrza
koncentryczna z nia kula o promieniu 4.

o0

Przekroje plaszc nami przechodzacymi
przez srodki symetrii tych bryl maja
pola odpowiednio 9w 1 (25 — 16)r, a wiec

réwne, jednakze objetosé pierwsze) bryly

wynosi 367, drugiej zas — az 2.

@

Rozwigzanie zadania M 785. Wyboru
dokonamy indukcyjnie. Pierwszy

punkt mozemy wybraé¢ dowolnie,
Zaldzmy, e wybraliémy juz z bryly

n < 200 punktéw, z ktérych zadne

dwa nie sg oddalone mniej niz o 1.
Rozwazmy zbidr bedgcy suma kulek

o érodkach w tych punktach i promieniach
rownych 1. Objetodé tego zbioru nie
przekracza 27n < bn < 1000, zatem nie
moze on zawierad cale) bryly. Wybierzmy
dowolny punkt bryly nie nalezacy do
tego zbioru — bedzie on odlegly od
kazdego z wybranych uprzednio punktéw
o co najmniej 1. Indukcje mozna wiec
prowadzi¢ az do osiggnigcia n = 200,

co konczy dowdd.

mieszania lub wstrzasania, a potem zestalaniu sie, kiedy pozostawié je
w spokoju, nazywane sa tiksotropia. Znane sa zele, ktére upltynniaja sie juz pray
bardzo malych zaburzeniach.

Powréémy jednak do spadajacego na plaszezyzne strumienia plynu. Jedli

Jego predkosé jest wieksza niz predkosdé, z jaka moze sie on rozplynaé po
plaszczyinie, w miejscu zetkniecia sie plynu z plaszczyzna tworzy sie stozek.
Wyhamowanie ptynu powoduje powstanie w nim naprezenia, ktére jest
odpowiedzialne za wygiecie i wirowy ruch strumienia. Dokladny opis tego
zjawiska nie istnieje, postuzmy sie wiec analogia. Jedli sprezysty pret postawimy
pionowo na plaskim podlozu i podziatlamy na niego sita skierowana pionowo

w dol, to w przypadku twardego podloza pod wplywem naprezenia pret moze
si¢ wygia¢ w bok, a nawet pekna¢. W ktdra strone sie wygnie, tego okreslié¢ nie
mozna, decyduja o tym drobne niejednorodnosci preta oraz mozliwe nieznaczne
odchylenia od pionu. Podobnie jest w przypadku liny i strumienia lepkiej

cieczy, z ta rdéznicy, ze nie sa to ciala sprezyste, wiec ich odksztalcenie ma inny
charakter. Ale takze i w tym przypadku istniejace w strumieniu niejednorodnoéci
decyduja o tym, w ktéra strone strumieri zacznie si¢ wyginaé.

Strumien cieczy spadajacej w polu grawitacyjnym w trakcie spadania zweza sie.
Wyttumaczenie tego jest proste. Przez kazdy poprzeczny przekrdj strumienia
w jednostce czasu przeplywa taka sama objetosé cieczy, skoro jednak wzrasta
Jej predko$é, musi zmniejszy¢ sie pole jej przekroju. Im wezszy jest strumien

(a wiec im wigksza jest jego predkoéé), tym wezszy i wyzszy stozek powstaje na
plaszczyznie i wigksza jest czestotliwo§é wirowania strumienia. W przypadku
plynéw nienewtonowskich przebieg zjawiska jest bardziej skomplikowany;

duza predkoéé strumienia oznacza, ze w trakcie hamowania przy zderzeniu

z plaszczyzna powstaje w nim duze naprezenie, a zatem duzy jest tez spadek
lepkosci i znacznie szybsze rozplywanie sie po plaszczyinie. Interesujace nas
zjawisko moze wtedy wcale sie nie pojawié. Jesli przekrdj strumienia nie jest
kotem, zjawisko takie przebiega inaczej. Plaski strumien zachowuje sie jak
tasiemka —~ zwija si¢ w harmonijke. Strumieni nieregularny wije sie w chaotyczny
sposéb uktadajac jedng warstwe na drugiej, ale w rézne strony.

Wirowy ruch strumienia w obszarze znajdujacym sie bezposrednio nad stozkiem
na pozér moze si¢ wydawaé sprzeczny z zasada zachowania momentu pedu;

tak jednak nie jest. Kiedy strumieri odchyli sie od pionu, czasteczki ptynu

nie tylko poruszaja si¢ wzdhuz strumienia, ale takze wykonuja ruch obrotowy
wokél kierunku spadania; przyczyna tego ruchu jest dziatanie momentéw sit
ciezkosci i bezwladnosci. Istnienie tego ruchu jest trudne do zaobserwowania,

a w warunkach domowych raczej niemozliwe. Najprostszy sposéb polega na
dodaniu do ptynu drobnych czasteczek, na przyktad metalowych opitkéw

i $ledzeniu ich ruchu z wykorzystaniem stroboskopu.

Kuchnia jest doskonalym miejscem do zabaw z lepkimi ptynami, trzeba jednak
uwazad, by nie sta¢ si¢ obiektem podobnych zartéw jak A.A. Milne. Bardziej
wyrafinowane, cho¢ podobne eksperymenty mozna wykonaé ze strumieniem
lepkiej cieczy spadajacym w innej cieczy o mniejszej lepkoéci. Najciekawszy
jest ruch strumienia w warstwie podwéjnej, w kidrej ciecz o mniejszej gestosci
znajduje sie nad cieczg o gestosci wiekszej (na przyklad benzyna nad woda).
Przyspieszenie strumienia jest wigksze w warstwie gornej, dlatego gdy trafi on
na granicg warstw, ulega wyhamowaniu, a powstajace w nim naprezenie — jegli
Jest dostatecznie duze — powoduje, ze ruch strumienia przestaje by¢ stabilny,
strumien wygina sie 1 zaczyna krazyé wokdt pionu.

Na koniec wspomnijmy o czyms tylko pozornie odleglym. Wiele cial stalych,
poddanych dzialaniu naprezen, zachowuje si¢ podobnie jak nienewtonowski,
lepki plyn — zmniejsza sie ich tarcie wewnetrzne. Naleza do nich miekkie skaly,
na przyktad piaskowce. To wtasnie tg cecha, a nie precyzyjnym wykonaniem
(nie umniejszajac w niczym inzynierskich umiejetnodci starozytnych Egipcjan),
nalezy tlumaczy¢ wietne dopasowanie skalnych blokéw, z ktérych zbudowane
sa piramidy. Ciénienie u podnéza piramidy, wywolane jej ciezarem, jest przeciez
ogromne; w tych warunkach nastepuje znaczne zmniejszenie sie wewnetrznego
tarcia i migkka skata zachowuje sie jak cialo plastyczne.
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Klub 44
®

1-44

Termin nadsylania rozwigzan:
30 XI 1996

Czoldwka ligl zadaniowe]
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadan 311 (WT=2,13) i 312 (WT=2,71)

z numeru 12/1995

Jerzy Witkowski — Wodszislaw 51, 46,10

Piotr Lipinski = Radom 41,89
Henryk Kornacki — Augustdw 40,45
Tadeusz Jdzefczyk— Poznani 38,10
Kraysztof Zapisek — Warszawa 37,54

Pan Witkowski: numer 79

@S

Rozwigzanie zadania M T83.
Oznaczmy objgtosé wieloscianu K
przez V. Niech s bedzie plaszczyznag
zawierajaca jedna ze écian K, s’ zas
jej obrazem w symetrii wzgledem
srodka symetrii wielodcianu. Oznaczmy

w Klubie 44 M.

przez P, pas przestrzeni zawarty miedzy

plaszczyznami s i s'. Niech d oznacza

szerokos¢ pasa P,, czyli odleglosé mied
plaszczyznami s i s', a W niech bedzie
walcem o polu podstawy 2

zawartych w plaszczyznach s i s'.

zy

1 podstawach

-4-

Przekroj K dowalng plaszczyzna
rownolegla do s ma pole nie wicksze
niz 2,
na mocy zasady Cavalieriego objetosd
wielodcianu K nie przekracza objetodci
walca W; zatem 2d > V, co oznacza,

czyli niz jej przekréj z W, wiec

ze kula o promieniu -‘4'—' i drodku w érodku

symetrii wieloscianu K zawiera sie
w pasie P,.
mozna przeprowadzié dla dowolnej scia
wielodcianu, wiec kula ta zawiera sie

w przecigciu paséw przediuzajacych
wszystkie pary rownoleglych scian,
czyli w samym wielodcianie K. Stad

Podobne rozumowanie

wynika oczywista nieréwnoéé miedzy
objetosciami kuli 1 wielodcianu:

4 yyd

- | — <V

o (3) =¥
skad V < 48 £ 4, co konczy dowéd.
Z twierdzenia Andersona (patrz
zadanie M T32, Delta 3/1995) wynika,
ze w zalozeniach zadania wystarczy
rozpatrywaé przekroje plaszezyznami
przechodzacymi przez srodek symetrii
wieloscianu. Czytelnik zechce zastanow
sie, cay podobne

wielosciandw niesymetrycznych.

ny

ié

owania zachodzg dla

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytac¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigea n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania caterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszezajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélezynnik trudnosei danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie 5§ oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséh,
ktdre nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktdrejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

325. Okrag wpisany w tréjkat ostrokatny ABC jest styczny do bokéw AB i AC
odpowiednio w punktach P i Q. Prosta przechodzaca przez jego érodek i réwnolegta do
boku BC' przecina boki AB i AC odpowiednio w punktach K i L. Odcinki KQ i LP
przecinaja si¢ w punkcie S. Odcinek SN jest wysokodcia w tréjkacie K LS. Dowiesé,

ve LPNS =/QNS.

Zadania z matematyki nr 325, 326

326. Udowodni¢, ze dla liczb «, § € (—/2; 7/2) zachodzi nieréwnosé
1+sing o

g
l14sine = =

1 — sin o

1 .
" T—sng

Zadanie 326 zaproponowal pan Krzysztof Zapisek z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/1996

Przypominamy tresé zadan:

321. Po nieskoniczone] szachownicy porusza sig (m, n)-kori, czyli figura, ktéra w kazdym ruchu
przemieszcza sie o m pél poziomo i n pél pionowo — lub odwrotnie. Wyznaczy¢ wszystkie pary
liczb naturalnych m,n > 1, dla ktérych (m,n)-kon, startujac z dowolnego pola szachownicy, moze

osiggnad kazde inne pole.

= 1. Obliczyé

1 1
322. Dane sa liczby naturalne m, ¢ > 1 oraz liczba p okreélona przez réwnanie — + —
czgéé calkowita sumy 1-1/7 4 2_1” +...+(m?=1)"7, P 9

321. Przyjmijmy, ze (m, n)-kon startuje z pola (0,0). Jeéli liceby m i n maja wspdlny
dzielnik d > 1, to (m, n)-kon porusza sie tylko po polach (,y) o obu wspélrzednych
podzielnych przez d. Jedli suma m + n jest liczba parzysta, to (m, n)-kori porusza sie tylko po
polach (x,y) o obu wspélrzednych jednakowej parzystoci. Zatem warunek:

(%) NWD(m,n) =1; m+n=1 (mod 2)

jest konieczny na to, aby (m,n)-kon mdégl osiagnaé kazde pole szachownicy.

Wykazemy, ze jest to takie warunek dostateczny. Jesli jest on spelniony, to liczby m i n sa

réznej parzystosci — mozna przyjaé, ze n jest liczba parzysta, a m nieparzysta — oraz istnieja

liczby naturalne k, I spelniajace réwnosé kn — Im = 1. Weimy pod uwage liczby naturalne
S %(m{—l)k cy = %(m-l—l)z’, %nk,

eg:= q:%nl

oraz wektory
vi=[nm], ve=[-nm], va=[-m,n], wvi=][m,n].
Dzielny nasz kon jest w stanie przemiescié sie o kazdy z wektoréw +v;, wiec takze i o wektor
w=ci(vi —v2)+ea(va—va)+tea(va+ ve) faa(—vi —vo)— vy =
= [kn(m+1) — Im(m+1) — m , (kn—Im—1)n] = [1,0]
— wiec takze i o kazdy z wektoréw [0,1], [-1,0], [0, —1]. To znaczy, Ze jest w stanie osiagnaé
kazde pole szachownicy. Zatem warunek (*) charakteryzuje szukane pary (m,n).

322. Funkcja f(x) = ~/P jest ciagla oraz malejaca na przedziale (0;c0). Niech n = m9.
Rozwazana w zadaniu suma S spelnia zaleznosci:

n—1 n 3
5=Zf(k)>fl f@)dz > Y (k) > S - f(1) =
k=1 k=2

/ f(a;)dz:qr”q
1 1

otrzymujemy stad dwustronne oszacowanie g(m — 1) < S < g(m — 1) + 1, ktére pokazuje,
ze czgd calkowita liczby S réwna sie g(m — 1).
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Rys. 1.

Zadania z fizyki nr 223, 224 Redaguje Jerzy B. BROJAN

223. Na powierzchni wody plywa:

a) prostopadlodcian o bokach a, b1 h, przy czym krawedz h jest pionowa.

b) walec o promieniu r i wysokosci (pionowej) h,

c) stozek o kacie rozwarcia 2o i wysokoéci h, podstawa do géry.

Jesh wszystkie bryly sa jednorodne, to jakie warunki musza spelniaé gestos¢ p oraz
wymienione parametry, aby w tej pozycji réwnowaga byla stabilna, tzn. aby po malym
wychyleniu bryta powracala do pozycji poczatkowej?

Wystarczy podanie jednego z trzech rozwiazan, przy czym maksymalna ocena
wynosi 0,8 w przypadku a), 0,9 w przypadku b) i 1 w przypadku c).

224. Punktowe Zrédlo éwiatlta S oéwietla ekran E (rys. 1). Czy wstawienie miedzy
irédlo a ekran plaskoréwnoleglej, plytki szklanej spowoduje wzrost natezenia
o$wietlenia $rodkowej czesci ekranu (okolicy punktu A), czy spadek, czy tez natezenie
o$wietlenia nie zmieni si¢? Jesli wystapi zmiana, to czy bedzie ona silniejsza, gdy
plytke o ustalonej grubosci wsuniemy blizej Zrédla, czy blize] ekranu? Zakladamy,

ze plytka jest pokryta warstwa przeciwodblaskowa eliminujaca odbicie, a szklo jest
doskonale przezroczyste.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/1996

Przypominamy tres¢ zadan:

219. Jeden koniec nierozciggliwe] i niewaszkiej nitki o dlugosci |
jest przymocowany do pewnego punktu na powierzchni bocznej
do malej kulki znajdujacej
sig w odleglosdci | 4+ r od osi walca (rys. 2). W chwili poczatkowe])
kulka byla nieruchoma, a walec wprawiono w ruch obrotowy ze
stala predkoécig katows w wokél jego osi. Gdy nitka si¢ nawinie,

z jaka predkoscia kulka uderzy w walec? Na kulke dziala tylko sila
wywierana przez nitke (pomijamy sile ciezkoéei i1 opory ruchu).

walca o promieniu r, a drugi koniec

Rys. 2

Rys. 3

Czotéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadar 211 (WT=1,19) i 212 (WT=3,02)

z numeru 1/1996

Jarostaw Eazuka - Warszawa
Aleksander Surma - Myszkdéw
Przemyslaw Gworys - Czestochowa

Przemyslaw Gadzifiski - Sroda SL

38,77
36,60
31,80
27,87

220. Trzy woltomierze mierzg napigcia na trzech ,czarnych
skrzynkach” polgczonych szeregowo. Poczgtkowo napiecia byly
réwne zeru, a gdy do ukladu dolaczono stale napiecie 60 V, pierwszy
woltomierz wskazal napiecie 10 V, drugi — 20 V, a trzeci - 30 V.

Po pewnym czasie napiecie na pierwszej ,czarnej skrzynce’
do 30 V, na drugiej zmalalo do 10 V, a na trzeciej zmalalo do 20 V
Po jeszcze dluzszym czasie napiecia wynosily kolejno 20 V, 30 V

i 10 V. Zaprojektowaé jak najprostsze wnetrze ,czarnych skraynek”,

wzroslo

ktére da taki efekt. MoZna przyjaé, ze woltomierze nie zakldcaja
mierzonego napigcia (maja bardzo duzy opdr wewnetrzny )

219. Zastosujmy zasade zachowania energii w ukladzie nieinercjalnym obracajacym sie

razem z walcem. W tym ukladzie na kulke znajdujaca sie w odleglosci v’ od osi dziala sila
odsrodkowa mw?r’, ktérej mozna przypisaé ,potencjalna energie odsrodkowa” — wyisza
blizej osi, a nizsza z dala od niej. Standardowe calkowanie prowadzi do wzoru na te energie:
Eoasr = —(1/2)mw?r?. Ponadto na kulke dziala tez sila Coriolisa, ale — podobnie jak

sila napigcia nitki - jest ona skierowana prostopadle do kierunku ruchu kulki, wigc nie
wykonuje nad nia pracy i w bilansie energii mozna ja pominaé¢. Poniewaz w chwili poczatkowej
kulka w ukladzie inercjalnym byla nieruchoma, wiec w ukladzie obracajacym sie jej

predkosé wynosila wr’ (gdzie r' = 1+ r) i widzimy, Ze energia kinetyczna byla réwna energii
odsrodkowe] z przeciwnym znakiem, czyli calkowita energia jest réwna zeru. Tak samo bedzie
1 w chwili uderzenia kulki o walec, gdy odlegloéé od osi bedzie réwna r — zatem predkosé
uderzenia wyniesie v = wr. Predkos¢ ta bedzie skierowana prostopadle do powierzchni walca,
czyli w ukladzie inercjalnym predkosc kulki bedzie miala takze skladowa styczna o tej samej
wartosci wr.

Alternatywna metoda rozwiazania jest zastosowanie zasad zachowania energii i momentu
pedu w ukladzie inercjalnym, przy czym poczatkowo nalezy przyjac, ze walec ma pewien dany
moment bezwladnosci I, po czym przejéé do granicy I — oo (lub m — 0, gdzie m — masa

kulki).

220. Rozwiazaniem moze by¢ obwéd przedstawiony na rysunku 3, przy czym zakladamy,

ze R} > Ri, R, > Rz, R, > Ra. Poczatkowo prad plynie gléwnie przez dolna galai
wszystkich trzech ,czarnych skrzynek”, a dopdki kondensatory sie nie naladuja w znaczacym
stopniu, dopéty napiecia beda proporcjonalne do oporéw R, Ry i R3. Zgodnosé z pierwsza
seria danych osiagniemy wiec kladac Ry = 3R oraz R; = 2R;. Po pewnym czasie
kondensatory naladuja sie jednakowym ladunkiem i — jesli wcigz mozna pominaé gérne galezie
— prad przestanie plynaé. Wtedy napiecia beda odwrotnie proporcjonalne do pojemnosci
kondensatoréw — przyjmijmy wigc C3 = 1,5C) i C2 = 3C. Wreszcie po odpowiednio dlugim
czasie bedziemy mieli do czynienia tylko z bardzo malym pradem plynacym w gdrnej galezi,

a napigcia beda proporcjonalne do oporéw ,,primowanych” — nalezy zatem polozyé R] = 2R/,
Rl = 3Rj.

Czas charakterystyczny dla przejscia od pierwszego do drugiego zestawu wskazai woltomierzy
jest réwny 7 = R:C:, gdzie R jest oporem zastepczym trzech dolnych opornikéw polaczonych
szeregowo, a C'; — analogiczna pojemnoscia zastepcza. Oznacza to, ze dojscie do drugiego
zestawu wskazan nastapi po czasie rzedu kilku (3-5) 7. Czas charakterystyczny dla

wwlaczenia si¢” gérnej galezi jest rzedu R{C; (lub R,C5, lub R} C3; dla uproszczenia
zaniedbajmy réznice). Oczywidcie, ten czas powinien by¢ znacznie dluzszy od 7, a ustalenie
sie stanu koncowego nastapi po czasie jeszcze kilka razy dluzszym.

Zgodnie z podana wskazéwka nalezalo zalozy¢, ze opdr wewnetrzny woltomierzy jest bardzo
wielki (znacznie wiekszy od wszystkich innych oporéw). Ewentualnie mozna réwniez przyjac,
ze ten opor jest podobnego rzedu co opory ,,primowane” i uwzglednié go (w sensie polaczenia
réwnoleglego) przy obliczaniu wartosci R}, R, i Rj.
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XLVIIT OLIMPIADA MATEMATYCZNA

Zadania konkursowe zawoddéw stopnia pierwszego

I seria
1. Rozwiaza¢ uklad rdwnan
zolel+y -yl =1,
[z] + [v] = 1.

Uwaga. [t] jest najwieksza liczba
catkowita nie wigksza od t.

2. Punkt P lezy wewnatrz
réwnolegloboku ABC D, przy
czym LABP = LADP. Wykazad,
ze LPAB = LPCB.

3. Udowodnié, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych a,b > 1,

¢ > 0 oraz dla kazdej liczby
naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosc
(ab+c)" —c < ((B+c)™ = c)am.

4. Udowodni¢, ze liczba naturalna n > 2
jest zlozona wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja liczby naturalne a, b, z,y > 1
spelniajace warunki: a 4 b = n,

_'+E:]_'
a b

ITI seria

5. Dwusieczne katéw wewnetrznych 4, B,
C tréjkata ABC przecinaja przeciwlegle
boki odpowiednio w punktach D, E,
F', a okrag opisany na tréjkacie ABC
- odpowiednio w punktach K, L, M.
Dowiesé, ze

4D BEOF

DK EL - FM —
6. Wielomian P(z) stopnia n spelnia
warunek

k)=
Obliczyé P

dlak=1,2,4,8,...,2".

ol T

0).

7. Obliczy¢ kres gérny objetosci
czworosciandw zawartych w kuli o danym
promieniu R, ktdrych jedna z krawedzi jest
srednica tej kuli.

8. Niech ayn bedzie liczba wszystkich
niepustych podzbiordw zbiorn
{1,2,...,6n}, ktérych suma
elementdéw daje przy dzieleniu przez 6
reszte 5 oraz niech by, bedzie liczba
wszystkich niepustych podzbioréw
zbioru {1,2,...,7n}, ktérych iloczyn
elementéw daje przy dzieleniu przez 7
reszte 5. Obliczyé iloraz an /bn.

IIT seria

9. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje
Fi{1;00) — (1;00) spelniajace
nastepujace warunki:

2
(i) fz+1) = %ﬂdlamg 1;
f(z)

(ii) funkcja g(z) = jest ograniczona.

10. Punkty P, Q leza wewnatrz

tréjkata ostrokatnego ABC,

przy czym LACP = LBCQ oraz

LCAP = LBAQ. Punkty D, E, F

sa rzutami prostokatnymi punktu P
odpowiednio na boki BC', CA, AB.
Dowiesé, ze kat DEF jest prosty wtedy

i tylko wtedy, gdy punkt @ jest punktem
przecigcia wysokosci tréjkata BDF'.

11. Dana jest liczba naturalnam > 1
oraz wielomian P(z) stopnia dodatniego
o wspotezynnikach caltkowitych majacy
co najmniej trzy rozne pierwiastki
calkowite. Dowiesé, ze wielomian

P(z) + 5™ ma co najwyzej jeden
pierwiastek calkowity.

12. Grupa zlozona z n oséb stwierdzila,
ze codziennie przez pewien okres czasu
trzy z nich moga wspdlnie zjeié¢ obiad

w restauracji, przy czym kazde dwie

z nich spotkaja sie na dokladnie jednym
obiedzie. Dowiesé, ze liczba n pray
dzieleniu przez 6 daje reszie 1 lub 3.

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja byé¢ wyslane
pod adresem wlasciwego komitetu okregowego Olimpiady najpdéniej dnia

10 pazdziernika 1996 r.

10 listopada 1996 r.

10 grudnia 1996 r.

Rozwiazania przeslane w terminie péZniejszym nie beda rozpatrywane.

Adresy komitetéw okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla wojewddztwa elblaskiego, gdanskiego i slupskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyeczny PAN, Oddzial w Gdarsku, ul. Abrahama 18, 81-825 Sopot.
Dla wojewddztwa bielskiego, czgstochowskiego i katowickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Slqskiego‘ ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla wojewddziwa krakowskiego, kroénienskiego, nowosadeckiego i tarnowskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Jagielloniskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakdw.

Dla wojewddztwa bialskopodlaskiego, chelmskiego, lubelskiego, przemyskiego, rzeszowskiego, siedleckiego, tarnobrzeskiego i zamojskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii
Sklodowskiej-Curie 1, pok. 323, 20-031 Lublin.

Dla wojewddztwa kieleckiego, t6dzkiego, piotrkowskiego, radomskiego, sieradzkiego i skierniewickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Lédzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Léds.

Dla wojewddztwa koninskiego, leszczynskiego, pilskiego, poznariskiego i zielonogérskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Matejki 48/49, pok. 24, 60-769 Poznan.

Dla wojewddziwa gorzowskiego, koszalinskiego i szczecinskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.

Dla wojewddztwa bydgoskiego, ciechanowskiego, olsztyniskiego, plockiego, torunskiego i wloclawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18,

87-100 Torun.

Dla wojewddztwa bialostockiego, lomzyriskiego, ostroleckiego, suwalskiego i warszawskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla wojewddztwa jeleniogdrskiego, kaliskiego, legnickiego, opolskiego, walbrzyskiego i wroctawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2 /4,

50-384 Wroclaw.
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KILKANASCIE lat temu rozpoczela sie wielka kariera
fraktali. W przeciwienistwie do wielu innych matematycznych
obiektdw, te staly sie bardzo szeroko znane poza matematyka.
Szybko zaczely byé wykorzystywane do rozmaitych ilustracji,
plakatéw. .. Tymeczasem okazuje sie, ze wystarczylo Sledzié

9/96
(66)

dokladnie twérczosé naszych wybitnych literatéw, by poznaé
fraktale znacznie wezedniej. Nie wierzycie?

+Oblok Magellana” to jedna z pierwszych powiedci Stanistawa
Lema. Wsrdd jej bohaterédw byl mlody matematyk, ktdry
postanowil wyprowadzi¢ scisla formule piekna — wzdr, z ktdrego
mozna by otrzymaé wszystkie przypadki piekna pojawiajace

sie w sztuce 1 w naturze, tak, jak z réwnan Maxwella
wyprowadza sie wszystkie prawa rzadzace elektromagnetyzmem
lub réwnaniem Einsteina opisuje sie grawitacje. Praca

byla niezwykle trudna, wymagala zapoznania si¢ z cala
dotychczasowa twérczoscia malarska i rzezbiarska ludzkosci.

Po wielu miesiacach katorznicze]j pracy i wielu nieprzespanych
nocach formula byla gotowa; nalezalo teraz sprawdzié jej
przydatnosé.

Po wprowadzeniu do komputera odpowiedniego programu
powinno sig¢ otrzymac dzielo niemal idealne — kwintesencje
pigkna. Gdy komputer zrealizowal program, matematyk spojrzal
na wydruk i zobaczyl, ze:

Powierzchnig wypetnial zawity, powtarzajgcy sie rytmicznie
deseri. Nieskoriczona mnogosé arabesek mrowila si¢ w oczach;
kazda rozpadala sig na roje coraz drobniejszych i cala ta
przestrzen zabudowana wedle zeloznej konsekwencyi praw
wynikajgeych z formuly, stanowita to, z kidrego wystepowal
w samym srodku wla§ciwy twor tey martwo zrodzonej
kompozycii; puste, idealnic okrggle, biale kolo.

A oto przyklad kolejny — wiersz Juliana Tuwima, zaczerpniety
z rozdzialu "7 rekopiséw” w tomie "Poezje”.

SPOSTRZEZENIE

W naturze nie ma linii prostej,
Ludzki to wymysl sztuczny.
Patrzac w sklebione zyworosty,
Chaosu, chaosu sie uczmy.
Pogiety, krety i strzepiasty
Jest kazdy stwér w naturze,

A prosta linia lacza gwiazdy
Glupce i tchdrze.

Wiersz Tuwima przyslal nam staly wspélpracownik
EPSILONA, Dariusz Miklaszewski z Torunia.

Moze Czytelnicy znaja jeszeze inne fraktalne utwory z czaséw
przedfraktalnych”? Czekamy na listy!

g

— No céz, zawsze w taka pogode robi sie troche fraktalny.

Copyright The Mathematical Intelligencer — przedruk za zgoda Redakcji czasopisma.

rys. David Piggins

Obchodzimy wlasnie dziesiata rocznice pewnego wydarzenia,

bo bylo to we wrzesniu 1986; jest zatem dobra okazja,

by opowiedzie¢ te historie szerszemu gronu.

Otéz jubileuszowy, 150. numer Delty (6/1986) byl numerem

specjalnym - znalazlo sie w nim 150 ,drobiazgéw”. Pozycja

nr 115 brzmiala nastepujaco:

Niektorzy nazywajg twierdzenie o trzech ciggach (jesl

tn < on < by oraz limp—eo an = limpy oo by = g, to cigg (cn)

jest zhiezny ¢ lim ¢ = g) twierdzeniem o milicjantach
s )

i formutujq je tak: Jesh znajdziesz sig migdzy dwoma

milicjantami idgeymi do tego samego komisariatu, to ez tam

trafisz.

Wiele zdarzen wykazuje niezbicie, ze Polacy maja krétka

pamiec... Dzis w tym cytacie nie widaé nic niezwyklego,

ale wowczas na przyklad my (jeszcze nie autorzy Delty),

w Krakowie, podziwialidmy (oprécz dobrego dowcipu) odwage
Redakeji, zadziwialo nas, ze cenzura puscila... Deltg czytali
wtedy i liczni studenci, a we wrzeséniu IV rok matematyki mial
praktyke w szkole. Studentowi M., nie pozbawionemu poczucia
humoru i cywilnej odwagi, przyszlo méwié uczniom o tym
wlasnie twierdzeniu. Student M. zapowiedzial zatem kolezankom
(odbywajacym praktyke w tej samej szkole), ze powtdrzy

na lekcji dowcip Delty. I rzeczywisécie, powiedzial na lekcji

o twierdzeniu o milicjantach, po lekcji zas podszed! dumnie do
kolezanek obserwujacych jego (oceniana) lekcje i spytal dumnie:
—Noico?

A kolezanki:

— Ale dlaczego im nie powiedziales, Ze to twierdzenie naprawdg
nazywae sig twierdzeniem o trzech ciagach?

Redakcja EPSILONA: Krzysztofl Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin Pogniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, 2 dopiskiem «.
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