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Sport z matematycznego

i mechanicznego punktu widzenia

Henryk ZOLADEK

Sa dwa zasadnicze powody uprawiania sportu:

— by¢ lepszym od innych, osiagnaé sukcesy (pieniadze

i stawe) lub

— utrzymaé w przyzwoitym stanie kondycje fizyczna

i psychiczna.

(Mozna spiera¢ sie o to, ktére z tych podejsé jest lepsze

i wazniejsze. Wydaje sig¢, Ze nieliczni zajmujacy sie sportem
w Polsce kieruja si¢ gléwnie pierwszym motywem.)

Jednakze kazdy uprawiajacy sport chce byé w pewien
sposob efektywny, np. osiagnaé¢ dobry czas w biegu, daleko
skoczyé itd.

Niewatpliwym i czesto dominujacym czynnikiem

w sporcie jest sita miesni zawodnika. Ale jeszcze czescie)
okazuje sie, ze sama sila fizyczna nie wystarcza do
uzyskiwania dobrych wynikéw. Bardzo wazna jest technika
wykonywanych éwiczen. Wszyscy trenerzy znaja ten
truizm i usilnie wpajaja odpowiednie nawyki swoim
podopiecznym. Wiedza oni réwniez, ze technika rzadza
zelazne prawa mechaniki 1 biochemii.

W niniejszym artykule zamierzamy na przykladzie
kilku dyscyplin pokazaé, w jaki sposéb znajomosé praw
mechaniki i elementarnej matematyki moze przydaé sie
sportowcom.

Jednokladnoséci w lekkiej atletyce

Przytocze trzy ,twierdzenia” pochodzace z ksiazki J. Smitha ,Matematyka

w biologii”.

(a) Predkos¢ rozwijana przez zawodnikéw w plaskim terenie prakiycznie nie zalezy

od ich rozmiarow.

Dla dowodu oznaczmy przez L parametr mierzacy wielko$¢ zawodnika, np. jego
wysokoéé. Wtedy powierzchnia ciala zawodnika jest proporcjonalna do L?, a jego

masa jest rzedu L3.

Moc wydatkowana przez zawodnika na czysty bieg jest proporcjonalna do L2,
Wynika to z faktu, ze okolo 25% energii chemicznej wytwarzane] przez
organizm jest wykorzystywane na prace mechaniczna mieéni, a pozostale 75%
przechodzi w ciepto. Poniewaz iloéé utraconego ciepla jest proporcjonalna do L?
(powierzchnia ciala), wiec uzyteczna energia jest proporcjonalna do L?.

Sita oporu powietrza jest proporcjonalna do kwadratu predkosci v? i do
powierzchni poprzecznego oporu (~ L?). Moc tracona na jego pokonanie jest
rzedu v?L? - v (sita x predkosé).

Mamy zatem v3L? ~ L?, co oznacza, ze

R S

Oczywiscie, rozmiary zawodnikéw nie réznia si¢ az tak znacznie, aby mozna bylo
potwierdzi¢ to prawo doswiadczalnie. Jesli jednak popatrzymy na §wiat zwierzat,
to stwierdzamy, ze zajac 1 kon rozwijaja podobne predkosci.

(b) Predkosé rozwijana przez zawodnikéw biegngcych pod gdre jest odwrotnie
proporcjonalna do ich rozmiaréw.

Tym razem zawodnik ma do pokonania sile ciazenia, ktéra jest proporcjonalna
do mg ~ L3, (m — masa, g — przyspieszenie ziemskie). Potrzebna na to moc jest
proporcjonalna do L3v. Poréwnujac ja z uzyteczna moca zawodnika dostajemy

L3v ~ L2, czyli

lub

wysoko.

1

v~ L1,

I rzeczywiscie, pies whiega na gére szybko, podczas gdy ko musi zwolnic.

(c) Wysokosé skokow zwierzecia nie zalezy od jego rozmiardw. (Z dosyé
oczywistych wzgledow nie chce stosowaé tego ,twierdzenia” do zawodnikéw).

Energia potrzebna do skoku na wysokoéé h jest proporcjonalna do mgh ~ L3h.
Powinnismy ja poréwnaé do F - L, gdzie F' jest sila rozwijana przez miesnie
podczas odbicia. (Tutaj h nie wystepuje, poniewaz podczas lotu miesnie

nie wykonuja pracy). Sila F jest ograniczona przez wytrzymalosé kosci
proporcjonalna do ich przekroju poprzecznego, czyli F' ~ L?. Zatem L*h ~ L?

h~ 1LY,

I rzeczywiscie, gryzon stepowy — skoczek 1 kangur skacza mniej wiecej tak samo



i_ Taktyka biegu po rekord
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w kole o drodku w miejskim wiezieniu 0 0

Ppromieniu 1125 m (poniewas srodki tyeh 5 ooy 1liemy takiej optymalnej funkeji predkoéci v(t), aby czas T byl

kél naleza do kola o promieniu 1000 m

i érodku w wiezieniu), wigc suma minimalny. Tutaj E(v) jest funkcja strat energii na jednostke czasu. Zgodnie
ich pél nie moze przekraczac z badaniami przeprowadzonymi przez biochemikéw, mozna przyjac, ze

7 (1125 m)? = %.‘r km?, co stoi 9 3 '

w sprzecznodel z poprzednim wynikiem, E(‘U) = bo -+ bl'U + bg'U + bs'ﬂ 3

Uwaga. W niniejszych rachunkach gdzie by jest suma strat energii na funkcjonowanie organizmu w spoczynku,

wiczlenie traktowano jako punkt

by charakteryzuje liniowa reakcje organizmu na obciazenie, by pojawia si¢ przy
duzych obciazeniach, a bs — przy maksymalnych predkosciach.

clnik zechce zastanowié

materialny.
| 6b rozbudowa s

penitenc) :ro umozliwia zwicks: ) n . s . e
Eadasy thlakay Przeformutujemy nieco nasz problem. Za niezalezna zmienna przyjmijmy droge =

pokonana w czasie {. Zalézmy takze, ze taktyka przebiegniecia calego dystansu
z maksymalna predkoscia v, jest nierealizowalna i mozemy przyjac, ze cala
energia A jest zuzyta podczas biegu. Wtedy di = %d:-': i

5

T:]L%, fggldmzAA

Poszukujemy takiej funkeji v(x), aby przy A ustalonym T' bylo minimalne. Jest
to typowe zadanie z rachunku wariacyjnego. Twierdze, ze takie v(xz) musi byc
stale.

Aby to wykazaé, zastapimy calki sumami Riemanna:

N N
Y fw), D e(my=8y
1 1

gdzie f = 1/v, g = F(v)/v, B = const ~ NA. Pytamy o vy, ..., vy realizujace
minimum pierwszej] sumy. Z drugiego wiazacego warunku wyznaczamy
N-1

vny =g~ (B — 3 g(v;)) (jedli funkeja g nie jest odwracalna, to jako g~*
1

wybieramy jedna z galezi jej przeciwobrazu) i zadanie sprowadza sie do szukania
punktéw minimum funkeji

N-1 N-1

h(vl, g '3"‘-"N—'1) = Z f(’vg) +f Og‘_l(B i Z g(?..lg')).
1 1

Widaé, ze funkcja jest symetryczna wzgledem v;. Ograniczajac ja do
zmiennej v;, przy ustalonych pozostalych v;, stwierdzamy, ze ta nowa funkcja
tez osigga minimum. Obliczajac jej pochodna przekonujemy si¢, ze minimum
jest osiagane przy vy = vg = ... = vn_1 = V.. Oczywiscie, takie vy = v,.

Przyklad ten (z moimi modyfikacjami)  (Pozostawiamy Czytelnikowi samodzielne uzupelnienie tego dowodu.)
zaczerpnalem z ksiazki Sadowskich
(L.E. Sadowski, A.L. Sadowski)

Teraz dokonczenie zadania jest proste. Mamy T = L/v
»Matematyka i sport” (po rosyjsku). J p y / ]

Zainteresowani moga w niej znalezé b(]/'”* + by + bovy + 531}3 < A/L
ciekawe zastosowania metod " 3 & @ i i i g
probabilistycanych w sedziowaniu i poszukujemy maksymalnego v, < v, spelniajacego powyzsza nieréwnosc.

zawoddw sportowych 1 w prognozowaniu Rozwiqz anie jest na,st(gpuj ace.
wynikéw. Jest tam réwniez takie

intrygujace zdanie: Najlepszq taktykq jest albo przebiec caly dystans z maksymalng predkoscia, albo ze
JIstnieje poglad, ze idee Czebyszewa, Sia:@ Opfymafﬂ@ Pﬂ?dkﬂslf-'f%-

dotyczace rozcinania tkanin, byly . A i N . . ,
wykorzystane przy konstruowaniu Pierwszy przypadek dotyczy sprintéw, a drugi srednich 1 dlugich dystansow
sukiennego obszycia pilki tenisowe].” (np. sposéb biegania Bronistawa Malinowskiego).
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Mechanika éwiczen gimnastycznych

Gimnastyka sportowa, jak zadna inna dyscyplina sportowa, jest bardzo
techniczna i wykorzystuje do maksimum prawa mechaniki. (Na Zachodzie
gimnastyka sportowa nazywa sie artistic gymnastics, a nasza gimnastyka
artystyczna nosi miano rhythmic gymnastics). Sprébujemy krétko opisac
niektére elementy i czynniki wplywajace na jakos¢ wykonywanych ¢wiczen
gimnastycznych.

(a) Stabilno$é. Na rysunku 1 sg przedstawione cztery typy polozen réwnowagi
uktadéw mechanicznych: nieokreslone (a), stabilne (b), niestabilne (c)
i wzglednie stabilne (d).

P 7T\
/! N\ /
& N E Gl
/ b :r
Y
/ \
a b c d

Rys. 1

Najwazniejsze w gimnastyce sa wzglednie stabilne polozenia réwnowagi.

Do nich zaliczaja sie éwiczenia na réwnowazni, stojki na rekach (na podlodze,
na poreczach, na kétkach) itp. Istotnym parametrem takiego polozenia
réwnowagi jest moment stabilnosei

Py,

gdzie P jest ciezarem, r za§ odlegloicia rzutu $rodka ciezkosei gimnastyka
(na plaszczyzne pozioma) od brzegu obszaru oparcia (patrz rys. 1d).

Bardzo czesto gimnastyk musi zachowywaé réwnowage
podczas wykonywania éwiczeni. Ma to miejsce podczas
przechodzenia w stojke (tzw. spiczaga), przy wymachach
na niskich poreczach (rys. 2), przy wykonywaniu kot na
koniu z tekami i przy ladowaniach przy zeskokach. Zwykle
zachowanie wzglednego polozenia réwnowagi jest procesem
sterowanym. Kazdemu odchyleniu ciata od réwnowagi

Rys. 2

I powinien odpowiadaé¢ kontrujacy wysitek gimnastyka. Rzut
srodka ciezkosci zmienia si¢ 1 przechodzi (nieraz wielokrotnie)
przez punkt oparcia.

(b) Kinematyka. Gimnastyk moze by¢ traktowany jako cialo sztywne

(z duzym przyblizeniem) albo lepiej jako uktad ztozony z kilku sztywnych
elementéw polaczonych gibkimi zlaczami (stawami). Ruch gimnastyka mozna
rozlozy¢ na ruch jego srodka ciezkosei, ruch obrotowy calego ukladu wokét
srodka ciezkosci 1 wzgledne ruchy czlonkéw ciata gimnastyka.

Ruch srodka cigzkosei jest dobrze znany. Przy skokach i zeskokach porusza sie
on po paraboli, ktérej parametry sa okreslone przez dlugosé wektora predkosci
poczatkowej i przez poczatkowy kierunek lotu. Zadne, najbardziej nawet
aktywne, sztuczki podczas lotu nie moga zmienié tego toru. Istotny jest fakt,

ze do 80% czasu calego zeskoku (z drazka, kélek, poreczy) zabiera ruch powyzej
przyrzadu. Zmiana wysokosci przyrzadu nie ma istotnego wplywu na czas
zeskoku.

3



Rys. 4

Ruch obrotowy ciata wokol srodka masy jest bardzie)
ztozony. Jako cialo sztywne gimnastyk ma trzy
wlasne osie obrotu (sa to trzy kierunki wtasne

tzw. tensora bezwladnoéci). Wokél poprzecznej osi (a)
(patrz rys. 3) sa wykonywane salta w przdd i w tyl,
przerzuty i fiflaki. Wokét osi podtuznej (b) wykonuje
sie obroty, najczescie] stosowane w tyzwiarstwie
figurowym. Obroty wokét przednio-tylnej osi (c) sa
rzadziej wykonywane (przy saltach bokiem, gwiezdzie
i wymachach na koniu z tekami).

Czesto obroty maja zlozony charakter. Zawodnik
obraca sie wokét chwilowej osi obrotu, ktéra moze
ewoluowaé 1 nie musi pokrywa¢ sie z zadng z wlasnych
osi. Na przyklad, gdy zawodnik wykonuje na drazku
salto z podwdjnym obrotem (rys. 3d), mamy do
czynienia ze zlozeniem obrotéw wokdt trzech osi naraz.

(¢) Dynamika. Dynamika é¢wiczen gimnastycznych

opiera sie na dwéch prawach Newtona. Drugie méwi,
ze

£ e

a w przypadku ruchu obrotowego przyjmuje postaé
dM

(1) er:?, M= Jw,

gdzie m — masa, a — wektor przyspieszenia, F — sita,
r — wektor polozenia punktu przyltozenia sily,

M — moment pedu, I — moment bezwladnosci
wzgledem tej osi, w — wektor predkosel katowe;.
Trzecie prawo dynamiki méwi, ze kazde dziatanie
sita F jednego ciala na drugie wywoluje reakeje
(réwna —F') drugiego ciala na pierwsze.

W gimnastyce wystepuja nastepujace sity: sita
ciezkosei, sity odérodkowe 1 dosrodkowe, sity Coriolisa,
sily oporu 1 sily tarcia.

Dziatanie sity ciezkosci w przypadku braku kontaktu
z przyrzadem wywoluje ruch opisany w poprzednim
punkcie. Gdy gimnastyk utrzymuje kontakt

z przyrzadem, to sila ciezkosci wplywa na ruch
obrotowy gimnastyka wokdl punktu zaczepienia.
Przy tym zmieniajac uktad swego ciata sportowiec
moze zmieniaé¢ parametry w réwnaniu (1), tzn. v i /,
i wplywaé tym samym na zmiany predkosci katowe]
obrotu w. Jako przyklad éwiczenia, w ktérym te efekty
sa wykorzystywane, moze stuzy¢ wychwyt na drazku
(patrz rys. 4).




Rys. 5

Poczatkowo zawodnik wykonuje zamach w przéd i w maksymalnym polozeniu
(pozycja 16) sita ciezkosci ma duzy moment. Nastepnie gimnastyk przybliza
wyprostowane nogi do drazka i wykonuje kopniecie w przéd, nie odrywajac
jednak nég od drazka. W ten sposéb cialo przybliza sie do przyrzadu (I maleje)
i zwieksza sie szybko$é powrotnego obrotu. Szybszy ruch nogami umozliwia
swejécie” na drazek.

Sita doérodkowa dziata na zawodnika wykonujacego obrét i jest odpowiedzialna
za zmiane wektora predkosci v w kierunku osi obrotu. Wyraza si¢ wzorem
2
mv
Py = = mw’r.
r

Sita odérodkowa jest sila reakeji zawodnika na przyrzad i zgodnie z trzecim
prawem Newtona ma przeciwny zwrot. Te dwie sity powoduja znaczne
przeciazenia na zawodniku i na przyrzadzie. Moga kilkakrotnie przekroczyé

ciezar ciala gimnastyka.

Na rysunku 5 pokazano krzywa wielkosci tych sit w zaleznosci od kata
obrotu przy duzym obrocie w tyl na drazku. Ta krzywa przypomina znana
w matematyce lemniskate Pascala 1 jest krzywa zakreslana przez gryf drazka.
Duza petla odpowiada ruchowi pod drazkiem, a mata ruchowi nad drazkiem.

Sita Coriolisa wyraza sie wzorem
Fo=—-2mwxv

i pojawia sie przy zmianach pozycji gimnastyka podczas ruchu obrotowego.
Na rysunku 6 pokazano jej dziatanie: m; jest masa tulowia gimnastyka, my jest
masa jego nog. Gdy sportowiec zgina nogi w dolnym polozeniu, to masa m,
porusza sie w gére z predkoscia v, 1 wywolana tym ruchem sita Coriolisa Fe
odchyla nogi do tylu. Przy rozginaniu nég sita Coriolisa dziala w przeciwnym
kierunku. Odpowiednie inercyjne sity Coriolisa dzialaja na tuléw m;.

o

Rys. 6

Dziatanie sil oporu 1 tarcia ma znaczenie przy wyskokach. Przy tym, jeshi
wykonujemy salto, to istotny jest moment sit dziatajacych wzgledem $rodka
ciezkosci. Uzyskujemy w ten sposéb pewien moment pedu [w. Potem,
korzystajac z prawa zachowania momentu pedu i zmieniajac I (poprzez
zgrupowanie sie), zwiekszamy czestosé obrotu w i nastepnie rozprostowujemy
sie spadajac na nogi po wykonanym obrocie w przod.

Na zakonczenie pragne przedstawi¢ mechanizm wykonywania obrotow wokol
osi podtuznej w locie, tzn. bez uprzedniego nadania momentu pedu poprzez
dzialanie sily oporu. Gimnastyk nie jest w stanie sam stworzy¢ momentu pedu
z niczego 1 wydaje sie, ze taki obrot nie jest mozliwy. A jednak gimnastycy,
akrobaci i skoczkowie do wody takie obroty wykonuja.

Najprostszy przyktad takiego ruchu przedstawia obrét w zwisie na jednym
kétku. Gimnastyk zaczyna wykonywaé ruchy typu ,hula-hop”. Przy tym stopy,
miednica i ramiona zaczynaja opisywaé nieduze okregi. Natychmiast pojawia si¢
wymuszony obrét calego uktadu w kierunku przeciwnym do ,hula-hop”.
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Rys. 7

Rys. 8

Ten ostatni jest zadanym obrotem. Charakterystyczne
Jjest to, ze zaprzestanie ruchdw ,hula-hop” prowadzi
do natychmiastowego zatrzymania obrotu. Podobne
ruchy wykonuje kot, gdy wolno puszczony w powietrzu
obraca sie i spada na cztery tapy.

Schemat tego mechanizmu jest pokazany na rysunku 7,
gdzie cialo jest traktowane jako dwuczlonowy
cylindryezny model. Gdy cylindry zaczynaja sie
obracaé, opisujac stozki wokét osi X, to natychmiast
pojawia sie przeciwnie skierowany obrét cylindréow
wokét os1 Xy 1 Xo. W sumie te dwie osie przedstawiaja
wygieta podtuzna ,,08” obrotu. Suma momentéw pedu
opisanych wyzej dwu obrotéw ( hula-hop” wokét

osi X 1 wokot X U Xg) wynosi zero.

Materialy o gimnastyce zaczerpnalem z rosyjskiego
podrecznika dla instytutéw kultury fizycznej
»oportowa gimnastyka”. Zainteresowanym podobnymi
zagadnieniami polecam ksiazke , Fizyka sportu”
autorstwa rodzimego fizyka — Krzysztofa Ernsta.

Halsowanie w zeglarstwie
jako sposéb sterowania

Zwykty uklad ewolucyjny jest okredlony przez

uktad réwnaii rézniczkowych (pole wektorowe):

w kazdym punkcie przestrzeni polozent uktadu jest
okreélony wektor predkosci zmian tego uktadu. Dla
uproszczenia przyjmijmy, ze przestrzenia polozen jest
plaszczyzna R2. W kazdym punkcie 2 € R? mamy
wektor v(z) € R2. Trajektoriami ukladu sa krzywe

t — x(t), ktérych wektory styczne pokrywaja sie

z wektorami pola, d—j = v(z(t)).

Uklad sterowania okresla sie przez zadanie w kazdym
punkcie przestrzeni polozen nie jednego wektora
predkosci, lecz calego zbioru tych wektoréw
nazywanego trajektorig dopuszczalnych
predkosci.

Zadanie sterowania polega na tym, aby wybierajac

w kazdym momencie wektor predkosci z danego zbioru
dopuszczalnych predkosci, osiagnaé okre§lony cel

(np. dojs¢ w jak najkrétszym czasie do zadanego celu
- podzbioru R?).

Latwo zauwazy¢, ze zadanie sterowania jachtem nalezy do tej klasy problemdéw.
Gdy wieje silny wiatr o ustalonym kierunku, to zbiér dopuszczalnych predkoéci
ma ksztalt pokazany na rysunku 8 (i nie zalezy od punktu z). Sterowanie

w kierunku zgodnym z kierunkiem wiatru nie przedstawia zadnych trudnoéei.
Natomiast ruch w kierunku przeciwnym jest mozliwy tylko przy stosowaniu
halsowania. Strategia polega na systematycznych zmianach ruchu z réznymi
predkoéciami nalezacymi do dopuszczalnego zbioru. Srednia predkosé ruchu
przy takiej mieszane]j strategii nalezy do zbioru érednich arytmetycznych
wykorzystywanych wektoréw. Stad mamy wniosek, ze

zawsze zbior dopuszczalnych predkosci mozna zastapié jego otoczkq wypukly.

Ruch we wszystkich kierunkach jest mozliwy, gdy 0 nalezy do otoczki
wypuklej (jak na rys. 8). Oczywiscie, jesli wiatr jest bardzo silny, to ani zbiér
dopuszczalnych predkosci, ani jego otoczka wypukta nie zawieraja 0 i niektére
kierunki ruchu sa zabronione (patrz rys. 9).
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W ogdlnym przypadku cel moze by¢ osiagniety (po pewnym czasie) tylko
dla pewnego podzbioru punktéw startowych, ktéry nie musi pokrywaé sie
Odsylamy Caytelnili do Bapulsend] 2z plaszczyzna R?. Nazywamy go obszarem osiggalnoéci.

ksiazki V.I. Arnolda ,Teoria katastrof” . . :
(po rosyjsku i angielsku). Interesujacym matematycznym problemem jest zbadanie brzegu obszaru

osiagalnosci. Jedli zbidr dopuszczalnych predkosci gladko zalezy od punktu i jest
typowy (cokolwiek to stowo oznacza), to brzeg obszaru osiagalnosci sklada sie

z gladkich kawatkéw i punktéw osobliwych (punktéw niegtadkosci). Okazuje sie,
ze typowe osobliwosci brzegu zbioru osiagalnosci sa czterech typéw. Trzy z nich
sa bardzo proste; sa takie same jak wykresy funkecji

" y= |z, o8 y = z|z|, 3° y = z2|z|.
Czwarta osobliwosé jest bardziej zlozona 1 nie opiszemy jej tutaj.

Osobliwosci typu 1° i 2° mozna zobaczy¢ na przykladzie przedstawionym

na rysunku 10. Zaklada sie, ze zbiér dopuszczalnych predkosci jest staly

i dopuszczalne predkosdci leza w kacie o rozwartodci mniejszej od 180°.
Dopuszczalne wektory na brzegach tych katéw okreslaja graniczne predkosei.
Mamy dwa pola granicznych predkosci; kazde z nich ma swoje trajektorie.
Dostajemy dwie rodziny krzywych zwanych granicznymi krzywymi (patrz
rys. 9).

Rys. 9

Rys. 10

W sytuacji z rysunku 10 brzeg obszaru osiagalnoéci sktada sie z kawaltkdéw
granicznych krzywych i z kawalkéw brzegu. Punkty rozdzielajace te kawalki sa
osobliwosciami typu 1° (kat) i typu 2° (nieciaglo$é krzywizny).

o

Rozwigzanie zadania M781. Mleko nie wywoluje uzaleznienia (jest to p

an

niekoniecznie odswierciedlajacy poglady redakcji Delty). Poza tym tylko czesé kow ow przesiaduje
w saloonach samotnie (nawet gdy nie-kowboje 2z niezrozumialych wzgleddw omijaja saloony)

Przeprowadzmy obliczenia podobnie jak w zadaniu MT80. Niech

V.= 1, jesli do i-tego saloonu zawital dokladnie jeden kowbaj
"7 10, w przeciwnym przypadku
Woéwezas ¥ = Y1 4+ Ya 4+ ... 4+ Yioo jest liczbg kowbojéw pijacych samotnie. Mamy, oczywiscie,
EY =E(Y1+Y:24 ...+ Yi00) =EY1 + EYa+4 ... + EYj00 =
s , . 100 1 1 2
=PY1=1)+P(Y2=1)+...4+ P(Yion = 1) = 100 I_ |l = — —
1 0o 100
1007 10 nnd i
= — (1= — = = 37,15,
99 100 — 9%e

Srednia liczba kowbojéw pijacych samotnie nie siega wiec polowy ogdlnej ich liczby, whrew

insynuacjom szeryfa.



Maoia de

Jak wytoni¢ zwyciezce?

Ile meczéw trzeba rozegraé, zeby z 32 druzyn pitkarskich wyltonié

najlepsza? Gdy rozgrywki prowadzone sa systemem pucharowym, wystarcza

31 =164+ 8+ 4 4 2 + 1 meczéw. Dzielimy druzyny na pary, nastepnie
zwyciezcow 16 meczow pierwsze] rundy znéw dzielimy na pary, ktdre
rozgrywaja ze soba 8 meczdw; ich zwyclezey rozgrywaja nastepnie cztery mecze
¢wieréfinatowe, potem podezas dwéch poHinatéw wylania sie uczestnikdw
finahu, i wreszcie mecz finalowy decyduje, kto wygrywa turniej.

Jesli turniej chcemy od poczatku rozgrywaé systemem pucharowym, to liczba k

startujacych druzyn musi byé potega dwdjki 2¢ (dlatego, zeby po kazdej rundzie
mozna bylo podzieli¢ druzyny na pary). Do wylonienia zwyciezey potrzeba
wtedy £ — 1 meezéw, bo 261 4 ... 44424+ 1=2¢_ 1.

Jesli liczba startujacych druzyn k& nie jest potega dwéjki, to dla pewnego

€ € N mamy 2¢ < k < 2441, Jedli praydzielimy w = 2t — k wolnych loséw,
to w pierwszej rundzie rozegranych zostanie (kK —w) : 2 = k — 2¢ meczéw,

a w drugiej rundzie bedziemy mieé (2441 — k) + (k — 2%) = 2¢ druzyn. Dalej
mozna graé¢ standardowym systemem pucharowym - po kolejnych 2¢ — 1
meczach bedzie wiadomo, kto jest najlepszy. Zauwazmy, ze do wylonienia

zwyclezcy potrzeba o jeden mecz mniej, niz jest startujacych druzyn,
bo (k — 2’5) +(2f—1) = k — 1. Mozna zreszta bylo nie trudzié¢ sie rachunkiem,
bo wiadomo, ze w trakcie calego turnieju & — 1 druzyn musi przegraé swoje

mecze, a przegrywa sie w systemie pucharowym tylko raz.

Dla poréwnania, w systemie kazdy z kazdym meczéw byloby k(k —1)/2
(bo tyle jest rdznych par druzyn). W przypadku 32 druzyn czas rozgrywek
wydluzytby sie wiec 16 razy. Mala liczba meczéw potrzebnych do wylonienia
zwyciezcy, polaczona z duza dawka emocji (kazdy mecz koniczy sie czyims
nieodwracalnym dramatem), jest niewatpliwa zaleta systemu pucharowego.

System pucharowy ma takze wady. Wprawdzie zwyciezca jest wytaniany doéé
obiektywnie (jesli ktéras druzyna jest bezapelacyjnie najlepsza, to wygra swoje
mecze, a wiec 1 caly turniej). Jednakze sprawa drugiego miejsca jest juz mocno
watpliwa, finalista w systemie pucharowym moze bowiem zostaé byle szarak ze
srodka stawki. Dla przyktadu, gdy druzyn jest 8, to mozna — przy odpowiednim
poczatkowym zestawieniu par, rzecz jasna — byé gorszym od 4 druzyn i zagraé

1 w finale (patrz rysunek). Gdy wszystkie poczatkowe rozstawienia druzyn sa
/\ jednakowo prawdopodobne, to szansa na to, ze druzyna gorsza od k/2 sposréd k
1 3 startujacych dotrze do finalu, jest réwna okolo 3/100 dla k = 8, okolo 0,00016
A A dla k = 16, a dla k = 32 jest ponad 20 razy mniejsza niz szansa trafienia
szostki w Totolotku. Przed niepozadanym i, jak widaé, malo prawdopodobnym

1 3 5 1

A A A A trafianiem szarakéw do finatu (a co za tym idzie, przedwezesnym odpadaniem
dobrych druzyn) organizatorzy turniejow zabezpieczaja sie, rozstawiajac silne

druzyny w réznych parach, co wyklucza sytuacje takie, jak na naszym rysunku.

Matg Delte przygotowal Pawel STRZELECKIT



Patrz w niebo

Zaobserwowanie w 1917 r. ugiecia $wiatta gwiazd w poblizu Storica bylo, jak
wiadomo, jednym z pierwszych dowodéw stusznosel ogélnej teorii wzglednosel.
Byla to obserwacja, jak na owe czasy, wyjatkowa. Przede wszystkim musialo
nastapi¢ za¢mienie Slonca, by w jego sasiedztwie widaé bylo gwiazdy. Nastepnie
sam pomiar bardzo matlego kata (rzedu sekundy tuku), o jaki mial si¢ uginaé
promien $wietlny, tez nie byl sprawa prosta, no i, oczywiscie, cala akcja musiala
zosta¢ przeprowadzona dostatecznie szybko, by zdazy¢ przed koncem zaémienia.

Trudno bylo wiec w owym czasie przypuscié, ze tak unikalne zjawisko

bedzie obserwowane niemal masowo. Znamy bowiem juz wiele przyktadéw
znieksztatcenia obrazu odleglej galaktyki lub kwazara przez obiekt lezacy blizej
nas (np. Krzyz Einsteina), a naprawde masowo — bo inaczej zreszta nie mozna
— obserwuje sie tzw. mikrosoczewkowanie grawitacyjne. W tym przypadku
chodzi o zarejestrowanie zmian nie ksztaltu obrazu (bo to niewykonalne), lecz
jasnosci odleglej gwiazdy przestanianej przez jakas blizsza — obie nalezace

do naszej Galaktyki. Ta blizsza przesuwajac si¢ przed dalsza — a trwa to
tygodnie lub miesiace — ma szanse przez pewnien czas kierowaé¢ do obserwatora
zwiekszona ilosé swiatla odlegltego obiektu. Na zjawisko to mozna natrafié
obserwujac cierpliwie jasnosci gwiazd w najgestszych obszarach Galaktyki,

co praktycznie oznacza, ze trzeba Sledzi¢ — powiedzmy — milion gwiazd przez
rok. Jest to w ogdle wykonalne, poniewaz obserwacje mozna opracowywadé

za pomoca dostatecznie pojemnych i szybkich komputeréw. W takim programie
o kryptonimie OGLE (Optical Gravitational Lensing Experiment) bierze udzial
grupa astronoméw z Warszawy.

Wreszcie wszystko zaczyna wskazywac na to, ze efekt grawitacyjnego
soczewkowania w §wiecie galaktyk tez wystepuje masowo, a nie sprowadza sie
tylko do kilku dziwacznie wygladajacych obiektéw. Pojawiaja sie obliczenia
modelowe 1 statystyki dowodzace, ze role gigantycznych soczewek spelniaja
gromady galaktyk. Odlegle kwazary widziane poprzez gromade galaktyk sa
jasniejsze, co powoduje, ze za gromada widaé ich wiecej niz obok gromady. Ten
wzrost liczebnosci jest obecnie oceniany na 70%, a nie na kilka procent, jak
dawniej. Wynika to z tego, Ze zaczyna docenia¢ sie role ciemnej materii zawartej
zapewne w duzych ilosciach w gromadach galaktyk. Thumaczytoby to znany od
wielu lat fakt, ze w poblizu érednio odleglych galaktyk obserwuje sie podejrzanie
wiele kwazaréw o duzych przesunieciach widm ku czerwieni, a wiec bardzo
odlegltych. Coraz wyrazniej wiec przekonujemy sie, ze ogladamy Wszechéwiat
przez przestrzen powyginana grawitacyjnie ,w rozne strony”, jakbySmy patrzyli
przez ogromna i nierowna szybe.

Tomasz KWAST

=

Rozwigzanie zadania MT780. Niech
S 0, jesli do i-tego saloonu zawital choé¢ jeden kowboj,
i 1, w przeciwnym przypadku.

Wowczas X = X1 + X2+ ...+ X100 jest liczbg pustych lokali. Niech p oznacza prawdopodobienstwo
tego, ze X > ;‘ 100 = 75. Wtedy mamy

TpL< EX=E(X:1+ X244+ X00) =

=EX1+EXa+-- +EX1iwu=P(X1=1)+P(Xa=1)4+- -+ P(X1nn=1)=
I e py100 100
=100-[1—- — < 100- (e=2100) %0 =
100 = e
(skorzystalismy z faktu, ze e’ < 1+t dla kazde] liczby rzeczywistej t). Zatem
100 4 1
pEL— = — —.
- The de 2

Sytuacja opisana przez szeryfa nie zachodzi wigc przez wigkszosé nocy.
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Rozwigzanie zadania F 433. Réwnanie

ruchu pocisku ma postad
dv
dit

const ¢

=g-—clv+uy),
gdzie g = st zlemskim

Preyspleszel

dwv
Tf- +ev=g=-cug

Jest to réwnanie ruchu w efektywnym,

Jednorodnym polu g

E g cup. Skoro wiec p
dl na dzialo, to zostal wystrzelony
runku —g’, czyli pod katem #
[do poziomu) spelniajacym warunek
tgd = — |
[T
L jego tor jest linia prosta.
Skierujmy of y' wadluz wektora —g’.
Calkujae rdwnanie ruchu dostajemy
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Hustawka

Krzysztof ERNST

Hustanie si¢ na hustawce jest niewatpliwie jedna z najpopularniejszych zabaw
okresu dziecigcego. Jest tez zajeciem znakomicie relaksujacym i to niezaleznie od
wieku. Najprostsza odmiana hustawki, czyli trapez, jest wreszcie z powodzeniem
wykorzystywana do wykonywania efektownych ewolucji i akrobacji.

Siadajac na hustawce nie zastanawiamy sie prawie nigdy nad tym, jaka
sekwencja ruchéw pozwoli nam hustawke rozbujaé. Wszystkie ruchy wykonujemy
intuicyjnie i zazwyczaj prowadza nas one do oczekiwanych efektéw. Co ciekawe,
znakomicie radza sobie na hustawce wlasnie dzieci nie majace jeszcze zadnych
podstaw ku temu, aby zrozumieé mechanizm zjawiska, a nastepnie §wiadomie
zastosowaé go w praktyce.

Poczynmy zatem probe wyjasdnienia tajemnic hustawki i skorzystajmy w tym
celu z elementarnych praw fizyki. Zacznijmy od stwierdzenia, ktére moze wydaé
si¢ oczywiste, ale jest na pewno znakomitym punktem wyjscia do wszelkich
rozwazan. Rozhustywanie si¢ hustawki wraz z jej pasazerem oznacza wzrost
energii calego uktadu. Aby wzrost taki nastapil, musi zostaé wykonana pewna
praca, a jest rzecza oczywista, ze wykonac¢ ja moze tylko pasazer. Nie interesuje
nas przeciez sytuacja, w ktérej hustawka popychana jest przez inng osobe
stojaca z boku.

Zauwazmy teraz, ze sila dzialajaca na srodek ciezkosci naszego ukladu
(hustajacy si¢ + hustawka) wzdluz liny, na ktdrej jest on zawieszony, jest suma
sktadowej sity cigzkoscei i sity odsrodkowej. Zmienia si¢ ona periodycznie w czasie
1 moze by¢ zapisana w nastepujacej postaci

(1) F = Mgcosa+ Mv?/l,

gdzie o oznacza kat wychylenia z polozenia réwnowagi, v — predkosé érodka
masy, | — dtugoé¢ hustawki, g — przyspieszenie ziemskie, M — mase uktadu, ktéra
z dobrym przyblizeniem mozemy utozsamié¢ z masa hustajacej sie osoby.

Jak wynika bezposrednio ze wzoru (1), sita F' jest najwieksza przy
przechodzeniu hustawki przez polozenie réwnowagi (@ = 0, v = vpyaks ),

a najmniejsza w polozeniach skrajnych (@ = amaks, v = 0). Sprébujmy
wykorzystaé powyzsza obserwacje proponujac jako prosty mechanizm rozbujania
hustawki podnoszenie érodka ciezkosci wtedy, kiedy przechodzi ona przez
polozenie réwnowagi, i opuszczanie go w polozeniach skrajnych. Praca
wykonywana przeciw silom zewnetrznym (podnoszenie) jest w ten sposéb
wieksza niz praca ujemna (opuszezanie) wykonywana przez te sity. Oznacza

to, ze calkowita praca przypadajaca na kazdy okres wahaii jest dodatnia, czego
konsekwencja jest wzrost energii ukladu, a tym samym amplitudy jego wahan.

Postarajmy sie teraz nadac¢ naszym rozwazaniom charakter iloéciowy.
Wprowadzmy w tym celu pewne uproszczenie polegajace na potraktowaniu
uktadu hustawki jako wahadla matematycznego o zmiennej okresowo dlugoéci.
Przyblizenie takie oznacza, ze traktujemy hustajacego sie jako punkt materialny
zawieszony na niewazkiej nici oraz zaniedbujemy wszelkie opory ruchu (opér
powietrza, tarcie w punkcie zawieszenia).

Korzystajac z oznaczen wprowadzonych na rysunku 1, na ktérym linia ciagla
zaznaczono poczatkowa cze$¢ toru punktowej masy M, mozemy napisaé trzy
nastepujace réwnania:
(2) Mg(l+ Al)(1 —cosa) = Mv% /2,

(3) M({l+ Alvp = Mlve

(4) Mvk/2 = Mgl(1 — cos ),

gdzie vp 1 ve oznaczaja predkodei wahadla w punktach B 1 C'.
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Rys. 2

w

Rozwigzanie zadania F 434, Zgodnie
z klasyczna teorig elektromagnetyzmu
moc wypromieniowana jest réwna

2 ke? 2

T e
gdzie a = S& (M jest masg gwiazdy)
3

jest przyspieszeniem elektronu. Zatézmy,
ze tor elektronu jest w przyblizeniu

Fij:

okregiem. Przekonamy sie pdZniej, ze jest
to bardzo dobre zalozenie. RézZniczkujac
calkowity energie elektronu E = —

GMm
ar

wezgledem czasu otrzymujemy

dE GMm dr
dt —  2r? dt
Pordwnujac oba wzory znajdujemy
dr  4ke®GM 1
dr ~ 3mc? p2
Calkujgc powyzsze réwnanie otrzymujemy
. (Ra)?
3mc” { R ) — 1
T 16wke?G
Podstawiajac wartosci liczbowe
znajdujemy
T =3,6-10" lat

Réwnania (2) 1 (4) wyrazaja zasade zachowania energii wahadta przy zmianie
jego energii potencjalne] na kinetyczna lub odwrotnie. Pierwsze z nich odnosi sie
do odcinka toru AB, drugie natomiast do odcinka C'D. Réwnanie (3) wyraza
zasade zachowania momentu pedu wzgledem osi O przy podnoszeniu $rodka
ciezkosci na drodze BC'. Eliminujac z trzech powyzszych réwnan wielkosci vp

1 vc, mozemy otrzymac po prostych przeksztalceniach nastepujaca réwnosé

(5) cosa —cos f = (1 —cosa)[(1 + Al/1)> —1].

Jej prawa strona jest zawsze dodatnia, a tym samym w przedziale katowym od 0
do m musi by¢ spelniona relacja e < 3. Oznacza to, ze zaproponowana przez
nas technika prowadzi do wzrostu amplitudy, co wlasnie chcieliSmy wykazac.
Zwroémy réwniez uwage na bardzo istotny fakt, ze im wieksze poczatkowe
wychylenie katowe o z polozenia réwnowagi, tym wiekszy wzrost amplitudy
waharl.

W przypadku wahadla, ktérym postuzylismy sie jako idealizacja hustawki,
podnoszenie i opuszczanie masy zawieszone] na nici zrealizowaé mozemy za
pomoca bardzo prostego uktadu przedstawionego na rysunku 2. Dobierajac
predkos¢ katowa napedzanego silnikiem kola tak, aby czas pelnego obrotu
byt dwa razy krétszy od okresu drgan wahadla, mozemy amplitude drgan
sukcesywnie zwiekszac.

Jest to typowy przyktad tzw. parametrycznego wzbudzania drgan. Tak wlaénie
okreslane jest wzbudzenie ukltadu, ktére nastepuje pod wplywem zmian wartosci
parametru (tutaj dlugosci wahadta), od ktérego zalezy okres jego drgan
wlasnych. A zatem hustawka to nic innego, jak parametryczny wzmacniacz
drgan.

Hustawki moga roznié sie miedzy soba, moga tez byé w rozny sposdb
wykorzystywane. W rozréznieniu tym chodzi nam przede wszystkim o ich
zawieszenie (na linach lub na sztywnych pretach) oraz o pozycje przyjmowana

w trakcie hustania sie (siedzaca lub stojaca). Przy zachowaniu wielu cech
wspolnych prowadzi to bowiem takze do pewnych réznic. Na przyklad, w pozycji
stojacej latwe jest podnoszenie i obnizanie Srodka ciezkosci, a tym samym
opisany przez nas mechanizm ,pompowania” (takie wlasnie okreslenie jest
popularnie uzywane), moze by¢ znacznie efektywniejszy. Zawieszenie hustawki
na sztywnych pretach pozwala z kolei, przy odpowiednich umiejetnosciach

i odwadze, nawet na zatoczenie pelnego okregu wokét osi obrotu.

Oszacujmy teraz, jaka prace wykonuje ,pompujacy” podnoszac swéj srodek

ciezkosci. Wykonana praca jest po prostu iloczynem sity F' (wyznaczonej

z réwnania (1) dla e = 0) przez droge $rodka ciezkosci. Mamy zatem

(6) L=(Mg+ Mv?/l)Al.

Powyzsza postac wzoru zostala otrzymana przy upraszczajacym zalozeniu,

ze Al < 1, co w wiekszoscl przypadkow jest w pelni uzasadnione. Jedli teraz,

korzystajac z tego samego zalozenia, podstawimy w miejsce v w réwnaniu (6)
2 z réwnania (2), to otrzymamy

wartos¢ vy

(7) L=[Mg+2Mg(1l— cosa)]Al = MgAl(3 —2coser) .

Praca ta w przypadku hustawki startujacej z polozenia poczatkowego
okreslonego przez o = 20° oraz dziecka o masie M = 50 kg podnoszacego swdj
§rodek ciezkodci o 15 cm, jest réwna okolo 84 J. Przy ,pompowaniu” ciaglym
praca taka wykonana jest dwukrotnie w czasie kazdego okresu drgan, ktéry

zalezy w prosty sposéb od dlugosci hustawki (wahadla) i wynosi

(8) T = 25/({{/g) .

Dla huétawki o dlugosci 2,5 m okres wahan jest réwny okolo 3 s, co oznacza,

ze hustawka napedzana jest przez ,pompujace” dziecko z moca okolo 63 watdw.
Nie jest to wiec zabawa meczaca i moze dlatego dostarcza tyle radoéci

i satysfakeji.

WspomnieliSmy juz, ze rozhustac sie potrafi prawie kazdy i to bez zadnej
potrzeby wczesniejszego opanowania teorii dzialania hustawki ani posiadania
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specjalnych ku temu predyspozycji. Jednak w miar¢ wzrostu amplitudy wahan
trudnosei rosna. Trzeba tez wykazywaé sie coraz wieksza odwaga. Zastandwmy
sie wiec, jak szybko nastepuje wzrost amplitudy przy zalozeniu, ze utrzymujemy
caly czas rytm ,pompowania”.

Energia hustawki (konsekwentnie traktowanej jako wahadto), startujacej

z polozenia poczatkowego okreslonego przez kat o (rys. 1), w chwili
przechodzenia przez polozenie réwnowagi wynosi (z réwnania (2))

(9) Ey =mvg /2= Mg(l+ Al)(1 - cosa).

Energia ta po wykonaniu pracy podnoszenia $rodka cigzkosci wzrosnie

o wartoéé¢ L wyrazona réwnaniem (6). Ujemna praca opuszczania srodka
ciezkoéci w polozeniu maksymalnego wychylenia, okreslonym przez kat /3, jest
réwna natomiast

(10) Li=—-MgAlcosf.

A zatem calkowita energia hustawki w wyniku podniesienia, a nast¢pnie
opuszczenia érodka cigzkoéci, czyli po czasie réwnym polowie okresu wahan,
wyniesie

(11) Ey=FEy+ L+ L.
Skorzystajmy jeszcze z réwnania
(12) Mgl(1—cosp)=Eo+ L,

wyrazajacego, podobnie jak réwnanie (4), zasade zachowania energii na
drodze C'D (rys. 1).

Podstawiajac teraz do réwnania (11) odpowiednie wartosci z réwnan (6), (9)

i (10) oraz cos 3 wyznaczony z réwnania (12) otrzymujemy (zaniedbujac wyrazy
kwadratowe wzgledem Al/l) nastepujaca zaleznoéé

(13) E, = Eo(1+ 3Al/1).

Uogélniajac powyzszy wzor na n pelnych okreséw drgan mamy dalej

(14) E, = Eo(1 + 3Al/1)*"

co przy naszym upraszczajacym zalozeniu Al/l € 1 mozemy zapisaé w postaci
(15) E, = Egexp (6nAl/l).

Zobaczmy, jak wyglada graficznie (rys. 3) przebieg powyzsze] zaleznodei

w przypadku naszej huétawki ({ = 2,5 m) przy amplitudzie pompowania

Al = 15 cm i starcie w polozeniu poczatkowym e« = 20° odpowiadajacym
wartoéci Fy = 78 J. Na wykresie wida¢ wyraznie wykladniczy charakter wzrostu
energii hustawki z kazdym kolejnym okresem jej wahani. Utrzymanie stalego
rytmu ,,pompowania” prowadzi zatem bardzo szybko do wychylen, przy ktérych
obok sympatycznych doznan moze pojawi¢ sie odczucie strachu. Nalezy o tym
pamietaé i zachowaé na hustawce umiar w szybkosci pompowania.

Przerywana linia na rysunku 3 odpowiada warto$ci energii, jaka hudtawka osiaga
wtedy, kiedy jej skrajnym polozeniem jest pozycja pozioma. Jak widaé¢, mozna
ja uzyskaé juz w ésmym okresie wahan. Warto jeszcze zwréci¢ uwage na inna
whasnoéé huétawki, wynikajaca zreszta z rownania (15). Otéz szybkosé wzrostu
energii huétawki jest niezalezna od jej masy.

Zaréwno z zasady parametrycznego wzmacniania drgan wahadla, jak réwniez

ze wzoru (15) wynika, ze przedstawiona wyzej metoda rozbujania hustawki
zawodzi, je$li w chwili poczatkowej znajduje sie ona w spoczynku. Innymi stowy,
potrzebny jest sygnal poczatkowy, aby méc go wzmocnié. Wprawdzie absolutny
bezruch nie istnieje, a najdrobniejsze nawet fluktuacje stanowia w zasadzie
wystarczajacy sygnal poczatkowy, ale czas potrzebny na wzbudzenie znaczacych
drgan moze byé¢ w takim przypadku zniechecajaco diugi.

7 powyzszych rozwazan wynika zatem, ze na samym poczatku powinnismy
husétawce ,pomée” w inny sposéb. Mozemy to uczynié, na przyklad, odpychajac
sie od ziemi w momencie wsiadania na huétawke, ale tym sposobem, jako zbyt
prozaicznym, nie bedziemy sie tu zajmowac.
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Mozemy tez wprowadzi¢ hustawke w ruch nie korzystajac z pomocy podloza.
Otéz wyrzucenie nég do przodu spowoduje, ze hustawka odchyli sie do

tytu. Przeciwny manewr, polegajacy na zgieciu nog w kolanach w chwili
maksymalnego wychylenia, przyspieszy jej powrdt w kierunku polozenia
réwnowagi. | to w zupelnosci wystarczy, aby przygotowaé¢ nasz uklad do
parametrycznego wzmacniania rozpoczetych drgan.

Jest tez inny, skuteczniejszy sposdb wyprowadzenia hustawki z polozenia
rownowagl. Mozemy mianowicie odchyli¢ sie do tyhlu, przechodzac z pozycji A
do pozycji B na rysunku 4. Taki obrét ciata oznacza, ze uzyskuje ono moment
pedu wzgledem srodka masy. Zachowanie zerowego momentu pedu calego uktadu
(hustawka+pasazer) wymaga, aby nastapit réwnoczesny obrét (w przeciwnym
kierunku) hustawki wokél punktu jej zawieszenia. Powtarzajac w odpowiednim
momencie podobny manewr w przeciwna strone, kontynuujemy ,napedzanie”
hustawki powracajacej do polozenia réwnowagi. Technika taka moze by¢ zreszta
samowystarczalna i pozwala na rozbujanie sie, choé¢ znacznie wolniej, bez
koniecznoéci ,pompowania”. Mamy tu uktad dwéch oddziatujacych oscylatoréw,
7 ktérych jeden (hustawka) sterowany jest odpowiednimi ruchami drugiego
(hustajacy sie pasazer).

Do takiego samego wniosku moglibysmy réwniez dojsé rozwiazujac dosyé
skomplikowane réwnania ruchu przy niezbednych zreszta (dla tak zlozonego
ukltadu) upraszczajacych zalozeniach. Rachunkéw tych nie bedziemy tu,
oczywiscie, przytaczaé¢, a wspomnieliSmy o nich tylko po to, aby uswiadomié
Czytelnikowi, ze hustawka to nie tylko zabawa i rozrywka, ale takze wecale
niebanalny problem fizyczny.

i Zadania

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 780. W zagubionym poéréd imperialistycznej prerii miasteczku Milky Cow

100 kowbojéw nawiedza wieczorami 100 lokalnych calodobowych saloondéw mlecznych.
Kazdy z kowbojéw wybiera (losowo i niezaleznie od kolegéw po fachu) lokal, w ktérym
spedzi reszte nocy nad kufelkiem mleka. Szeryf miasteczka prébuje zakazaé w Milky
Cow handlu artykulami mlecznymi pod pretekstem, ze przez wiekszodé nocy 3/4
saloonow 1 tak swieci pustkami. Milujacy mleko Czytelniku, wykaz, ze szeryf rozmija
sie z prawda!

Rozwiazanie na str. 9

M 781. W chorym z braku mleka umyéle szeryfa zalegly si¢ nowe urojenia. Tym razem
stréz prawa twierdzi, ze wigkszosé kowbojéw pije samotnie, co poglebia naldg. Czy ma
racje?

Rozwiazanie na str. 7

M 782. Szeryf wprowadzil nowe drakoniskie prawa, aby zmniejszyé podaz mleka
w Milky Cow. Odtad odleglo$¢é miedzy dwoma saloonami musi przekraczaé 250 m,
a ich odlegloéé¢ od jedynego w miescie wiezienia ma by¢ mniejsza niz 1 km. Czy
miasteczko pomiesci 100 legalnych saloonéw?

Rozwiazanie na str. 2

Redaguje Krzysztof REJMER

F 433. 7 armaty wystrzelono pocisk o predkosci poczatkowej vp, ktéry ponownie
trafil w armate. Pod jakim katem wystrzelono pocisk, jesli wiadomo, ze wieje
wiatr z predkodcia up (skierowana poziomo)? Przyjaé, ze sila oporu powietrza jest
proporcjonalna do predkosci pocisku. Znalezé maksymalna wysokoéé i maksymalna
(pozioma) odleglosé, na jaka pocisk oddalil si¢ od armaty.

Rozwiazanie na str. 10

F 434. Elektron krazy wokél gwiazdy neutronowej o éredniej gestosci

e=2-10"7 l{g/m3 po orbicie kolowej o promieniu Ry = 1,5R, gdzie R jest promieniem
gwiazdy. Po jakim czasie elektron spadnie na powierzchnie gwiazdy? Promieniowanie
elektronu nalezy potraktowaé klasycznie.

Rozwiazanie na str. 11
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Klub 44

Uwaga: W zwiazku z terminowym
ukazywaniem si¢ Delty na rozwigzania
zadan ligowych czekamy do korica

miesigea
n+ 2.

Czoléwka ligi zadaniowe)
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 209 (WT=1,86) i 210 (WT=2,20)
2z numeru 12/1995

Aleksander Surma ~ Myszhéw 35,53
Jarcstaw Lazuka - Warszawa 35,16
Przemystaw Gworys - Czestochowa 30,61
Przemystaw Gadzinski— Sroda 51 26,68
Artur Gawryszczak - Dubeczno 16,36
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n 4 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze 1 + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub 2z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajgc na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspéltezynnik trudnoéci danego zadania:

WT = 4 - 35/N, gdzie § oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe oséb,
ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/1996
Przypominamy tresé¢ zadai:

217. Bardzo diug

a jednorodna pozioma belka opiera sie na wielu réwno odleglych po
inieg obceis i

amiernie, rwsze zlamanie b

2lke ré

ednym z p

punkcie x od prost yziome) jest ni

dym punkcie jej krzywizna (zgodnie z punktem a) r¢

ej.

alna do momentu sily zginajg

218, Glosnik zar

kloszem, aby diwiek

1kniet Ile powinno w

rod klosgem pompy prézni

ej.
1jgcy na zewngtrz byl o 20 dB slabszy niz pr

enitu normalnym?

Temperatura powietrza jest ustalona.

217. Przyjmijmy, ze odlegloéé miedzy podporami wynosi 2a, a obciazenie (sile) na jednostke
dlugosci belki oznaczmy przez f. Niech x bedzie wspélrzedna wzdluz belki, a 2 = 0

= jednym z punktéw podparcia. Dalej oznaczmy odchylenie pionowe jako y(x), a moment

sily wyginajacej jako M(z), przy czym dodatnia wartosé M odpowiada dodatniej drugiej
pochodnej y" (taki jest ten znak w okolicy punktu z = a). Rozwazmy maly odcinek belki

od punktu z do z + dz, a dla ustalenia uwagi przyjmijmy 0 < x < a. Dziala na niego z lewej
strony prawoskre¢tnie moment M (), a z prawej lewoskretnie M (x + dz); ponadto latwo
wyliczyé wartoéé sily pionowej Fpion = f(a — x) dzialajacej migdzy elementami belki. Moment
tej sily wynosi w odniesieniu do naszego malego odcinka f(a — z)dz (,male wyzszego rzedu”
zostaly pominigte), a zwrot jest prawoskretny. Warunek réwnowagi przybiera wiec postad

M(z +dz) = M(z) + f(a — z)dz.
Calkujac to réwnanie znajdujemy funkcje M (x)
M(z) = My + faz — fz?/2.
Zgodnie z zalozeniem M jest proporcjonalne do y”. Calkujac ponownie (z uwzglednieniem
warunkéw poczatkowych y(0) = y’(0) = 0) otrzymujemy
y(z) = const(Moz? /2 + faz® /6 — fz'[24).
Nalezy jeszcze wykorzystaé warunek y(2a) = 0 (albo y'(a) = 0). Stad wynika My = — fa?/3,
a dalej w érodku migdzy podporami znajdujemy M (a) = fa?/6. Bezwzgledna wartosé M
jest wige dwukrotnie wigksza w punktach podparciai tam zlamanie belki jest najbardziej
prawdopodobne.

Powyiszy dowdd mozna uogdlnié na przypadek dowolnego (niekoniecznie réwnomiernego)
rozkladu obciazenia wzdluz belki ~ byle tylko nie bylo ono skupione wylacznie w $rodkach
miedzy podporami.

218. ObnizZenie poziomu natezenia o 20 dB oznacza 100-krotny spadek natezenia

(tzn. 100-krotny spadek mocy fali déwickowej). Przy ustalonej amplitudzie i czestotliwosci
drgan membrany glosnika moc fali jest natomiast proporcjonalna do gestoéci gazu. Dokladny
dowdd tego faktu mozna znaleié¢ w podrecznikach akademickich (np. Fale Crawforda), ale do
naszych celéw wystarczy nastepujace proste rozumowanie: przy dwukrotnie wiekszej gestodci
membrana wprawi w ruch z ta sama predkoscia element objetosci gazu majacy dwukrotnie
wigksza mase, zatem nada mu dwukrotnie wigksza energie kinetyczna; poniewaz energia
kinetyczna stanowi dokladnie polowe energii fali, wiec i calkowita energia ulegnie wtedy
podwojeniu. Zatem w naszym problemie gestodé powietrza powinna zmmiejszy ¢ sie stukrotnie,
a 7z réwnania Clapeyrona wnioskujemy, ze w takim samym stosunku obnizy si¢ cignienie — czyli
wyniesie ono okolo 1000 Pa.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/1996

Przypominamy tre$é¢ zadan:

319. Rozwiazaé¢ uklad réwnain:

®

(14 .r"llg,r —=

129> +2 =3y + 2,

320. Dla danych liczb dodatnich R 1 r, spelniaj

R > 2r, obliczyé kres dolny oraz kres gérny pd

W]'.-_isamr'f_‘h w kolo o promieniu R i (jednoczesnie) opisanych na kole
|32 -5|=1-2. o promieniu r

319. Zalézmy, ze liczby rzeczywiste , y, z spelniaja ten uklad. Liczba y = /(1 + x?) ma
modut nie wiekszy od 1/2, a zatem 1 — 43> > 0.

Przypusémy, ze = > 0. Wtedy takie y > 0, wiec z = 2 4+ 3y — 12y° = 2 + 3y(1 — 4y?) > 2; stad
3z — 5 > 1, wobec czego ¢ = 1 — |3z — 5| < 0. Sprzecznoéé.

Przypusémy z kolei, ze = < 0. Wtedy y < 0, wiec z = 2 + 3y(1 — 4y?) < 2. Nieréwnosé

miedzy érednia arytmetyczna a $rednia geometryczna tréjki liczb (1 — 43?), %{1 — 4y?),

4y? prowadzi do oszacowania y° (1 — 4y%)% < ,;—7 . Stad |y|(1 —4y®) < %\/_3“ & %, czyli

y(1 — 4y%) > —%, i w konsekwencji z = 2 + 3y(1 — 4y%) > ;— . Z uzyskanych oszacowan wynika,
2ze —1 € 3z — 5 < 1; zatem & = 1 — |3z — 5| > 0. Sprzecznosé.

Pozostala mozliwoéé, ze x = 0. Wtedy y = 0, z = 2. Ta tréjka liczb istotnie spelnia podany
uklad réwnar i jest jego jedynym rozwigzaniem.

320. Liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw tréjkata wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja takie liczby
dodatnie z, y, z,2¢e a=y + 2z, b= z+ z, ¢ = = + y. Promienie r i R (okregdw: wpisanego
i opisanego) oraz pole S takiego tréjkata wyrazaja sie wzorami:

Tl (~a+b+c](a—b+c](a+b—c]_ Tyz
. 4(a+b+c) - z+y+z’

S= @—Q =r(z+y+2),
i e lyFafieychrdy)  yedEmiay ¢
45 dr(z+y+ 2) ar 4’
z ktérych wyznaczamy wartosci podstawowych form symetrycznych zmiennych r, y, =:
(1) r+y+z=>5/r yz + zo + zy = 4Rr + 2, Tyz = Sr.
Liczby z, y, z sa wiec pierwiastkami wielomianu
(2) P(t) = t* = (S/r)t® + (4Rr + r?)t — Sr.

Na odwrét, jesli ten wielomian ma (dla danych parametréow S, R,r > 0) trzy pierwiastki
rzeczywiste z, y, z, to spelnione sa zwiazki (1) (z ktérych wynika, ze x,y, z > 0) oraz spelnione
sa wszystkie poprzednie réwnoéci, a zatem tréjkat o bokach y + z, z + x, # 4+ y ma pole S

i promienie okregéw opisanego i wpisanego odpowiednio R i 7.

Podstawienie t = z + S/(3r) przeprowadza wielomian P(t) do postaci

(3) Q(z)=2*+ Az - B,
gdzie
4 3_g2 25(9r* — 18 3 2
(4) A=3T +1'2}‘2r ‘ B= S(9r Rr +S}.
3r2 2773

Z teorii réwnan szesciennych (Tartaglia-Cardano) wiadomo, ze wielomian (3) ma
trzy pierwiastki rzeczywiste (z uwzglednieniem krotnosci) wtedy i tylko wtedy, gdy
4A% 4 27B? < 0. Dla wspélczynnikéw A, B danych wzorami (4) nieréwnosé ta jest
réwnowazna nastepujacej:

S* 4+ (2r* — 20Rr® — 4R%r?)S? 4 (+® 4 12Rr7 4+ 48R%*r® 4+ 64R%%) < 0.
Parametry R i r sa ustalone (R > 2r > 0); chcemy wyznaczy¢ zbidr liczb dodatnich S
spelniajacych otrzymana nieréwnosé dwukwadratowa. Rutynowe obliczenia prowadza do
odpowiedzi: szukanym zbiorem jest przedzial (S;;5;) o koricach

r\/ 2d° _ (R+d)(R+r — d)*/?

S = 2R2 +10Rr — 12 - — = .
! " R VR
242 (R—d)(R+r+4d)%/2
So=r4/2R2+10Rr —r2 + — = "
y \/ R V2R

gdzie d = / R? —2Rr (interpretacja geometryczna liczby d: jest to odleglosé miedzy érodkami
okregdw opisanego i wpisanego). W mysl wczeéniejszych stwierdzeri, znalezione wartosci
S5 1 S, sa ekstremalnymi wartosciami pdl tréjkatéw o zadanych promieniach R i r.

[Inna metoda: zbidr tréjkatéw o zadanych parametrach R i r mo#na utozsamiaé z pewnym
zwartym podzbiorem przestrzeni euklidesowej, przyjmujac jako zmienne na przyklad dlugosci
bokéw; zatem wartoéé pola, ktdre jest funkcja ciagla owych zmiennych, osiaga na tym zbiorze
minimum oraz maksimum. Jezeli wielomian (2) ma trzy rézne pierwiastki rzeczywiste, to po
niewielkiej zmianie S (w ktérymkolwiek kierunku) powstaly wielomian takze bedzie mial

trzy pierwiastki rzeczywiste. Stad wniosek, ze dla ekstremalnych wartoéci S wielomian (2)
musi mieé¢ pierwiastek podwdéjny. Podstawiajac we wzorach (1) z = z, a nastepnie eliminujac
T i y, dostajemy réwnanie wiazace R, r i S; nieprzyjemnych rachunkéw i tak sie nie uniknie.
Otrzymane réwnanie daje sie¢ rozwiaza¢ wzgledem S; pierwiastkami sa liczby Sy i 53,
znalezione powyzej.]
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Kacik Olimpijski (18)

Niezmienniki i pélniezmienniki (II)
W poprzednim Kaciku zajmowalidémy sie zadaniami,

w ktérych opisany byl pewien proces. SzukaliSmy wtedy
niezmiennikéw (czyli czegos, co nie ulegalo zmianie
podczas wykonywania procesu) badZ pélniezmiennikéw
(czyli czego$, co sie zmienialo, ale w sposéb dla nas
wygodny) i to juz wystarczalo, aby rozwiazaé czestokroé
nietatwe zadanie. Okazuje sie, ze metode te mozna réwniez
stosowa¢ w niektérych zadaniach, gdzie na pozdér nie
wystepuje zaden proces. Oto przyklad.

1. Danych jest 2n punktéw na plaszezyznie (Zadne trzy

nie sq wspétliniowe) — n bialych i n czarnych. Udowodnié,
ze punkly te mozna tak polaczyé n odcinkami, aby kazdy
odcinek mial korice réznych kolordw oraz zadne dwa odcink:
nie mialy punktow wspdlnych.

Oznaczmy punkty biale i czarne odpowiednio przez
Bi,...,Bn, Cq,...,Ch. Skonstruujemy pewien proces,
ktory doprowadzi nas po skoiiczonej liczbie krokéw do celu.
Na poczatek potaczmy odcinkami punkt By z Cy, Ba

7z Ca, ..., By z C,. Jedh zadne dwa odcinki nie maja
punktéw wspdlnych, zadanie rozwiazaliSmy. Przypusémy
wiec, ze na przyklad odcinki B1Cy 1 B2C: przecinaja sie.
Wéwczas zamiast tych odcinkéw narysujmy odcinki B C:

i Bg C}I

Jesli w dalszym ciagu pewne dwa odcinki sie przecinaja,
postepujemy z nimi analogicznie, itd. Pozostaje
odpowiedzie¢ na pytanie, dlaczego po skoficzonej

liczbie krokéw zadne dwa odcinki nie beda sie
przecinac¢? Poszukajmy wiec jakiegosé niezmiennika lub
poiniezmiennika. Konstrukcja naszego procesu narzuca
nam nastepujacy ,péiniezmiennik”: liczba punktéw
przecigcia wszystkich narysowanych odcinkéw. Nasz ruch
polegal przeciez na pozbyciu si¢ jednego z punktdéw
przecigcia. Jednak pozbywajac si¢ w ten sposéb tego
jednego punktu, mozemy uzyskaé¢ niechcacy cala mase
innych. Wtedy liczba punktéw przeciecia zamiast maleé
1 przybliza¢ nas do celu, moze wzrasta¢. Mimo wszystko
jednak cel jest bliski — nalezy zauwazyé, ze po kazdym
ruchu suma diugosct wszystkich odcinkdw maleje. Poniewaz
suma ta moze przyjmowac jedynie skoficzenie wiele
wartosci, wiec proces nasz po skonczonej liczbie krokéw
musi sie zakonczyc.

Powyzsze rozwiazanie mozna zredagowaé w nastepujacy,
bardziej elegancki sposéb:

Polaczmy tak punkty biale By,..., B, z czarnymi
Ch,...,Cy, aby suma dlugoéci otrzymanych odcinkéw
byla najmniejsza (tak zawsze da sie zrobié, gdyz punkty
biale mozna polaczyé z czarnymi na skoriczenie wiele
sposobéw, a w dowolnym skorficzonym zbiorze liczb
rzeczywistych istnieje liczba najmniejsza). Przypusémy,
ze wéréd otrzymanych odcinkéw B1Ci, B2Ca, ..., B,Cy
odcinki B1C1 1 B2Cy przecinaja sie. Wtedy laczymy
punkty odcinkami B;Ch, BoCy, BaCa, ..., Bp,Cy.
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Suma dlugoéci tych odcinkéw jest mniejsza niz suma
dlugosci odcinkéw B1Ch, ..., BnCy, co przeczy wyzej
uczynionemu zalozeniu. Zatem odcinki B4, ..., B,C,
nie maja punktéw wspdélnych.

Czytelnik zechce zauwazyé, ze w podobny sposéb
rozwiazaliémy jedno z zadan w ,kaciku” w Delcie 1/1995.
Oto nastepny przyklad.

2. Na dworze krdla Artura przebywa 2n rycerzy (n > 2),

z ktorych kazdy ma wsrdd pozostalych co najwyzejn — 1
wrogéw. Udowodnié, ze Merlin, doradca Artura, moze tak
rozsadzié rycerzy za Okraglym Stolem, aby zaden rycerz nie
siedzial obok swojego wroga.

Niech na poczatku rycerze usiada dowolnie. Pokazemy

Jjak zmniejszy¢ liczbe par rycerzy, ktérzy sa wrogami

i siedza obok siebie. Niech rycerz a siedzacy z prawej
strony rycerza b bedzie jego wrogiem. Rozpatrzmy zbidér D
wszystkich rycerzy nie siedzacych obok a, ktérzy nie

sa wrogami a. Jest ich co najmniej n — 1. Rycerz b ma

co najwyzej n — 1 wrogdw, w tym a, istnieje wiec rycerz c,
ktéry nie jest wrogiem b i ktéry siedzi z lewe] strony
pewnego rycerza d ze zbioru D. Przesadimy teraz rycerzy
tak jak pokazuja strzalki na rysunku:

L0

Teraz kazdy zdota sam dokoriczyé dowdd.

Na koniec tradycyjnie kilka zadaii do samodzielnego
rozwiazania.

3. Na plaszczyZnie danych jest n punktéw A;,..., A,,

z ktérych zadne trzy nie leza na jednej prostej oraz

n prostych, z ktérych zadne dwie nie sa réwnolegle.
Udowodnié, Ze proste te mozna oznaczy¢ przez

li,la,...,1, oraz tak wybraé na nich odpowiednio punkty
By, Bs,..., By, aby dla kaidego i, 1 <1 < n, prosta A; B;
byta prostopadla do l; oraz odcinki A1 By, A2 B2, ..., A, B,
byty parami rozlaczne.

4. Danych jest n > 3 miast. Polaczenie miedzy kazda
para miast obsluguje inna linia lotnicza. Pewnego dnia
zastrajkowalo n — 3 linii lotniczych. Udowodnié¢, ze mimo
to mozna w tym dnin odbyé taka podréz lotnicza,

by w kazdym z miast byé dokladnie raz.

5. W pewnym kraju jest skoficzona liczba miast, ktére
polaczono siecia drég jednokierunkowych. Wiadomo,

ze kazde dwa miasta laczy pewna droga jednokierunkowa.
Wykazaé, ze istnieje miasto, z ktérego mozna odbyé podrész
do kazdego z pozostalych miast.

6. Dany. jest wypukly wielokat W o tej wlasnosci,

ze nie mozna nim pokryé zadnego tréjkata o polu 1/4.

Udowodnié, ze wielokat W mozna pokryé pewnym

tréjkatem o polu 1. Krzysztof CHEEMINSK1
Waldemar POMPE
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Skad sie wziely pewne liczby
Pytaja uczniowie, czemu tak sie dzieje
ze az tyle réznych dziwnych liczb istnieje.
Ulamki, pierwiastki, liczby urojone,
ujemne,... Do czego przydadza si¢ one?
Otéz, przede wszystkim, gdy cos zliczyé chcemy,
na naturalnych licebach operujemy.
Dobrze sie je mnozy i dobrze dodaje,
lecz od mniejszej wickszej odjac sie nie daje.
Mamy na to rade — sposéb znakomity:
Po to wprowadzamy zbidr liczb calkowitych.
Dolaczamy liczby, co dla wielu dziwne —
ujemne, czyli do dodatnich przeciwne.
Ale jest z tym zbiorem jeszcze jakas bieda,
bo sie ilorazu obliczyé w nim nie da.
Dlatego ulamki wszystkie dolaczamy
i do liczb wymiernych nasz zbidr rozszerzamy.
Gdy uporzadkowad liczb wymiernych cialo,
widaé, ze cos jeszcze by nam brakowalo.
Miedzy ulamkami sa jak gdyby dziury.
Nie kazdy podzbidr ograniczony od géry
posiada kres gérny w liczb wymiernych zbiorze.
Dalsze rozszerzanie jednak pomdc moze.
Liczby rzeczywiste wiec konstruujemy
i cialo zupelne tak otrzymujemy.
Ale jest w tym ciele jeszcze jedna wada:
nie kazdy wielomian pierwiastek posiada.
By temu zaradzi¢, byly wprowadzone
do matematyki liczby zespolone.

Ludolfina
Nota bibliograficzna.

Wiersz powyzszy zostal przez Ludolfine (nie wiadomo, kto ukryl
si¢ pod tym pseudonimem) przekazany Kolu Matematykow
Studentéw UJ jesienia 1984 roku.

Ksiazka lana Stewarta ,,Does God Play Dice?” (,,Czy Bog gra
w koéci?") jest popularnym wprowadzeniem w matematyczna
teorie chaosu. W ciagu pieciu lat od pierwszego wydania (1989)
sprzedano okolo 120 000 egzemplarzy w jezyku angielskim (co,
jak na ksiazke popularnonaukows, jest wynikiem rewelacyjnym).
Ksiazke przelozono na 13 jezykdw, w tym na polski (goraco
polecamy!).

W jednej z najwiekszych krakowskich ksiegarni ksiazke
umieszczono w dziale: ,,Religia”. Zobaczyl to pewien matematyk
i zwrécil ekspedientce uwage, ze ksiazka dotyczy matematyki

i powinna sie znalezé gdzie indziej. Na to uslyszal:

- Proszg mi nie gadad bzdur, ja sig znam na matematyce, to nie
jest zadna ksigzka matematyczna! To jest ksigzka z filozof i1
religii @ powinna {u lezed, a poza tym ona sig stqd bardzo dobrze
sprzedaje!

Powtarzajgce sie jedynki

Liczby naturalne stanowia niewyczerpane Zrédlo
rozmaitych ciekawostek, ktére moga niespodziewanie
przeksztalcié sie w beznadziejnie trudne problemy.
Rozpatrzmy na przyklad takie oto pytanie: czy

z jednakowych cyfr mozna zbudowaé liczbe pierwsza?
Z wyjatkiem 11, powinny to byé liczby zbudowane

z nieparzyste]j liczby jedynek (dlaczego?).

W porzadku, ale ktoére zestawy jedynek uloza sie w liczbe
pierwsza? I tu zaczyna si¢ problem. Sprawdzajac kilka
poczatkowych przyktadéw 11, 111, 11111, 1111111
przekonujemy sie, iz tylko 11 jest liczba pierwsza.
Wykazanie, ze ostatnie dwie przytoczone liczby sa zlozone,
wymaga troche zachodu. Moze wiec nie ma wérdd takich
liczb innych liczb pierwszych?

Liczbami jedynkowymi, bo tak dalej bedziemy je nazywad,
zainteresowal sie Johann III Bernoulli, wnuk wielkiego
Johanna Bernoulliego. Prébowal on sporzadzié tablice
liczb jedynkowych wraz z rozkladem na czynniki pierwsze.
Przedstawil te liczby az do 31 cyfr, niestety, nie dla
wszystkich znalazl rozklad, ponadto dla niektérych
przedstawienie bylo bledne. Niemniej jednak podziw budzi
gigantyczna praca wykonana przez Johanna III. Nie udalo
mu sie tez znalezé zadnej (réznej od 11) liczby pierwszej
wérdd liczb jedynkowych. :

Dopiero w 1918 roku stwierdzono, ze liczba skladajaca sie
z 19 jedynek jest pierwsza. Jedenascie lat péiniej okazalo
sie, ze 23 jedynki ukladaja sie w liczbe pierwsza. Nastepna
jedynkowa liczba pierwsza ma juz 317 cvir i zostala
znaleziona w roku 1978. Kolejna liczba jedynkowa,
podejrzang o bycie pierwsza, byla skladajaca si¢ z 1031
jedynek; w 1985 roku zweryfikowano to pozytywnie
(chyba ostatecznie). I to wszystko. Wiecej pierwszych liczb
jedynkowych nie znamy. Nie wiadomo tez, czy jest ich
nieskonczenie wiele, moze ktos kiedys znajdzie najwieksza.

Istnieje pewien zwiazek miedzy liczbami jedynkowymi
a ulamkami okresowymi. Zaleznoéci takie zauwazyl
juz Johann III tworzac tablice okreséw dla rozwinieé
dziesietnych odwrotnosci niektérych liczb pierwszych.
Czytelnikom zostawiamy do udowodnienia nietrudne
twierdzenie.

Jesli liczba p nie jest podzielna przez 2 i 5, to mozna znaleié
liczbe jedynkowaq podzielng przez p.

Nieco trudniej dowodzi sie nastepujacego faktu:

Jezeli liczba naturalna p nie jest podzielna przez 2, 3

1 5, to dlugosé okresu rozwiniecia dziesietnego liczby ]F
jest réwna liczbie jedynek w pierwszej liczbie jedynkowey
podzielnej przez p.

W jezyku angielskim liczby jedynkowe nosza krétka
nazwe ,repunits”, jest to zbitka sléw ,repeated units”
(powtarzana jedynka). W jezyku polskim nie ma na
okredlenie tych liczb zgrabnego terminu. Moze Czytelnicy
zaproponuja cos ciekawego?

2B
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