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Pole trdjkata sferycznego

1 wzor Eulera

Marek KORDOS

Na sferze za proste uwaza sie jej geodezyjne. A geodezyjne jakiejs
powierzchni to najmniej krzywe linie na niej. A najmniej krzywymi
liniami na sferze (powierzchni kuli) sa jej okregi wielkie. Dwie
takie ,proste” przecinaja sic w dwéch antypodycznych punktach
(antypodyczne punkty to takie, ze laczacy je odcinek przechodzi
przez srodek sfery) i dziela sfere na cztery dwukaty (tak! na sferze
sa dwukaty). Dwukat ma dwa katy, ale zawsze sa one réwne.

Pole dwukata o kacie « jest réwne 2a - R?, gdzie R to promien sfery.
Bardzo latwo to uzasadni¢. Pole dwukata jest w oczywisty sposdb
proporcjonalne do jego kata. Gdy zas kat wzroénie do 7, dwukat
stanie sie pélsfera, czyli bedzie mial pole 27 - R? i juz.

Dla obliczenia pola tréjkata sferycznego wygodnie bedzie sie zajaé
sfera jednostkowa — wynik pomnozymy przez R? i bedzie dobrze dla

dowolnej sfery, gdyz kazda sfera jest podobna do sfery jednostkowe;j
w stosunku K.

v{, @

Rys. 1 Rys. 2

Niech interesujacy nas trojkat ma katy o, 3,4. Cala sfera (o polu 47)
to suma sze$ciu dwukatéw — po dwa odpowiadajace kazdemu z katéw
— minus cztery pola tréjkatéw, bo jest ich dwa (na rysunku 2 jeden
jest czarny, a drugi kolorowy) i kazdy jest przykryty trzy razy, wiec
dwa z nich trzeba usunaé. Oznaczajac pole trojkata przez A mamy
2-2a+20+2v) =4 +4A.
Otrzymalidmy zatem
A =i + 16 + iy

a dla dowolnej sfery to samo pomnozone przez R>.
Poniewaz kazdy wielokat sklada sie z trojkatow, wiec pole P n-kata
sferycznego daje sie obliczyé ze wzoru

P=ai+as+...4+a,—(n—-2)7,
ewentualnie pomnozone przez R? (q; to katy n-kata).
Wynika stad bardzo sprawnie wzoér Eulera. Trzeba tylko zauwazyé,
ze wieloscian wypukly ma te wlasnoéé, iz da sie tak ,nadmuchaé”,
by stal sie sfera. Inaczej: ogladajac go z wewnatrz widzimy jego
sciany, krawedzie 1 boki jakby namalowane na jakiej$ sferze (tak jak
w starozytnosci na sferze widziano wszystkie gwiazdy).
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Tworca

wspolczesnej

geometrii
— Mikotaj
YLobaczewski
(1792-1856)

(artykul zamieszczony w nr. 61 Trybuny Ludu
z 3 marca 1956 roku przypomniany nam przez
Mieczystawa Karpirica)

Karol BORSUK

Wsérdd idei pozostawionych nam

w spuéciZnie przez §wiat antyczny,
najbardzie] pewnymi, i w pewnym
stopniu ostatecznymi, wydaja si¢ by¢ idee
geometrii elementarnej, sformulowane

przez znakomitego matematyka wczesnej
epoki hellenistycznej — Euklidesa

(okolo r. 300 przed n.e.) w dziele

pt. ,Elementy”. Od przeszlo dwéch tysiecy
lat dzieto to zachowuje swa wartosé
naukowa i dotychczas kurs geometrii
wykladany w szkole éredniej w zasadzie
nie wykracza poza jego zakres.

Euklides oparl wyklad geometrii na
niewielkiej liczbie tzw. aksjomatéw
przyjetych bez dowodu, starajac sie
wyprowadzi¢ z nich cala reszte rozwinietej
przez siebie teorii. Jak wiadomo,
geometria elementarna stanowi podstawe
znacznej czesci przyrodoznawstwa,
podstawe niezmiernie pewna, nigdy
bowiem bezposérednie doswiadczenie nie
doprowadzilo do wynikéw niezgodnych

z twierdzeniami geometrii.

Potrzeba bylo niezmiernej odwagi
my$lenia, by zdoby¢ sie na poglad,

ze koncepcja geometrii przyjeta przez
Euklidesa nie jest jedyna, lecz ze obok
niej postawi¢ mozna koncepcje innych
geometrii, przy czym nie ma pewnosci,
ktéra z nich lepiej opisuje zjawiska swiata
rzeczywistego. Ten niezmiernie rewolucyjny
krok w dziejach mysli ludzkiej dokonany
zostal przez genialnego matematyka
rosyjskiego Mikolaja Lobaczewskiego,

- ktdrego setna rocznica $mierci obchodzona

jest w tym roku przez nauke s§wiatowa.

Mikolaj Lobaczewski urodzil sie .

w roku 1792 w Niznim Nowgorodzie (dzi$
Gorki) jako syn skromnego urzednika
ziemskiego. Dla czytelnika polskiego
interesujaca bedzie moze wiadomodé,

ze ojciec Mikolaja Lobaczewskiego — Jan
(Iwan) Lobaczewski pochodzil z Polski.
Wedlug oéwiadczenia cérki Mikolaja
Lobaczewskiego, W. Achlopkowej, Jan
Lobaczewski byl ,katolikiem, architektem,
wychodzca z Carstwa Polskiego”.
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Cale zycie spedzil Mikolaj ELobaczewski
w Kazaniu, gdzie ukoriczyl szkole
érednia, a nastepnie (w roku 1811)
uniwersytet ze stopniem magistra nauk
matematyczno-fizycznych. W roku 1816,
a wiec jako 24-letni mlodzieniec, zostal
profesorem matematyki uniwersytetu

w Kazaniu.

W tym tez czasie zainteresowania jego
zwracaja sie ku geometrii elementarnej.
Wséréd aksjomatéw, na ktorych
Euklides zbudowal swa geometrig,
wystepuje tzw. ,postulat V", zwany tez

aksjomatem Euklidesa. Aksjomat ten méwi

(w sformulowaniu nieco uproszezonym},
ze o ile w plaszczyZnie dana jest prosta

i punkt na niej nie lezacy, to przez punkt
ten mozna poprowadzié¢ w tej plaszczyinie
dokladnie jedna prosta, ktéra prostej
danej nie przecina (a wiec tzw. prosta
réwnolegla do prostej danej). Aksjomat
ten byl przedmiotem dlugotrwalych

1 wszechstronnych badaifi, przypuszczano
bowiem, zZe jest on dla zbudowania
geometrii zbyteczny, gdyz daje sie
wyprowadzié z pozostalych aksjomatéw
przyjetych przez Euklidesa. Liczne préby
podania dowodu tego aksjomatu, podjete
przez wielu matematykéw poczynajac

od starozytnosci (Proklus), a koiiczac

na znakomitym matematyku francuskim
wieku XIX, Legendre, zawiodly.

Réwniez i Mikolaj Lobaczewski prébowal
poczatkowo przeprowadzié tego rodzaju
dowdd, lecz szybko zdal sobie sprawe

z daremnoéci tych wysitkéw 1 powzial

niezmiernie émiata myél zbudowania nowej

geometrii, réznej od geometrii Euklidesa,
w ktdrej aksjomat Euklidesa nie bylby
spelniony. W roku 1826 przedstawil

on wyniki swych badai na posiedzeniu
Wydzialu Matematyczno-Fizycznego
Uniwersytetn w Kazanin, wyglaszajac
odeczyt pt. ,Rozwazania nad podstawami
geometrii”. W odczycie tym przedstawit
on po raz plerwszy koncepcje nowej
geometrii, istotnie réznej od tradycyjnej
geometrii Euklidesa. W roku 1829 ukazala
sie w rocznikach uniwersytetu w Kazaniu
rozprawa Mikolaja Lobaczewskiego

pt. ,,O zasadach geometrii”, w ktérej
wylozyl on zarys stworzonej przez siebie
teorii.

Prawdopodobnie znaczna czesé
Czytelnikéw niniejszego artykulu odczula
pewne rozczarowanie, dowiadujac sie,

ze wielkie odkrycie Lobaczewskiego polega
na zbudowaniu teorii rézniacej sie¢ od
geometrii Euklidesa jedynie zaprzeczeniem
jednego z aksjomatéw, ktérego tresé
wydaje sie byé interesujaca jedynie dla
szczuplej liczby specjalistéw. Wielu
osadzi, ze dzielo Lobaczewskiego bylo
przystowiowa ,burza w szklance wody”,
zupelnie niewspétmierna

Zatem mozemy dowodzié wzoru Eulera dla poligonizacyt sfery, czyl
podzialu jej na wielokaty. Oznaczmy przez S liczbe wielokatow,
przez K liczbe ich bokéw (pamietajmy: kazdy bok jest bokiem
dwdch wielokatéw) i przez W taczna liczbe ich wierzcholtkdw

(S, K, W to réwniez, odpowiednio, liczba $cian, krawedzi

1 wierzcholtkéw wielodcianu).

Dowiedziemy zatem wzoru Eulera nie tylko dla wielodciandw wypuklych, lecz takze dla
wszystkich tych, ktére do sfery ,rozdmuchad” sie dadza.

Dodajac ich pola, obliczone z uzyskanego przed chwila wzoru,
otrzymujemy

dx =27 - W — 2K - 7w+ 5 - 27w.
Z lewej strony jest pole cale] sfery. Pierwszy wyraz z prawej

to suma wszystkich katéw wszystkich wielokatow — w kazdym

z wierzcholkéw skladaja sie one na kat pelny. 2K to suma ,endéw”,
liczby bokéw kazdego z wielokatéw — jest ona dwa razy wieksza od
liczby krawedzi, co juz wezedniej zauwazyliSmy. Wreszcie S to liczba
wielokatéw; bierzemy ja 27 razy, bo we wzorze wystepowata dwdjka.

To juz koniec, bo dzielac otrzymana réwnosé przez 27 otrzymujemy
wzor Eulera, czyli

W-K+5=2.

Suplement do Baraiczaka

Nie pamictam, w jakim magazynie Stanistaw Bararniczak prowadzit
rubryke , Ksiazki najgorsze” — znam ja tylko z wydania ksiazkowego.
Wyszydzal tam figlarny styl, wiadczace o nieuctwie braki jezykowe,
pustostowie, sztucznoéé — wszelka szmire. Dzis ja chee dorzucié jedna
pozycje do tej niezbyt chlubnej listy — podrecznik Whodzimierza
Janiaka pod tytulem Wstep do , Mathematica” - programu do
obliczen matematycznych, wydany przez Wydawnictwo PLJ

w Warszawie (1994).

Lektura tej ksiazki przypomniala mi wymyslona przeze mnie postac
Profesora Idziego Tyzroba. Idzi Tyzréb zaczal swa edukacje od
studiéw na uniwersytecie w Murzasichlu, gdzie zostal przyjety po
udzieleniu poprawnej odpowiedzi na pytanie ,Kto tam?”. Gdy
okazalo sie, ze nie umie pisa¢ ani czytaé, otrzymal dyplom magistra
1 zapisano go do szkoly powszechnej. Opowiadal w wiele lat potem,
ze te kilkanascie lat, jakie spedzil w szkole na zglebianiu elementarza
i rachunkéw w zakresie do 100, nalezalo do najpiekniejszych

1 najbardziej tworczych okreséw jego zycia.

Po ukorniczeniu szkoly powszechnej Idzi, teraz juz z tytulem
docenta nadzwyczajnego, wyjechal na studia doktoranckie do
Milanéwka, gdzie kontynuowal rozpoczeta w szkole powszechnej
nauke. Z biegiem lat doszed! do wspanialych rezultatéw, z ktérych

| najwazniejszy to odkrycie operatordw leniwych, znanych tez

pod nazwa operatoréw Tyzroba. Mowimy, ze A jest operatorem
leniwym, gdy A(z) mogloby sie réwnaé y, gdyby mu sie tylko
chciato. Wprowadzenie operatoréw leniwych zrewolucjonizowalo
cala matematyke. Gdy bowiem rozwiazujemy dowolne zadanie U,
wystarczy znalei¢ odpowiadajacy mu operator leniwy Len(U).



Nastepnie za$ jasno widzimy, ze nie ma najmniejszej potrzeby,
by zadanie U mialo byé rozwiazane jeszcze dzisiaj i odkladamy
robote do nastepnego dnia. Zachodzi przy tym nastepujace

Twierdzenie Tyzroba ( Tyzrobian Theorem, Tyzrobische Satz,
Théoréme Tyzrobienne, Tyzrobowskaja Tieorema): Dla kazdego
zadania istnieje odpowiadajacy mu operator leniwy.

Mimo braku wyksztalcenia humanistycznego (a takze jakiegokolwiek
innego), braku erudycji i uzdolniei, polotu, sumiennosci, a takze
elementarnej przyzwoitosci — profesor Tyzrdb pisywal artykuly,

eseje i ksiazki na tematy socjologiczne, filozoficzne i filatelistyczne.
Gagzety, w ktérych publikowal Profesor, byly kupowane juz od
wezesnych godzin rannych, a jego ksiazki staly sie podporg niejednej
poltki bibliotecznej!

Tu (uwaga, uwaga!) koniec zartéw. Program (a raczej pakief)
Mathematica jest jednym z najlepszych i najbardziej uniwersalnych
programéw do matematyki teoretycznej, zaréwno na poziomie
szkolnym, uniwersyteckim, jak 1 politechnicznym. Zostal stworzony
przez Stephena Wolframa i chyba kazdy, kto z tego programu
korzysta, zna oryginalny podrecznik Wolframa.

Nie sprawdzitem, ale Wlodzimierz Janiak jest chyba jednym

z uczniéw Idziego Tyzroba. Po pierwsze, wydana pod jego

(p. Janiaka) nazwiskiem ksiazka ,Wstep do Mathematica” jest
zwyklym plagiatem podrecznika Wolframa. To jest obecnie
karalne. Sprébujmy jednak wybaczyé Wlodzimierzowi Janiakowi

i Wydawnictwu PLJ to naruszenie prawa autorskiego. Akurat to
mozna od biedy przeliczy¢ na pieniadze i licze na to, ze sprawa
znajdzie pozytywny epilog w sadzie. Gorsze jest to, ze Autor kpi
sobie w zywe oczy z Czytelnika — trudno znalez¢ inne okreslenie na
oddanie stylu, w jakim napisana jest ta ksiazka. Stosowne przyklady
— nizej.

Jak zly uczen na klaséwce, Wlodzimierz Janiak nie rozumie,

co przepisuje. A ze nie zna matematyki nawet w zakresie szkoly
podstawowe], efekt tego Sciagania mozna streéci¢ znanym
powiedzeniem, ktére najlepiej brzmi po rosyjsku: ,,i smieszno,

1 straszno”. Wydaje si¢ niewiarygodne, zeby Autor(?) ksiazki

o matematyce wyzsze] mial klopoty z materiatem VI klasy szkoly
podstawowej. A jednak! Wymienie tylko co bardziej pikantne
przyktady.

Zamiast ,rozléz liczbe na czynniki pierwsze” pan Janiak uzywa
na stronie 36 zwrotu ,zredukuj iloczyn do sktadnikéw”, a na
stronie 157 ,podaj liste czynnikéw 1 ich wyktadniki”. Wynik to
»podzielniki podstawowe” (str. 301). Obliczenia z dokladnoscia do
ilug tam cyfr po przecinku nazywa ,z precyzja do n dekad” (str. 41
i wiele razy dalej), najzwyklejszy czworokat to ,kwadraterala”

lub ,kwadratela” (str. 127 i dalsze), reszta z dzielenia k przez n
nazywana jest ,pozostaloscia” lub ,pozostatosciami” (str. 155,
302), zamiast ,,w ukladzie pozycyjnym” mamy PRL-owsko
brzmiacy zwrot ,na bazie” (str. 155). Ciekawe jest tez okreslenie
wielobokéw — to ,wielonarozne figury geometryczne” (str. 259).
W wyrazeniu postaci Cy liczba a jest u Wlodzimierza Janiaka
ynadpisem”, b —  podpisem”. Ciekawe, jak Autor zrobitby ,wykres
tréjwymiarowy na plaszczyznie” (str. 179)! Konia z rzedem temu,
kto domysli sie, ze ,wykresl wszystkie czlony miedzy licznikiem

i mianownikiem” znaczy ,skréci¢ utamek”, a  rozlacz czlony

z najprostszym mianownikiem” to po prostu ,roztéz na utamki
proste”. Zas pdl krdlestwa 1 reke corki oferowalbym temu, kto
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z przemawiajacymi do wyobraZzni
odkryciami Kopernika, Newtona, Darwina
czy Einsteina. Nalezy jednak wziaé¢ pod
uwage, ze odkrycie Lobaczewskiego
wstrzasnelo najbardziej nstalonymi
pogladami, uwazanymi za prawdy tak
bezsporne, Ze watpienie o nich wydawalo

- sie niedorzecznoscia.

Obecnie przyzwyczailiémy sie do mysli,

ze jakkolwiek doswiadczenie potwierdza
stale prawdziwoé¢ tez geometrii Euklidesa,
to jednak mozna przypuszczaé, ze fakt
ten nie tyle jest nastepstwem absolutnej
zgodnodci tej teorii z rzeczywistoscia,

ile jedynie tego, ze odtwarza ona
rzeczywistoséé z tak dobrym przyblizeniem,
ze odchylen tych nie dostrzegamy.

W czasach jednak Lobaczewskiego myél,
ze geometria Euklidesa opisuje jedynie

w przyblizeniu wlasnosci przestrzeni,

w ktérej odbywaja sie zjawiska dwiata
materialnego, i Zze moze istnie¢ geometria
istotnie rézna od geometrii Euklidesa

— byla niezmiernie rewolucyjna. Wielki
matematyk niemiecki Gauss, ktéry

w poczatku XIX wieku, niezaleznie od
Eobaczewskiego, doszedl do podobnych
koncepcji, zrezygnowal z ich opublikowania
z obawy przed krytyka, ktéra moglyby
wywolaé idee tak rézne od ustalonych
pogladdw.

Obawy Gaussa byly uzasadnione.
Whystapienie Lobaczewskiego nie

spotkalo sie z uznaniem wspéltczesnych.
Uwazano je za dziwactwo i nonsens
pozbawiony naukowego znaczenia

i przewaznie pomijano je milczeniem

lub zbywano zlodliwymi docinkami.
Podobnie zreszta $wiat éwczesny odnidst
sie do opublikowanych w pare lat

péZniej prac wybitnego matematyka
wegierskiego J. Bolyaia, ktéry niezaleznie
od Lobaczewskiego zbudowal geometrie
oparta na zaprzeczeniu aksjomatu
Euklidesa. Obojetnosé wspélczesnych

i zlodliwa krytyka zniechecily Bolyaia

do dalszych badaf nad geometria

i spowodowaly jego odsuniecie sie

od dzialalnoéci naukowej. Natomiast
Lobaczewski nie zatamal si¢ i przez cale
swe zycie walczyl uparcie o zwycigstwo
swych idei. Oglosil on w latach 1829-1855
kilka rozpraw, w ktérych poszerzal i coraz
glebiej uzasadnial odkryta przez siebie
nowa geometri¢, wskazujac poza tym na
jej zastosowania (w rachunkun caltkowym).
Przypominal Kopernika, pracujac

w odosobnieniu, daleko od gléwnych
osrodkéw myéli naukowej, rozwijajac

z godnym podziwu hartem ducha swa
nowa, sprzeczna z ustalonymi pogladami,
rewolucyjna koncepcje. Ostatnia swa pracg
pt. ,Pangeometria” dyktuje u schytku :
swego zycia (rok 1855) schorowany i prawie
niewidomy. Bylo to w momencie, w ktérym
triumf jego idei byl juz bliski.



'ho:yzonty Po t.ym wyioml
nastapily dalsze. ;

' Nlech mi bedzie wolno za.cy“bowa,c za

matematykiem ra.dzxeclum w. 'Kostmem, o -

matematyka. a;ngiels]uego V

ktory w nastepujacy sposéb c;hamkteryzme

~ znaczenie dziela Loba.czeWSkxegu dla o
naukowej mysli wspdlczesnej: :
»Czym byl Vesale dla Galena, czym

Kopernik dla Ptolemeusza, tym byl
Lobaczewski dla Euklidesa. Miedzy
Kopernikiem i Lobaczewskim lstme_]e
ciekawe podobiefistwo — obydwaj sa

| 7 pochodzenia Stowianami, kazdy z nich

dokonal rewolucji w poglqdach naukowych

i obie te rewolucje maja réwnie domosle :

znaczenie, sa to bowiem rewolucje

w naszym pojmowaniu wszechswiata.”

W artykule tym nie moze byé mowy
o blizszym wniknigciu w zbudowana przez
Lobaczewskiego geometri¢ (zwana czasem
hiperboliczna). Poprzestang tu wiec na
parn uwagach, ktére rzuca moze troche
- $wiatla na réznice oraz na podobiefstwa
miedzy geometria Lobaczewskiego
a geometria Euklidesa.

Wspomnialem juz, ze uklad aksjomatéw,
na ktérym opiera si¢ geometria
FLobaczewskiego, rézni sie od ukladu
przyjetego przez Euklidesa jedynie
zastapieniem tzw. aksjomatu Euklidesa
przez jego zaprzeczenie. Wynika stad,

ze wszystkie te twierdzenia geometrii
Euklidesa, ktérych dowody nie opieraja
sie na aksjomacie Euklidesa, obowiazuja
tez w geometrii Eobaczewskiego.

A wiec obie te geometrie maja doéé
obszerna klase wspélnych tez, klase
stanowiaca tzw. geometrie absolutna.

Do twierdzeii geometrii absolutnej
nalezy np. twierdzenie, ze suma dwéch
bokéw w tréjkacie jest wieksza od boku
trzeciego. Podobnie jest z tak zwanymi
cechami przystawania tréjkatéw, znanymi
z geometrii elementarnej.

By daé przyktad twierdzen geometrii
Lobaczewskiego nie wystepujacych

w geometrii Euklidesa, wspomnijmy,

ze z zaprzeczenia aksjomatu Euklidesa
wynika juz (przy pomocy pozostalych
aksjomatéw), ze w plaszczyinie przez
kazdy punkt nie polozony na prostej
danej przeprowadzié mozna zawsze, nie
jedna, jak w geometrii Euklidesa, ale
nieskonczenie wiele prostych, kidre prostej
danej nie przecinaja. Warto tez wspomnieé
o niektérych istotnych réznicach obu
geometrii w zakresie wlasnosci tréjkatow.
Wiadomo mianowicie, ze w geometril
elementarnej (tj. geometrii Euklidesa),

zgadlby, ze ,dlugosé liczby (liczba pozycji) na bazie b” to po prostu
liczba cyfr danej liczby w ukladzie pozycyjnym o podstawie b.

Jeéli przettumaczymy na jezyk polski zdanie, ktére w przekltadzie
pana Janiaka brzmi: ,Wartoé¢ liczbowa z nie znanego wyniku

moze byé obliczona z zadana precyzja’, otrzymamy po prostu:
,Dokladny wynik nie jest znany, mozna go jednak obliczy¢

z dowolna dokladnoscia”.

Wreszcie, tzw. wieczny kalendarz (program wyznaczajacy dzien
tygodnia, przypadajacy w danym dniu roku) opisany jest jako

yzunifikowane obliczenie kalendarza przez zalozenie, ze kalendarz jest
ogolniem[!] pierwiastkéw mieszanych prezentowanych przez liste.”

Poniewaz Autor ma klopoty z matematyka szkoly podstawowej,
tatwo sobie wyobrazié, co dzieje sie, gdy przechodzi do licealnej

i jeszcze wyzszej. Czasami, oczywiscie, co$ sie zgadza, ale kazda
strona tekstu dowodzi, Ze Autor ma o matematyce takie pojecie, jak
ja o jezyku hiszpaiiskim (bylem kiedy$ trzy tygodnie w Madrycie

i nauczylem sie stéw potrzebnych do biologicznego przezycia: pan,
cerveza, mujer, aiuto, domani, pardon, beefsteak, Hande weg, paszol
won ty). A propos — pan Janiak byé moze zna hiszpaiski (kastylijski,
a moze i kataloniski), bo stala Catalana (po angielsku: Catalan
constant) nazwal stala katalonska.

Ale nie tylko z powodu matematyki pan Wilodzimierz Janiak nie
powinien zostaé promowany do VIII klasy szkoly podstawownj Oto
prébki stylu, jakim postuguje sie Autor podrgcznll\a dla uczniéw,
studentow 1 mltodych naukowcow:

,Kiedykolwiek zaistnieje z, Mathematica zamieni liczbe z na 5"
(str. 29),

»Dobroé dopasowania” (krzywych do danych, str. 201),

yodstuch” (str. 137),

sFunkcje tego pakietu nie tylko udowadniaja istnienie, lecz

takze tworza swiadectwo, ze dana liczba jest liczba pierwsza

(np. odpowiednio krétki zbiér danych), zeby udowodnic¢ primality
(bycie liczba pierwsza)”, str. 270,

»Rozwiazujac réwnanie algebraiczne, np.(...), kazde rozwiazanie
wzgledem z jest liczba” (str. 62) — uff, to ,rozwiazanie rozwiazujace
roéwnanie”. . .,

»Podajac inna warto$¢ dla punktu poczatkowego, wartos¢ minimum
lokalnego moze by¢ inna” (str. 64),

»Arytmetyka moze byé osadzona na dowolnej bazie od 2 do 16

1 mozna uzy¢ kazdy z kilku schematéw” (str. 272).

Autor uwaza, ze zna jezyk angielski dobrze, a Czytelnicy wcale.

I objasnia: ,alpha, beta sigma i lambda oznaczaja alfa, beta, sigma
ilambda” (str. 197 — zachowalem bledy drukarskie oryginatu).

I bardzo dobrze, jak mawial w kabarecie ,,Owca” Jerzy Dobrowolski.

Takie bedg Rzeczypospolite, jakie ich mlodziezy chowanie.
Potencjalnym odbiorca podrecznika Wlodzimierza Janiaka
bedzie uczeni lub student. Czego sie oni naucza? Zdobeda troche
wiedzy o programie Mathematica — bo przeciez dla wielu z nich
polskopodobny jezyk, jakim postuguje sie pan Janiak, bedzie
bardziej zrozumialy niz angielski. Zrozumieja, ze nie warto
niczego robi¢ porzadnie, ze tzw. dobre imie to wymysl zgnitych
intelektualistéw, ze prawo jest po to, aby sobie z niego kpié, ze tylko
frajerzy ucza sie, bo przeciez forse mozna zrobié¢ na oszustwach '
i wyludzeniach. I tak wejdziemy w XXI wiek. Powodzenia, mlodzi!
Podziekujcie Wlodzimierzowi Janiakowi 1 wydawnictwu PLJ
(Warszawa, ul. Uniwersytecka 1 m. 13, tel. (22)-659-42-83).

Michal SZUREK



Patrz w mniebo suma katéw w dowolnym tréjkacie jest

Wszystkie planety obiegaja Slofice w tym samym kierunku — fakt ten rév‘vna. ]8q stopn‘i.-W.gecfmetrii_a.b’solutrllej
wydaje sig¢ tak banalny, zZe nie poéwigca mu sie niemal zadnej uwagi. Skoro twierdzenie to e c‘ia._]e i dow"feé‘:' S
Uklad Sloneczny powstal z jakod§ wirujacej pierwotnej mglawicy, to nic fla.l.omla.?t okazal, ze PUHLE k@tcn)v tro:lk.@ta
dziwnego, 7ze nadal wszystko obraca sig jak poprzednio. Jest badz réwtna. 189 S'topnl,’ badZ mniejsza
' od 180 stopni. Zaleznie, ktdra z tych
Ale nie jest tak z rotacja samych planet — trzy rotuja w kierunku ewentualnosci zachodzi, mamy geometrig
wstecznym, tzn. przeciwnie do kierunku obiegu wszystkich planet: Wenus, Euklidesa lub geometrie Lobaczewskiego.
Uran i Pluton. W przypadku Urana jest to akurat do$¢ formalne, bo jego

0$ obrotu lezy niemal w plaszczyinie orbity. Jeseli jednak rozmiary tréjkata sa

dostatecznie male, to suma jego katéw

Nie jest tez tak z kierunkiem obiegu satelitéw planet. Wprawdzie znaczna staje si¢ bardzo bliska 180 stopniom.

ich wiekszo$¢ obiega swoje planety ruchem prostym, ale Saturn ma Ze wzrostem tréjkata odchylenie to staje

jednego satelite o ruchu wstecznym (Phoebe), a Jowisz cztery (Ananke, si¢ coraz wicksze. Fakt ten pozwala

Carme, Pasiphae i Sinope). Nawiasem méwiac te cztery nazwy dla szukaé odpowiedzi doswiadczalnej na

satelitow Jowisza zostaly swego czasu specjalnie dobrane, wszystkie koficza pytanie, czy $wiat zbudowany jest wedlug

sig¢ na ,e”. W ogdlnosci jednak nie kazdy satelita o nazwie koficzacej sie geometrii Euklidesa, czy moze wedlug

na ,e” ma ruch wsteczny. Przyczyny wstecznego ruchu satelitéw planet sa geometrii Lobaczewskiego. W tym

do dzié wladciwie nie znane. celu zmierzmy sume katéw dowolnego
tréjkata. Jezeli obowiazuje geometria

Okazuje sig, ze jest tez przyklad ruchu wstecznego w wiekszej skali. Buklidesa, suma ta powinna wynosié

Mianowicie w Warkoczu Bereniki lezy galaktyka M64 (a wiec do$é bliska doktadnie 180 stopni, jezeli obowiazuje

i jasna, skoro znalazla sie¢ w katalogu Messiera), w ktérej obszar centralny geometria Lobaczewskiego — powinna byé

o promieniu rzedu 1 kpc rotuje w przeciwng strone niz cala galaktyka. mniejsza od 180 stopni. Najbardziej jednak

Stwierdzono to kilka lat temu w wyniku radiowych obserwacji neutralnego precyzyjne pomiary nie sa calkowicie

wodorn w tej galaktyce, prowadzonych za pomoca sieci radioteleskopéw dokladne, a wigc za ich pomoca nigdy

Very Large Array w Nowym Meksyku (USA) oraz w obserwatorium nie mozemy stwierdzié, ze suma katow

w Westerborku (Holandia). Fala 21 c¢m, emitowana przez wodér, jest dokladnie réwna 180 stopniom.

Jest pozornie diuzsza, gdy obszar wodoru oddala si¢ od obserwatora, - Doswiadczenie wiec tego rodzaju nie

a krétsza, gdy zbliza — jest to efekt Dopplera powodujacy réwniez pozwoli z cala pewnoscia stwierdzi¢,

poczerwienienie lub poniebieszczenie $wiatla widzialnego pochodzacego ze obowiazuje geometria Euklidesa.

z ruchomego Zrédla. Wlasnie w M64 owo radiowe poczerwienienie Natomiast nalezy liczy¢ si¢ z mozliwoscia,

i poniebieszczenie wzglednie malej czedci centralnej jest przeciwne niz ©  %e mierzac tréjkaty dostatecznie duze

caloéci galaktyki. Przypuszcza sie, ze przeciwbiezna rotacja jest skutkiem ; (o wymiarach kosmicznych), w sposéb

tego, ze galaktyka M64 powstala z dwdch innych rotujacych w przeciwne bardzo dokladny, bedzie mozna na tej

strony. Co prawda, nikt dotychczas jeszcze tego porzadnie nie sprawdzil, drodze stwierdzi¢, Ze geometria Euklidesa

np. poprzez numeryczne symulacje. . w Swiecie rzeczywistym nie obowiazuje.

Tomasz KWAST Nowoczesne koncepcje fizyczne (teoria
wzglednosdci) przyjmuja, ze geometria
S —T . | \\\ AN T — Euklidesa daje dobre przyblizenie
ﬁ’ﬁ@, qf\"é@i;/\@‘r--g:‘_‘ rzeczywistosci jedynie w obszarach niezbyt
YR IS T ] i, W sk koot ety
.~ postugiwac sie inna geometria. Jakkolwiek
;& " nie jest nia geometria Lobaczewskiego,
. to jednak Lobaczewski byl tym, ktéry
Rozwigzanie zadania F 427. Czas stwarzajac swa geometrie pierwszy wyszed! |
i : $wiadomie i konsekwentnie poza koncepcje
przestrzeni pozostawiona nam przez $wiat
antyczny.

spadania obliczymy calkujac réwnanie
I ym) )

Stworzenie nowej geometrii jest dzielem,
ktére imi¢ Mikotaja Lobaczewskiego
ozdobilo blaskim nieémiertelnej stawy.
Dlatego tez w artykule tym méwitem tylko
o tym jego dziele. Warto jednak wspomie¢,
ze W ciagu swego pracowitego Zycia

w skromnym srodewiskn prowincjonalnego
uniwersytetu genialny ten czlowiek
napisal szereg wartoéciowych prac

réwniez z innych dzialéw matematyki
(algebry, teorii szeregéw, rachunku
catkowego). Ponadto nie uchylal sie od
prac organizacyjnych i administracyjnych,
pelniac przez blisko 20 lat obowiazki

i ~  rektora Uniwersytetu w Kazanin. Umart
24 lutego 1856 roku.

otrzymujemy pred

Po obliczeniu ca




Kompleksy cyklodekstryn,

czyli od pojedynczej czasteczki do ukladéw molekularnych

Helena DODZIUK
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Rys. 1. Wzory a-, #- i y-cyklodekstryn
oraz ich schematyczna budowa.

Na rysunku podano ich wymiary

w pikometrach.

Obecnie coraz wieksze znaczenie zyskuje badanie obiektéw, ktére sa zbudowane
z dwoch lub wiecej czasteczek chemicznych nie zwiazanych standardowym
wigzaniem chemicznym. Polaczenia takie sa obiektem badan nowego, burzliwie
rozwijajacego sie dzialu — chemii supramolekularnej. Stworzenie podstaw tej
dziedziny przez Pedersena, Crama i Lehna zostalo w 1987 roku uhonorowane
Nagroda Nobla.

Cyklodekstryny (CD) sa to makrocykliczne, czyli CH,0H

wielkoczasteczkowe, zwiazki cukrowe otrzymywane
przez enzymatyczng degradacje skrobi. Najbardziej
znane sa a-, - i v-CD o wzorach (1), (2) i (3) HO HO
z rysunku 1, zbudowane odpowiednio z 6, 7 lub 8
polaczonych jednostek glukozydowych (rys. 2).

0
Rys. 2. Jednostka glukozydowa.

B-CD (2) jest podstawowym produktem przerobu skrobi przez bakterie Bacillus
macerans, natomiast a- i y-CD (1) i (3) to wlasciwie bledy w sztuce, produkty
uboczne tej reakcji. Obecnie potrafimy tak sterowaé procesem otrzymywania CD
dobierajac warunki reakeji, ze uzyskuje sie znaczne ilosci a- i y-cyklodekstryn.
Ostatnio otrzymano CD sktadajace sie z pieciu jednostek glukozydowych, choé
wezednie] uwazano, ze jest to niemozliwe, natomiast wieksze niz v-CD sa mniej
zbadane i rzadziej stosowane, poniewaz nie sa wytwarzane na skale przemyslowa.

Jak wida¢é ze wzoréw (1)-(3), zwiazki te maja ,wneke”, do ktérej moga
»wchodzié” inne, mniejsze czasteczki. Tworza sie wtedy tzw. kompleksy
inkluzyjne, w ktérych zwiazanie czasteczki gospodarza, czyli cyklodekstryny,
z czasteczka goscia nie ma charakteru standardowego wiazania chemicznego.

Ze wzgledu na tatwos¢ tworzenia komplekséw zaréwno z niepolarnymi gazami

szlachetnymi i weglowodorami nasyconymi, jak réwniez z silnie polarnymi
czasteczkami (kwasy karboksylowe i sole), zwiazki te maja duze znaczenie
teoretyczne i praktyczne. Wedlug tadnego sformulowania Stoddarda sa

one ,uniwersalnymi pojemnikami molekularnymi zaréwno dla zwiazkéw
organicznych, jak i nieorganicznych, organometalicznych oraz metalorganicznych,
ktére moga by¢ obojetne lub wystepowaé w postaci kationu, anionu, a nawet
rodnika”. (Rodnik jest to uklad z co najmniej jednyni, niesparowanym
elektronem.) W zjawisku inkluzji podstawowa role odgrywa tzw. rozpoznawanie
molekularne, poniewaz w tworzeniu komplekséw z CD istotne jest wzajemne
dopasowanie ksztaltéw czasteczek oraz odpowiadajacych im potencjatéw
elektrostatycznych. W zwiazku z tym ze wzgledu na przyblizone rozmiary wnek
(przedstawione na rysunku 1), na ogdl wieksze czasteczki tworza bardziej trwale
kompleksy z - niz z a-CD, ich kompleksy zaé z y-CD sa trwalsze niz z §-CD.
Kompleksy takie nie sa na ogél bardzo trwate. Dos¢ tatwo rozpadaja sie one na
czynniki sktadowe, co czesto wykorzystuje sie.

Znaczenie teoretyczne CD oparte jest na zastosowaniu tworzenia komplekséw
tych zwiazkéw do modelowania reakcji enzymatycznych. Natomiast ich burzliwie
rozwijajace sie zastosowania w przemysle kosmetycznym, farmaceutycznym,
agrochemicznym i spozywezym obejmuja, miedzy innymi, stosowanie
wrazliwych na swiatlo 1 wplywy atmosferyczne herbicyddw oraz lekéw

w postaci komplekséw z CD, wytwarzanie nierozpuszczalnych w wodzie lekéw

w dobrze rozpuszczalnej formie oraz rozdzial mieszanin zwigzkéw. Na przyklad,
amatoréw herbaty Earl Grey zainteresuje zapewne fakt, ze substancje
aromatyzujace sa w niej zawarte w postaci komplekséw cyklodekstrynowych.
Podobnie nitrogliceryne (rys. 3), ktéra jest

o . 5 CH20NO,

waznym lekiem nasercowym, a Jednoc’zmr‘ne} czgsto CHONO,  Rys. 3. Waér
uzywanym Srodkiem wybuchowym, réwniez stosuje I -
sie w postaci takich komplekséw. CH20NO2  pjgrogliceryny.

Oto kilka ciekawych przykladéw komplekséw CD:
I. Kompleksy CD moga mieé postaé dtugich tancuchéw,przeciagnietych” przez
srodek cyklodekstryny. Przykladem tego typu wielokrotnie skompleksowanego

6
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Rys. 4. Lanicuchy przeciagnigte przez cyklodekstryny; a) schemat, b) wzdr.

Rys. 5. Kompleks fullerenu
2z y-cyklodekstryna.
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Rys. 6. Cyklodekstryna jako model
ENZymu.

Me Mel
Rys. 10
Me
Me
Rys. 11

zwiazku jest polimer (przedstawiony na rysunku 4), w ktérym duze podstawniki
na koricu taficuchéw zapobiegaja ,zeslizgnieciu si¢” cyklodekstrynowych
sobraczek”.

II. Jedna czasteczka goscia moze by¢ wspolna dla dwoch CD. Dzieje sie tak
w przypadku kompleksu przedstawionego na rysunku 5, ktéry to kompleks
zbudowany jest z wysokosymetrycznego fullerenu Cgg z 4-CD.

I11. Jak wspomniano, CD i ich pochodne sa réwniez uzywane jako modele
enzyméw. I tak, na przyklad, CD z rysunku 6 wplywa na przebieg reakeji
hydrolizy zwiazku z rysunku 7. W nieobecnosci CD w wyniku tej reakeji
powstaje mieszanina zwiazkéw z rysunkéw 8 1 9, natomiast po jej dodaniu
reakcja ulega przyspieszeniu, przy czym tworzy sie jedynie zwiazek z rysunku 9.
A wiec w tym przypadku CD pelni réwniez role katalizatora. Znane sa
przyklady, gdy uzycie CD jako katalizatora zwieksza szybkos¢ reakeji setki
tysiecy razy.

0
\ = _
s OPO% OH )
0 OH 0PO?
"OH
= i
CH34-(iJ—CH3 CH3—(|I—CH3 CH;—Cll—CH3
‘CH3 CHj3 CHj3
Rys. 7 Rys. 8 Rys. 9

IV. Na ogromna role wzajemnego dopasowania czasteczek gospodarza i goscia

w procesie kompleksowania, ktdre nosi nazwe rozpoznawania molekularnego,
wskazuje wysoka selektywnos¢ kompleksowania réznych dimetylonaftalenéw.
Okazuje sie mianowicie, ze kompleks zwiazku z rysunku 10 z 8-CD (2) jest okolo
100 razy silniejszy niz analogiczny kompleks zwiazku z rysunku 11.

Tak wiec kompleksy CD stanowia przyklad ukladéw supramolekularnych,

tzn. uktadow czasteczek, ktore nie sa zwiazane kowalencyjnymi wiazaniami
chemicznymi. Na przyklad, wiazanie w kompleksie CD z takim weglowodorem,
jak zwiazek z rysunku 10, powstaje dzieki bardzo licznym, aczkolwiek

bardzo stabym, oddzialywaniom dyspersyjnym, ktore nie maja kierunkowego
charakteru. W innych ukladach supramolekularnych kompleksowanie zachodzi
dzieki tworzeniu wigzan wodorowych. Graja one istotna role w organizmach
zywych. W przypadku ukladéw supramolekularnych zbudowanych z wiekszej
liczby czasteczek mowimy o zjawisku asocjacji. Ich badanie pozwala na lepsze
zrozumienie oddzialywan miedzyczasteczkowych 1 roli, jaka pelnia w zjawiskach
asocjacji, modelowaniu proceséw katalizy enzymatycznej, transportu przez blony
biologiczne itp. A wiec sa one istotne dla zrozumienia molekularnej podstawy
wielu proceséw zyciowych. Jednoczesnie, jak wspomniano powyzej, kompleksy
CD znalazly réwniez wiele zastosowan praktycznych.

Autorka dziekuje wydawnictwu VCH Publishers, New York, za zezwolenie

na wykorzystanie rysunku 1 z ksiazki H. Dodziuk ,Modern Conformational

Analysis. Elucidating Novel Molecular Structures”, ktora ukazala sie
w 1995 r.
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W twierdzenin Eulera méwi sie

o wielodcianie wypuklym. Z tego
wyprowadzamy nieistnienie tytulowego
wielodcianu. Pozostaje pytanie, czy
istnieje wieloécian niewypukly nie majgcy
ani trojkatnej éciany, ani tréjiciennego
naroza. Moze Czytelnicy znaja taki
wieloscian 7

Maia aelld

Oto nowy, atrakeyjny Znajomy Wieloscianu O Siedmiu Krawedziach,
o ktérym to wielodcianie byla mowa w §4/1996. Mianowicie

wieloscian bez tréjkatnej Sciany
i1 bez tréjSciennego naroza.

Przypominamy, ze krag towarzyski, o ktérym jest mowa, sktada sie z réznych
matematycznych obiektow, ktore nie istnieja, bo nie moga (i spokojnie godza sie
z tym faktem).

W tym, o czym bedzie mowa dalej, wykorzystamy (raz, ale dobrze) wzér Eulera:
jesli wielocian wypukly ma S écian, K krawedzi i W wierzcholtkéw, to

S—-K+W=2.

Oznaczmy teraz przez s; liczbe i-katnych écian rozpatrywanego wielodcianu
1 przez w; liczbe jego 2-§ciennych narozy. Wéwezas
S3+3:4+...=8 1 Jssbdas+...=2K
oraz
watws+...=W 1 Bws+4ws+...=2K.
Obliczajac stad 4.5 i 4W otrzymujemy
S3— 85 —28¢ — 387 — ... =45 - 2K

‘IU3—‘ID5—2'IU5-~3UJ7—~...=4I’V—2I(.

Dodajac to stronami i wstawiajac, zgodnie ze wzorem Eulera, 8 w miejsce
45 — 4K + 4W dostajemy ostatecznie

s3+ w3 =8+ (85 + ws) + 2(s6 + ws) + 3(s7+ wr) + ... > 8.
Nie tylko wiec nie ma wieloscianu wypuklego bez tréjkatnej éciany
1 tréjéciennego naroza, lecz w sumie musi by¢ takich écian i takich narozy
co najmniej 8. To minimum realizuje czworoscian, ktéry ma cztery takie éciany
1 cztery takie naroza, szeScian (0 1 8) i oSmioécian (8 i 0).

Milosnikom Znajomych Wieloscianu O Siedmiu Krawedziach polecamy
nowy trop. Poszukiwaé mozna wielodcianu, w ktérym érednia liczba bokdw
Sciany przekracza liczbe 6. Podobnie, chyba do tego samego towarzystwa
nalezy wieloscian o wigkszej od szeéciu $redniej liczbie krawedzi wychodzacych
z jednego wierzchotka. Kto wie, moze Klub ZWOSKu bedzie sie rozrastal
szybciej niz Klub 447

Marek KORDOS



Ks.Piotr Tomasik
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Szanowny Pan
Marek Kordos,
Redaklor Naczelny
Miesigcznika Delta

Szanowny Panie!

W numerze 3/1996 Deltv ukazal si¢ Panski artykul pt.
dzisiefszego $wiata. W artykule ltym znalazlo si¢ m.in. nastgpujgce
stwierdzenie: Orwarty ruch protestancki rozpoczgl sig Ipienii

Poczgick

1. Sobér Trydencki zostal otwarty 13 grudnia 1545 roku', za$ jego obrady
zostaly zamknigte 4 prudnia 1563 roku’. Podaje Pan bledng datg rozpo-
czgcia soboru.

2. Duzo wigkszym blgdem jest informacja dotyczaca ustanowiema przez
Sobor Trydencki sakramentu malzenistwa. Aby podwaiyc l¢ informacje
wystarczy podaé ,szkolny™ przyklad: krol angielski Henryk VIII ubiegal
51¢ 1 papieZa o stwierdzenie niewamosc: makzenstwa z Katarzyng Ara-
gonska w latach dwudziestych X VI wicku, co zakonczylo si¢ odmowng
decyzja Klemensa VII z roku 15317, Ostatecrny wyrok w procesic mal-
zenskim krola zapad! w roku 1534, a w parg miesigcy péinicj Henryk VIII
zerwal stosunki z Rzymem, za$ parlament oglosil Akt supremacji’. Skoro
tak, to sakrament malzenstwa istnial juz przed rokiem 1545, a wige przed
rozpoczgeiem Soboru Trydenckiego. A zatem sobér 0w nie mogl ustano-
wit tego sakramentu. Oczywiscie, nie jest to jedyny dowod na nieécistose
Panskicgo stwicrdzenia. Wystarczy siggnaé do podstawowego zbioru o-
reecaci nlogmal.yl:mw}: Kosciola, O malzenstwie jako ustanowionyin
przez Boga naucza [ Synod w Toledo (400 r.)*. Papiez Leon | w Liscie do
Rusticusa pisze w roku 458, 2e malzefistwo jest swigtq rzcczqs. Matomiast
Sobér Florencki (1438-1445) w Dekrecie dla Ormian przypomina: Siod-
mym sakramentem jest malzenstwo, bedqce obrazem zwiqzku Chrystusa z

Marcina Lutra 31 pazdziernika 1517 roku; potem byla juz lawina prote-
st przeciw przestarzalej { skorumpowanej strukturze Kosciola katolic-
kiego. Jego odpowiedziq byl sobor trydencki (1543-1563), ktory posta-
nowil zaangazowaé Kesciol glebiej w 2vcie wiernveh (np. ustanowif sa-
krament malzenstwa), a w szczegolnosci nakazal najwyzszq wage przy-
wiqzywad do ksztalcenia mlodziezy. (s5.1). Pomijam fakt, ze zdanie o, jak
i pozostale passusy dotyczace Kodciola, majg silne zabarwienie emocjo-
nalne, wszak nie jest Pan historvkiem i ma Pan, jak sadze, prawo do u-
prawiania emocjonalnej publicystyki. W zdaniu tym znalazly si¢ jednak
dwie niescislosci:

Kosciol ?‘

Wyrazam nadziejg, zc powyzsze niescislosci zostaly w Panskim ar-
tykule umieszczone pomylkowo. Zwracam si¢ z prosba o zamicszezenie
sprostowania tych blgdow.

Z powazaniem
; [
XA ’1—/3"\'1 i e B

! H.Tuchle, C.A.-Bouman, Historia Kosciola, 1. J Picsiewicz, Warszawa 1986, 5.117.
* Tamic, 5.127.

* Tamie, 5.70-71.

* Tamie, 5.72.

* Breviarium fidei. Wybsr doktrynalnych

i Kosciola, W; 1989, nr 590. Da-

Wielebny Ksieze,

serdecznie dzigkujg za list 1 przepraszam za swojg niedbalodé, ktéra

go wywolala.

Mam nadziejg, e zechce Ksiadz przyjad zapewnienie, iz
tematem mojego artykulu nie byly problemy religii, a tylko dlatego
znalazly sie tam uwagi dotyczace reformacji i kontrreformacji, ze
oba te zjawiska mialy wielki (sadzg zreszta, iz pozytywny) wplyw na
rozwd] odwiaty. Nie znajduje tez w sobie zadnych nagannych emocji
zwiazanych z ta problematyka, ale w takiej sprawie mozna sig latwo

pomyli¢ — przepraszam wigc.

i Zadania

Wszystkie zadania z matematyki
dotyczg gry w orla i reszke, w ktdrej
stawka wynosi 1 zt i do ktérej zasiadlo
dwdéch graczy: [ z kapitalem 10 zt

i Il z kapitalem 20 zl.

gwiazda
p
SRS . - el
oko obraz gwiazdy
A nalozony na

linie horyzontu

lej uiywam skrétu DF.
* BF nr 591.
" BF nr 593.

Rok 1543 zamiast 1545 to zwykla pomylka przy przepisywaniu,
informacj¢ o sakramencie malzeristwa znalazlem w popularnej
Historii Polski Topolskiego.

Jeszcze raz pragne przeprosic za swojg niesolidnosé i prosze
o wzigcie pod rozwagg, ic*nie mialem (i nie mam) najmniejszego
zamiaru wypowiadaé sie w sprawach religijnych. Nie sposéb jednak
nie zauwazyé, ze piszac o dziejach jakiejd mysli w Europie nie mozna
oby¢ sig bez choéby wzmiankowania o chrzescijaristwie.

Liczac na wyrozumialoéé, z wyrazami szacunku

R:edaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 771. Udowodnié, ze z prawdopodobiefistwem 1 gra zakoniczy si¢ bankructwem
jednego z graczy.

Rozwiazanie na str. 16

M 772. Obliczy¢ prawdopodobiefistwo bankructwa gracza I.

Rozwiazanie na str. 16

M 773. Obliczyé¢ prawdopodobiefistwo wygrania przez gracza I pierwszej gry, pod
warunkiem, ze wygral cala rozgrywke, czyli doprowadzil gracza II do bankructwa.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Krzysztof REJMER

F 427. Gdyby Ziemia zostala nagle zatrzymana w swym ruchu orbitalnym, spadtaby
na Stonice. Jak dlugo trwaloby spadanie? Srednia odlegloéé Ziemi od Slotica

h =1,5-10" m, promieri Stoiica R = 7-10® m, jego masa M = 2-10% kg, stala
grawitacji G = 6,67 - 10™! T(Tm:'

Rozwiazanie na str. 5

F 428. Sekstant jest popularnym przyrzadem nawigacyjnym sluzacym do pomiaru
wysokosci cial niebieskich. Sa to dwa ruchome zwierciadla plaskie (jedno jest
pélprzezroczyste), zaopatrzone w podzialke pozwalajaca zmierzyé kat miedzy nimi.
Sposéb pomiaru jest prosty: obserwujac przez pélprzezroczyste zwierciadlo linig
horyzontu i zmieniajac kat miedzy zwierciadlami nakladamy obraz gwiazdy na
linie¢ horyzontu. Wysoko$¢ gwiazdy jest réwna podwojonej wartoéci kata miedzy
zwierciadlami. Wyjaénié, dlaczego.

Rozwiazanie na str. 16

9

Marek Kordos



Dlaczego niebo jest blekitne?

Blekit nieba stanowi najpospolitsze zjawisko,

weiaz przez kazdego obserwowane. Zazwycza] nie
zastanawiamy sie nad jego przyczyna, chociaz jest ono
pigkne 1 osobliwe.

Blekitem nieba interesowano sie juz od
najdawniejszych czaséw, jednak wyjasnienie
pochodzenia tej barwy nastapilto stosunkowo
niedawno. Starozytni zupelnie nie znali przyczyny
blekitu nieba. Leonardo da Vinci, wiedziony
znakomita intuicja, twierdzil, ze ,blekit powietrza
powstaje dzieki grubosci oswietlonej atmosfery
zawarte] pomiedzy Ziemia a znajdujaca si¢ nad nia
ciemnoécia. Powietrze jako takie jest bezbarwne;
ma ono tym piekniejszy blekit, im glebsza jest
ciemno$¢ poza nim. Z tej samej przyczyny widzi sie
odlegte ciemne gory jako niebieskawe, blizsze zas

i jasniejsze — w ich naturalnych barwach”.

Opinia Leonarda da Vinci nie rozwigzala jednak
zagadnienia barwy nieba, gdyz nie wyjasnila, dlaczego
atmosfera ziemska $wieci blekitnym $wiatlem, skoro
sama jest, wedlug jego sléw, bezbarwna i dlaczego
nie §wieci np. $wiattem zottym. Aby uporaé sie

z tym problemem, L. Euler zalozyl, ze powietrze
sklada si¢ z czasteczek. Uwazal, ze czasteczki te

maja wlasna barwe. Byl on autorem ksiazki , Listy

do pewnej ksiezniczki niemieckiej dotyezace rdinych
zagadnien fizyki i filozofii” (tytul doéé ceremonialny!).
List XXXII tomu pierwszego z data 27 lipca 1760 roku
ma tytul: O blekicie nieba”.

»Udowodnie Waszej Wysokoéei — pisal Euler

— ze przyczyny blekitu nieba nalezy szukaé w naszej
atmosferze, przyjmujac ze nie jest ona bynajmniej
przezroczysta. .. Powietrze sklada si¢ z ogromnej ilosci
malych drobinek, ktére sa niezupelnie przezroczyste;
lecz gdy zostana odwietlone promieniami éwiatla,
zaczynaja wykonywaé ruchy drgajace, pod wplywem
ktérych powstaja nowe promienie charakterystyczne
dla tych drobinek. .. barwa tych drobinek jest
niebieskawa” .

Powietrze sklada sie z czasteczek azotu, tlenu,
argonu, dwutlenku wegla i znikomych ilosci innych
substancji. Wszystkie one sa bezbarwne. A wiec
azot, tlen 1 podobne substancje w stanie gazowym
nie pochlaniaja Swiatla widzialnego i same z siebie

- wcale nie sa niebieskawe. Wbrew stowom Eulera,
ich czasteczki sa zupelnie przezroczyste dla $wiatla
widzialnego — pochtaniaja one jedynie promienie
ultrafioletowe.

Euler nie mial wigc racji, ale dwieécie lat temu

o czasteczkach wiedziano bardzo malo. Jednak gléwna
my$l Eulera o tym, ze $wiatlo pobudza czasteczki do
swobodnych drgan $wietlnych, jest stuszna i dzisiaj.
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Zagadnienie bylto trudne i w dazeniu do jego
rozwiazania zakladano tez, ze atmosfera zawdziecza
blekit swojemu sktadnikowi — ozonowi, ktéry

w stanie plynnym jest niebieski. Ale koncepcja taka
byla bledna, gdyz mimo wszystko powietrze jest
bezbarwne, jak to juz przypuszczal Leonardo da
Vinci. Najlepszym tego dowodem jest to, ze gwiazdy
w nocy widzimy jako biale, niektore nawet jako zélte.
Gdyby powietrze lub znajdujacy sie w nim ozon byly
niebieskie, to gwiazdy przeswiecajac przez atmosfere
ziemska mialyby kolor blekitny, a Betelgeuse, Antares
oraz Mars $wiecilyby nie zdlto, lecz zielono, czego sie
jednak nie obserwuje.

Stopniowo zaczela sie szerzy¢ opinia, ze atmosfera
jest pewnego rodzaju osrodkiem metnym, a bedac
nim rozprasza promienie niebieskie. Dowodza tego
doswiadczenia. Wezmy pod uwage dym z papierosa:
dym ten wyglada, jak gdyby byl biekitny, chociaz nie
sklada sie z niebieskich czasteczek. Podobnie kropla
mleka, wpuszczona do szklanki czyste] wody, daje
zawiesine opalizujaca kolorem blekitnawym.

M. Faraday (1856) zauwazyl, ze waska wiazka
promieni slonecznych przechodzacych przez naczynie
zawierajace roztwoér zlota jest dobrze widoczna na
ciemnym tle, chociaz roztwér wydawal sie zupelnie
przezroczysty pod mikroskopem. Przypuszczal,

ze $wiatlo rozprasza sie na bardzo malych ziarenkach
zlota. J. Tyndall badal to zjawisko dokladniej

1w 1869 roku dokonal systematycznych obserwacji
§wiatla rozpraszanego przez czasteczki réznej
wielkosci. Przekonatl sie, ze gdy czasteczki zawiesiny
w gazie sa bardzo male, w §wietle rozproszonym
przewazaja fale krétkie, a $wiatlo rozproszone

Jjest prawie calkowicie spolaryzowane (rys. 1).
Najczedcie] stosuje sie stozek promieni zbieznych.
Méwimy wéwcezas o ,stozku Tyndalla”; samo zjawisko
rozpraszania nazwano zjawiskiem Tyndalla.

Swiatlo spolaryzowane — §wiatlo, w ktérym drgania odbywaja
sie tylko w jednej plaszczyinie w przeciwieristwie do dwiatla
naturalnego, w ktérym zachodzg drgania we wszystkich kierunkach.

Michael Faraday (1791-1867) — fizyk i chemik angielski, jeden

z najwybitniejszych fizykéw XIX wieku. Skroplil szereg gazdw, jak
chlor, dwutlenek wegla, amoniak. Odkryl prawa elektrolizy oraz
zjawisko indukcji elektromagnetycznej i ustalil jej ogdlne prawa.
Wprowadzil pojecie pola i linii pola elektrycznego i magnetycznego.

John Tyndall (1820-1893) — fizyk angielski. Byt nastepca Faradaya
na uniwersytecie londynskim. Znany eksperymentator z dziedziny
optyki 1 nauki o cieple.

Zjawisko Tyndalla — rozproszenie $wiatla w metnych oérodkach
o niejednorodnodciach nie wigkszych od (0,1 = 0,2)A.

William Nicol (1768-1851) ~ fizyk szkocki, skonstruowal przyrzad
do polaryzacji dwiatla, zwany nikolem.
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Rys. 1. Zjawisko Tyndalla w cieczach. § oznacza grédlo swiatla,
N = nikol, K = kolbe z badana ciecza.

Tyndall sadzil, ze rozpraszanie swiatta jest
spowodowane przez drobne pytki znajdujace sie

w gazach 1 cieczach. Aby si¢ o tym przekonac,
wykonal piekne doswiadczenie. Przez szklana rure
metrowe] dhugosci, zamknieta na obu koncach
plytkami szklanymi (rys. 2) przepuszczal wiazke
swiatta. Po opréznieniu rury z powietrza napeinit

Jja mieszanina powietrza, chlorowodoru i para
azotynu butylowego; wskutek zachodzacych reakeji
chemicznych po paru minutach tworzyla sie w gazie
zawiesina ztozona z bardzo subtelnych czasteczek.
Czasteczki te mialy prawie jednakowe rozmiary.
Rozpraszaly one swiatlo niebieskie; w miare ich
tworzenia si¢ i stopniowego wzrostu obserwator,
spogladajacy na rure z boku, dostrzegal poczatkowo
stabe zabarwienie ciemnoblekitne, ktérego natezenie
zwiekszalo sie stopniowo, przy czym barwa rozjasnialta
sie wraz ze wzrostem rozmiarow czasteczek. Zgodnie
z opisem Tyndalla ,wytwarzamy w ten sposéb blekit,
ktory moze wspolzawodniczy¢ z najczystszym niebem
whoskim, jeéli go nie przewyzsza”.

Rys. 2. Rura, ktérej uzywal Tyndall w swoich doéwiadczeniach nad
rozpraszaniem Swiatla przez zawiesiny w powietrzu.

Doéwiadczenie Tyndalla bylo bodzcem dla

J.W. Strutta, znanego pézZniej pod imieniem lorda
J. Rayleigha (n.b. tytul lorda otrzymatl on za
osiagniecia naukowe). On pierwszy opracowal teorie
blekitu nieba. Praca jego, ogloszona w czasopi$mie
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Philosophical Magazine w 1871 roku pod tytulem

»O swietle z nieba, jego polaryzacji 1 barwie” byla
epokowa w tej dziedzinie, gdyz Rayleigh po raz
pierwszy wyjasnil, dlaczego $wiatlo rozpraszane przez
osrodek metny w ogdle, a przez atmosfere ziemska

w szczegdlnosci — jest blekitne.

John Rayleigh (1842-1919) — fizyk angielski. W 1904 roku
otrzymal Nagrode Nobla z fizyki za wyznaczenie gestosci kilku
najwazniejszych gazdéw i odkrycie argonu. Zajmowal sie badaniami
nad promieniowaniem cieplnym, akustyka 1 optyka.

Rayleigh opisal rozpraszanie swiatla w przypadku,
gdy pada ono na oérodek sktadajacy si¢ z niewielkich
czasteczek kulistych. Czasteczki te powinny mieé
rozmiary drobin dwuatomowych i znajdowac si¢ tak
daleko jedna od drugiej, by mozna bylo przyjac,

ze nie oddzialuja wzajemnie. Z zalozen takich wynika,
ze natezenie I promieniowania rozproszonego jest
proporcjonalne do natezenia Iy swiatla padajacego,
do kwadratu objetosci V' czasteczek, z ktérymi swiatlo
oddzialuje, i do stezenia tych czasteczek (przez

co rozumiemy liczbe czasteczek rozpraszajacych,
przypadajacych na jednostke objetosci).

Natezenie promieniowania rozproszonego

Jjest jednoczesnie, wedlug teorii Rayleigha,
odwrotnie proporcjonalne — co tu jest' nadzwyczaj
charakterystyczne (!) — do czwartej potegi dlugodei A
fali padajacej.

Prawo Rayleigha — odnoszace sie do czasteczek
mniejszych niz 0,1 dlugosci fali swiatla — mozna zatem
zapisa¢ w postaci

I d-V?

o IU * /\—4 .

Przebieg zjawiska rozproszenia zalezy wiec od
dhugosci fali promieniowania, ktore pada na oérodek
rozpraszajacy. Je§li zatem promieniowanie padajace
jest zlozone, tzn. gdy sktada sie ono z fal o réznych
dtugosciach, mozemy oczekiwaé, ze pewna czesé tego
promieniowania ulegnie rozproszeniu w wiekszym
stopniu, inna natomiast straci w wyniku rozproszenia
mniejsza czes¢ niesione]j energii. A wiec: jezeli na
czasteczki osrodka metnego pada swiatto biale,
ktdérego promienie poszezegdlnych dhugosdei fal maja
Jednakowe natezenie, to najsilniej beda rozproszone
promienie o najkrétszej fali, w tym wiec przypadku
niebieskie. Dlugosc fali swiatta niebieskiego jest
dwa razy mniejsza niz §wiatla czerwonego. W czesci
niebieskiej widma natezenie $wiatla rozproszonego
bedzie 2* = 16 razy wigksze niz w czesci czerwonej.
Barwa blekitna musi wiec dominowaé w éwietle
rozproszonym przez atmosfere ziemska.

Naturalnie zachodzilo pytanie, co za czasteczki
stanowia oSrodek metny. Poczatkowo przypuszczano,
ze czasteczkami tymi sa zanieczyszczenia powietrza

w postaci drobnego pylu. Ale tam, gdzie powietrze jest
najczystsze 1 zawiera najmniej pary wodnej, a wiec
nad pustyniami, blekit nieba jest najpickniejszy!



Niebo jest blekitne i w gérach, na najwyzszych
szezytach, zima, gdy wszystko naokolo jest pokryte
éniegiem i atmosfera nie zawiera ani sladu pyléw,
w ktére tak obfituje powietrze wielkomiejskie.

Jeszeze w XX wieku tak wybitny eksperymentator, jak
R. Wood, bronit tezy, iz gazy czyste nie rozpraszaja
éwiatla. Sprawa pozornie wydawala sie latwa

do rozstrzygniecia, w istocie jednak nalezata do
najsubtelniejszych w fizyce doswiadczalnej. Z jednej
bowiem strony bylo niezmiernie trudno tak zbudowaé
aparature, aby moc reczyé, ze badana substancja
nigdzie nie mogla sie zanieczy$ci¢ najdrobniejszym
nawet pyltkiem; z drugiej strony niedostrzeganie
§wiatla rozproszonego (rys. 1) niekoniecznie
éwiadezylo o jego nieistnieniu. Cialo badane zawsze
musi sie znajdowaé w jakims zbiorniku. Swiatto ulega
odbiciu od $cianek naczynia. Jezeli stozek swiatla
rozpraszanego jest bardzo staby, zginie on w blasku
rzucanym przez $cianki naczynia tak, jak na ulicach
wielkiegd miasta w $wietle latarii i reklam ginie dla
obserwatora wieksza czes¢ gwiazd naszego nieba.

Trudnoéé realizacji doSdwiadczeri polegala zatem

na wyeliminowaniu $wiatta rozpraszanego przez
§cianki naczynia. W 1915 roku fizyk francuski

J. Cabannes wykazal rozpraszanie Swiatla przez gazy
czyste. Umiescil on badany gaz w jedenastolitrowym
zbiorniku zelaznym, zaopatrzonym w jedno okienko
do wpuszczania §wiatla i w drugie okienko do
obserwacji rozpraszania. Scianki naczynia zostaly
pokryte czarnym aksamitem, ktéry znacznie
skuteczniej pochlania §wiatlo niz sadza. A jednak
doswiadczenia wykazaly, ze nawet najczarniejszy
aksamit, nasdwietlony poteznym snopem promieni,
ma blask 1000 razy silniejszy od przewidywanego
Swiecenia gazu; trzeba bylo wiec swiatlo rozpraszane
przez $cianki zupelnie wyeliminowaé, by méc
obserwowaé zjawisko zasadnicze. Caly wysilek fizyka
byt w te wlasnie strone skierowany.

Na rysunku 3 przedstawiony jest schemat przekroju
przyrzadu Cabannesa. W pudetku metalowym P,
zaopatrzonym w soczewki S, znajdowala sie lampa
tukowa f.. Badany gaz zawarty byl w zbiorniku P
majacym okienka O; i Oz. Pudlo metalowe P3
ochranialo zbiornik od $wiatla zewnetrznego.
Soczewka S wytwarzala obraz ab lampy tukowej
wewnatrz zbiornika; od tego miejsca (najsilniejszego
skupienia swiatla pierwotnego) najintensywniej
wybiegaly promienie wtorne, rozproszone. Cabannes
obserwowal swiatlo fotograficznie, za pomoca

aparatu ', lub tez okularowo, zastepujac aparat
fotograficzny okiem. Rury ry, 73 1 r3 mialy
najwazniejsze znaczenie dla wyniku doswiadczen.
Rura 71, otwarta od strony a (skoénie $cieta) stuzyta
do wytworzenia czarnego tta, na ktérym ukazywalo sie
swiatlo rozpraszane. Byla ona pokryta wewnatrz (jak
1 wszystkie inne czedci) czarnym aksamitem. W glebi
tej rury dzieki wielokrotnym odbiciom, ginelo zupelnie
éwiatlo odrzucane przez écianki zbiornika Ps.
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Rury 7y 1 r3 przepuszczaly tylko promienie biegnace
wzdluz osi ab.

NP

Py

Rys. 3. Schemat przyrzadu Cabannesa.

Po zastosowaniu tych érodkéw ostroznoseci Cabannes
rzeczywiscie zaobserwowal $wiatlo rozpraszane

przez rézne osrodki gazowe. Rozpraszanie rosto wraz

z gestoScia gazu, w powletrzu bylo 5 razy, a w butanie
110 razy silniejsze niz w wodorze.

Gazy byly wyjatkowo starannie filtrowane przez
warstwy waty grubosci kilkudziesieciu centymetrow.
Jednak fizycy sceptycznie usposobieni sadzili,

ze istnieja pytki ultramikroskopowe, ktérych wata

nie zatrzymala i to wlasnie owe ziarenka zawiesiny
rozpraszaly Swiatlo, a nie czasteczki gazu. Przeciwko
takiemu pogladowi przemdéwila nastepujaca obserwacja
Cabannesa. 28 lutego 1915 roku napelnit przyrzad
$wiezym gazem i dokonal pomiaru natezenia

$wiatla rozproszonego. Z racji wypadkdw wojennych
zostal jednak zmuszony do zaniechania swoich
eksperymentéw. Po wojnie, 19 marca 1919 roku,
powtérzyt pomiar. Przyrzad przez okres czterech

lat nie byl poruszany! Pomiar rozpraszania dal .

w obydwu przypadkach identyczne liczby. Gdyby

gaz zawieral pylki, przynajmniej czeS¢ z nich
musialaby osias¢ w ciagu tak dlugiego czasu i wielkosé
rozpraszania uleglaby zmianie. Cabannes obserwowal
po raz pierwszy w dziejach nauki blekit powietrza
wytworzony w pudelku metalowym, a jego badania
potwierdzily teorie Rayleigha. Hipoteza pylu, jako
czynnika wytwarzajacego blekit, wydala sie zupelnie
zbedna. Wystarczy zalozy¢, ze to czasteczki powietrza
rozpraszaja $wiatlo sloneczne, aby zrozumieé¢ barwy
nieba. Kazda czasteczka oddzielnie rozprasza niewielka
ilos¢ swiatta, ale warstwa gruboéci kilku kilometréw,
uzyskuje stosunkowo duza jasnos$é z wyrazna
nadwyzka fioletu i blekitu (zgodnie z prawem



Rayleigha jest I ~ A~*). Rozpraszaja tez $wiatlo

i czasteczki pytéw, sadze, kropelki wody. W tym
jednak przypadku zachodzi juz zwykte rozproszenie
éwiatla bialego, gdyz rozmiary tych czasteczek sa
wieksze od dlugoéci fali swietlnej. Tym tlumaczy sie
fakt, ze zanieczyszczone powietrze wielkich miast
silnie rozprasza éwiatlo, wskutek czego przyjmuje
ono w mieécie odcieri bialawy. To samo dotyczy nieba
nad oceanem, gdzie obfito$é pary wodnej powoduje
rozpraszanie $wiatta bialego nadajac niebu odcient
biatawy. W wysokich gorach i na pustyniach, gdzie
pary wodnej jest malo, niebo przyjmuje glteboki kolor
blekitny.

Teorie lorda Rayleigha uzupelnili M. Smoluchowski

1 A. Einstein. Udowodnili oni, ze centrami
rozpraszajacymi $wiatlo sa nie tylko same czasteczki
osrodka, ktérym moze byé powietrze, ale réwniez
przypadkowe ,nagromadzenia” czasteczek, zdarzajace
sie ustawicznie w malych objetosciach powietrza

(rzedu A3), na skutek ich beztadnego ruchu cieplnego.

Owe fluktuacje gestosci wytwarzaja dodatkowa

1 grubsza ,ziarnisto$¢” osrodka, silniej rozpraszajaca
$wiatlo anizeli poszczegdlne czasteczki. W gazach
fluktuacje przejawiaja sie jako lokalne rozrzedzenia

i zageszczenia zachodzace w czasie. W cieczach
wystepuje podobne zjawisko, z ta tylko réznica,

ze fluktuacje w dwu sasiednich czesciach objetosci
cieczy nie sa niezalezne, poniewaz czasteczki w cieczy
sa zwiazane silami spdjnosci i jedna czasteczka
pociaga za soba druga. Smoluchowski obliczyt
natezenie Swiatla rozproszonego przez gaz, a Einstein
— przez ciecz. Jak wykazaly ich obliczenia, rozmiary
tych czedci oérodka, ktére maja mniejsze lub wicksze
fluktuacje w normalnych warunkach, sa znacznie
mniejsze niz dlugosé fali swiatta widzialnego. Dlatego
teoria Smoluchowskiego i Einsteina prowadzi

do tych samych wnioskéw w stosunku do zaleznosci
natezenia $wiatla rozproszonego od A, jak réwniez do
charakteru polaryzacji $wiatla rozproszonego, co teoria
Rayleigha. g

Fluktuacje — przypadkowe odchylenia wartosci wielkosci fizycznych

od ich wartodci srednich.

Marian Smoluchowski (1872-1917) — fizyk polski, jeden

z najwigkszych fizykéw poczatku XX wieku. Stwarzyl teorig
opalescencji, ruchéw Browna, roztwordw i koagulacji zawiesin.
Przyczynil si¢ do powiazania teorii kinetycznej z termodynamika.
Badal granice stosowalnosci II zasady termodynamiki, poglebiajac
przy tym zrozumienie istoty zjawiska fluktuacji.

Prace Smoluchowskiego i Einsteina pozwolily wiec na
wyjasnienie blekitnej barwy nieba jako nastepstwa
rozpraszania Swiatla przez lokalne zaburzenia gestosci
(fluktuacje) powietrza.

Fluktuacje powietrza rozpraszaja duzo $wiatla
fioletowego (na ktére oko jest malo czute), duzo
éwiatla niebieskiego i blekitnego (na ktoére oko jest
bardziej czule) oraz nieco zielonego 1 zélttego. Ztozenie
tych barw daje barwe niebiesko-blekitna.

Na zakoriczenie warto przypomnieé, ze w rozprawie

z 1911 roku pt. ,Ewolucja teorii atomistycznej”
Smoluchowski pisal, ze biekit nieba stanowi dowdd
istnienia atoméw dla kazdego, kto umie wyciagnaé
wnioski z tego pieknego i codziennego zjawiska.
Literatura

M. Minnaert, ,Swiatlo i barwa w przyrodzie”, PWN,
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Na marginesie artykulu , Dlaczego niebo jest blekitne?” warto przytoczyé notatke
i lorda Rayleigha ,Harmonic echoes” zamieszczona w Nature w 1873 roku. Lord
Rayleigh omawia w niej przypadek opisany w ksiazce Brewera ,On Sound and its

Rozwigzanie zadania M T73. Niech
1 / rozwigzaniu

(AN B) _P(B|A)P(A)
P(B) P(B)

_(l=pu)% e DR |

I
P{A|B)=

1 30 2~ 20

Phenomena”. Autor ksiazki opisuje miejsca, w ktérych echo powtarza czysty ton

w innej tonacji niz ta, w jakiej zostal nadany. Slynne miejsce o tej wlasciwosci mialo

. sie znajdowa¢ nad jeziorem Killarney w Irlandii. Rayleigh delikatnie zakwestionowal

opis Brewera (,trudno uwierzyé, ze ten opis jest $cisly”), jednak nie odrzucil go jako

czystego wymyslu. Sam zaobserwowal echo, ktdére odbite od plantacji jodel, znajdujacej

_ sie po przeciwnej stronie doliny, podnosilo kobiecy glos o oktawe, nie wplywajac na
glos meski. Jak pisal Rayleigh ,nie mialem pojecia, ze takie zjawisko bylo kiedykolwiek
obserwowane, ani ze jest mozliwe, ale wkrétce uéwiadomilem sobie, ze wyjaénienie jest
podobne do wyjasnienia blekitnego koloru nieba, jakie zaproponowalem rok czy dwa

lata wezeéniej. W chwili obserwacji mialem w teczce prace poswiecona zaburzeniom fal
déwiekowych przez obiekty male w poréwnaniu z dlugoécia fali. W takim przypadku
sita odbicia czy tez raczej zmiany kierunku fali, charakteryzujace przeszkode, silnie
zaleza od czwartej potegi dlugosci fali. W przypadku dZwieku zlozonego, jakim jest
ludzki glos, jego skladowe w réZznym stopniu zostaja zaburzone przez przeszkode.
Grupa malych przeszkéd moze odbié dZwigk wyzszy o oktawe od podstawowego tonu
relatywnie szesnascie razy silniej niz ton podstawowy.”

Tak wiec rajlejowskie rozpraszanie odpowiedzialne za blekitny kolor nieba nie jest

zjawiskiem wylacznie optycznym, ale takze akustycznym.
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
: : Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delly

Skrét regulaminu

’ Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 3. Szkice

, ’ rozwiazah zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwoch

_l _, lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnogcia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélczynnik trudnoéci danego zadania:
WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sumg ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbg oséb,
Termin nadsylania rozwigzan: ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

31 VIIT 1996 lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

l Zadania z fizyki nr 219, 220 Redaguje Jerzy B. BROJAN

219. Jeden koniec nierozciagliwej i niewazkiej nitki o dlugoéci I jest przymocowany
do pewnego punktu na powierzchni bocznej walca o promieniu r, a drugi koniec

— do malej kulki znajdujacej si¢ w odlegloéci I+ r od osi walca (rys. 1). W chwili
poczatkowej kulka byla niernchoma, a walec wprawiono w ruch obrotowy ze stala
predkoécia katowa w wokél jego osi. Gdy nitka sie nawinie, z jaka predkoscia kulka
uderzy w walec? Na kulke dziala tylko sila wywierana przez nitke (pomijamy sile
ciezkosci 1 opory ruchu).

220. Trzy woltomierze mierza napigcia na trzech ,czarnych skrzynkach” polaczonych
szeregowo (rys. 2). Poczatkowo napiecia byly réwne zeru, a gdy do ukladu przylozono
stale napiecie 60 V, pierwszy woltomierz wskazal napiecie 10 V, drugi 20 V,

a trzeci 30 V. Po pewnym czasie napigcie na pierwszej ,czarnej skrzynce” wzrosto

do 30 V, na drugiej zmalalo do 10 V, a na trzeciej zmalalo do 20 V. Po jeszcze
dluzszym czasie napiecia wynosily kolejno: 20 V, 30 V i 10 V. Zaprojektowa¢ jak
najprostsze wnetrze ,czarnych skrzynek”, ktére da taki efekt. Mozna przyjac,

ze woltomierze nie zaklécaja mierzonego napiecia (maja bardzo duzy opér
wewnetrzny).

Rys. 2

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 1/1996

Przypominamy tres¢ zadan:

211. Ze wzoru Bernoulliego (tzn. z zasady zachowania energii) wynika, ze predkodé strumienia
cieczy o gestodci ¢ wyplywajacego z naczynia pod cisnieniem p jest réwna v = /2p/ 0. Jedli
otwdr jest na wysokosci h pod poziomem wody, to p = pgh, a z drugiej strony wysokosé

p spadku wynosi b — h, zatem czas spadku t = y/2(b — h)/g. Odleglos¢ osiagnigta przez

strumien w ciagu tego czasu wymnosi vt = 24/h(b — h). Wyrazenie to osiaga maksymalna
warto$é réwna b dla h = b/2. Zatem punkt P bedzie niedostepny dla strumienia cieczy
P wtedy, gdy a > b. Inaczej méwiac, prosta a = b jest obwiednia rodziny parabol (strumieni
- m wytryskujacych przez rézne otworki).

212. Sila dzialajaca na obwdd w polu magnetycznym jest opisana calka
F=I§dlxB.

Rys. 3

Okazuje sie, ze taka sama calka 3( dl X B (oznaczymy ja symbolem C) wyst¢puje réwniez
we wzorze na sile elektromotoryczna indukeji £ = d®/dt. Zauwazmy bowiem, ze gdy cewka
przesuwa sie o odcinek dr, kazdy elementarny odcinek obwodu dl zakresla réwnoleglobok
o polu dS = dr x dl (wektor dS jest skierowany prostopadle do réwnolegloboku). Odpowiednia
zmiana strumienia wynosi dS - B = (dr x dl) - B = dr - (dl x B), a dla calego obwodu
otrzymujemy d® = dr - fdl x B=dr x C, czyli £ = v - C, gdzie v jest predkoscia cewki.
Dla cewki bezoporowej ta ,zewngtrzna” sila elektromotoryczna réwnowazy sig¢ z SEM
samoindukcji, czyli
dr

v-C= -LE S
Ponadto spelnione jest réwnanie ruchu cewki

ma=F=1IC.

Biorac skladowa v réwnolegla do C i podstawiajac jedno réwnanie do drugiego otrzymujemy
réwnanie ruchu harmonicznego o czestotliwosci v = C/(2nvmL) = F/(2w1v/ml). (Przy okazji
sprawdziliémy, ze znaki w réwnaniach byly prawidlowe — inaczej otrzymalibysmy nieskonczone
przyspieszenie cewki, niezgodne z zachowaniem energii.)
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Zadania z matematyki nr 321, 322

1-44

Redaguje Marcin E. KUCZMA

321. Po nieskoficzonej szachownicy porusza sie (m,n)-kon, czyli figura, ktéra

w kazdym ruchu przemieszcza si¢ o m pdél poziomo i n pdl pionowo — lub odwrotnie:

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazarn
zadan 303 (WT=3,43) i 304 (WT=1,51)
z numeru 8/1995

Leslaw Skrzypek - Rzeszow 45,80
Miroslaw Matlgga — Skoczdw 44,04
Adam Czornik - Bytom 41,29
Piotr Lipifski — Radom 39,33
Jan Ciach - Ostrowiec Sw. 28,93
Tadeunsz Jézefczyk - Poznan 36,66
Henryk Kornacki - Augustéw 36,45

Pan Skrzypek przekroczyl 44 punkty
po raz trzeci (i jest siedemnastym
Weteranem matematycznym); pan
Matlega: po raz pierwsay.

n poziomo i m pionowo (tak wigc (2,1)-kort to zwykly skoczek). Wyznaczyé wszystkie
pary liczb naturalnych m,n > 1, dla ktérych (m,n)-koni, startujac z dowolnego pola
szachownicy, moze osiagnaé¢ kazde inne pole.

322. Dane sa liczby naturalne m, g > 1 oraz liczba p okreélona przez réwnanie
1 1 O : e = =

= 4 = = 1. Obliczy¢ czesé catkowita sumy 171/2 4 271P 4 4 (m? — 1)1/,
P q

Zadanie 322 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadaii z matematyki z numeru 1/1996

Przypominamy tresé zadan:

313, Ciag (x,) jest okredlony wzorami: ey = 7/3, #,41 = ¥pcosa, dlan=10,1,2,. Wy kazad,
Ze szereg E z;‘i jest zbiegny i ze jego suma jest liczbg mniejszq od 7/3
314. Na plaszczyinie dane sa dwa kwadraty A1 B1C1 Dy 1 Ao BoC D ;, jednakowo zorienlowane oraz

tak polozone, ze Ay # Az,
wtedy, gdy |B1Ba| = |D1 Dl

313. Funkcja g(z) = (1 — cosz)/z? ma w przedziale (0; 1)
pochodna ujemna:
g'(z) = 2~ *(a? sinz — 22(1 — cosz)) = 2273 (sinz) (1 — tg 12);
jest wiec w tym przedziale malejaca. W takim razie

o(@) 2 9(3m) = $7=2  dla = € (0; 1n),
czyli

coszr <1-— %7:'_2172

dla = € (0; %ﬂ'}
Wszystkie wyrazy rozwazanego (malejacego!) ciagu (zn) leza
w przedziale (0; ‘1517) Zatem

-2..2
Tn

cosxngl—%r dlan=0,1,2,::3

po pomnozeniu stronami przez xy (i prostym przeksztalceniu):

xi’, o %rg(xn — Zn41) dlan=0,1,2,....
Dla sum czesciowych badanego szeregu otrzymujemy stad
oszacowanie

3 3.2 73 =2
=z 4.4zl = é-?r?{xo—:l:n-l-l) < ;ﬂgro— 5?7'3!

wigc ostatecznie

314. Rozpatrzymy dwa przypadki:

(I) Proste A;Cy 1 A2C> sa réwnolegle. Wtedy kwadrat

As BoCy Dy jest obrazem kwadratu 4, B;Cy D,

w przeksztalceniu, ktdre jest albo przesunieciem, albo
jednokladnoscia o skali A # 1, o srodku w punkcie przeciecia
prostych 4 A2 1 C1C,. W pierwszym z tych podprzypadkdéw
zachodze! oba badane zwiqzki {Al Ag [|C;Cg i |81 Bgl = 1D1D21 },
a w drugim nie zachodzi Zaden z nich; teza jest spelniona.

(II) Proste A1C1 i A2C5 nie sa réwnolegle. Oznaczmy punkt
ich przeciecia przez S (rysunek; uwaga: punkt S moze takie
lezeé na odcinkach 4;C4 1 A2C5, ale dalsze rozumowanie
jest prawidlowe i w takiej sytuacji; nieufnym Czytelnikom
proponujemy wykonanie rysunku).

19

Ci # Ca. Udowadnié, ze proste

A1 Ag | €105 8y réwnolegle wtedy | tylko

Dowsd implikacji (A1A2||C1C2) = (|B1Bz| = |D1D2]).

Jesli A1 45||C1C2, to na mocy twierdzenia Talesa

|SC2| : |SC1| = |SAz]| : |SA1|; oznaczmy wspdlng wartosé tych
stosunkéw przez A. Niech f bedzie zlozeniem jednokladnosci

o érodku S i skali A z obrotem wokdl punktu S o kat skierowany
©= L(“S_A—;, gA—g’) = Z(S_C;, ﬁ)‘ Zachodza réwnosci

f(A1) = Az, f(C1) = Cy. Przeksztalcenie [ jest podobienstwem;
w takim razie réwniez f(B1) = Bz, f(D1) = D». Zatem
L(5B1,5B;) = £(5D;,5D3). Ponadto |SBi | = |SD1|,

|SB2| = |SD2|, skad wniosek, ze tréjkaty SB1 Bz i SD1D3 sa
przystajace, i wobec tego |B1Bs| = |D1D>|.

Dowdéd implikacji (|B1Bz| = |D1D2]) = (A1 42][|C1C2).
Odwracamy poprzednie wnioskowanie. 7 réwnosci

|B1B3| = |D1 D3|, |SBy| = |SD1|, |SB2| = |SD3|

wynika, ze tréjkaty SB1 B> i SDj D5 sa przystajace.

Teraz okreslamy przeksztalcenie (podobieristwo) f

jako zlozenie jednokladnoéci o érodku S i skali

A= |SB3|: |SB1| = |SD2| : |SD1| 2z obrotem wokdél punktu S
o kat skierowany ¢ = L{ﬁ;, §§;) = L(S—JDi, S__Dg) Zachodza
réwnosci f(B1) = Ba, f(D1) = D2, z ktérych wnosimy, ze takze
(A1) = Az, f(C1) = C2. Stad |SAz]| : [SA1| = |SC2| : |SCh],
i na mocy (odwrotnego) twierdzenia Talesa: A1 A>||C1Ca.



Kacik olimpijski (16)
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Rozwingzanie zadania F 428,
Rozwazmy zwierciadlany kat

ienny o,
enia na pierwsze

dwus Niech kat padania

prom zwierciadlo bedzie

na drugie 4,

rowny .

any na rysunku kat
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G jako kat
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prezez promienle | rawny 2(v 4+ 4).

Jednoczesnie v 4 o, poniewaz
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do T,

widad 2 rysunku, zard

i o dopelniajyg kat Ostatecznie
fil

Doy

Wielky zalety sekstantu jest prostota

|i|l\r..:(‘ll\l}l 1 ZE ':1|n1|1n.:

Jlego ly d pomiaru

moznn dokonadé

na kolyszacym sig

pokladzie (np. statku).
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Nozwigzanie zadania M 771
1w kapital znajdujacy sie w grae

¥
wygralby 30 razy 2 rzedu, (1[1[},[ musiatby

Gdyby zatem bankructwo

. Poniewasz

wl, wige gdy jeden z

zbankrutowad.

mialo nie nastgpi¢ az do 30n rzutdw,

wyniki gier o numerach od 1 do 30 nie
moglyby byé takie same, ani wyniki gier
o numerach od 31 do 60,

od 61 do 90,...

ani o numerach
, ani o numerach
od (30n — 29) do 30n nie moglyby byé

takie same. Prawdopodaobienstwo takiego

zdarzenla jest, oczywiscie, réwne

1 n=—230 n =200
{(1-2 -2_]':{]—3 ]

Zatem prawdopodobienstwo tego, ze gra
trwaé bedzie nieskoriczenie dlugo, jest
rdwne granicy tego wyragenia pray

n dazgeym do nieskoriczonosci, czyli 0.
Stad prawdopodobienstwo zdarzenia
przeciwnego jest rdwne 1.

..}

Rozwigzanie zadania M TT2. Jesli
Pa 0Znacza prawdopodobienstwo tego,
ze gracz o kapitale n zl zbankrutuje
grajac 2 graczem o kapitale (30 - n) 21,
to
Prn=1 4 Pn4i

1‘!“ — f.
Istotnie, gracz ma w pewnej chwili n al,
gdy w poprzedniej mial (n = 1) al i
(2 prawdopodobiefistwem 1) wygral,
lub gdy mial (n 4 1) 2l 1 (takze
z prawdopodobienstwem 1) przegrat
Zatem (p, ) jest ciggiem [1.'1'_\.'1.ntr::L)-'c?,nym.

Poniewaz pg = 11 pag = 0, wiec latwo
ali¢ ze =140 - 2
ustalic, ze pyp = i = §-

O pewnej sprytnej metodzie (czeéé II)

W poprzednim kaciku olimpijskim O pewnej sprytnej metodzie (I) przedstawiliSmy kilka
zadaf. By je rozwiazaé, nalezalo ,sprytnie” dobraé pewna funkcje¢ i skorzysta¢ z dosyc
oczywistego stwierdzenia:

Niech P bedzie niepustym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych i funkcja f: P — R
spelnia warunek f(z) > 0 dla kazdego x € P. Jezeli liczby x1,...,z, nalezg do P, to
fle1) +...+ f(za) 2 0.

Po przesledzeniu przykladéw i zadai z poprzedniego kacika rodzi sie oczywiste pytanie:
jak znale#é taka funkcje, ktéra praktycznie rozwiazuje cale zadanie? W ponizszym
przykladzie sprébujemy ,wyprowadzi¢” wzér defininjacy odpowiednia funkcje.

1. Liczby nieujemne zi,..., T, spelniaja warunek: z1 + ... + z, = 1/2. Dowies¢, ze
l—z1 1—x 1—1z, 1

- ; -9
(*) Ttz 14 1+2s — 8

Kiedy zachodzi réwnosc?

Mozemy dodatkowo zalozyé, ze z; € [0,1/2], gdyz liczby nieujemne spelniajace
warunek 1 + ...+ z, = 1/2 naleza do przedziatu [0,1/2]. We wszystkich
nieréwnoséciach dowodzonych przez nas poprzednim razem mieli$imy do czynienia
z suma f(z1) + ...+ f(zn), a nie z iloczynem f(z1) ... f(xn). Przeksatalémy wige
lewa strong w nieréwnosdci (#) tak, aby doprowadzié¢ ja do postaci sumy n skladnikéw.
W tym celu zlogarytmujmy obie strony nieréwnosci:
1-—- T 1- In

b (350) +ootha (7552) 2 -lne.

Funkcja, ktérej szukamy, bedzie zatem miala postaé:

f(a:)—ln( )+A9:+B

Zastanéwmy si¢ teraz, kiedy zachodzi réwnoéé w nieréwnosci (*). Nietrudno zgadnaé,
ze na przyklad wtedy, gdy jedna z liczb z; jest réwna 1/2, pozostale zas sa zerami.
Zatem nasza funkcja f powinna mieé miejsca zerowe w punktach 01i 1/2. Mamy wiec
0=f(0)=In1+Boraz 0= f(})=—-In3+3A+ B,skad A=2In3, B=0. Tak
wiec

f(x)—]n( T )+(2ln3

i funkcja gotowa. Sprawdzenie, czy owa funkcja faktycznie ,rozwiazuje”
pozostawiamy Czytelnikowi.

zadanie,

W kolejnym przykladzie podamy jedynie wskazéwke, jak uproscié¢ zadanie (chodzi
o dowéd dobrze znanej nierdwnodci o srednich).

2. Udowodnié, ze dla liczb dodatnich ai,...,a, zachodzi nieréwnosé

a1 +az+...+a
1+ax+...+ L Ty T o)

n
przy czym réwnoéé ma miejsce jedynie wtedy, gdy a1 = az = ...

= S

Wskazdwka: Podstawiajac z; = ai/ {/a; ... a, dostajemy do udowodnienia nieréwnosé
21+ ...+ Tn > n przy zalozeniu zy -... -z, = 1.

Proponujemy rozwiazaé jeszcze kilka podobnych zadai.

3. Kazda z liczb rzeczywistych zi,..., s, nalezy do przedziatlu [—1,1]. Liczby te
spelniaja warunek #3 + ... 4+ z2 = 0. Dowieéé, ze 1 + ...+ oo < /3.

4. Liczby ax (k =1,2,...,n) naleza do przedziatu [0,2], przy czym ) ar > n.
k=1
Wykazaé, ze

(éa;) —ngu((Tat)-n).

= k=

5. Liczby z1,..., 2, naleza do przedzialu [a, b], przy czym a + b > 0. Dowies¢, ze

Tito2t.. e ab U (T S M . 1)
n{a + b)

n “a+bd
6. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 2, wyznaczyé maksymalna wartosé sumy liczb
naturalnych ki, kz,..., k. spelniajacych warunek k3 + k3 + ... + k2 < Tn.
Krzysztof CHEEMINSKI
Waldemar POMPE
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Zbieznos$é rozbieznych

lle wynosi suma 1 —1+1—-14+1—-1+4+...7? Wydaje
si¢, ze takie pytanie moze zadaé tylko ktog, kto nie ma
zielonego pojecia o szeregach. Powszechnie przeciez
wiadomo, ze jest to szereg rozbiezny i jego suma nie
istnieje. Bardziej precyzyjnie, clag sum czastkowych nie

ma granicy, bowiem sumy te sa na przemian réwne 1 lub 0.

My to wiemy, ale czy zawsze tak bylo?

Préby badania sum nieskoriczonych podejmowano juz
w starozytnosci, ma to swoje odbicie w paradoksach
Zenona. Zainteresowanie szeregami wzroslo, gdy zaczal sig¢
rozwija¢ rachunek rézniczkowy i calkowy. Na przelomie
XVII i XVIII wieku oraz w wieku XVIII nzyskano wiele
ciekawych 1 waznych rezultatéw. Matematycy tego okresu
dobrze sobie radzili z szeregami, chociaz pojecie to nie
bylo precyzyjnie okreslone — polegano gléwnie na wyczuciu
i intuicji. Wéréd wielu probleméw spore emocje wzbudzilo
nieskonczone dodawanie na przemian jedynek i minus
jedynek, czyli ile wynosi suma

1-14+1~141-141—-1+4...
Jesli szereg ten zapiszemy w postaci

Pt eI 33 =1 LT
to mamy réwno$¢ S =1 — S, co daje S =1/2.
Rozumowanie to obecnie jest nie do przyjecia. W wieku
XVII i XVIII taki sposéb dowodzenia byl jednak zupelnie
naturalny. Poprawnos¢ ,wyniku” potwierdzaly inne fakty.
Badany szereg mozna uzna¢ za szereg geometryczny
o ilorazie —1, a wiec suma bedzie réwna T_'(l':Tjs czyli
znéw 1/2. Albo inaczej: znane jest rozwiniecie

1

1+ =z
Po wstawieniu za z jedynki mamy jeszcze jedno
potwierdzenie badanej zaleznosci. Tak, miedzy
innymi, rozumowal Guido Grandi na przelomie
XVII i XVIII stulecia. Wnioskowal on réwniez,
ustawiajac odpowiednio nawiasy, ze suma
(1—1)4+(1—=1)4 (1 —1)+... musi by¢ réwna 0. Grandi
nie widzial w tym zadnej sprzecznosci: ,réwnosé” 0 = 1/2
miala uzasadmac¢ fakt, iz Swiat powstal z niczego.

:l—x+r2—x3+x4—“.

Tym problemem zajal si¢ réwniez Leibniz w 1713 roku.
Wypisal on kolejne sumy czastkowe otrzymujac
1,0,1,0,1,.... Leibniz uznal, ze ostateczna suma musi by¢
érednia arytmetyczna czastkowych rezultatéw, czyli bedzie
to 1/2. Rozumowanie Leibniza akceptowali: Jacob, Johann
i Daniel Bernoulli, a nawet Lagrange.

Czytajac te uzasadnienia pewnie nsmiechamy sie

z wyrozumialoscia — nie bylo poprawnej definicji, stad
caly zamet. Nalezy jednak pamietaé, ze zbieznosé szeregu
to sprawa umowna; uméwilidmy sie, ze pewne szeregi
bedziemy nazywaé zbieznymi, inne za$ nie.

Dlaczego tak, a nie inaczej? Bo takie podejécie wydaje
si¢ najlepiej odpowiadaé naszej intuicji. Ale czy zawsze?
Jesli przyjmiemy inne kryterium, to bedziemy mied
inne warunki zbieznoéci, czasem zupeinie odlegle od
wyobrazen. Lecz takie ,dziwne” podejicie moze mieé
bardzo wazne zastosowania praktyczne; intuicja lub
przyzwyczajenia nieraz juz zwodzily i dopiero prakiyka
musiala to weryfikowad.

Moglibyémy, na przyktad, sumowaé szeregi wedlug
nastepujace] zasady.
o0

Dla danego szeregu liczbowego > a, tworzymy szereg

n=>0

o0
potegowy ) anz". Jedli szereg ten jest zbiezny dla
n=0
0 <z <1,ajegosuma f(z) madla x — 17 granice g,
tj. lim f(z) =g, to liczbe g nazywamy uogdlniona
T—1=
suma szeregu wyjséciowego. Przy takiej definicji szereg
1—14+1—1+4+1—...masume uogdlniona 1/2. Tak wigc
intuicja idaca w tym kierunku daje si¢ uzasadni¢ formalnie.

Opisana metoda, nazywana czasem metoda szeregow
potegowych, jest jedna z wielu metod rozszerzenia
pojecia zbieznosci szeregéw. Ciekawe, ze w kazdej z nich
przemienny szereg jedynkowy ma zawsze sume 1/2.

Musimy wiec byé bardzo ostrozni, gdy zechcemy
krytykowa¢ pomysly 1 intuicje naszych poprzednikéw. ..
Zdzislaw POGODA

Prosta przechodzi przez ognisko

Kolo Matematykdéw Studentdw UlJ organizuje konkurs na
cytat miesiaca i cytat roku. Odbywa sie to w ten sposdb,

ze oryginalniejsze stwierdzenia, wypowiedziane przez
wykladowcdw i prowadzacych éwiczenia, sa zapisywane przez
studentéw na specjalnej, ogélnodostepnej kartce. Po zakonczeniu
miesiaca studenci (stawiajac krzyzyki przy odpowiednim
cytacie) wybieraja CYTAT MIESIACA. Po zakoniczeniu roku
akademickiego w analogiczny sposib wybiera si¢ CYTAT
ROKU.

Milo nam zakomunikowaé, ze cytatem roku 1994 /95 zostalo
wybrane zdanie wypowiedziane przez czlonka redakcji
EPSILONA! Gléwna nagrode otrzymal Marcin Poiniak, ktory,
wreczajac studentowi poprawiona prace pisemna, powiedzial:

— To nie jest znak zapytania, to jesi... obawiam sig... ocena.

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzistaw Pogoda, Ananiasz Poémiechowski, Marcin Pogniak.

Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakdw, z dopiskiem ¢
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