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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21)

Wplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesingee. Cena
jednego numeru w 1996 roku wynesi 2 zl. Pray wplacie prosimy o zaznaczenie okresu
Prenumera I‘._\’.

W prenumeracie zagraniczne] (tez przez okres co najmniej trzech miesigey)

cena numery wynosi w 1996 r. 4 gl. W preypadku gyczenia dostawy drogg lotnicza
adpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numern AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-wa, nr 1586-T7T578-136
WARUNEKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na III kwartal 1996 r. wynosi 6 zl
3. Wplaty na prenumerate prayjmuja na teren kraju:
- a) jednostki kolportazowe ,Ruch” 5.A. wladciwe dla miejsca zamieszkania lub
siedziby prenumeratora; dostawa egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposob,
— b)) od oséb zamieszkalych lub instytucji majacych 1zibe w miejscowosciach,
w ktdrych nie ma jednostek kolportazowych RUCH, wplaty nalezy
wnosi¢ na konto ,RUCH"” 5.A. Oddzial Krajowe] Dystrybuc)i Prasy
w PBK S.A. XIII Oddzial Warszawa 3T0044-16551 lub w kasach Oddzialu
Warszawa, ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedzialku do piatko
w godsz. B0 400
dostawa w takim przypadku odbywa sie poczta zwykla w ramach oplacone)
prenumeraty, tzn. ,pod opaska”.
4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyssza od krajowe).
Whplaty przyjmuje ,RUCH"” 5. A. na konto lub w kasach Oddzialu. Dostawa odbywa
sie poczta zwylkla w ramach oplacone) prenumeraty, z wyjatkiem zlecenia dostawy
droga lotnicza, ktérej koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.
Terminy przyjmowania wplat na prenumerate krajowa 1 zagranicansa ze zleceniem
dostawy za granice od osdb zamiesgkalych w kraju:
do 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
do 20 II na II kwartal,
do 20 V na III kwartal,
do 20 VIII na IV kwartal.
6. Zlecenla na prenumerate dewizowa, przyjmowane od cséh zamieszkalych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym.

o

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela \RUCH” S A,
Oddzial Krajowe] Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-10-39,
620-10-19, 620-12-T1 w. 2442, 2366,
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Stanislaw Lem, ,Cyberiada,
Wyprawa trzecia, ceyli smoki
prawdopodobieristwa’

. Jak wiademo, smokdw nie ma.
Prymalywna ta konstatacja wystarczy
moze umyslow: prostackiemu, ale
nie nauce, poniewa: Wyzsza Szkola
Neantycana tym, co istnieje, weale sig
nie zagmuje; banalnosé istnienia zostala
juz udowodniona zbyt dawne, by warte
jej pofwigcad chodéby jedno jeszcze
stowo. Tak tedy genialny Kerebron,
zaatakowawszy problem metodami
scislymai, wykryl trzy rodzaje smokdw:
zerowe, urojone 1 ujemne. Wszystkie
one, jak sie rzeklo, nie istniejq, ale
kazdy rodzaj w zupelnie inny sposdb. ..

O tym, czego nie ma

Aby pisa¢ o tym, co nie istnieje — a to whasnie chcieli$my uczyni¢ (i uczynilismy)
w tym numerze — najpierw musieliémy zastanowic sie, co tez naprawde znaczy
istnie¢. Juz pierwsze proby okreélenia, na czym polega istnienie, wykazaly
niezbicie, ze pojecie to zupelnie inne ma znaczenie w kazdej z trzech ,flagowych”
dyscyplin Delty.

Whrew pozorom najproscie] jest okresli¢, co to znaczy istnieje, w matematyce
(co weale nie oznacza, ze tatwo jest sprawdzi¢, czy atrybut ten jest nalezny
temu badZ innemu pojeciu). Gdy w matematyce o jakims obiekcie twierdzimy,
ze istnieje, oznacza to, iz wykonujac zupelnie dowolne manipulacje intelektualne
na definiujacych go wtasnoéciach nigdy nie doprowadzimy do sprzecznosci,

do przypisania mu przeczacych sobie nawzajem cech.

Wypada jeszcze wyjaénié, ze zupetnie dowolne manipulacje intelektualne to
rozumowania zgodne z logika, a przeczqce sobie cechy to takie, ze definicje jedne]
z nich mozna uzyskaé przez postawienie zaprzeczenia przy definicji drugiej.
Wyjasniaé zaé, co to znaczy zgodne z logikq, juz nie bedziemy, by nie wpasé

w pulapke zwana regressus ad infinitum, czyli cofanie si¢ z wyjasnieniami do
nieskonczonosci.

Mimo tej ostatniej wady (to jest faktu, ze w koiicu i tak trzeba na jakims
poziomie przestaé dociekaé) matematyczne istnienie jest pojeciem doéé prostym:
istnienie to niesprzeczno$é. Pozwala to stwierdzié z cala pewnoscia,

np. ze podzielna przez 4 liczba nieparzysta nie istnieje. W numerze podane sa
mniej oczywiste przyklady.

W fizyce jest niby tak samo, ale pojecie niesprzecznosci jest zdecydowanie inne.
Obiekt nie istnieje, gdy doéwiadczenie nie potwierdza jego — wydedukowanych
z matematycznego modelu — cech. Jest wiec to istnienie znacznie wezsze niz

w matematyce.

Zbudowanie niesprzecznego w sensie matematycznym modelu jakiejs
prawidlowosci nie gwarantuje nam, ze owa prawidlowos¢ istnieje — potrzebne jest
jeszcze, by znane nam fakty nie staly w sprzecznosci z zadng sposréd wlasnosci
tego modelu. Jest to troche tak, jakby matematyczne twierdzenia uznawac za
prawdziwe dopdty, dopdki nie zostanie podany kontrprzyklad. Daje to jednak
bardzo pozyteczne wyniki: nie istnieje w ten sposéb np. ani catkowita préznia,
ani absolutne zero, jako stan catkowitego bezruchu, ani gaz doskonaly, czyli ten,
ktéry spelnia réwnanie Clapeyrona, choé¢ kazdy z tych obiektéw ma niesprzeczny
model matematyczny.

Jeszeze bardziej restrykeyjna jest astronomia. Tu uznajemy, ze dany obiekt
istnieje dopiero wtedy, gdy nie do$¢, ze ma niesprzeczny model matematyczny

i nie doéé, ze zadnym jego przewidywaniom nie przecza obserwacje, ale gdy

na dodatek sprawdzimy, ze zaden inny znany badZ dajacy si¢ pornysle¢ model
matematyczny nie pozwolitby réwnie dobrze opisa¢ obserwowanych faktéw.

7 takich wzgledéw z punktu astronomii nie istnieje np. czarna dziura w centrum
naszej Galaktyki — mogltaby by¢é i wiele by to wyjasnialo, ale to co wida¢

(a widaé niewiele) mozna wyjasni¢ na jeszcze pare innych sposobow.

Mamy wiec rézne poziomy, na ktérych uznajemy istnienie takich czy innych
obiektéw, zjawisk, sil czy prawidlowoscei. Latwo tez stwierdzié¢, ze inne nauki czy
dziedziny zycia dostarczaja jeszcze innych poziomdw znaczenia slowa wsinieje.
Warto jednak zauwazy¢, ze w kazdej z sytuacji uznanie czegos za istniejace badz
nie, jest kwestia obowiazujacej w danej sferze myélenia arbitralnej nmowy, choé
potwierdzona jest ona zawsze przez zgode powszechna.

Co wiece], nie ma dziedziny, choéby tylko czasami penetrowanej przez ludzki
intelekt, w ktérej owo pojecie istnienia nie ewoluowaloby, nie zmieniatoby sie.
Ale to juz inna historia.

Redakeja



Moéwimy, ze funkeja f jest ograniczona,
jesli istnieje taka liczba M, ze dla
wszystkich zespolonych z mamy

|f(2)] < M.

Wielomian, ktéry nie ma pierwiastkéw

Jak wiele innych waznych twierdzen matematyki, zasadnicze twierdzenie algebry,
udowodnione przez Carla Friedricha Gaussa w ostatnim roku osiemnastego
stulecia, informuje nas, ze pewne obiekty nie istnieja. Mianowicie, nie ma
takiego, réznego od stalej, wielomianu zmiennej zespolonej, ktéry nie znikalby

w zadnym punkcie plaszczyzny zespolonej C (kto nigdy nie styszal o liczbach
zespolonych, niech zajrzy najpierw do artykulu Zbigniewa Marciniaka

o tréjwymiarowym mnozeniu).

Dzié znanych jest wiele dowoddw zasadniczego twierdzenia algebry, cheialoby
sie rzec, jeden piekniejszy od drugiego. Zaden, niestety, nie nadaje sie do
tego, by zwiezle i ze wszystkimi niezbednymi szczegdlami przedstawié

go Czytelnikom Delty. Dla ciekawych — szkic dwdch réznych dowoddéw nie
korzystajacych wecale z metod algebraicznych.

Dowdd pierwszy opiera sie na dwdch lematach, z ktérych zasadnicze
twierdzenie algebry wynika natychmiast.

Lemat 1. Jesli P : C — C jest wielomianem, to istnicje taki punkt z, € C,
w ktorym funkcja |P| ostaga swdj kres dolny.

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze dla punktéw z lezacych poza duzym kolem
domknietym K'(0, R) modul wielomianu jest duzy, zatem kresy dolne zbioréw
{IP(2)] : ze C}i{|P(2)| : z € K(0,R)} sa réwne. Funkcja |P| jest ciagla,
wiec na zwartym zbiorze K (0, R) osiaga swdj kres dolny.

Lemat 2. Niech P bedzie wielomianem niezerowego stopnia. Jesh zy € C jest
takim punktem, ze |P(zo)| < |P(z)| dla wszystkich z € C, {0 wtedy P(z) = 0.

Dowdd tego lematu jest trudniejszy i znacznie bardziej techniczny, lecz mozna go
przeprowadzi¢ dysponujac jedynie elementarna wiedza o liczbach zespolonych.

Najprosciej jest dokonaé reductio ad absurdum a robi sie to tak.

Mnozac w razie potrzeby wielomian przez stala i przesuwajac jego

wykres, mozna zalozy¢, ze zg = 0, P(zg) = ag > 0. Przypuéémy tez,

ze wielomian P nie zawiera dodatnich poteg z mniejszych od k-tej,

P(2) = amz™ +am_12""1 + ... + arz* + ap. Zatem ar = exp(i¢). Wtedy,

dla z = éexp(i(m — ¢)/k), mamy arz* = —6% < 0. Zatem |apz* 4 ag| < ag dla
malych é > (. Nietrudno teraz wykazaé, ze dopisanie pod modutem pozostalych
wyrazow wielomianu nic nie popsuje: jest ich skorficzenie wiele 1 wszystkie sa
blisko zera nieskonczenie mniej wazne niz azz*. Dokladny dobdr 8 zostawiamy
wytrwalym Czytelnikom.

Dowdéd drugi wykorzystuje tzw.
Twierdzenie Liouville’a. Zaloimy, ze f : C — C jest funkecjq ograniczona.
Jesli f jest rdazniczkowalna w kaidym punkeie, tzn. dla kazdego z € C islnieje
granica
i z) — f(=

i £ = £(0)

1=z Z— 2
to f jest toisamosciowo réwna pewnej stalej.

Dowdéd tego faktu mozna znalezé w dowolnym podreczniku teorii funkeji
zmienne] zespolonej. Warto zauwazyé, ze gdy liczby zespolone zastapié
rzeczywistymi, to twierdzenie Liouville’a bedzie falszywe (przyklad:

f(z) = 1/(* +1)).

Przypuéémy teraz, ze P jest takim wielomianem zmiennej zespolonej,

ze P(z) # 0 dla wszystkich z. Nietrudno wtedy zauwazyé, ze funkeja dana
wzorem f(z) = 1/P(z) spelnia wszystkie zalozenia twierdzenia Liouville’a
(ograniczonoéé¢ funkeji 1/P wynika, podobnie jak Lemat 1 w pierwszym
dowodzie, z obserwacji, ze modul wielomianu nie moze byé maly na zewnatrz
pewnego duzego kola). Zatem, 1/P = const, a wiec takée P = const, co konczy

dowdd zasadniczego twierdzenia algebry. P | STRAELECKT
AQWEL i LI
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Punkt materialny

W mechanice czesto poshugujemy sie pojeciem punktu materialnego. Rozwazajac
ruch ciala redukujemy je do punktu obdarzonego masa. Ma to proste
uzasadnienie w stosunku do gwiazd na niebie 1 ich ruchéw obserwowanych z
Ziemi; rozmiary gwiazd sa zaniedbywalne w stosunku do ogromnej odlegtosci,
jaka nas od nich dzieli. Gorzej jest, gdy zastepujemy punktem pitke, siekiere lub
samochdd. Czy ma to jakies uzasadnienie?

Ruch ciala sztywnego (to tez pewna idealizacja — cial absolutnie sztywnych

w rzeczywistoéci nie ma) mozna zlozyé z dwdch prostych rodzajéw ruchdw:
ruchu postepowego srodka masy 1 ruchu obrotowego dookota srodka masy. Jesli
nie interesuje nas ruch obrotowy lub go po prostu nie ma, zast(gpu_]emy cialo
przez jeden punkt, ktéremu przyplsu_]emy mase calego ciala 1 piszemy réwnania
ruchu dla tego punktu. Znajac jego polozenie bez trudu mozemy odtworzy¢
poloaema wszystklch 1nnych rzeczymstych punktéw ciala satywnego. Srodek
masy moze, ale nie musi znajdowac sie we wnetrzu ciata (na przyklad dla
obreczy: érodek ciezkosci nie jest zadnym z jej punktow).

Czy mozemy wiec powiedzieé, ze cho¢ punkty materialne w przyrodzie

nie istnieja, to sa wygodnym elementem opisu ruchéw rzeczywistych,

a wiec rozcigglych cial? To prawda, ale niepelna. Najbardziej elementarne
(zgodnie z dzisiejsza wiedza) obiekty, takie jak elektrony i kwarki, uwazamy

za pozbawione struktury twory punktowe obdarzone masa. (Z kolei inny
elementarny obiekt, jakim jest foton, masy nie ma, a w wielu sytuacjach
zachowuje sie jak fala, nie jest wiec dobrze zlokalizowany w przestrzeni.)
Oczywiscie, mamy tu do czynienia z dwoma réznymi koncepcjami punktu
materialnego. Raz jest to fikcyjny obiekt ulatwiajacy opis ruchu ciata, drugi raz
jest to najbardzie) elementarny, rzeczywisty skladnik materii. A wiec punkty
materialne jednak istnieja? Niech za odpowiedZz wystarczy fakt, ze jeszcze nie
tak dawno proton i neutron takze uwazano za twory punktowe, ale rozwéj fizyki
wysokich energii sprawil, ze obecnie wiemy, iz maja one wewnetrzna strukture

- sa zbudowane z trzech punktowych(?) kwarkéw. A zatem mozemy nadal pytac,
czy istnieja rzeczywiste punkty materialne, a jedyna odpowiedz na to pytanie
brzmi: nie wiadomo. R

Cialo doskonale czarne

w teoril promieniowania.

s
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Ciala doskonale czarnego (c.d.cz.) nie ma. Kazde bowiem cialo w jakims$ stopniu
odbija padajace na nie promieniowanie, natomiast wedtug definicji, c.d.cz.
niezaleznie od swojej temperatury, powinno catkowicie pochlaniaé padajace

na nie promieniowanie i to bez wzgledu na jego sktad widmowy. Dlaczego

wiec poshugujemy sie tym pojeciem? Ot6z promieniowanie c.d.cz., tzn. jego
natezenie i rozklad widmowy, zalezy jedynie od temperatury tego ciata 1 moze
by¢ obliczone teoretycznie, dzieki czemu pojecie to ma szczegdlne znaczenie

Wtasnosel c.d.cz. najlepiej przybliza duza wneka z malym otworkiem

i wewnetrznymi sciankami, ktore maja taka sama temperature, nie przepuszezaja
promieniowania i czesciowo je pochlaniaja. Promieniowanie padajace na otwdr
wneki doznaje wewnatrz niej wielokrotnego odbicia 1 zostaje prawie catkowicie
pochloniete. Jedli écianki wneki maja wysoka temperature (np. temperature
wnetrza pieca), to promieniowanie wychodzace przez otwér z dobra dokladnroscia
ma charakterystyki zblizone do promieniowania c.d.cz. — w szczegdlnosei nie
zaleza one od materiahu, z jakiego jest wykonana wneka.

W przyrodzie istnieje jednak promieniowanie, ktére prawie idealnie pasuje
do c.d.cz. Pomiary wykonane w ciagu ostatnich kilku lat przez satelite COBE
wykazaly, ze tzw. promieniowanie reliktowe, wypelniajace caly Wszechéwiat
promieniowanie elektromagnetyczne nie pochodzace od gwiazd, galaktyk czy tez
materii rozproszonej, z dokladnoscia rzedu 10~° zgadza sie z promieniowaniem
c.d.cz. o temperaturze 2,73 K. Jest ono pozostaloscia po Wielkim Wybuchu.

Na szczgsme zaobserwowane odstepstwa widma promlenlowama 1911Lt0weg0 od
promieniowania c.d.cz. na poziomie 107° pozwalaja na wyjasnienie pochodzenia
galaktyk i gwiazd w teorii Wielkiego Wybuchu.

JK.



Sfera niebieska

Sa dwa systemy wykladania astronomii: w jednym
zaczyna sie od obiektéw najblizszych i zjawisk
najtatwiej widoeznych, w drugim zaczyna sie

od Wszechéwiata calg reszte traktujac jako jego
fragmenty. Dominuje system pierwszy. Chyba zawsze
zaczyna sic wtedy kurs astronomii od wprowadzenia
obiektu, ktérego zasadnicza cecha jest to, ze nie
istnieje, mianowicie sfery niebieskiej. To znaczy, przez
jakie$ dwa tysiace lat ludzie (nawet kompetentni)
upierali sig, ze ona istnieje, no bo przeciez kazdy ja
widzi, gdy w pogodna noc stanie pod gwiazdzistym
niebem. Byla to tzw. sfera gwiazd stalych, jednak
od kilkuset lat méwito sie o niej z coraz mniejszym
przekonaniem. Obecnie sfera niebieska, cho¢ nie
istnieje, jest nadal sceneria wszelkich zjawisk
niebieskich — co akurat jest banalne, ale jest tez
obiektem, na ktérym konkretnie okresla sig

Kanaly na Marsie

Kanaly na Marsie odkryl w roku 1877 Giovanni
Virginio Schiaparelli. Z oczywistych powoddw
wywolalo to ogromne zainteresowanie. Zaczely
powstawaé liczne mapy sieci kanatow, zreszta nie
catkiem zgodne, co nie przeszkodzito, ze Percival
Lowell zalozyl we Flagstaff (Arizona, USA)
obserwatorium, ktérego priorytetowym zadaniem
mialo by¢ whasnie badanie Marsa i innych planet.
Badacz ten w tymze obserwatorium odkryl wiele

lat péiniej Plutona, on tez pierwszy wysunal
przypuszezenie, ze kanaly stanowia sieé irygacyjna
zbudowana przez mieszkancéw Marsa. | tak sprawa
ciagneta sie praktycznie do lat 70. naszego wieku.

W Marsjan malo kto juz wtedy wierzyl, ale dopiero
sondy kosmiczne wystane ku Marsowi stwierdzity na
sto procent, ze kanaléw po prostu nie ma. Owszem, na
zdjeciach przestanych przez sondy widaé puste koryta
dawnych rzek, widac¢ rézne wawozy, ale wszystkie

Schwytany satelita

Jezeli dwa punkty materialne maja rozbiegnac

sie do nieskonezonosel, to ich catkowita energia
mierzona w ukladzie srodka masy (tj. suma ich energii
kinetyeznych 1 wzajemne] grawitacyjnej) musi byé
réwna zeru lub dodatnia. Podobnie, jezeli biegna ku
sobie z nieskonczonosci, to ich energia jest nieujemna,
tory sa krzywymi otwartymi, a wiec ciala te spotkaé
sie moga tylko raz. Jest wiec wykluczone ztapanie

sie takich dwoch punktéw materialnych na orbity
zamknicte. Aby orbity otwarte przeszly w zamkniete,
calkowita energia obu cial musi staé si¢ ujemna, a to
jest mozliwe, poniewaz realne ciala nie sa punktami
materialnymi. Np. cze$¢ energii moze przejéc
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wspolrzedne, uprawia trygonometrie, dzieki czemu
mozna zrecznie przedstawié wszystkie problemy
dotyczace wschoddw 1 zachoddw, pdr roku, precesji,
nawigacji itd. - krétko méwiac, uprawiac¢ astronomie
sferyczna.

Sfera niebieska nie jest, oczywiscie, jedynym
przykladem obiektu nieistniejacego fizycznie, a pray
tym bardzo pozytecznego i dlatego istniejacego

jako idea. Takimi sa przeciez niezliczone obiekty
wprowadzane w matematyce i w fizyce. Jednak

sferze niebieskiej kilka tysiecy lat temu przypisywano
autentyczna materialnosé (co prawda jej budulec mial
byé ,nie z tej ziemi”), z czego zrezygnowano nie tak
znowu dawno, nikt nigdy natomiast nie twierdzil,

ze materialne sa: prosta, rogata sfera, albo lagranzian
czy funkcja falowa. ESIG

sa efektem zwyczajnych proceséw geologicznych, nie
ma natomiast §laddéw obiektéw sztucznych.

Fenomen kanaléw na Marsie nie ma chyba zadnych
odpowiednikéw w historii astronomii. Obecnoéc
kanaléw przez niemal stulecie nie ulegata wlasciwie
watpliwosci, zludzenie usprawiedliwialo wydawanie
duzych pieniedzy na programy naukowe. Bo ze bylo
to ztudzenie, prébowano dowodzi¢ duzo poiniej.
Stwierdzono mianowicie doswiadczalnie, ze oko
czlowieka jest sklonne laczyé w regularny wzor
plamki nieregularnie rozrzucone na jakims tle

i ogladane w warunkach uniemozliwiajacych widzenie
poszczegdlnych plamek. Ale moze nie jest calkiem
zle, ze czlowiek ma zhudzenia. By¢ moze bez

tego ztudzenia Wells nie napisalby swojej ksiazki

o Marsjanach, nie powstaloby stynne obserwatorium
i moze zainteresowanie laikow Wszechswiatem byloby
jeszcze mniejsze. T K.

w energie rotacji cial (wskutek oddzialywania
ptywowego) albo w ich energie termiczna (powdd
ten sam); jeden obiekt moze zostaé zahamowany

w atmosferze drugiego (co zreszta tez prowadzi do
zamiany czesci energii mechaniczne] na termicznal),
wreszcie cze$é energii moze uniesé trzecie cialo, jak
zapewne nierzadko dzieje sie w gesto wypelnionych
gwiazdami gromadach kulistych. Podejrzewa

sie, ze niektdére satelity w Ukladzie Slonecznym
zostaly przez planety schwytane, w szczegdlnosel
satelity o ruchu wstecznym (tzn. obiegajace planete
w kierunku przeciwnym, niz planeta rotuje lub
obiega Stonice), jednak problem ten jest daleki od
ostatecznego rozwiazania. T



Suf Dgllee b @

O kilku zbiorach, ktérych nie ma

Céz prostszego, jak stworzyé zbidr z dowolnych
prawdziwych Iub wymy$lonych obiektéw! Czyz zbidr
nie jest po prostu pewna konstrukcja myslowa?
Wystarezy zatem pomysleé o owych obiektach jako
o elementach jednego zbioru -1 juz.

Jak picknie. Niestety, mniej wiece) 90 lat temu
Bertrand Russell wpadl na pomyst, by rozwazy¢ zbior
(nazwijmy go Z), do ktérego ma naleze¢ kazdy taki
zbidr, ktéry nie jest sam swoim wlasnym elementem,
i tylko takie zbiory. Inaczej mowiac,

Z={X: X¢X}.
I oto okazalo sie, ze cos jest nie tak jak trzeba.
Mianowicie, czy Z € Z7 Jeéli tak, to Z nie moze
naleze¢ do 7, bo nie spetnia wymaganego warunku.
Jeéli nie, to musi naleze¢ do Z, bo spelnia wymagany
warunek. Ta sprzeczno$é kaze wnioskowaé, ze taki
zbidr Z nie moze istniec.

Mamy tu pierwszy przyklad zbioru, ktéry nie

jest zbiorem, bo go nie ma. Przyklad okazal sig
zreszta bardzo przydatny, bo matematycy zajeli sie
budowa takich podstaw teorii mnogosci, by podobne
sprzecznosci nie mogly wystapié.

Swego czasu Georg Cantor udowodnil, ze kazdy
zbiér ma mniej elementéw niz podzbioréw. Méwiac
nieco doktadniej, jesli w jakikolwiek sposéb
przyporzadkujemy kazdemu elementowi (dowolnego)
zbioru A pewien podzbiér zbioru A, to na pewno
zostanie jeszcze sporo podzbioréw ,bez przydzialu”.
(Méwiac jeszeze dokladniej, moe zbioru A jest ostro
mniejsza od mocy zbioru P(A) wszystkich podzbioréw
zbioru A.) 7 tego twierdzenia Cantora (spytajcie
dowolnego studenta matematyki po I semestrze
studiéw, czy styszal o twierdzeniu Cantora!) wynika
kilka ciekawych wnioskéw pozytywnych, ale takze
wiele negatywnych, czyli takich, ktére méwia o tym,
ze co§ nie istnieje.

Po pierwsze, nie istnieje ,zbior wszystkich zbioréw”,
czyli taki zbidr, do ktorego nalezy kazdy zbidr.
Istotnie, przypusémy, ze U jest takim zbiorem.
Wiedy kazdy jego podzbiér — bedac zbiorem — jest
Jednoczednie jego elementem, a zatem U/ ma nie
wiecej podzbiordw niz elementéw — sprzecznosé

z twierdzeniem Cantora.

Wida¢ mieli$my za duze wymagania. Moze
uda sie utworzyé zbior wszystkich zbiorow
jednoelementowych?

Takich jest przeciez duzo mniej niz wszystkich
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zbioréw. .. Niestety. Gdyby taki zbior, powiedzmy J,
istnial, to dla dowolnego zbioru A elementem

zbioru J bylby jednoelementowy zhiér {A}. Ale
wtedy wzielibysmy sume zbioréw nalezacych do J
(czyli zbidr zlozony ze wszystkich takich elementow,
ktére naleza do chocby jednego elementu zhioru J)

- a zgodnie z aksjomatami teorii mnogosci, suma
zbioréw nalezacych do jednego zbioru jest znowu
zbiorem — i okazaloby sie, ze elementem owej sumy
jest kazdy zbiér. Rzeczywiscie, zbidr A jest elementem
zbioru {A} nalezacego do J. A przeciez juz wiemy,

ze taki zbidr nie istnieje! Zateém nie istnieje takze zbidr
wszystkich zbioréw jednoelementowych.

A czy istnieje zbiér ze 149 podzbiorami? Znéw pudtio.
Nie istnieje tez zbidr, ktéry mialby dokladnie 196
albo 245 280 podzbioréw. Uzasadnienie tej tezy nie
wymaga sprawdzenia kazdego zbioru 1 policzenia jego
podzbioréw. Po prostu liczba podzbioréw skonczonego
zbioru n-elementowego (oczywiscie, zaden zbidr
nieskonczony nie ma doktadnie 149 podzbioréw!) jest
réwna 2". Co wiecej, ten fakt powinien byé¢ znany
wielu uczniom szkoly éredniej, a w kazdym razie tym,
ktérzy widzieli kiedy$ nastepujaca réwnodé:

(o) + (D +-+ (a2 1)+ () =2

traktowana jako wlasnosé kombinatoryczna. A przeciez
(%) to nic innego jak liczba k-elementowych
podzbioréw zbioru n-elementowego! Zatem

27 jest liczba wszystkich (a wiec 1 0-elementowego

i l-elementowych, ... i n-elementowego) podzbioréw
zbioru n-elementowego.

Dobrze, jeéli nie 149 i nie 196, i nie 245 280, to moze
da sie znalezé zbidr, ktéry mialby tyle podzbioréw,
ile jest liczb naturalnych (czyli przeliczalnie wiele)?
Nie watpie, ze nie spodziewasz sie juz, drogi
Czytelniku, odpowiedzi pozytywnych w tym artykule.
I rzeczywiscie. Zaden zbidr skoficzony nie ma tylu
podzbioréw, bo ma ich tylko skonczenie wiele. Jesli
natomiast A jest zbiorem nieskonczonym, to ma

co najmniej tyle elementéw, ile jest liczb naturalnych,
bo po wyjeciu n elementéw z A — dla dowolne)

liczby naturalnej n — mozemy jeszcze znalezé w nim
kolejny, (n + 1)-szy element. Jesli tak, to z twierdzenia
Cantora wynika, ze A musi mieé¢ wiecej podzbioréw
niz jest liczb naturalnych!

Po tym wszystkim mozna zapytac, czy w ogdle istnieja
jakies zbiory. Tak. Na pewno istnieje zbior pusty.

Wiktor BARTOL



Wzory na pierwiastki wielomianu stopnia 5

Kazdy uczen szkoly $redniej wie, ze gdy zna sie wspdlezynniki tréjmianu
kwadratowego, to mozna jawnymi wzorami wyrazi¢ pierwiastki tego tréjmianu.
We wzorach tych wykonuje sie (skoriczona liczbe razy) tylko cztery dzialania
arytmetyczne 1 pierwiastkowanie.

Podobnie rzecz sie ma z wielomianami stopnia trzeciego 1 czwartego. Sa wzory
(bardziej zawile niz w przypadku tréjmianu kwadratowego) wyrazajace

o z\ zz\\ (@) pierwiastki takiego wielomianu poprzez jego wspétezynniki.
Od niemal 200 lat wiadomo (Ruffini, Abel, Galois), ze nie ma wzoréw

Metoda stycznych Newtona to i Sk 1 . 2 ; ; ; et
nastepujacy sposéb znajdowania pozwalajacych wyrazi¢ pierwiastki wielomianu stopnia w1rgksvjcgo 0(! 4 jako
przyblizonych rozwigzari réwnania funkcje wspdtezynnikéw tego wielomianu, o ile cheemy ograniczy¢ si¢ do
gk =1 . wykonywania (skoriczona liczbe razy!) tylko czterech dziatan arytmetycznych
1. Wybleramy (odgadujemy) poczatkowe h k % _— . b % T twierd p Hiela i anm e
DEa ki aiite SeEv RARRIR: i wyciagania pierwiastkow réznych stopni. To twierdzenie o ni : 3
2. Gdy mamy juz przyblizenie powinno przerazaé inzyniera, ktéry przypadkiem natrafi na réwnanie stopnia
to nastepne przyblizenie znajdujemy ze  piatego. Istnieja bowiem znakomite sposoby (np. metoda stycznych Newtona),
o fzn) ktére pozwalaja na przyblizone znajdowanie pierwiastkéw takiego réwnania

Tptl = Tn — ) ’ ’ .

: t f(za) z dowolna z gory okreslona doktadnoscia.

Cazytelnik, ktéry zna definicje pochodnej, " .

gechce sprawdzi¢, %e @,41 jest miejscem  Kto przeszed} przez podstawowy kurs analizy matematycznej, styszal zapewne,
Ze‘ow-"mdswcz.“cj do W-"":SE‘ I PR calki nieoznaczonej [ e~ dx nie mozna wyrazi¢ przez funkcje elementarne
poprowadzone)] praez punkt (Fy, Tn , 1 . - ¥ 2 AT 1 J L i A
CHeti iyAinek), Cdy. £/ 6a za pomocy skon.c:a(.)ne_] llczby‘dzmlan a_rytmetyczn.y ch. 1 F:I\k)«?l..(_l‘:_l,lllft fu]ll\(.‘].l, bez .
monotoniczne, to przyblizenie #,41 ma  stosowania przejécia do granicy. To twierdzenie niewiele rézni si¢ od twierdzenia
% reguly dwukrotnie wigeej dokladnych Ry ffiniego-Abela—Galoisa, w tym sensie przynajmniej, ze oba twierdzenia maja
yfi, ni% @y, X .
i dowody korzystajace z tych samych metod. P.S.

Cieplik

Ponad sto lat badan nad rozszerzalnoscia cieplna ciat dzieli pierwszy termoskop
Galileusza z roku 1592 od termometru rteciowego skonstruowanego przez
Fahrenheita okoto roku 1715. W tym czasie nauczono sie dokladnie poréwnywacé
temperatury cial odkrywajac ,po drodze” anomalna rozszerzalnoéé termiczna
wody, a takze obalajac starozytne jeszcze przekonanie, ze nasze cialo jest
chtodniejsze w nocy niz we dnie (Santorio, przed 1634 rokiem). Wyobrazano
sobie przy tym, ze zmiana temperatury ciala jest zwiazana z pochlanianiem

lub oddawaniem otoczeniu subtelne] materii nazwanej cieplikiem. Poczatkowo
sadzono, ze sklada sie ona z malych i bardzo przenikliwych atoméw obdarzonych
ciezarem. Pézniej (w latach 1760-1780), gdy Lavoisier wykazal, ze zmiana
ciezaru zarzonych prébek jest zwigzana z reakcjami spalania, cieplik stal

sie niezniszezalnym 1 niewazkim plynem. W takiej formie teoria cieplika

(po wprowadzeniu pojec ciepla whaéciwego i ukrytego ciepla przemiany stanu
skupienia) doskonale zgadzata sie z precyzyjnymi pomiarami kalorymetrycznymi
Blacka i pozwalala przewidzie¢ temperature koncowa dowolnej mieszaniny

ciat stalych i cieczy, o ile tylko znane byly masy i temperatury poczatkowe
sktadnikéw. Wsparta autorytetem Lavoisiera przetrwala niemal do polowy

XIX wieku. Jeszcze Sadi Carnot formutujac w rozprawie Réflexions sur la
puissance motrice du feu (1824) twierdzenie o niemozliwosci skonstruowania
maszyny cieplnej, zamieniajacej cate pobrane cieplo na prace, postugiwal sie
pojeciem cieplika i dziatanie maszyn cieplnych tlumaczylt praca wykonana przez
cieplik przeplywajacy od grzejnika do chlodnicy — podobnie jak spadajaca woda
porusza koto mlynskie. Juz koniec XVIII wieku przynidst jednak obserwacje
podwazajace istnienie cieplika: produkcja ciepla podcezas wiercenia luf armatnich
nasuneta Benjaminowi Rumfordowi w 1798 roku pomyst o mozliwoéei zamiany
pracy mechaniczne] na cieplo; w tym samym czasie zaobserwowano tez przekaz
ciepla przez promieniowanie majace wiele cech swiatla, a niewiele pézniej
produkeje ciepla towarzyszaca przeplywowi pradu. Whasnosei cieplika nie

dalo si¢ juz dalej ulepszaé, tak aby pogodzié jego istnienie z nowo odkrytymi
procesami. Na jego miejsce wprowadzone zostalo pojecie energii, wielkosei,
ktorej ilosé pozostaje stala w kazdym ukladzie izolowanym niezaleznie od
przebiegajacych w nim procesow. Andrzej MAJHOFER




Czarna dziura

Predkosé¢ ucieczki z obiektu o masie M i promieniu R wynosi » = /2GM/R. Jezeli
obiekt jest taki, ze v > ¢ (c oznacza predkoéé¢ §wiatla), to nazywa sie go czarna dziura.
Graniczny promien masy M, przy ktérym staje si¢ ona czarna dziura (np. zapadajaca
sie gwiazda), nazywa si¢ promieniem Schwarzschilda lub promieniem grawitacyjnym

Ry = /2GM/c?. Jest to nieuczciwe wprowadzenie tego pojecia, bo zastosowano

tu mechanike klasyczna do zagadnienia relatywistycznego, ale skuteczne, bo wynik

jest dokladnie taki, jaki daje teoria wzglednosci. Tak czy inaczej, teoria przewiduje,

a obserwacje zdaja sie potwierdzaé, ze istnieja obiekty niepoznawalne z przyczyn
zasadniczych: skoro z czarnej dziury nawet swiatlo nie moze uciec, to nie moze byé
mowy o jakiejkolwiek informacji spod promienia grawitacyjnego. Inna sprawa, czy
obserwator, ktéry wpadl do czarnej dziury, moze odebraé¢ sygnaly z ,normalnego”
Waszechéwiata. Teoretycznie moze, ale on sam z tych samych powodéw nie bedzie

mégl nikogo na zewnatrz o tym poinformowaé. Czarna dziura, zgodnie z nazwa, jest
pulapka, do ktérej wszystko moze wpasé, a nic nie moze wylecieé — przynajmniej tak te
sprawe widzimy obecnie. Jakiez to pole do popisu dla pisarzy science fiction! TK,

Koronium i1 nebulium

Wszystkie normalne gwiazdy maja dos$é zblizony sklad chemiczny, dlatego o wygladzie
ich widm decyduje temperatura powierzchniowa. Na przyklad, w widmie Slofica

w zakresie widzialnym najsilniejsze sa dwie linie (absorpcyjne) zjonizowanego wapnia,

% czego bynajmniej nie wynika, ze Sloiice jest zbudowane gléwnie z wapnia. To wlasdnie
warunki panujace na powierzchni Slonica sa takie, ze minimalna ilo$¢ wapnia tak silnie
manifestuje swoja obecnogé.

Gdy zastosowano analize widmowa do $wiatla cial niebieskich, rychlo odkryto

w widmie korony slonecznej linie (emisyjne) jakiego$ nieznanego pierwiastka.

Z braku lepszego pomysiu nazwano go koronium. Z kolei w widmach mglawic
planetarnych znaleziono linie innego nieznanego pierwiastka i nazwano go — no jak?

— oczywiscie: nebulium. Niestety, dla tych dwéch pierwiastkéw nie bylo miejsca

w tablicy Mendelejewa, wynik badan mégl wiec by¢ tylko jeden: linie pochodza od
pierwiastkow znanych, a jedynie znajdujacych sie w niezwyklych warunkach. I tak
okazalo sie, ze koronium to metale kilkunastokrotnie zjonizowane wskutek wysokiej
temperatury (ponad 10° K) korony. A nebulium to tez znane ciezsze pierwiastki

w stanie nieosiagalnego w laboratorium rozrzedzenia. Wtedy bowiem atomy maja
szanse emitowaé tzw. linie wzbronione odpowiadajace przejéciom miedzy stanami
energetycznymi nie wystepujacymi przy wieksze] gestosci gazu, bo niszczonymi wtedy
wskntek czestych zderzen. T K.

Planeta Wulkan

Od doéé dawna wiadomo bylo, ze peryhelium Merkurego nie zachowuje stalej orientacji
wzgledem Stoiica, lecz obiega je w tempie 573” na wiek. Zjawisko to nie mialoby

prawa wystapié¢, gdyby Merkury byl jedyna planeta Ukladu Stonecznego. Juz Leverrier
obliczyl, ze nwzglednienie oddzialywania ze strony pozostalych planet usprawiedliwia
przesuwanie si¢ peryhelium Merkurego, ale nie calkiem w takim tempie, jak dowodza
obserwacje — do zgodnosci obliczeri z obserwacjami brakowalo 43”. Wysunieto wiec
narzucajaca sie hipoteze: powinna istnieé¢ jeszcze jedna, nieznana planeta, zakldcajaca
ruch Merkurego.

Systematyczne poszukiwania hipotetycznej planety rozpoczeto w 1859 roku. Sprawa
nie byla latwa, poniewaz powinna to by¢ planeta obiegajaca Stoiice wewnatrz orbity
Merkurego, a wiec bardzo trudna do dostrzezenia w blasku Stoiica. Co jaki$ czas
pojawialy si¢ doniesienia o jej odkryciu, szybko nastepnie odwolywane. Niemniej
jednak zdazono nadaé planecie nazwe — Wulkan. Z biegiem czasu poszukiwania
kontynuowane byly z coraz mniejszym zapalem i w koficu sprawa wygasla bez
ostatecznego rozwiazania. Brakujace 43” wyjasnila dopiero ogdlna teoria wzglednosci.
Wedlug niej mianowicie zakrzywienie czasoprzestrzeni spowodowane przez samo
Sloiice powoduje, ze orbita planety po jednym obiegu nie calkiem sie domyka. Dotyczy
to, oczywiscie, wszystkich planet, lecz w przypadku Merkurego efekt byl najlatwiej
widoczny ze wzgledn na jego szybki ruch i stosunkowo silne splaszczenie orbity. Tk

7




Q de

Wieloscian o siedmiu krawedziach i jego znajomi

Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 mozna, oczywiécie, narysowaé wielokat, ktory
ma 7 bokéw. A jak to bedzie z wielocianami o zadanej z géry liczbie krawedzi?

Po pierwsze, nie uda sie nikomu skonstruowaé wielogcianu o n krawedziach

dla n ze zbioru {1,2,3,4,5}. Wieloécian bowiem musi mieé¢ przynajmniej
cztery wierzcholki (trzy to jeszcze za malo, bo trzy punkty zawsze leza w jednej
plaszezyznie), a z kazdego wierzchotka wychodzi¢ musza przynajmniej trzy
krawedzie. Poniewaz kazda krawed? taczy ze soba dwa wierzcholki, to krawedzi
musi byé przynajmniej (4 - 3) : 2 = 6. Pie¢ albo mniej — to jeszcze za malo.

Wieloscian o szesciu krawedziach, oczywiscie, istnieje: to czworoscian. Nietrudno
takze jest wskazaé wielodciany o 2k krawedziach dla k = 4,5,6,. ... Beda to
ostrostupy o podstawie czworokata, pieciokata, szesciokata, ... (patrz rys. 1).

Skonstruujemy teraz serie wieloSciandéw o nieparzystej liczbie krawedzi réwnej
odpowiednio 9, 11, 13, .... Wystarczy kazdemu z ostrostupéw z rysunku 1 tak
obciaé rozek przy podstawie, jak pokazuje to rysunek 2. Przybeda wtedy trzy
nowe krawedzie (jedna na kazdej cianie przy odcinanym rozku).

Ile by si¢ kto nie meczyl, nie uda mu sie do katalogu z rysunkéw 11 2 dolozyé
wielo$cianu o siedmiu krawedziach. Gdyby bowiem taki wielodcian istnial,

to mialby przynajmniej pie¢ wierzchotkéw (wielodcian o czterech wierzcholkach
to czworoécian, ktéry ma szedé krawedzi). Z kazdego wierzchotka wychodza
przynajmniej 3 krawedzie, kazda taczy dwa wierzcholki, wicc nasz wielodcian
miatby krawedzi przynajmniej (5-3):2 = 7%. To sprzecznoéé, ktora dowodzi,
ze wielodcianu o siedmiu krawedziach nie ma.

Rozumujac tak samo mozna udowodnié, ze nie ma wielodcianu o nieparzyste]
liczbie scian, z ktérych kazda jest tréjkatem.

Nie ma takze wielocianu wypuklego, w ktérym kazda $ciana bytaby wielokatem
o innej liczbie bokéw. Gdyby bowiem istnial, to wybraliby$my &ciane

o najwickszej liczbie bokdéw, powiedzmy n. Przylegatoby do niej n innych écian,

kazda o innej liczbie bokéw, nie mniejszej niz 3 i nie wiekszej niz (n — 1). Takich
$cian moze by¢ jednak co najwyzej (n — 3), sprzecznoéé.

Rys. 1 Rys. 2

Na koniec udowodnimy, ze nie ma wielo§cianu, ktérego kazdy przekrdj
bytby tréjkatem. Ustalmy dowolna krawed? wieloécianu i tak poprowadzmy
plaszezyzne przekroju, by byta do tej krawedzi réwnolegta i w dodatku
Rys. 3. Gdy plaszczyzne cigcia przecinala obie przylegajace do niej sciany (rys. 3). Na przekroju powstanie
prowsdsiny rdwiisleals do mbgloneg wielokat o dwéch bokach réwnoleglych — nie bedzie to wiec trdjkat.

krawedzi wielogcianu 1 niedaleko od niej,

to na przekroju otraymujemy wielokat, ¥ G % S i . . . s g
ey ms prsynimiel dne Bk Jeszcze 1 innych nieistniejacych znajomych wielocianu o siedmiu krawedziach

réwnolegle. mozna wymysle¢ wielu. Polecamy t¢ pouczajaca zabawe.

Matq Delte przygotowat Pawel STRZELECKI



@

Rozwigzanie zadania F 425, Paole
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to pelna kula o § g, druga to t
pelna kula o — o, znajdujaca sie

tam, gdzie

Je 51 wydragenie,

Wprawdzie ujemne masy nie istnieja,
ale czasem wygodnie jest posludyé sie
w rachunkach takim nieistniejacym
oblektem. Natgzenie pola w punkeie P
Jest réwne

e =71+ F2.

Z prawa Gaussa wiemy, e ta czedd
peine) kull o dodatnie) masie, ktdra
znajduje
ad drodka Oy, nie

sie w adleglodel wieksze] niz r
daje zadnege wkladu
jnego w punkecie P,
=4¢ kuli o ujemnej

do pola grawit
Analogicznie, ta
masie, ktéra znajduje sie w odleglosel

wigkszej niZ # od drodka Of, tez nie daje

whkladu do pola w punkeie P, Stad

F1 = —=——— = ——mpr
A 3
i analogicznie
- 4 -
Fa2 = —wgf,
3

Natezenie pala wynosi

= const .

- 4 g
¥p = —=Wp(F = F) =
¥ 3 |

takze

Czy istnieje ladunek elementarny?

Zapewne kazdy pamieta (a przynajmniej powinien) ze szkolnych lekeji fizyki
pierwsza zasade dynamiki Newtona.

Istnieje taki uklad odniesienia, w ktorym cialo porusza sie ruchem jednostajnym
prostolintowym lub spoczywa, jesli nie dziata na nie Zadna sita lub dzialajace sily
sie rownowazq.

Uktadéw inercjalnych istnieje nieskonczenie wiele, gdyz kazdy uklad odniesienia
poruszajacy sie ruchem jednostajnym prostoliniowym wzgledem uktadu
inercjalnego sam takze musi by¢ inercjalny. Pierwsza zasada dynamiki co prawda
definiuje uktad inercjalny, ale nie méwi nic o jego naturze. Daje jedynie recepte
pozwalajaca rozstrzygnaé, czy konkretny uklad odniesienia jest inercjalny, czy
tez nie. Recepte zreszta watpliwa, gdyz pelne zréwnowazenie sit w praktyce nie
Jest mozliwe do osiggniecia. Mozemy jedynie méwié o inercjalnosci z okredlona
doktadnoscia. Sytuacja jest dos¢ nieprzyjemna. Jesli nie mozemy rozstrzygnaé,
czy w wybranym uktladzie na ciato dzialaja niezréwnowazone sity, to trudno
Jjest napisaé réwnania ruchu wiazace sily z przyspieszeniem. Ale o istnieniu

sit orzekamy na podstawie przyspieszenia! Trudnosé ta ma gléwnie charakter
pojeciowy, gdyz w praktyce mechanika funkcjonuje dobrze.

Wedtug Newtona istnienie inercjalnego uktadu odniesienia wiaze sie z istnieniem
absolutnej przestrzeni, jest on pewna jej whasnoécia. O ile predkoéé jest
wezgledna, to przyspieszenie nie. Ten efektowny poglad jednak nie przybliza

nas do zrozumienia problemu. Bo ¢éz to znaczy — przyspieszenie wzgledem
absolutnej przestrzeni? Gdyby w pustym Wszechéwiecie istnialo tylko jedno
punktowe cialo, to méwienie o jakimkolwiek ruchu tego ciata wydawaloby

si¢ naduzyciem. Tymczasem wedlug Newtona absolutne przyspieszenie nadal
miatoby sens. A gdyby istnialy tylko dwa ciata?

Przeciwny poglad wyrazil Berkeley. Absolutnej przestrzeni nie ma, a wiec
przyspieszenie, podobnie jak predkosé, takze jest wzgledne. Zeby lepiej
zrozumieé réznice stanowisk, wyobrazmy sobie pewien eksperyment myslowy.
Zanim jednak do niego przystapimy, musimy odwotaé sie do wiedzy wynikajacej
z eksperymentu realnego. Nieinercjalnosé ziemskiego uktadu odniesienia mozna
stwierdzi¢ za pomoca kilku prostych doswiadezen, z ktérych najstynniejszy jest
eksperyment z wahadlem Foucaulta. Inna metoda polega na obserwacji ruchu
cial niebieskich wzgledem horyzontu. Okazuje sie, ze ruch wzgledem odleglych
gwiazd (tak zwanych gwiazd stalych) i lokalne odst(;pslwo od nieinercjalnosei
uktadu odniesienia sa w granicach doktadnoéci obserwacji jednakowe. A teraz
powréémy do eksperymentu myslowego. Jeéli rozkrecimy wiadro z woda, jej
powierzchnia przybierze ksztalt paraboloidy. A co by bylo, gdybysmy zakrecili
nie wiadrem, ale gwiazdami? Newton odpowiedzialby, ze nic, powierzchnia wody
pozostanie plaska, gdyz spoczywa wzgledem uktadu inercjalnego (tzn. absolutne]
przestrzeni). Istnieje jednak poglad przeciwny, zgodnie z ktérym powierzchnia
wody i w tym przypadku przybierze paraboliczny ksztalt. Austriacki fizyk

i filozof, Ernest Mach, od ktérego (a takze od Berkeleya) pochodzi idea
wzglednosci przyspieszenia, uznal, ze koincydencja uktadu odniesienia
wyznaczonego z ziemskich pomiaréw z ukladem wyznaczonym przez gwiazdy
stale nie moze by¢ przypadkowa, a wiec inercjalny uktad odniesienia wyznaczony
Jjest przez rozklad i ruch mas we Wszechéwiecie.

Stad juz blisko do tak zwanej zasady Macha i uogélnionej zasady Macha,
zgodnie z ktérymi nie ma zadnych ,wewnetrznych” wlasnosci materii (takich
Jak ladunki czy masy czastek elementarnych); wszystkie cechy materii sa
wynikiem dynamicznego sprzezenia z reszta Wszechéwiata. Koncepcja ta nie
zostata powszechnie zaakceptowana przez fizykéw, ale tez, jak dotad, nie zostala
obalona na podstawie jakichkolwiek danych dodwiadczalnych, wiec choé moze
méwimy tu wylacznie o folklorze, to jednak naprawde nie wiemy, czy istnieje
stala masa i staly ladunek elektronu.

Krzysztof REJMER



o A1 B W,

Szybciej niz swiatlo?

Niezaleznoéé predkodcei §wiatta od uktadu odniesienia,
ezyli jej niezmienniczoéé, jest fundamentem, na ktérym
zbudowana jest teoria wzglednosci. Pojawia sig
naturalne pytanie, czy moga istnieé¢ obiekty — zwane
tachionami — poruszajace sie szybciej niz $wiatto?

A zatem, czy predkoéé $wiatla jest tylko predkoscia
niezmiennicza, czy tez 1 maksymalna?

Energia czastki o masie m wzrasta z jej predkoscia v
zgodnie ze wzorem

mcz

V1 =02/’

gdzie ¢ jest predkodcia $wiatla. Nie mozna wiec
przyspieszyé czastki do predkosel wigkszej niz ¢, gdyz
wymagaloby to przej$cia przez nieskornczenie wysoka
bariere energii przy v = c. Niektérzy wyciagaja stad
wniosek, ze tachiony istnie¢ nie moga. Przypomina

to jednak rozumowanie pewnego indyjskiego medrea,
ktéry sadzil, ze nikt nie zyje na péinoc od Himalajow,
gdyz czlowiek nie zdolta przejs¢ przez tak wielkie gory.
Medrzee nie zauwazyl, ze ludy zamieszkujace Azje
Srodkowa bynajmniej nie musialy przeprawiaé sie
przez Himalaje. Podobnie jest z tachionami, ktdre,
jesli istnieja, zawsze poruszaja sie predzej niz $wiatlo.
Ich energie i pedy okreslalyby za$ wzory:

Hi=

me? mv

Przeciw istnieniu tachionéw wytoczono jednak

bardzo powazny argument. Okazuje sie, ze tachion
poruszajacy sie do przodu w czasie w jednym
ukladzie odniesienia, moze poruszaé sie do tyhu

w czasie w innym. Wyobrazmy sobie, ze w ukladzie A
emitowany jest tachion w chwili £ = 0 z punktu =z = 0.
Tachion podrézuje z predkoscia v > ¢ az do momentu,
kiedy jest absorbowany. Jego czterowektor polozenia
ma wiec postaé (t,z) = (1, vt).

E= v e,

Popatrzmy na tachion z uktadu B, ktéry porusza

sie wzgledem A z predkoscia vy < ¢. W chwili
poczatkowe] uktady pokrywaly sie. Czasowa sktadowsa
czterowektora potozenia tachionu mierzonego

w uktadzie B otrzymujemy dzieki transformacji
Lorentza jako

Fi s Vo e . ToU

gdzie

Widzimy, ze jesli vov > ¢, to ! < 0, cayli
w uktadzie B tachion porusza sie do tylu w czasie.
To zas moze prowadzié¢ do paradokséw przyczynowych.
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Oto jeden z nich.

Zapalony konstruktor buduje karabin strzelajacy
tachionami. Wystrzela pocisk, ktéry lecac w przesziosé
dosiega i zabija jego dziadka, nim ten zdazyt poczaé
ojca konstruktora. Mordujac dziadka konstruktor
unicestwia ojca, wiec i sam nie moze istnie¢. Kto
zatem jest morderca? Caly ten galimatias wynikl

z pogwalcenia fundamentalnej zasady przyczynowosci,
ktdra orzeka, ze przyczyna zawsze poprzedza skutek.

Znaleziono rozwiazanie takich paradokséw, opierajace
sie na obserwacji, ze tachion poruszajacy sie do tytu
w czasie niesie ujemna energie. Dzieje sie tak dlatego,
ze czterowektor polozenia (¢, x) transformuje si¢ tak
samo jak czterowektor pedu (E,p). W zwiazku z tym
zaproponowano przyjecie nastepujacego postulatu,
zwanego regula reinterpretacji: tachion z ujemna
energia, poruszajacy sie do tylu w czasie, jest
antytachionem poruszajacym sie do przodu w czasie.
Dzieki niej wszystkie obiekty poruszaja si¢ zawsze

do przodu w czasie, co pozwala uniknaé paradoksow
przyczynowych.

Cena za takie rozwiazanie jest jednak wysoka. Co jest
przyczyna, a co skutkiem, mozna okreéli¢ jedynie

w danym uktadzie odniesienia. To, co nazywamy
przyczyna w jednym uktadzie, moze by¢ skutkiem
w innym. Emisja tachionu dla jednego obserwatora
jest absorpcja antytachionu dla drugiego. Zasada
przyczynowoéci traci wiec swdj absolutny charakter.
Nie jest to jednak nieszczescie. Wazak feoria
wzglednosci usuneta z fizyki absolutny czas

i absolutna przestrzen, wiec 1 relatywizacja pojec
przyezyny i skutku wydaje sie by¢ w duchu teorii
wzglednoscl.

Niestety, w zwiazku z postulatem reinterpretacji
pojawia sie powazny problem, tzw. paradoks wolnej
woli. Przyjmijmy, ze obserwator A, poruszajacy sie
wzgledem obserwatora B, wysyla tachion do B.

Jak juz widzieliémy, mozna tak dobraé¢ predkosci
tachionu (v > ¢) 1 wzgledna obserwatordw (vy < c),

ze obserwator B bedzie sadzil, ze to on wyslal
antytachion do A, nie za$, ze otrzymal tachion od 5.
A zatem, obserwator B ma ograniczona wole — wysyla
antytachion do A tylko dlatego, ze A przestal do niego
tachion.

Trudno taka sytuacje pogodzi¢ ze zdrowym
rozsadkiem. Tachionéw jednak nie udalo sie
dotychczas zarejestrowaé, wiee tymezasemn, nie ma si¢
czym martwié.

Stanistaw MROWCZYNSKI



Dlaczego w przestrzeni tréjwymiarowej nie ma przyzwoitego mnozenia?

Wszyscy uczylidmy sie w szkole dodawaé i mnozy¢ liczby
rzeczywiste. Latwo wymieni¢ podstawowe wlasnosci tych
dziatani:

{a) dodawanie jest laczne, przemienne i ma element
nentralny; dla kazdego elementu a istnieje element
przeciwny —a;

{b) mnozenie jest taczne, przemienne i ma element
neutralny 1; dla kazdego elementu a # 0 istnieje
element odwrotny a™';

(c) mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Oprécz zbioru liczb rzeczywistych R w szkole poznalidmy
tez zbiory liczb naturalnych N, catkowitych Z

i wymiernych Q. Chociaz w kazdym z nich mozemy liczby
dodawa¢ 1 mnozy¢, tylko Q, obok R, spelnia wszystkie
wymagania (a)-(c). Matematyk powie krétko, ze zbiory
R i Q sa cialami, a zbiory N 1 Z cialami nie sa.

Czy potrafisz podac¢ przyklad ciala zawartego pomiedzy Q i R?

Przykladem ciala wickszego od R. jest zbidr liczb
zespolonych C. Przypomnijmy, ze liczbami zespolonymi
nazywamy wyrazenia postaci a + bi, gdzie a,b € R.
Liczby te dodajemy i mnozymy podobnie jak wielomiany
z wykorzystaniem dodatkowej relacji: 12 = —1.
Nietrudno sprawdzié, ze tak okreslone dzialania maja
wlasnosci (a)—(c), tj. C jest cialem.

Na przyklad: (24 3i)+ (4 4+ 24) = 6 4 5i;
(243i)-(442{) =8+ 16 + 6i% = 2 + 16i.

Poniewaz kazda liczba zespolona a + bi jest

w istocie para liczb rzeczywistych (a, b), zbiér C
mozemy uznaé za plaszczyzne R?, wyposazona

w dzialania dodawania i mnozenia jej punktdw.
Przy powyiszej interpretacji dzialania te wyrazaja
sie wzorami (a,b) + (e,d) = (a + ¢,b 4 d) oraz
(a,b) - (e,d) = (ac — bd, ad + bc).

Zauwazmy, ze powyzsze dodawanie mozna latwo
nogdlnié na przestrzen tréjwymiarowa R®: nalezy tréjki
liczb dodawaé jak wektory, tj. ,, po wspélrzednych”
{ar,az,a2) + (b1, b2, ba) = (a1 + by, a2 + bz, as + ba).

Powstaje ciekawe pytanie: czy przestrzen

. . a . L.
tréjwymiarowa R mozna wyposazyé dodatkowo
w dzialanie mnozenia, ktére by wraz z takim dodawaniem
spelnialo warunki {(a)-(c)? Chcielibyémy przy tym,
by to mnozenie bylo tez zgodne z istniejacym w R?
mnozeniem przez skalary, tj. aby zachodzily réwnoéci
(tv)-w = v - (iw) dla dowolnych v,w € R® oraz t € R..
O takim mnozZeniu méwimy, ze jest dwuliniowe.
Mnozenie ,po wspdlrzednych” jest niedobre: wtedy
iloczyn dwdéch elementéw rdznych od zera moze byé zerem,

np. (1,0,0)(0,1,0) = (0,0,0). To w zadnym ciele si¢ nie zdarza
— dlaczego?

Udowodnimy

Twierdzenie. W przestrzeni R? nie istnieje mnozenie,
ktére by wraz z dodawaniem ,po wspélrzednych” spelniato
warunki (a)—(c).

Dowéd poprowadzimy nie wprost. Przypuéémy,

ze przestrzefi R ma takie mnozenie. O elementach
R’ bedzie nam wygodnie mysleé, jak o wektorach
zaczepionych w punkcie 0 = (0,0, 0).
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Z warunku (b) wynika, ze jeden z wektoréw jest jedynka
mnozenia — oznaczymy go przez 1. Niech L, bedzie prostia
naciagnieta na tym wektorze, tj. Ly = {{-1: { € R}. Dla
dowolnego wektora v € R* \ Ly oznaczmy przez P(v)
plaszczyzne naciagnieta na parze wektoréw 1, v. Najpierw
zanwazmy, ze zachodzi

Lemat 1. Niech v € R*\ Li. Jedli jego kwadrat v* nalezy
do plaszczyzny P(v), to P(v) jest podzbiorem zamknigtym
wzgledem dodawania, odejmowania, mnozenia i brania
odwrotnoéci.

W takiej sytuacji mdéwimy, ze podzbiér P(v) ciala RY jest jego
podcialem.

Dowdéd: Oczywiscie, plaszczyzna zawierajaca punkt 0 jest
zamknigta wzgledem dodawania 1 odejmowania wektordw.

Kazdy element P(v) jest postaci s-1+{-v dla pewnych
s,t € R. Kiedy pomnozymy dwa takie wyrazenia

i otworzymy nawiasy, otrzymamy kombinacje wektordw
1, v, v2, Poniewaz kazdy z nich lezy w P(v), wiec iloczyn
naszych wyrazen tez tam sie znajdzie.

Pozostalo wykazad, ze je§li w € P(v) oraz w # 0,
tow '€ P(v). Jedliw=1t-1,tow™ ' =t7'.1¢€ P(v).
W przeciwnym przypadku w € P(v)\ Ly, a zatem
P(w) = P(v). Poniewaz wiemy juz, ze P{v) jest
zamkniete wzgledem mnozenia, to w? e P(v) = P(w).
tj. w? =s-1+41-w dla pewnych s, € R.

Jedli jest s=0,to w2 =1-w, a zatem w-(w —{-1) = 0.
To jest jednak niemozliwe, poniewaz oba czynniki

sa rozne od zera. Mamy wiec s # 0, a stad
wo(—sT'w—ts7! 1) = 1.

Zatem w™' = —s7'w — {57! . 1€ P(v). =

A teraz zauwazymy, ze sytuacja z poprzedniego lematu. ..
nigdy nie zachodzi.

Lemat 2. Jedli v € R*\ Ly, to v € P(v).

Dowéd: Przypusémy, ze v2 € P(v) i weimy dowolny
wektor w € R? \ P(v). Wtedy wektory 1, v, w rozpinaja
cala przestrzen R®. W szezegdluodci, wektor wv moze byé
zapisany jako ich kombinacja: wv =7 -1 +s-v 4+ 1w,
Ale wtedy w-(v—1-1)=r-1+s5-v, czyli
w=(r-1+s-v)-(v—1t-1)"'. Z Lematu 1 wiemy,

ze wyrazenie po prawe] stronie nalezy do P(v). Zatem

w € P(v), wbhrew zaloZeniu. m

Dokoniczenie dowodu twierdzenia: Wezmy dowolny
wektor v € R* \ Ly. Z Lematu 2 wnosimy, ze wektory
1,v,v? rozpinaja przestrzeri R®. Zatem wektor v* jest ich
kombinacja: v¥ =r-14+s-v+1t-v2

Rozwazmy funkcje f:R — R, f(z) = 2" — r — s2 — 12%.

Poniewaz f(z) < 0 dla wielkich liczb ujemnych oraz

f(z) > 0 dla wielkich liczb dodatnich, wiec istnicje taka

liczba A € R, ze f(A) = 0. Wobec tego mamy tozsamosé

f(z) = (2 = X)(a + Bz + 2*). Podstawiajac wektor v

w miejsce zmiennej ¢ otrzymujemy
0=f(v)=(v=2XA-1)(a-14+8v+v’).

Z zalozenia oraz z Lematu 2 wynika, ze obydwa czynniki sa

rézne od zera. Otrzymana sprzecznoéé konczy dowdd.

Uwaga dla koneserdw: w dowodzie nie uzylidmy przemiennosci
mnozenia. A zatem przestrzen R nie ma nawet struktury

nieprzemienne] algebry z dzieleniem. .. . =g 3
Zhigniew MARCINIAK



Najwieksza liczba pierwsza

Jesli liczba naturalna ¢ jest najwieksza liczba pierwsza, to istnieje liczb
pierwszych tylko skornczenie wiele — na pewno nie wiecej niz ¢ — 1. Mozna je
wiec wszystkie ponumerowaé, powiedzmy py, pa,..., Pm, gdzie, oczywiscie,

m < ¢ — 1. Liczba

Jest to pierwsze historycznie sposrod twierdzen matematyki, ktére postuluja,
ze czegos jest nieskonczenie wiele. Zostalo udowodnione 2300 lat temu,
najprawdopodobniej przez Euklidesa.

Mimo to, od czasu do czasu, prasa mniej lub bardziej naukowa donosi,

ze najwieksza liczba pierwsza jest — zeby podaé konkretny przyklad

ze stycznia 1994 — liczba 2859433 _ 1, Rzecz jasna, chodzi tu o najwieksza liczbe
pierwsza, jaka w danej chwili umielibySdmy konkretnie napisa¢ np. w ukladzie
dziesietnym. Poszukiwanie takich liczb to dobre zajecie, bo - jak widaé - nigdy

sie nie skoriczy.

z. .1

w sferyeanym ukladzie wspdlrzednych sa réwne

.'\.Ir IjL'-"}] momentem rJ];lK]1(‘!_)'|:

L:=p1-p2-...-pm-q+1

ma paradoksalne wlasnosci. Jako wieksza od ¢ nie jest liczba pierwsza, jako
liczba nie dzielaca sie przez zadna z liczb py, ps,..., Pm, ¢ nie ma dzielnikow
naturalnych réznych od 1 1 niej samej — jest wiec pierwsza. Dlatego tez w jej
definicji musial zostaé popelniony blad. Ale jedynym miejscem niepewnym jest
zalozenie, ze istnieje najwieksza liczba pierwsza — ono wiec musi by¢ fatszywe.

Malpie siodlo

Zwykle siodlo do konnej jazdy ma dwa teki 1 dwie klapy — z przodu i z tylu jest
podniesione do géry, z obu bokéw opada w dél. Jest przy tym wszedzie krzywe,
czyli nieplaskie; dokladniej: ptaszezyzna styczna do tego siodla (w dowolnym
jego punkcie) nawet w najmniejszym otoczeniu punktu stycznoscei przecina
siodlo, znajduje sie po obu jego stronach.

Gdyby cheieé zrobié siodlo dla malpy szerokonosej (malpy Nowego Swiata),
stowem malpy z liczacym sie ogonem, musiatoby ono mie¢ trzy klapy i trzy leki.
Okazuje sie jednak, ze zrobienie takiego dobrego siodla jest niemozliwe — zawsze
bedzie na nim co najmniej jeden punkt, w ktérym bedzie ono lokalnie plaskie.

Bierze sie¢ to z faktu, ze ekstremalne krzywizny przecie¢ powierzchni gladkiej
prostopadtych do plaszczyzny stycznej 1 przechodzacych przez punkt stycznosei
realizuja sie w plaszczyznach prostopadlych. Przy potrdjnej symetrii powierzchni
- a taka ma malpie siodlo — jedynym wyjsciem jest, by ekstrema te byly réwne
zeru, a wiec by zero bylo krzywizna kazdego takiego przeciecia.

M. K.

M.K.
Rozwigzanie zadania F 426, Wspdlrzedne wektora indukeji i z . : i . :
Energig obliczamy jako calke po cale) praestraeni poza abjetodcin
Ziemi
2uoM
By = 2o = cos ® 1 .
4’ Emag = = B* d%r =
Iz oM 5 yin
a8 = it 8in O, PR
By =0, oo ar "
B 3 B2RS g i 2 g3
znym Ziemi. Dostajemy stad = =2 dre®— [ d¢ [ dOsin®(3cos” @ 4+ 1) = ol 54
HoM 2po s S T
B = \/3cos?2 @ 4 1 R 0 o
/]'JTP]

Indukeja na réwniku jest réwna

Stad

Bg =

R
B = By

a
3

poM
4T RS

Podstawinjac wartodel podane w zadaniu dostajemy
- —_ 17
Emag = 9,7 1017 )

Energig pola grawitacyjnego obliczymy ze waoru

GM*

o S L
Eraw .
\/3cos?20® 4 1. 2R

Jest ona réwna 3 - 10%° J.
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Rozwigzanie zadania M 768, Nie,
Zaldzmy bowiem, ze istnieje tylko

skoncs wiele liczb pierwszych

sete 3 z dzielenia przez 4

je przez pi,pa,...,Pn. Latwo
S [l el md -

, ze liczby p1,p3, .., ph daig

7 dzelenia preez 4 resste 1, a gatem

| oznaczn

sprawdzic

N = pipi...p. + 2 daje z dzielenia
-, 3. Geyby wsaystkie
dzielniki pierwsze liczby N byly
tact 4k 4+ 1, réwniez VN musialaby

takic) postact. Zatem ktdras
z liczh p; jest daielnikiem N, wige
pi. Stad p;|2 i wykazana

dowodszi, iz nie istnieje

SPra2ecznc
najwieksza liczba pierwsza dajaca reszte 3
z dzielenia przez 4

@

Rozwiazanie zadania M 769, Nie,

Zaldzmy,

ze Jest przeciwnie. Wprowadzmy

na plaszc:
Miech P bedsie pewnym punktem
naszego podzbioru, Dla kata o € [0, 7]
przeprowadimy nastepujacg operacje:
ohréémy podzbidr w kierunku ruchu

nie uklad wspélrzednych.

wskazdwek zegarn wokdl punktu (0,0)
o kat a 1 po obrdceniu zrzutujmy
prostopadle na os OX, Otrzymamy
zbidr bedacy sumg dwdch rozlacznych
przedzialéw (ala), Ma))U (ela), dla)),
gelzie ala) < ba) € ela) < dia). Dla
prostoty zapisu rogwazmy przedzialy
otwarte pozostawiajac Czytelnikowi

i e rozumowania. Obraz
punktu P w tej operacjl oznaczmy
przez Plo). Latwo zauwazyé, ze b o),

o{a) i Pla) sa cigglymi funkcjami

kata «, a ponadto b{w) = —¢(0),

c(w) = —b(0), natomiast P{r) = —P(0).
Zdefiniujmy ¢ : [0, 7] — R przez
dla)=2P(a) = bla)— cla). ¢ jest
funkeja ciagla, wiee skoro ¢(0) = —p{r),

to istnicje taki kat o € [0, 7], ze ¢pla) = 0,
czylh
blex) 4 efex)

Plo)=
92

Flala)Ma))U(ela)dla)).

Uzyskana sprzecznosé dowodzi, iz nie
istnieje podzbidr plaszezyzny spelniajacy
warunki zadania.

kS

Nozwiazanie zadania M 770, Gdyhy
istmala taka para, to mielibysmy

n

B™ 4+ 2=17
a wigc
(5™ 4+ 2)(mod4) = 17" (mod4),
ezylh

1 42=1;

Uzyskana spreecznosé konczy dowdd.

Eter

O eterze méwili juz starozytni Grecy, mial to by¢ piaty, najsubtelniejszy

z zywioldw, budulec gwiazd. W czasach nowozytnych Kartezjusz
wokdlstonecznym wirem eteru ttumaczyt ruchy planet. Kiedy doswiadczalnie
potwierdzono istnienie fal elektromagnetycznych (Hertz, 1888 r.), przewidzianych
w ramach elektrodynamiki Maxwella, jednym z najwazniejszych pytan stalo sie
zagadnienie oérodka, w ktorym te fale sie propaguja; wszystkie znane wezedniej
fale zawsze jakiegos osrodka potrzebowaly. Naturalnym kandydatem, oczywiscie,
stal si¢ kosmiczny eter (o eterze jako materialnym podtozu zjawisk swietlnych
moéwit juz Huyghens). Z eterem zwiazano takze inercjalny uklad odniesienia

~ to taki, w ktérym eter spoczywa. Poniewaz eter mial wiele niezwyktych cech
(m.in. mial by¢ przezroczysty i niewazki), jego eksperymentalne odkrycie bylo
dla fizykow nie lada wyzwaniem, ktoremu mogly sprosta¢ jedynie wyrafinowane
metody interferometryczne. Fale elektromagnetyczne wyobrazano sobie jako
sprezyste odksztalcenie eteru. Zgodnie z teoria spoczywajacego eteru (Fresnel)
ciata wazkie mialyby przenikaé przez eter bez zadnego oporu, natomiast zgodnie
z teoria unoszonego eteru (Stokes i Hertz) mialyby go ciagnaé za soba. Wobec
ruchéw powolnych, takich jak ruchy planet, eter mialby sie zachowywacé jak
lepka ciecz, wobec ruchéw szybkich, jakimi sa drgania pdl — jak cialo sprezyste.
Problem doswiadczalny sprowadzal sie do stwierdzenia, czy wieje wokdl nas
wiatr eteru.

Elektrodynamika Maxwella byla teoria niemechaniczna, jednak interpretowano
ja w tym wtasnie duchu. Sam Maxwell wyobrazal sobie linie pola jako cieniutkie
rurki — wypelnione nieécisliwa ciecza — eterem. Duza role w tworzeniu tego
obrazu odegralo formalne podobienstwo wzordw elektrostatyki do opisu
bezwirowego ruchu niescisliwej cieczy. Autorem ciekawej koncepeji budowy
materit wykorzystujacej eter byl nie kto inny jak lord Kelvin. Wyobrazal

on sobie atomy jako zawezlone wiry eteru, spodziewajac sie, ze klasyfikacja
wezlow moze odtworzy¢ uktad okresowy pierwiastkéw Mendelejewa. Czasteczki
chemiczne w mysl tej koncepcji mialty by¢ tancuchami zbudowanymi z takich
ogniw — weztéw. Staboscia pomystu Kelvina byta stabilnodé atomow;
podrézujace w eterze wiry nie bylyby stabilne.

Tymezasem eksperymenty optyczne obalily teorie unoszonego eteru i cho¢
niektére z nich w granicach swej dokladnosci byly niesprzeczne z teoria
spoczywajacego eteru, to jednak koncepcje eteru odrzucono. Doswiadczenie
Michelsona—Morleya pokazalo, ze predkosé Swiatla jest taka sama we wszystkich
inercjalnych ukfadach odniesienia, co wprawdzie daloby sie pogodzi¢ z koncepcja
eteru, jednak taka teoria bylaby nieprzejrzysta 1 najezona wieloma nowymi
trudnosciami. Troche to przypomina historie teorii Ptolemeusza. W miare jak
rosta precyzja obserwacji, rozdzwiek miedzy modelem a danymi doéwiadczalnymi
stawal sie coraz wiekszy. Ptolemeuszowski model ukladu planetarnego mozna
bylo ratowaé rozbudowujac go o dodatkowe epicykle, ale bylby to proces bez
konca, a sam model statby sie absurdalny i pozbawiony podstawowego waloru,
przestalby cokolwiek ttumaczy¢ i nie pozwalatby na przewidywania. Podobny los
wisial nad poprawiona teoria eteru.

Prostszy i skuteczniejszy w wyjasnianiu swiata okazal sie poglad, ze eteru nie
ma, fale elektromagnetyczne moga poruszaé sie w prézni, natomiast struktura
czasu 1 przestrzeni jest inna, niz ta, ktéra lansowala fizyka newtonowska. Nowy
obraz §wiata, ktéry narodzil sie wraz z teoria wzglednosci, zaoferowal nauce
znacznie wiecej niz teoria eteru i cho¢ nie pozbawiony paradokséw okazal sie
bardziej elegancki i prostszy.

Krzysztof REJMER
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Klub 44

Termin nadsylania rozwigzai:
31 VII 1996

Czoldwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 203 (WT=3,03) 1 204 (WT=1,90)
z numeru 91995

Aleksander Surma = Mysakaw 30,79
Przemyslaw Gworys - Czegstochowa 25,49
Przemyslaw Gadzinski - Sroda S1. 24,43
Jarostaw Lazuka = Warszawa 21,66

T,

Rys. 1

P

140
120
100 4=

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n 4 3, Szkice
rozwiazah zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania caterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielne) kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub 2z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki 1 z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélezynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg osdb,
ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numern w danej konkurencji (M
lub F} — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996,

Zadania z fizyki nr 217, 218 Redaguje Jerzy B. BROJAN

217. Bardzo dluga jednorodna pozioma belka opiera sie na wielu réwno odleglych
podporach. Jesli pada énieg obciazajac belke réwnomiernie, to pierwsze ztamanie
belki nastapi w jednym z punktéw podparcia czy w jednym z punktéw érodkowych
miedzy podporami? Zakladamy, ze: a) odchylenie belki y(z) w punkcie & od prostej
poziomej jest niewielkie, b) belka podlega prawu Hooke’a, tzn. w kazdym punkcie jej
krzywizna (zgodnie z punktem a) réwna drugiej pochodnej y"(x)) jest proporcjonalna
do momentu sily zginajacej.

218. Gloénik zamknieto pod kloszem pompy prézniowej. Ile powinno wynosi¢ ciénienie
pod kloszem, aby déwick dobiegajacy na zewnatrz byl o 20 dB stabszy niz przy
ciénienin normalnym? Temperatura powietrza jest ustalona.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1995
Przypominamy tresé zadan:

209, Klocek o masie m uderzy! w klocek o masie M zaopatrzony w sprezynowy zderzak o stalej
sprezystodci k (rys. 1), Wspdlezynnik tarcia [ o padloge jest jednakowy dla obu klockdw 1 ma taka
samg wartosé dla tarcia statycznego, co dla kinetyeznego. Po éciénigeiu sprezyna rozprostowala sig,

a klocki rozlaczyly, pray czym drugi klocek pozostawal caly czas w spoczynku. Jaki warunek muszg

speiniaé masy m i M, aby takie zdarzenie moglo za] Zakladamy, #e dlugodé swobodna spresyny

jest wystarczajaco duza, aby nie ulegla ,4cidnieciu do zera", tzn. oddzialywanie migdzy klockam jest

opisywane przez prawo Hooke'a

210. Pojemnik zawiera element grzejny o mocy P = 200 W i termometr mierzgey temperaturs
zewnetrane] powierzgchni pojemnika.

Pojemnik umieszczono w pokoju o temperaturze Ty = 20°C | wlgczono graejnik, w wynilu cz
) ! 2! B b

dlugszym czasie termometr wskazal temperature T), = 140°C, Wtedy wrzucona do pojemnil
00 g i temperaturze Ty i szybko zamknigto pojemnik. Ile wynosi cieplo wlasciwe tego
metalu, jesli przebieg wskazan termometru jest dany przez rysunek 27

o masie m =

209. W chwili zatrzymania pierwszego klocka sprezyna ulega scignicciu o wielkosé @, ktdra
musi spelnia¢ dwa warunki:

a) ke < fMg (drugi klocek nie rusza z miejsca),

b) %—,krz > fmgez, czyli kx > 2fmg (energia sprezyny jest wicksza od pracy sily tarcia na
drodze powrotnej).

Stad szukany warunek ma postaé M > 2m.

210. Przyjmijmy, ze tempo odplywu ciepla do otoczenia jest proporcjonalne do réznicy
temperatur. W stanie réwnowagi, gdy temperatura pojemnika jest réwna 7}, bilans energii ma
postad

P Ti=To).
7 tego réwnania otrzymujemy wartoéé stalej proporcjonalnoéci o = 1,67 W/?C. Po wrzuceniu
metalu nalezy uwzglednié w bilansie cieplo oddane metalowi d@Q,, i cieplo pobrane od samego

pojemnika d@Qp (w pdZniejszej fazie, gdy pojemnik z powrotem sie ogrzewa, to cieplo jest
ujemne)

Pdt+dQp = o(T - Tp) dt + dQy .

Podstawmy tu P = a(T) — Tp) i scalkujmy. Calkowite cieplo Q4 jest réwne zern, gdyz
pojemnik wraca do poczatkowej temperatury. Stad

cmf(Tk - T}dt =@

Nalezy zatem obliczy¢ pole zawarte miedzy podanym wykresem a prosta T' = T.. Wynosi ono
w przyblizeniu 2230°C-s, wiec Q. & 3720 J, a cieplo wladciwe ¢ & 310 J/(kg-°C).
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® Zadania z matematyki nr 319, 320
Redaguje Marcin E. KUCZMA

319. Rozwiazaé¢ (w liczbach rzeczywistych) uklad réwnaii:

(1+2%)y = =
124 +2z = 3y+2
32 =5 = 1-—u.

320. Dla danych liczb dodatnich R i r, spelniajacych warunek R > 2r, obliczyé kres
dolny oraz kres gérny pdl tréjkatéw wpisanych w kolo o promienin R i (jednoczesnie)

opisanych na kole o promieniu r.

Zadanie 320 zaproponowal pan Lestaw Skrzypek z Rzeszowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/1995

Przypominamy treié zadan:

311. Znalez¢ wszystkie funkcje niemalejace f, okreslone na zbiorze liczb calkowitych nieujemnych,
o wartosciach w tym samym zbiorze, spelniajace warunek:
P 2 24 rind ! s .
(1) 2f(e” 4+ y°) = f(z)" + f(y) dla #,y=101,2,.
312. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n > 3, dla ktérych istnieje n-kat faremny

o wierzchotkach w punktach kratowych przestrzeni tréjwymiarowe)

311. Przyjmujac w réwnaniu (1) # = y = 1 dostajemy réwnosé
(2) 1(2) = 1(1)2.
Przyjmujac zas © = y = 0 widzimy, ze f(0) =0 lub f(0) = 1.
Jezeli f(0) = 1, to podstawiajac w (1) y = 0 otrzymujemy
(3) 2f(e?) = f(2)?4+1 dla z=0,1,2,....
Stad f(1) =1, wigec f(2) =1 (wzdr (2)), i ogdlnie:

f2*"y=1 dla n=0,1,2,...

{dowdd indukeyjny z wykorzystaniem wzoru (3));
2 monotonicznosci funkeji f wynika wiec, ze (w tym przypadku}

{(4) flz)=1 dla z=0,1,2,... .

Zajmiemy si¢ teraz przypadkiem, gdy f(0) = 0. Wowczas
z réwnania (1) mamy

(5) 2f(z%) = f(z)? dla £=0,1,2,....

Zatem f(1)=0 lub f(1) = 2.

Jedli f(1) = 0, to f(2) = 0 (réwnosé (2)). Stad
f(22"y=0 dla n=0,1,2,...

(indukcja z wykorzystaniem wzoru (5)) i wobec

monotonicznosci:

(6) fz)=0 da z2=0,1,2,... .

Jesli natomiast f(1) = 2, to f(2) = 4 (réwnosé (2)). Stad
(7 f(22")=2""*1 dla n=0,1,2,...

{znéw indukcja z wykorzystaniem wzoru (5)). Ze wzoru (5)
wida¢ ponadto, ze wszystkie wartoéci funkcji f sa liczbami
parzystymi. Kladac w (5) z = t + 1 dostajemy nieréwnosé

F+1)2 =25 4 2t41) > 2f(2+ 1) = f(2)2 + 4> f(£)?,

skad (wobec parzystosci poréwnywanych liczb):
F(t+1) > f(t) + 2, i ogdlnie (indukcja):

(8) Flt+k)> f(t)+2k dla t,k=0,1,2,....

15

Wezmy dowolna liczbe naturalna x > 1; dobierzmy tak
wykladnik m, by 22" Lzr< 22m+1. Tak wiec

(9) $=22m+u:22m+1 -,

gdzie v > 0, v > 0 oraz

(10) e i 8™
Podstawiajac w (8) t = 22™ k= « mamy, zgodnie ze

wzorem (7),

(11) flz) > 227 4 2u;

a podstawiajac t = x, k = v dostajemy

(12) 2™ 41 5 £(0) 420,

Ale ze zwiazku (10) wynika, ze suma lewych stron nieréwnosci
(11) i (12) jest réwna sumie ich prawych stron. Nierdwnosci te

sa wiec faktycznie réwnosciami; a kazda z nich oznacza (w mysl

(9)), ze f(z) = 2z. Zatem, wobec dowolnosci wyboru =,
(13) flz)=2¢ dla z=0,1,2,....

Trzy znalezione funkcje, dane wzorami (4), (6) i (13), stanowia

ogdlne rozwiazanie rozwazanego réwnania (1).

312, Ustalmy liczbe naturalna n > 3 i przypusémy, ze n-kat
foremny, o jakim mowa, istnieje. Sposrod wszystkich takich
n-katéw wybieramy n-kat o najkrétszym boku (jest to mozliwe,
bo dlugosci bokéw sa pierwiastkami z liczb naturalnych). Niech
A1 As...An bedzie wybranym n-katem. Kazdy z trojkatow
Ai_1A; A1 uzupelniamy do réwnolegloboku 4, 1 A; 4, B;
(wskazniki ¢ & 1 nalezy odeczytywaé modulo n). Punkty

Bi, Ba, ..., By, sa punktami kratowymi. Gdy n ¢ {3, 4, 6},

sa one takze wierzcholkami niezdegenerowanego n-kata
foremnego, mniejszego od A3 43...An — wbrew wyborowi tego
ostatniego. Zatem n musi byé jedna z liczb 3, 4, 6; a dla kaidej
z tych trzech wartodci n bez trudu znajdujemy zadany n-kat.



Patrz w niebo

W przyblizenin 3/4 stopnia od centrum Galaktyki {okolo 100 pc) lezy obiekt

bedacy m.in. Zrédtem promieniowania rentgenowskiego i oznaczony symbolem
1E1740.7-2942 w katalogu #Zrédel rentgenowskich znalezionych przez sziucznego satelite
Einstein. Oprécz promieniowania X obiekt ten emituje w zakresie gamma silna linie

o energii kwantéw 511 keV. Takie promieniowanie towarzyszy anihilacji elekirondw

i pozytronéw, wynikaloby wiec z tego, ze tajemniczy obiekt — oprécz rozmaitych
rodzajéw promieniowania — jest takze Zrédlem antymaterii! Nic dziwnego, 7ze nazwano
go tez Wielkim Anihilatorem.

Model Zrédta przewiduje, ze w jego centrum znajduje sie czarna dziura o masie kilku
mas Stofica pochlaniajaca okoliczna materie. W wyniku tej akrecji czarna dziure otacza
gesty oblok mieszanki fotonowo-plazmowej o rozmiarach rzedu 1000 km. W tak gestym
polu promieniowania kwanty gamma o dostatecznie wysokiej energii kreuja pozytrony,
a whasciwie pary elektronowo-pozytronowe.

Pozytrony spotykaja si¢ nastepnie z elektronami dajac w efekcie charakterystyczna

linie anihilacyjna. Linia ta jest dodé waska, co dowodzi, ze anihilacja zachodzi

w ofrodku stosunkowo chlodnym - w tego rodzaju zjawiskach oznacza to temperature
nie przekraczajaca 100 000 K. Wyglada na to, Ze pozytrony opuszczaja miejsce swojego
powstania i anihiluja z elektronami gdzie$ znacznie dalej. I rzeczywidcie, obserwacje
radiowe ukazuja w miejscu Wielkiego Anihilatora oblok o rozmiarach rzedu 3 pc.

Oprécz samej linii 511 keV Wielki Anihilator emituje silne promieniowanie z zakresu
od 250 do 750 keV. Ono z kolei pochodzi najprawdopodobniej z samego 7rédta i jest
réwniez promieniowaniem anihilacji, tylko poczerwienionym i poniebieszczonym
dopplerowsko wskutek gwaltownych ruchéw materii w poblizu czarnej dzinry.
Obrazu dopelniaja dwie strugi emitujace synchrotronowe promieniowanie radiowe
i rozciagajace si¢ na ponad parsek w obie strony od Zrédla. W sumie, jak na tak
drobna czarna dziure, dzieje si¢ wokdl niej bardzo duzo. :

Tomasz KWAST

m Zadania

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 768. Czy istnieje najwieksza liczba pierwsza dajaca reszte 3 z dzielenia przez 47
Rozwiazanie na str. 13

M 769. Czy istnieje podzbiér plaszczyzny, ktérego rzut prostopadly na dowolna prosta
jest suma dwdch rozlacznych odcinkéw?
Rozwiazanie na str. 13

M 770. Udowodni¢, ze nie istnieje para liczb naturalnych (m,n), ktéra spelnialaby
réwnanie 5™ 4+ 2 = 17",
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Krzysztof REJMER

F 425. Jedli jednorodna kula ma wspélsrodkowe z nia kuliste wydrazenie, to we
wnetrzu tego wydrazenia natezenie pola grawitacyjnego jest réwne zeru (jest to
prosta konsekwencja prawa Gaussa). Jakie bedzie natezenie pola grawitacyjnego gdy
wydrazenie nie jest wspélirodkowe z kula? Dana jest gestosé g kuli i odleglogé |a|
pomigdzy jej érodkiem i érodkiem wydrazenia.

Rozwiazanie na str. 9

F 426. Pole magnetyczne Ziemi z dobrym przyblizeniem mozna uwazaé za pole
dipola magnetycznego. Obliczy¢ energie tego pola zawarta w obszarze ponad
powierzchnia Ziemi, jesli wiadomo, ze indukeja ziemskiego pola magnetycznego
ma warto$¢ 1/3 gaussa na réwniku i 2/3 gaussa na biegunach. Promiefi Ziemi ma
wartoéé Ro = 6,4 - 10° m; po = 4r - 1077 Vs/Am. Poréwnaé wynik z energia pola
grawitacyjnego Ziemi.

Rozwiazanie na str. 12
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Trzy lata temu (w EPSILONIE 12/1992), po setnej rocznicy
narodzin Stefana Banacha pisaliémy o informacjach o Banachu

w XV edyeji Eneyclopaedia Britannica. Przypomnijmy — haslo
zaczynalo sie od sléw:

Banach, Stefan (b. March 20, 1892, Krakéw, Austria-Hungary
—d. Aug. 31, 1945, Lvov, Ukrainian S.S.R), Soviet
mathematician who founded modern functional analysis and...

Potem jeszcze dwukrotnie w tekscie wspomniany byl , Lvov”
jako miejsce pracy Banacha, o Polsce nie bylo ani slowa.

W kolejnym wydaniu XV edycji poczatek zostal zmieniony!
Jak?

Banach, Stefan (b. March 30, 1892, Krakow, Pol.
d. Aug. 81, 1945, Lvov, Ukrainian S.5.R), mathematician who
founded modern functional analysis and...

Czytelnik mégl wige wywnioskowad, ze co prawda Banach
urodzil sie w Pol., ale matematykiem byl radzieckim.

Cheemy poinformowac (a akurat niedawno minela 50. rocznica
$mierci Banacha), ze ewolucja hasla w Encyclopaedia Britannica
trwa! Oto, jak ono wyglada w kolejnym wydaniu:

Banach, Stefan (b. March 30, 1892, Krakow, Austria-Hungary

" [now in Poland] - d. Aug. 31, 1945, Lvov, Ukrainian S5.5.R),
Polish mathematician who founded modern functional analysis
and...

W dalszym ciagu notki istotnych zmian nie wprowadzono.

Przypomina to slynna matematyczna metode kolejnych
przyblizen, uzywana m.in. w dowodzie twierdzenia Banacha

o punkcie stalym. W kolejnych wydaniach haslo jest coraz
lepsze, co nie znaczy, ze dobre. Skad Czytelnik w USA ma
wiedzieé cos o Lwowie, a w szczegolnosci, kiedy Lwow zostal
zagarniety przez Zwiazek Radziecki? Dalej moze mysled,

ze Banach (choé¢ juz matematyk polski) swoich dokonan,

o ktérych mowa w hasle w encyklopedii, dokonywal pracujac na
wyzszych uczelniach w Ukrainskiej SSR (tak jak, na przyklad,
szwajcarski matematyk Euler w Rosji, w Petersburgu).

Ciekawe, czy beda jeszcze kolejne przyblizenia, czy tez juz zostal
osiagniety punkt staly?

Podstuchane na zajeciach

Wyklad (prowadzony na podstawie skryptu napisanego przez
wykladowcee):

~ Prosze panstwa, w skrypcie jest napisane, ze to jest trywialne,
ale jakos w tej chwili nie widze, dlaczego.

Cwiczenia (inny prowadzacy):

~ Pan moéwi, ze to wida¢, ja mowie, ze nie wida¢, a na razie to ja
decyduje o tym, czy cos widac, czy nie.

Wyznacznik Vandermonde’a

Wyznacznikiem Vandermonde’a stopnia n > 2
nazywamy wyznacznik (ktéry oznaczymy
przez Vp(ay,...,a,)) macierzy

2 n=1
I a 6 n G |
1 ay a3 ... aj”
(1) 2 e |
1 @ BE e WE
gdzie ay, as, ..., a, sa liczbami rzeczywistymi.

W ksiazce ,Elementy algebry wyzsze]” jej Autorzy,
Andrzej Mostowski i Marceli Stark, dowodza, ze

Valay,...,a,) =

2) = H(ak—u.l){a;, — ). (A —ap—1) .
k=2

Tutaj podamy inny, krétki i bardzo elegancki, sposéb
wyprowadzenia wzoru (2). Mianowicie, oznaczmy
Pl2) = Va(ay;coe8a=15T)-

P jest wielomianem stopnia co najwyzej n — 1;
nietrudno zauwazyé, ze liczby ay,as, ..., a,-) sa jego
pierwiastkami. Wielomian P mozna zatem zapisaé
w postaci

Plzy=Alz—a1)(x—az) ... (¢ —ap-1),
gdzie A jest wspolezynnikiem wielomianu P stojacym
przy "1, Ale ten wspolezynnik to po prostu
wyznacznik macierzy powstalej z macierzy (1) przez
skreélenie ostatniego wiersza i ostatniej kolumny, czyli
Va-1(ai,...,an—1). Stad Vi(a1,...,an) = P(as) =
= Va_i(ay, ..., an—1)(an —a1)(an —az) ... (ay —
—an_1) . A poniewaz Va(ay, az) = as — a1, wige przez
tatwa indukcje dostajemy wzor (2).

Do czego stuzy wyznacznik Vandermonde’a? Wzér (2)
znajduje, miedzy innymi, zastosowanie w rozwiazaniu
klasycznego problemu interpolacyjnego Newtona:

Dane sq liczby rzeczywiste ay, ..., an, by, ... by przy
czym liczby ay, ..., a, sa parami roine. Jak wyznaczyé
(1 czy w ogdle istnieje) wielomean P, mozliwie
najnizszego stopnia, o wspolczynnikach rzeczywistych,
dla ktérego Pla;) = bi(i=1,...,n)?

Zagadnienie to, jako tatwe ¢wiczenie ,na wyznacznik
Vandermonde’a i wzory Cramera” pozostawiam
Czytelnikowi. Proponuje réwniez zastosowaé podobna
metode, jak w dowodzie wzoru (2), do obliczenia
wyznacznika

1 a o a*
1 b b2 bt
1 e 2 ¢
1 d d* d*

gdzie a, b, ¢, d sa liczbami rzeczywistymi.

Waldemar POMPE
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