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Stanislaw Lem1 llCyberiadaJ
\Vyprawa trzecia, czyli smoki
prawdopodobienstwall :

Jak 1viadon~ol smoków nie nut.
Pryml.tywna ta konstatacja wystarczy
moze 'umyslowi prostackiemu) ale
nie nauce, poniewaz Wyzsza Szkola
Neantyczna ty,n, co istnieje} wcale sie
nie zajmuje; banalnosc istnienia zostala
juz udowodniona zbyt dawno, by warto
jej poswiecac chocby jedno jeszcze
slowo. Tak tedy genialny Kerebron,
zaatakowawszy problem metodam.i
scislymi, wykryl trzy rodzaje smoków:
zerowe) urOjone i ujemne. Wszystkie
one ..jak sie rzeklo, nie istnieja, ale
kazdy rodzaj w zupelnie inny sposób.

o tynl, czego Ule Ula

Aby pisac o tym, co nie istnieje - a to wlasnie chcielismy uczynic (i uczynilismy)
w tym numerze - najpierw musielismy zastanowic sie, co tez naprawde znaczy
istniec. Juz pierwsze próby okreslenia, na czym polega istnienie, wykazaly
niezbicie, ze pojecie to zupelnie inne ma znaczenie w kazdej z trzech "Hagowych"
dyscyplin Delty.

Wbrew pozorom naj prosciej jest okreslic, co to znaczy istnieje, w matematyce

(co wcale nie oznacza, ze latwo jest sprawdzic, czy atrybut ten jest nalezny
temu badz innemu pojeciu). Gdy w matematyce o jakims obiekcie twierdzimy,
ze istnieje, oznacza to, iz wykonujac zupelnie dowolne manipulacje intelektuaine
na definiujacych go wlasnosciach nigdy nie doprowadzimy do sprzecznosci,
do przypisania mu przeczacych sobie nawzajem cech.

Wypada jeszcze wyjasnic, ze zupelnie dowolne manipulacje intelektualne to
rozumowania zgodne z logika, a przeczace sobie cechy to takie, ze definicje jednej
z nich mozna uzyskac przez postawienie zaprzeczenia przy definicji drugiej.

Wyjasniac zas, co to znaczy zgodne z logika, juz nie bedziemy, by nie wpasc
w pulapke zwana regressus ad infinitum, czyli cofanie sie z wyjasnieniami do
nieskonczonosci.

Mimo tej ostatniej wady (to jest faktu, ze w koncu i tak trzeba na jakims
poziomie przestac dociekac) matematyczne istnienie jest pojeciem dosc. prostym:
istnienie to niesprzecznosc. Pozwala to stwierdzic z cala pewnoscia,
np. ze podzielna przez 4 liczba nieparzysta nie istnieje. W numerze podane sa
mniej oczywiste przyklady.

W fizyce jest niby tak samo, ale pojecie niesprzecznosci jest zdecydowanie inne.
Obiekt nie istnieje, gdy doswiadczenie nie potwierdza jego - wydedukowanych
z matematycznego modelu - cech. Jest wiec to istnienie znacznie wezsze niz
w matematyce.

Zbudowanie niesprzecznego w sensie matematycznym modelu jakiejs
prawidlowosci nie gwarantuje nam, ze owa prawidlowosc istnieje - potrzebne jest
jeszcze, by znane nam fakty nie staly w sprzecznosci z zadna sposród wlasnosci
tego modelu. Jest to troche tak, jakby matematyczne twierdzenia uznawac za
prawdziwe dopóty, dopóki nie zostanie podany kontrprzyklad. Daje to jednak
bardzo pozyteczne wyniki: nie istnieje w ten sposób np. ani calkowita próznia,
ani absolutne zero, jako stan calkowitego bezruchu, ani gaz doskonaly, czyli ten,
który spelnia równanie Clapeyrona, choc kazdy z tych obiektów ma niesprzeczny
model matematyczny.

Jeszcze bardziej restrykcyjna jest astronomia. Tu uznajemy, ze dany obiekt
istnieje dopiero wtedy, gdy nie dosc, ze ma niesprzeczny model matematyczny
i nie dosc, ze zadnym jego przewidywaniom nie przecza obserwacje, ale gdy
na dodatek sprawdzimy, ze zaden inny znany badz dajacy sie pomyslec model
matematyczny nie pozwolilby równie dobrze opisac obserwowanych faktów.
Z takich wzgledów z punktu astronomii nie istnieje np. czarna dziura w centrum
naszej Galaktyki - moglaby byc i wiele by to wyjasnialo, ale to co widac
(a widac niewiele) mozna wyjasnic na jeszcze pare innych sposobów.

Mamy wiec rózne poziomy, na których uznajemy istnienie takich czy innych
obiektów, zjawisk, sil czy prawidlowosci. Latwo tez stwierdzic, ze inne nauki czy
dziedziny zycia dostarczaja jeszcze innych poziomów znaczenia slowa istnieje.

Warto jednak zauwazyc, ze w kazdej z sytuacji uznanie czegos za istniejace badz
nie, jest kwestia obowiazujacej w danej sferze myslenia arbitralnej umowy, choc
potwierdzona jest ona zawsze przez zgode powszechna·

Co wiecej, nie ma dziedziny, chocby tylko czasami penetrowanej przez ludzki
intelekt, w której owo pojecie istnienia nie ewoluowaloby, nie zmienialoby sie·
Ale to juz inna historia.

R.edakcja
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Pawel STRZELECKI

Mówimy, ze funkcja f jest ograniczona,
jesli istnieje taka liczba M, ze dla
wszystkich zespolonych z mamy
If(z)1 S; M

Wielomian, który nie ma pierwiastków
J ak wiele innych waznych twierdzen matematyki, zasadnicze twierdzenie algebry,
udowodnione przez Carla Friedricha Gaussa w ostatnim roku osiemnastego
stulecia, informuje nas, ze pewne obiekty nie istnieja. Mianowicie, nie m.a
takiego, róznego od stalej, wielomianu zmiennej zespolonej, który nie znikalby
w zadnym punkcie plaszczyzny zespolonej e (kto nigdy nie slyszal o liczbach
zespolonych, niech zajrzy najpierw do artykulu Zbigniewa Marciniaka
o trójwymiarowym mnozeniu).

Dzis znanych jest wiele dowodów zasadniczego twierdzenia algebry, chcialoby
sie rzec, jeden piekniejszy od drugiego. Zaden, niestety, nie nadaje sie do
tego, by zwiezle i ze wszystkimi niezbednymi szczególami przedstawic
go Czytelnikom Delty. Dla ciekawych - szkic dwóch róznych dowodów nie
korzystajacych wcale z metod algebraicznych.

Dowód pierwszy opiera sie na dwóch lematach, z których zasadnicze
twierdzenie algebry wynika natychmiast.

Lemat 1. Jesli P : e -+ e jest wielomianem, to istnieje taki punki Zo E e,
w którym funkcja !PI osiaga swój kres dolny.

Dla dowodu wystarczy zauwazyc, ze dla punktów z lezacych poza duzym kolem
domknietym [{(O, R) modul wielomianu jest duzy, zatem kresy dolne zbiorów
{IP(z)1 : z E e} i {IP(z)1 : z E [{(O, R)} sa równe. Funkcja IPI jest ciagla,
wiec na zwartym zbiorze [{(O, R) osiaga swój kres dolny.

Lemat 2. Niech P bedzie wielomianem niezerowego stopnia. ldli Zo E e jest

takim punktem, ze IP(zo)1 ::; IP(z)1 dla wszystkich z E e, to 7}Jtedy P(zo) = O.

Dowód tego lematu jest trudniejszy i znacznie bardziej techniczny, lecz mozna go
przeprowadzic dysponujac jedynie elementarna wiedza o liczbach zespolonych.

N aj prosciej jest dokonac red~tctio ad absurdum a robi sie to tak.
Mnozac w razie potrzeby wielomian przez stala i przesuwajac jego
wykres, mozna zalozyc, ze Zo = O, P(zo) = ao > O. Przypuscmy tez,
ze wielomian P nie zawiera dodatnich poteg z mniejszych od k-tej,

P(z) = amzm + am_lzm-1 + ... + avk + ao. Zatem ak = exp(iql). Wtedy,
dla z = Ó exp(i(7r - qI)/k), mamy akzk = _ók < O. Zatem lakzk + aol < ao dla
malych Ó > O. Nietrudno teraz wykazac, ze dopisanie pod modulem pozostalych
wyrazów wielomianu nic nie popsuje: jest ich skonczenie wiele i wszystkie sa
blisko zera nieskonczenie mniej wazne niz akzk. Dokladny dobór Ó zostawiamy
wytrwalym Czytelnikom.

Dowód drugi wykorzystuje tzw.

Twierdzenie Liouville'a. Zalózmy, ze J : e -+ e jest funkcja ograniczona.

lesli f jest rózniczkowalna w kazdym punkcie, tzn. dla kazdego Zo E e istnieje

granzca

l. J(z) - J(zo)lm -----,
z~zo Z - Zo

to f jest tozsamosciowo równa pewnej stalej.

Dowód tego faktu mozna znalezc w dowolnym podreczniku teorii funkcji
zmiennej zespolonej. Warto zauwazyc, ze gdy liczby zespolone zastapic
rzeczywistymi, to twierdzenie Liouville'a bedzie falszywe (przyklad:
f(x) = 1/(x2 + 1)).

Przypuscmy teraz, ze P jest takim wielomianem zmiennej zespolonej,
ze P(z) # O dla wszystkich z. Nietrudno wtedy zauwazyc, ze funkcja dana
wzorem f(z) = 1/ P(z) spelnia wszystkie zalozenia twierdzenia Liouville'a
(ograniczonosc funkcji l/P wynika, podobnie jak Lemat 1 w pierwszym
dowodzie, z obserwacji, ze modul wielomianu nie moze byc maly na zewnatrz
pewnego duzego kola). Zatem, l/P = const, a wiec takze P = const, co kOlIczy
dowód zasadniczego twierdzenia algebry.
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Punkt rnaterialny
W mechanice czesto poslugujemy sie pojeciem punktu materialnego. Rozwazajac
ruch ciala redukujemy je do punktu obdarzonego masa. Ma to proste
uzasadnienie w stosunku do gwiazd na niebie i ich ruchów obserwowanych z
Ziemi; rozmiary gwiazd sa zaniedbywalne w stosunku do ogromnej odleglosci,
jaka nas od nich dzieli. Gorzej jest, gdy zastepujemy punktem pilke, siekiere lub
samochód. Czy ma to jakies uzasadnienie?

Ruch ciala sztywnego (to tez pewna idealizacja - cial absolutnie sztywnych
w rzeczywistosci nie ma) mozna zlozyc z dwóch prostych rodzajów ruchów:
ruchu postepowego srodka masy i ruchu obrotowego dookola srodka masy. Jesli
nie interesuje nas ruch obrotowy lub go po prostu nie ma, zastepujemy cialo
przez jeden punkt, któremu przypisujemy mase calego ciala i piszemy równania
ruchu dla tego punktu. Znajac jego polozenie bez trudu mozemy odtworzyc
polozenia wszystkich innych, rzeczywistych punktów ciala sztywnego. Srodek
masy moze, ale nie musi znajdowac sie we wnetrzu ciala (na przyklad dla
obreczy: srodek ciezkosci nie jest zadnym z jej punktów).

Czy mozemy wiec powiedziec, ze choc punkty materialne w przyrodzie
nie istnieja, to sa wygodnym elementem opisu ruchów rzeczywistych,
a wiec rozciaglych cial? To prawda, ale niepelna. N ajbardziej elementarne
(zgodnie z dzisiejsza wiedza) obiekty, takie jak elektrony i kwarki, uwazamy
za pozbawione struktury twory punktowe obdarzone masa. (Z kolei inny
elementarny obiekt, jakim jest foton, masy nie ma, a w wielu sytuacjach
zachowuje sie jak fala, nie jest wiec dobrze zlokalizowany w przestrzeni.)
Oczywiscie, mamy tu do czynienia z dwoma róznymi koncepcjami punktu
materialnego. Raz jest to fikcyjny obiekt ulatwiajacy opis ruchu ciala, drugi raz
jest to najbardziej elementarny, rzeczywisty skladnik materii. A wiec punkty
materialne jednak istnieja? Niech za odpowiedz wystarczy fakt, ze jeszcze nie
tak dawno proton i neutron takze uwazano za twory punktowe, ale rozwój fizyki
wysokich energii sprawil, ze obecnie wiemy, iz maja one wewnetrzna strukture
- sa zbudowane z trzech punktowych(?) kwarków. A zatem mozemy nadal pytac,
czy istnieja rzeczywiste punkty materialne, a jedyna odpowiedz na to pytanie
brzmi: nie wiadomo. K.R.

Cialo doskonale czarne

Ciala doskonale czarnego (c.d.cz.) nie ma. Kazde bowiem cialo w jakims stopniu
odbija padajace na nie promieniowanie, natomiast wedlug definicji, c.d.cz.
niezaleznie od swojej temperatury, powinno calkowicie pochlaniac padajace
na nie promieniowanie i to bez wzgledu na jego sklad widmowy. Dlaczego
wiec poslugujemy sie tym pojeciem? Otóz promieniowanie c.d.cz., tzn. jego
natezenie i rozklad widmowy, zalezy jedynie od temperatury tego ciala i moze
byc obliczone teoretycznie, dzieki czemu pojecie to ma szczególne znaczenie
w teorii promieniowania.

Wlasnosci c.d.cz. najlepiej przybliza duza wneka z malym otworkiem
i wewnetrznymi sciankami, które maja taka sama temperature, nie przepuszczaja
promieniowania i czesciowo je pochlaniaja. Promieniowanie padajace na otwór
wneki doznaje wewnatrz niej wielokrotnego odbicia i zostaje prawie calkowicie
pochloniete. Jesli scianki wneki maja wysoka temperature (np. temperature
wnetrza pieca), to promieniowanie wychodzace przez otwór z dobra dokladnoscia
ma charakterystyki zblizone do promieniowania c.d.cz. - w szczególnosci nie
zaleza one od materialu, z jakiego jest wykonana wneka.

W przyrodzie istnieje jednak promieniowanie, które prawie idealnie pasuje
do c.d.cz. Pomiary wykonane w ciagu ostatnich kilku lat przez satelite COBE
wykazaly, ze tzw. promieniowanie reliktowe, wypelniajace caly Wszechswiat
promieniowanie elektromagnetyczne nie pochodzace od gwiazd, galaktyk czy tez
materii rozproszonej, z dokladnoscia rzedu 10-5 zgadza sie z promieniowaniem
c.d.cz. o temperaturze 2,73 K. Jest ono pozostaloscia po Wielkim ·Wybuchu.
N a szczescie zaobserwowane odstepstwa widma promieniowania reliktowego od
promieniowania c.d.cz. na poziomie 10-5 pozwalaja na wyjasnienie pochodzenia
galaktyk i gwiazd w teorii Wielkiego Wybuchu . .J. K.
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Sfera niebieska

Sa dwa systemy wykladania astronomii: w jednym
zaczyna sie od obiektów najblizszych i zjawisk
najlatwiej widocznych, w drugim zaczyna sie
od Wszechswiata cala reszte traktujac jako jego
fragmenty. Dominuje system pierwszy. Chyba zawsze
zaczyna sie wtedy kurs astronomii od wprowadzenia
obiektu, którego zasadnicza cecha jest to, ze nie
istnieje, mianowicie sfery niebieskiej. To znaczy, przez
jakies dwa tysiace lat ludzie (nawet kompetentni)
upierali sie, ze ona istnieje, no bo przeciez kazdy ja
widzi, gdy w pogodna noc stanie pod gwiazdzistym
niebem. Byla to tzw. sfera gwiazd stalych, jednak
od kilkuset lat mówilo sie o niej z coraz mniejszym
przekonaniem. Obecnie sfera niebieska, choc nie
istnieje, jest nadal sceneria wszelkich zjawisk
niebieskich - co akurat jest banalne, ale jest tez
obiektem, na którym konkretnie okresla sie

Kanaly na Marsie

Kanaly na Marsie odkryl w roku 1877 Giovanni

Virginio Schiaparelli. Z oczywistych powodów
wywolalo to ogromne zainteresowanie. Zaczely
powstawac liczne mapy sieci kanalów, zreszta nie
calkiem zgodne, co nie przeszkodzilo, ze Percival
Lowell zalozyl we Flagstaff (Arizona, USA)
obserwatorium, którego priorytetowym zadaniem
mialo byc wlasnie badanie Marsa i innych planet.
Badacz ten w tymze obserwatorium odkryl wiele
lat pózniej Plutona, on tez pierwszy wysunal
przypuszczenie, ze kanaly stanowia siec irygacyjna
zbudowana przez mieszkallców Marsa. I tak sprawa
ciagnela sie praktycznie do lat 70. naszego wieku.
W Marsjan malo kto juz wtedy wierzyl, ale dopiero
sondy kosmiczne wyslane ku Marsowi stwierdzily na
sto procent, ze kanalów po prostu nie ma. Owszem, na

zdjeciach przeslanych przez sondy widac puste koryta
dawnych rzek, widac rózne wawozy, ale wszystkie

Schwytany satelita

Jezeli dwa punkty materialne maja rozbiegnac
sie do nieskOllczonosci, to ich calkowita energia
mierzona w ukladzie srodka masy (tj. suma ich energii
kinetycznych i wzajemnej grawitacyjnej) musi byc
równa zeru lub dodatnia. Podobnie, jezeli biegna ku
sobie z nieskonczonosci, to ich energia jest nieujemna,
tory sa krzywymi otwartymi, a wiec ciala te spotkac
sie moga tylko raz. Jest wiec wykluczone zlapanie
sie takich dwóch punktów materialnych na orbity
zamkniete. Aby orbity otwarte przeszly w zamkniete,
calkowita energia obu cial musi stac sie ujemna, a to
jest mozliwe, poniewaz realne ciala nie sa punktami
materialnymi. Np. czesc energii moze przejsc
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wspólrzedne, uprawia trygonometrie, dzieki czemu
mozna zrecznie przedstawic wszystkie problemy
dotyczace wschodów i zachodów, pór roku, precesji,
nawigacji itd. - krótko mówiac, uprawiac astronomie
sferyczna·

Sfera niebieska nie jest, oczywiscie, jedynym
przykladem obiektu nieistniejacego fizycznie, a przy
tym bardzo pozytecznego i dlatego istniejacego
jako idea. Takimi sa przeciez niezliczone obiekty
wprowadzane w matematyce i w fizyce. Jednak
sferze niebieskiej kilka tysiecy lat temu przypisywano
autentyczna materialnosc (co prawda jej budulec mial
byc "nie z tej ziemi"), z czego zrezygnowano nie tak
znowu dawno, nikt nigdy natomiast nie twierdzil,
ze materialne sa: prosta, rogata sfera, albo lagranzian
czy funkcj a falowa. T. K

sa efektem zwyczajnych procesów geologicznych, nie
ma natomiast sladów obiektów sztucznych.

Fenomen kanalów na Marsie nie ma chyba zadnych
odpowiedników w historii astronomii. Obecnosc
kanalów przez niemal stulecie nie ulegala wlasciwie
watpliwosci, zludzenie usprawiedliwialo wydawanie
duzych pieniedzy na programy naukowe. Bo ze bylo
to zludzenie, próbowano dowodzic duzo pózniej.
Stwierdzono mianowicie doswiadczalnie, ze oko
czlowieka jest sklonne laczyc w regularny wzór
plamki nieregularnie rozrzucone na jakims tle
i ogladane w warunkach uniemozliwiajacych widzenie
poszczególnych plamele Ale moze nie jest calkiem
zle, ze czlowiek ma zludzenia. Byc moze bez
tego zludzenia Wells nie napisalby swojej ksiazki
o Marsjanach, nie powstaloby slynne obserwatorium
i moze zainteresowanie laików Wszechswiatem byloby...
Jeszcze mmeJsze. T. K

w energie rotacji cial (wskutek oddzialywania
plywowego) albo w ich energie termiczna (powód
ten sam); jeden obiekt moze zostac zahamowany
w atmosferze drugiego (co zreszta tez prowadzi do
zamiany czesci energii mechanicznej na termiczna),
wreszcie czesc energii moze uniesc trzecie ciaJo, jak
zapewne nierzadko dzieje sie w gesto wypelnionych
gwiazdami gromadach kulistych. Podejrzewa
sie, ze niektóre satelity w Ukladzie Slonecznym
zostaly przez planety schwytane, w szczególnosci
satelity o ruchu wstecznym (tzn. obiegajace planete
w kierunku przeciwnym, niz planeta rotuje lub

obiega Slonce), jednak problem ten jest daleki od
ostatecznego rozwiazania. T. K



o kilku zbiorach, których me ma

Cóz prostszego, jak stworzyc zbiór z dowolnych
prawdziwych lub wymyslonych obiektów! Czyz zbiór
nie jest po prostu pewna konstrukcja myslowa?
Wystarczy zatem pomyslec o owych obiektach jako
o elementach jednego zbioru - i juz.

.lak pieknie. Niestety, mniej wiecej 90 lat temu
Bertrand Russell wpadl na pomysl, by rozwazyc zbiór

(nazwijmy go Z), do którego ma nalezec kazdy taki
zbiór, który nie jest sam swoim wlasnym elementem,
i tylko takie zbiory. Inaczej mówiac,

Z = {X: X 5t X}.

I oto okazalo sie, ze cos jest nie tak jak trzeba.
Mianowicie, czy Z E Z? Jesli tak, to Z nie moze
nalezec do Z, bo nie spelnia wymaganego warunku.
Jesli nie, to musi nalezec do Z, bo spelnia wymagany
warunek. Ta sprzecznosc kaze wnioskowac, ze taki
zbiór Z nie moze istniec.

Mamy tu pierwszy przyklad zbioru, który nie
jest zbiorem, bo go nie ma. Przyklad okazal sie
zreszta bardzo przydatny, bo matematycy zajeli sie
budowa takich podstaw teorii mnogosci, by podobne
sprzecznosci nie mogly wystapic.

Swego czasu GeOl'g Cantor udowodnil, ze kazdy
zbiór ma mniej elementów niz podzbiorów. Mówiac
nieco dokladniej, jesli w jakikolwiek sposób
przyporzadkujemy kazdemu elementowi (dowolnego)
zbioru A pewien podzbiór zbioru A, to na pewno
zostanie jeszcze sporo podzbiorów "bez przydzialu".
(Mówiac jeszcze dokladniej, moc zbioru A jest ostro
mniejsza od mocy zbioru P(A) wszystkich podzbiorów
zbioru A.) Z tego twierdzenia Cantora (spytajcie
dowolnego studenta matematyki po I semestrze
studiów, czy slyszal o twierdzeniu Cantora!) wynika
kilka ciekawych wniosków pozytywnych, ale takze
wiele negatywnych, czyli takich, które mówia o tym,
ze cos nie istnieje.

Po pierwsze, nie istnieje "zbiór wszystkich zbiorów" ,
czyli taki zbiór, do którego nalezy kazdy zbiór.
Istotnie, przypuscmy, ze U jest takim zbiorem.
Wtedy kazdy jego podzbiór - bedac zbiorem - jest
jednoczesnie jego elementem, a zatem U ma nie
wiecej podzbiorów niz elementów - sprzecznosc
z twierdzeniem Cantora.

Widac mielismy za duze wymagania. Moze
uda sie utworzyc zbiór wszystkich zbiorów
jednoelementowych?

Takich jest przeciez duzo mniej niz wszystkich
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zbiorów ... Niestety. Gdyby taki zbiór, powiedzmy J,
istnial, to dla dowolnego zbioru A elementem
zbioru J bylby jednoelementowy zbiór {A}. Ale
wtedy wzielibysmy sume zbiorów nalezacych do J
(czyli zbiór zlozony ze wszystkich takich elementów,
które naleza do chocby jednego elementu zbioru J)

- a zgodnie z aksjomatami teorii mnogosci, suma
zbiorów nalezacych do jednego zbioru jest znowu
zbiorem - i okazaloby sie, ze elementem owej sumy
jest kazdy zbiór. Rzeczywiscie, zbiór A jest elementem
zbioru {A} nalezacego do J. A przeciez juz wiemy,
ze taki zbiór nie istnieje! Zatem nie istnieje takze zbiór
wszystkich zbiorów jednoelementowych.

A czy istnieje zbiór ze 149 podzbiorami? Znów pudlo.
Nie istnieje tez zbiór, który mialby dokladnie 196
albo 245 280 podzbiorów. Uzasadnienie tej tezy nie
wymaga sprawdzenia kazdego zbioru i. policzenia. jego
podzbiorów. Po prost u licz ba podzbiorów Sk0l1czonego
zbioru n-elementowego (oczywiscie, zaden zbiór
nieskonczony nie ma dokladnie 149 podzbiorów') jest
równa. 2n. Co wiecej, ten fakt powinien byc znany
wielu uczniom szkoly sredniej, a. w kazdym ra.zie tym,
którzy widzieli kiedys nastepujaca równosc:

(n) (n) ( n) (n) = 2"O + l + ... + l +n- n

traktowana jako wlasnosc. kombinatoryczna. A przeciez

(~) to nic innego jak liczba k-elementowych
podzbiorów zbioru n-elementowego! Zatem
2n jest liczba wszystkich (a wiec i O-elementowego
i l-elementowych, ... i n-elementowego) podzbiorów
zbioru n-elementowego.

Dobrze, jesli nie 149 i nie 196, i nie 245 280, to moze
da sie znalezc zbiór, który mialby tyle podzbiorów,
ile jest liczb naturalnych (czyli przeliczalnie wiele)?
Nie watpie, ze nie spodziewasz sie juz, drogi
Czytelniku, odpowiedzi pozytywnych w tym artykule.
I rzeczywiscie. Zaden zbiór skonczony nie ma tylu
podzbiorów, bo ma ich tylko skonczenie wiele. Jesli
natomiast A jest zbiorem nieskonczonym, to ma
co najmniej tyle elementów, ile jest liczb naturalnych,
bo po wyjeciu n elementów z A - dla dowolnej
liczby naturalnej n - mozemy jeszcze znalezc w nim
kolejny, (n + l)-szy element. Jesli tak, to z twierdzenia
Cantora wynika, ze A musi miec wiecej podzbiorów
niz jest liczb naturalnych!

Po tym wszystkim mozna zapytac. czy w ogóle istnieja
jakies zbiory. Tak. Na pewno istnieje zbiór pusty.

Wiktor BARTOL



wzoru

Metoda stycznych Newtona to
nastepujacy sposób znajdowania
przyblizonych rozwiazan równania
f(x) = o:
1. Wybieramy (odgadujemy) poczatkowe
przyblizenie rozwiazania;
2. Gdy mamy juz przyblizenie Xn,

to nastepne przyblizenie znajdujemy ze

f(xn)

Xn+l = Xn - f'(xn) .

Czytelnik, który zna definicje pochodnej,
zechce sprawdzic, ze Xn+l jest miejscem
zerowym stycznej do wykresu f
poprowadzonej przez punkt (xn, f(xn))

(patrz rysunek). Gdy f i f' sa
ITIonotonicznej to przyblizenie x n+l ma

z reguly dwukrotnie wiecej dokladnych
cyfr, niz Xn.

W zory na pierwiastki wielomianu stopnia 5
Kazdy uczen szkoly sredniej wie, ze gdy zna sie wspólczynniki trójmianu
kwadratowego, to mozna jawnymi wzorami wyrazic pierwiastki tego t.rójmianu.
We wzorach tych wykonuje sie (skOllczona liczbe razy) tylko cztery dzialania
arytmetyczne i pierwiastkowanie.

Podobnie rzecz sie ma z wielomianami stopnia trzeciego i czwart.ego. Sa wzory
(bardziej zawile niz w przypadku trójmianu kwadratowego) wyrazajace
pierwiastki takiego wielomianu poprzez jego wspólczynniki.

Od niemal 200 lat wiadomo (Ruffini, Abel, Galois), ze nie ma wzorów
pozwalajacych wyrazic pierwiastki wielomianu stopnia wiekszego od 4 jako
funkcje wspólczynników tego wielomianu, o ile chcemy ograniczyc sie do
wykonywania (skonczona liczbe razy!) tylko czterech dzial3.l1 arytmetycznych
i wyciagania pierwiast.ków róznych stopni. To twierdzenie o nieistnieniu nie
powinno przerazac inzyniera, który przypadkiem natrafi na równanie stopnia
piatego. Istnieja bowiem znakomite sposoby (np. metoda stycznych Newtona),
które pozwalaja na przyblizone znajdowanie pierwiastków takiego równania
z dowolna z góry okreslona dokladnoscia·

Kto przeszedl przez podstawowy kurs analizy matematycznej, slyszal zapewne,

ze calki nieoznaczonej J e-x2 dx nie mozna wyrazic przez funkcje elementa.rne
za pomoca skonczonej liczby dzialan arytmetycznych i skladania funkcji, bez
stosowania przejscia do granicy. To twierdzenie niewiele rózni sie od twierdzenia
Ruffiniego-Abela-Galoisa, w tym sensie przynajmniej, ze oba twierdzenia maja
dowody korzystajace z tych samych metod. P.8.

Andrzej MAJHOFER

Ponad sto lat badall nad rozszerzalnoscia cieplna cial dzieli pierwszy termoskop
Galileusza z roku 1592 od termometru rteciowego skonstruowanego przez
Fahrenheita okolo roku 1715. W tym czasie nauczono sie dokladnie porównywac
temperatury cial odkrywajac "po drodze" anomalna rozszerzalnosc termiczna
wody, a takze obalajac starozytne jeszcze przekonanie, ze nasze cialo jest
chlodniejsze w nocy niz we dnie (Santorio, przed 1634 rokiem). Wyobrazano
sobie przy tym, ze zmiana temperatury ciala jest zwiazana z pochlanianiem
lub oddawaniem otoczeniu subtelnej materii nazwanej cieplikiem. Poczatkowo
sadzono, ze sklada sie ona z malych i bardzo przenikliwych atomów obdarzonych
ciezarem. Pózniej (w latach 1760-1780), gdy Lavoisier wykazal, ze zmiana
ciezaru zarzonych próbek jest zwiazana z reakcjami spalania, cieplik stal
sie niezniszczalnym i niewazkim plynem. W takiej formie teoria cieplika
(po wprowadzeniu pojec ciepla wlasciwego i ukrytego ciepla przemiany stanu
skupienia) doskonale zgadzala sie z precyzyjnymi pomiarami kalorymetrycznymi
Blacka i pozwalala przewidziec temperature koncowa dowolnej mieszaniny
cial st.alych i cieczy, o ile tylko znane byly masy i temperatury poczatkowe
skladników. W sparta autorytetem Lavoisiera przetrwala niemal do polowy
XIX wieku. Jeszcze Sadi Carnot formulujac w rozprawie R~flexions sur la
puissance motrice du feu (1824) twierdzenie o niemozliwosci skonstruowania
maszyny cieplnej, zamieniajacej cale pobrane cieplo na prace, poslugiwal sie
pojeciem cieplika i dzialanie maszyn cieplnych tlumaczyl praca wykonana przez
cieplik przeplywajacy od grzejnika do chlodnicy - podobnie jak spadajaca woda
porusza kolo mlYllskie. Juz koniec XVIII wieku przyniósl jednak obserwacje
podwazajace istnienie cieplika: produkcja ciepla podczas wiercenia luf armatnich
nasunela Benjaminowi Rumfordowi w 1798 roku pomysl o mozliwosci zamiany
pracy mechanicznej na cieplo; w tym samym czasie zaobserwowano tez przekaz
ciepla przez promieniowanie majace wiele cech swiatla, a niewiele pózniej
produkcje ciepla towarzyszaca przeplywowi pradu. Wlasnosci cieplika nie
dalo sie juz dalej ulepszac, tak aby pogodzic jego istnienie z nowo odkrytymi
procesami. N a jego miejsce wprowadzone zostalo pojecie energii, wielkosci,
kt.órej ilosc pozostaje stala w kazdym ukladzie izolowanym niezaleznie od
przebiegajacych w nim procesów.

Cieplik
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Czarna dziura

Predkosc ucieczki z obiektu o masie M i promieniu R wynosi v =J2GM j R. Jezeli
obiekt jest taki, ze v 2: c (c oznacza predkosc swiatla), to nazywa sie go czarna dziura.
Graniczny promien masy M, przy którym staje sie ona czarna dziura (np. zapadajaca
sie gwiazda), nazywa sie promieniem Schwarzschilda lub promieniem grawitacyjnym

Rg = J2GM jc2• Jest to nieuczciwe wprowadzenie tego pojecia, bo zastosowano
tu mechanike klasyczna do zagadnienia relatywistycznego, ale skuteczne, bo wynik
jest dokladnie taki, jaki daje teoria wzglednosci. Tak czy inaczej, teoria przewiduje,
a obserwacje zdaja sie potwierdzac, ze istnieja obiekty niepoznawalne z przyczyn
zasadniczych: skoro z czarnej dziury nawet swiatlo nie moze uciec, t.o nie moze byc
mowy o jakiejkolwiek informacji spod promienia grawitacyjnego. Inna sprawa, czy
obserwator, który wpadl do czarnej dziury, moze odebrac sygnaly z "normalnego"
Wszechswiata. Teoretycznie moze, ale on sam z tych samych powodów nie bedzie
mógl nikogo na zewnatrz o tym poinformowac. Czarna dziura, zgodnie z na,zwa, jest
pulapka, do której wszystko moze wpasc, a nic nie moze wyleciec - przynajmniej t.ak te
sprawe widzimy obecnie. Jakiez to pole do popisu dla pisarzy science fict.ion! T.K.

Koronium i nebulium

Wszystkie normalne gwiazdy maja dosc zblizony sklad chemiczny, dlatego o wygladzie
ich widm decyduje temperat.ura powierzchniowa. Na przyklad, w widmie Slonca
w zakresie widzialnym najsilniejsze sa dwie linie (absorpcyjne) zjonizowanego wapnia,
z czego bynajmniej nie wynika, ze Slollce jest zbudowane glównie z wapnia. To wlasnie
warunki panujace na powierzchni Slonca sa takie, ze minimalna ilosc wapnia tak silnie
manifestuje swoja obecnosc.

Gdy zastosowano analize widmowa do swiatla cial niebieskich, rychlo odkryto
w widmie korony slonecznej linie (emisyjne) jakiegos nieznanego pierwiastka.
Z braku lepszego pomyslu nazwano go koronium. Z kolei w widmach mglawic
planet.arnych znaleziono linie innego nieznanego pierwiastka i nazwano go - no jak?
- oczywiscie: nebulium. Niestety, dla tych dwóch pierwiastków nie bylo miejsca
w tablicy Meudelejewa, wynik badall mógl wiec byc tylko jeden: linie pochodza od
pierwiastków znanych, a jedynie znajdujacych sie w niezwyklych warunkach. I tak
okazalo sie, ze koronium to metale kilkunastokrotnie zjonizowane wskutek wysokiej
temperatury (ponad 106 K) korony. A nebulium to tez znane ciezsze pierwiastki
w stanie nieosiagalnego w laboratorium rozrzedzenia. Wtedy bowiem atomy maja
szanse emitowac tzw. linie wzbronione odpowiadajace przejsciom miedzy stanami
energet.ycznymi nie wyst.epujacymi przy wiekszej gestosci gazu, bo niszczonymi wtedy
wskutek czestych zderzeii. T.J(.

Planeta Wulkan

Od dosc dawna wiadomo bylo, ze peryhelium Merkurego nie zachowuje stalej orientacji
wzgledem Slonca, lecz obiega je w tempie 573" na wiek. Zjawisko t.o uie mia.loby
prawa wystapic, gdyby Merkury byl jedyna planet.a Ukladu Slonecznego. Juz Leverrier
obliczyl, ze uwzglednienie oddzialywania ze st.rony pozostalych planet usprawiedliwia
przesuwanie sie peryhelium Merkurego, ale nie calkiem w takim tempie, jak dowodza
obserwacje - do zgodnosci obliczen z obserwacjami brakowalo 43". vVysunieto wiec
narzucajaca sie hipoteze: powinna istniec jeszcze jedna, nieznana planet.a, zaklócajaca
ruch Merkurego.

Systematyczne poszukiwania hipotetycznej planety rozpoczet.o w 1859 roku. Sprawa.
nie byla latwa, poniewaz powinna. to byc planeta obiegajaca Slollce wewnatrz orbity
Merkurego, a wiec bardzo 'trudna do dostrzezenia w blasku SlOllca. Co jakis czas
pojawialy sie doniesienia o jej odkryciu, szybko nastepnie odwolywane. Niemniej
jednak zdazono nadac planecie nazwe - Wulkan. Z biegiem czasu poszukiwania,
kont.ynuowane byly z coraz mniejszym zapalem i w koncu sprawa wygasla bez
ostatecznego rozwiazania. Brakujace 43" wyjasnila dopiero ogólna teoria wzglednosci.
\i\Tedlugniej mianowicie zakrzywienie czasoprzestrzeni spowodowane przez samo
Slonce powoduje, ze orbita planety po jednym obiegu nie calkiem sie domyka.. Dotyczy
to, oczywiscie, wszystkich planet, lecz w przypadku Merkurego efekt byl najlat.wiej
widoczny ze wzgledu na jego szybki ruch i stosunkowo silne splaszczenie orbit.y. T.I<.
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mala delia

Wieloscian ° siedmiu krawedziach i jego ZnajOmI

Rozumujac tak samo mozna udowodnic, ze nie ma wieloscianu o niepa1'7:ystej

liczbie scian, z których kazda jest trójkatem.

Dla kazdej liczby naturalnej n 2: 3 mozna, oczywiscie, narysowac wielokat, który

ma n boków. A jak to bedzie z wieloscianami o zadanej z góry liczbie krawedzi?

Po pierwsze, nie uda sie nikomu skonstruowac wieloscianu o n krawedziach
dla n ze zbioru {l, 2, 3,4, 5}. Wieloscian bowiem musi miec przynajmniej

cztery wierzcholki (trzy to jeszcze za malo, bo trzy punkty zawsze leza w jednej

plaszczyznie), a z kazdego wierzcholka wychodzic musza przynajmniej trzy

krawedzie. Poniewaz kazda krawedz laczy ze soba dwa wierzcholki, to krawedzj

musi byc przynajmniej (4·3) : 2 = 6. Piec albo mniej - to jeszcze za majo.

Wieloscian o szesciu krawedziach, oczywiscie, istnieje: to czw.oroscian. Nietrudno
takze jest wskazac wielosciany o 2k krawedziach dla k = 4,5,6, .... Beda to

ostroslupy o podstawie czworokata, pieciokata, szesciokata, ... (patrz rys. 1).

Skonstruujemy teraz serie wieloscianów o nieparzystej liczbie krawedzi równej

odpowiednio 9, 11, 13, .... ''V'ystarczy kazdemu z ostroslupów z rysunku 1 tak

obciac rozek przy podstawie, jak pokazuje to rysunek 2. Przybeda wtedy trzy

nowe krawedzie (jedna na kazdej scianie przy odcinanym rozku).

Ile by sie kto nie meczyl, nie uda mu sie do katalogu z rysunków 1 i 2 dolozyc

wieloscianu o siedmiu krawedziach. Gdyby bowiem taki wieloscian istnial,

to mialby przynajmniej piec wierzcholków (wieloscian o czterech wierzcholkach

to czworoscian, który ma szesc krawedzi). Z kazdego wierzcholka wychodza
przynajmniej 3 krawedzie, kazda laczy dwa wierzcholki, wiec nasz wieloscian

mialby krawedzi przynajmniej (5·3) : 2 = 7~. To sprzecznosc, która dowodzi,
ze wieloscianu o siedmiu krawedziach nie ma.

Nie ma takze wieloscianu wypuklego, w którym kazda sciana bylaby wielokatem

o innej liczbie boków. Gdyby bowiem istnial, to wybralibysmy sciane
o najwiekszej liczbie boków, powiedzmy n. Przylegaloby do niej n innych scian,

kazda o innej liczbie boków, nie mniejszej niz 3 i nie wiekszej niz (n - 1). Takich
scian moze byc jednak co najwyzej (n - 3), sprzecznosc.

Na koniec udowodnimy, ze nie ma wieloscianu, którego kazdy przekrój

bylby trójkatem. Ustalmy dowolna krawedz wieloscianu i tak poprowadzmy

plaszczyzne przekroju, by byla do tej krawedzi równolegla i w dodatku

przecinala obie przylegajace do niej sciany (rys. 3). Na przekroju powstanie

wielokat o dwóch bokach równoleglych - nie bedzie to wiec trójkat.

Jeszcze i innych nieistniejacych znajomych wieloscianu o siedmiu krawedziach

mozna wymyslec wielu. Polecamy te pouczajaca zabawe.

Mala Delte przygotowal Pawel S'TRZELEC~J{I

Rys. 2Rys. l

Rys. 3. Gdy plaszczyzne ciecia
prowadzimy równolegle do ustalonej
krawedzi wieloscianu i niedaleko od niej l

to na przekroju otrzymujemy wielokat,
który ma przynajmniej dwa boki
równolegle.
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R,ozwiazanic zadania F 425. Pole
pochoclzacl:: od wydrazonej kuli

mozemy oLdiczyc jako supE'rpozycje pól

wyt.worzonych przez dwie kule. Pierwsza

Lo pel na kula o g'i:stosci Q, druga to takze
pelna kllla o gestosci -Q, znajdujaca sie
tallll gdzie jest wydrazenie.

\iVprawcIzie ujenlne masy nie istnieja,
ale czasen1 wygodnie jest posluzyc sie
w rachunkach takim nieistniejacym

obiektem. Natezenie pola w punkcie P
jest równe

1p = ,'i. + 13 .

Z pra\tva Gallssa wiemy, ze ta czesc
pelnej kuli o dodatniej masie, która

znajduje SIe w odleglosci wiekszej niz T'

()d srodka Ol, nie daje zadnego wkladu
do pola grawitacyjnego w punkcie P.
Analogicznie, ta. czesc kuli o ujen1nej
masie, która znajduje sie w odleglosci
wiekszej niz li od srodka O2, tez nie daje
wkladu do pota w punkcie P. Stad

_ i't%7TT3(} 4-+
""I, = ----,,- = --rre'·r r- 3

i analogicznie

4

13 = 3rres.
Natezenie pola. wynosi

1p = ~rre(s- n = -~rreii = const
~o 3

Czy istnieje ladunek elementarny?

Zapewne kazdy pamieta (a przynajmniej powinien) ze szkQlnych lekcji fizyki
pierwsza zasade dynamiki Newtona.
Istnieje taki uklad odniesienia, w którym cialo port/sza sie ruchem jednostajnym

prostoliniowym lub spoczywa, jesli nie dziala na nie zadna sila !-ub dzialajqce sily
sze równowaza·

Ukladów inercjalnych istnieje nieskonczenie wiele, gdyz kazdy uklad odniesienia
poruszajacy sie ruchem jednostajnym prostoliniowym wzgledem ukladu
inercjalnego sam takze musi byc inercjalny. Pierwsza zasada dynamiki co prawda
definiuje uklad inercjalny, ale nie mówi nic o jego naturze. Daje jedynie recepte
pozwalajaca rozstrzygnac, czy konkretny uklad odniesienia jest inercjalny, czy
tez nie. Recepte zreszta watpliwa, gdyz pelne zrównowazenie sil w praktyce nie
jest mozliwe do osiagniecia. Mozemy jedynie mówic o inercjalnosci z okreslona
dokladnoscia. Sytuacja jest dosc nieprzyjemna. Jesli nie mozemy rozstrzygnac,
czy w wybranym ukladzie na cialo dzialaja niezrównowazone sily, to trudno
jest napisac równania ruchu wiazace sily z przyspieszeniem. Ale o istnieniu
sil orzekamy na podstawie przyspieszenia! Trudnosc ta ma glównie charakter
pojeciowy, gdyz w praktyce mechanika funkcjonuje dobrze.

Wedlug Newtona istnienie inercjalnego ukladu odniesienia wiaze sie z istnieniem
absolutnej przestrzeni, jest on pewna jej wlasnoscia. O ile predkosc jest
wzgledna, to przyspieszenie nie. Ten efektowny poglad jednak nie przybliza
nas do zrozumienia problemu. Bo cóz to znaczy - przyspieszenie wzgledem
absolutnej przestrzeni? Gdyby w pustym Wszechswiecie istnialo tylko jedno
punktowe cialo, to mówienie o jakimkolwiek ruchu tego ciala wydawaloby
sie naduzyciem. Tymczasem wedlug Newtona absolutne przyspieszenie nadal
mialoby sens. A gdyby istnialy tylko dwa ciala?

Przeciwny poglad wyrazil Berkeley. Absolutnej przestrzeni nie ma, a WieC
przyspieszenie, podobnie jak predkosc, takze jest wzgledne. Zeby lepiej
zrozumiec róznice stanowisk, wyobrazmy sobie pewien eksperyment myslowy.
Zanim jednak do niego przystapimy, musimy odwolac sie do wiedzy wynikajacej
z eksperymentu realnego. Nieinercjalnosc ziemskiego ukladu odniesienia mozna
stwierdzic za pomoca kilku prostych doswiadczen, z których najslynniejszy jest
eksperyment z wahadlem Foucaulta. Inna metoda polega na obserwacji ruchu
cial niebieskich wzgledem horyzontu. Okazuje sie, ze ruch wzgledem odleglych
gwiazd (tak zwanych gwiazd stalych) i lokalne odstepstwo od nieinercjalnosci
ukladu odniesienia sa w granicach dokladnosci obserwacji je"dnakowe. A teraz
powrócmy do eksperymentu myslowego. Jesli rozkrecimy wiadro z woda, jej
powierzchnia przybierze ksztalt paraboloidy. A co by bylo, gdybysmy zakrecili
nie wiadrem, ale gwiazdami? Newton odpowiedzialby, ze nic, powierzchnia wody
pozostanie plaska, gdyz spoczywa wzgledem ukladu inercjalnego (tzn. absolutnej
przestrzeni). Istnieje jednak poglad przeciwny, zgodnie z którym powierzchnia
wody i w tym przypadku przybierze paraboliczny ksztalt. Austriacki fizyk
i filozof, Ernest Mach, od którego (a takze od Berkeleya) pochodzi idea
wzglednosci przyspieszenia, uznal, ze koincydencja ukladu odniesienia

wyznaczonego z ziemskich pomiarów z ukladem wyznaczonym przez gwiazdy
stale nie moze byc przypadkowa, a wiec inercjalny uklad odniesienia wyznaczony
jest przez rozklad i ruch mas we Wszechswiecie.

Stad juz blisko do tak zwanej zasady Macha i uogólnionej zasady Macha,

zgodnie z którymi nie ma zadnych "wewnetrznych" wlasnosci materii (takich
jak ladunki czy masy czastek elementarnych); wszystkie cechy materii sa
wynikiem dynamicznego sprzezenia z reszta Wszechswiata. Koncepcja ta nie
zostala powszechnie zaakceptowana przez fizyków, ale tez, jak dotad, nie zostala
obalona na podstawie jakichkolwiek danych doswiadczalnych, wiec choc moze
mówimy tu wylacznie o folklorze, to jednak naprawde nie wiemy, czy istnieje
stala masa i staly ladunek elektronu.

Krzysztof REJMER
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Szybciej niz swiatlo?

Niezaleznosc predkosci swiatla od ukladu odniesienia,
czyli jej niezmienniczosc, jest fundamentem, na którym
zbudowana jest teoria wzglednosci. Pojawia sie
naturalne pytanie, czy moga istniec obiekty - zwane
tachionami - poruszajace sie szybciej niz swiatlo?
A zatem, czy predkosc swiatla jest tylko predkoscia
niezmiennicza, czy tez i maksymalna?

Energia czastki o masie m wzrasta z jej predkoscia v

zgodnie ze wzorem
mc2E-

- VI - v2jc2 '

gdzie c jest predkoscia swiatla. Nie mozna wiec
przyspieszyc czastki do predkosci wiekszej niz c, gdyz
wymagaloby to przejscia przez nieskonczenie wysoka
bariere energii przy v = c. Niektórzy wyciagaja stad
wniosek, ze tachiony istniec nie moga. Przypomina
to jednak rozumowanie pewnego indyjskiego medrca,
który sadzil, ze nikt nie zyje na pólnoc od Himalajów,
gdyz czlowiek nie zdola przejsc przez tak wielkie góry.
Medrzec nie zauwazyl, ze ludy zamieszkujace Azje
Srodkowa bynajmniej nie musialy przeprawiac sie
przez Himalaje. Podobnie jest z tachionami, które,
jesli istnieja, zawsze poruszaja sie predzej niz swiatlo.
Ich energie i pedy okreslalyby zas wzory:

~
mc~ 1TIV

E = 1;=;::==;=;:;==' P = -----, v> c.
'v2jc2 -1 vv2jc2-1

Przeciw istnieniu tachionów wytoczono jednak
bardzo powazny argument. Okazuje sie, ze tachion
poruszajacy sie do przodu w czasie w jednym
ukladzie odniesienia, moze poruszac sie do tylu
w czasie w innym. Wyobrazmy sobie, ze w ukladzie A
emitowany jest tachion w chwili t = O z punktu x = O.

Tachion podrózuje z predkoscia v >- c az do momentu,
kiedy jest absorbowany. Jego czterowektor polozenia
ma wiec postac (t, x) = (t, vt).

Popatrzmy na tachion z ukladu B, który porusza
sie wzgledem A z predkoscia Vo < c. W chwili
poczatkowej uklady pokrywaly sie, Czasowa skladowa
czterowektora polozenia tachionu mierzonego
w ukladzie B otrzymujemy dzieki transformacji
Lorentza jako

I ( VO) (. Vo V)t = '/ t - c2 X = '/ 1"c 2 t,
gdzie

( 2)-1/2
Vo '

'/= 1-2' .c "

Widzimy, ze jesli VoV > c2, to t' <_D, czyli
w ukladzie B tachion porusza sie po tylu w czasie.
To zas moze prowadzic do paradoksów przyczynowych.
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Oto jeden z nich.

Zapalony konstruktor buduje karabin strzelajacy
tachionami. Wystrzela pocisk, który lecac w przeszlosc,

dosiega i zabija jego dziadka, nim ten zdazyl poczac
ojca konstruktora. Mordujac dziadka konstrukt.or
unicestwia ojca, wiec i sam nie moze istniec. Kto
zatem jest morderca? Caly ten galimatias wynikI
z pogwalcenia fundamentalnej zasady przyczynowosci,
która orzeka, ze przyczyna zawsze poprzedza skutek.

Znaleziono rozwiazanie takich paradoksów, opieraj ace
sie na obserwacji, ze tachion poruszajacy sie do tylu
w czasie niesie ujemna energie. Dzieje sie tak dlatego,
ze czterowektor polozenia (t, x) transformuje sie tak
samo jak czterowektor pedu (E,p). W zwiazku z tym
zaproponowano przyjecie nastepujacego postulatu,
zwanego regula reinterpretacji: tachion z ujemna
energia, poruszajacy sie do tylu w czasie, jest
antytachionem poruszajacym sie do przodu w czasie.
Dzieki niej wszystkie obiekty poruszaja sie zawsze
do przodu w czasie, co pozwala uniknac paradoksów
przyczynowych.

Cena za takie rozwiazanie jest jednak wysoka. Co jest
przyczyna, a co skutkiem, mozna okreslic jedynie
w danym ukladzie odniesienia. To, co nazywamy
przyczyna w jednym ukladzie, moze byc skutkiem
w innym. Emisja tachionu dla jednego obserwatora
jest absorpcja antytachionu dla drugiego. Zasada
przyczynowosci traci wiec swój absolutny charakter,
Nie jest to jednak nieszczescie. Wszak teoria
wzglednosci usunela z fizyki absolutny czas
i absolutna przestrzen, wiec i relatywizacja pojec
przyczyny i skutku wydaje sie byc w duchu t.eorii
wzglednosci.

Niestety, w zwiazku z postulatem reinterpretacji
pojawia sie powazny problem, tzw. paradoks wolnej
woli. Przyjmijmy, ze obserwator A, poruszajacy sie
wzgledem obserwatora B, wysyla tachion do B.
J ak juz widzielismy, mozna tak dobrac predkosci
tachionu (v > c) i wzgledna obserwatorów (vo < c),
ze obserwator B bedzie sadzil, ze to on wyslal
antytachion do A, nie zas, ze otrzymal tachion od B.
A zatem, obserwator B ma ograniczona wole - wysyla
antytachion do A tylko dlatego, ze A przeslal do niego
tachion.

Trudno taka sytuacje pogodzic ze zdrowym
rozsadkiem. Tachionów jednak nie udalo sie
dotychczas zarejestrowac, wiec tymczasem, nie ma sie
czym martwic.

Stanislaw MRÓWCZYNSK]



Dlaczego w przestrzeni trójwymiarowej nie ma przyzwoitego mnozenia?

Wszyscy uczylismy sie w szkole dodawac i mnozyc liczby
rzeczywiste. Latwo wymienic podstawowe wlasnosci tych
dzialall:

(a) dodawanie jest laczne, przemienne i ma element
neutralny; dla kazdego elementu a istnieje element
przecIwny -a;

(b) mnozenie jest laczne, przemienne i ma element
neutralny 1; dla kazdego elementu a =f. O istnieje
element odwrotny a-I;

(c) mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Oprócz zbioru liczb rzeczywistych R w szkole poznalismy
tez zbiory liczb naturalnych N, calkowitych Z

i wymiernych Q. Chociaz w kazdym z nich mozemy liczby
dodawac i mnozyc, tylko Q, obok R, spelnia wszystkie
wymagania (a)-( c). Matematyk powie krótko, ze zbiory
R i Q sa cialami, a zbiory N i Z cialami nie sa.

Czy potrafisz podac przyklad ciala zawartego pomiedzy Q i R?

Przykladem ciala wiekszego od R jest zbiór liczb
zespolonych C. Przypomnijmy, ze liczbami zespolonymi
nazywamy wyrazenia postaci a + bi, gdzie a, b E R.
Liczby te dodajemy i mnozymy podobnie jak wielomiany
z wykorzystaniem dodatkowej relacji: i2 = -l.
Nietrudno sprawdzic, ze tak okreslone dzialania maja
wlasnosci (a)-(c), tj. C jest cialem.

Na przyklad: (2 + 3i) + (4 + 2i) = 6 + 5i;
(2 + 3i) . (4 + 2i) = 8 + 16i + 6i' = 2 + 16i.

Poniewaz kazda liczba zespolona a + bi jest
w istocie para liczb rzeczywistych (a, b), zbiór C
mozemy uznac za plaszczyzne R2, wyposazona
w dzialania dodawania i mnozenia jej punktów.
Przy powyzszej interpretacji dzialania te wyrazaja
sie wzorami (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) oraz
(a, b) . (c, d) = (ac - bd, ad + be).

Zauwa,zmy, ze powyzsze dodawanie mozna latwo
uogólnic na przestrzen trójwymiarowa R3: nalezy trójki
liczb dodawac jak wektory, tj. " po wspólrzednych"
(al, a2, a3) + (bl, b2, b3) = (al + bl, a2 + b2, a3 + b3).

Powstaje ciekftwe pytanie: czy przestrzen
trójwymiarowa R3 mozna wyposazyc dodatkowo
w dzialanie mnozenia, które by wraz z takim dodawaniem
spelnialo warunki (a)-(c)? Chcielibysmy przy tym,
by to mnozenie bylo tez zgodne z istniejacym w R3
mnozeniem przez skalary, tj. aby zachodzily równosci
(tv) . w = v· (iw) dla dowolnych v, w E R3 oraz i E R.
O takim mnozeniu mówimy, ze jest dwuliniowe.

Mnozenie "po wspólrzednych" jest niedobre: wtedy
iloczyn dwóch elementów róznych od zera moze byc zerem,
np. (1, O, O) , (O, 1, O) = (O, O, O). To w zadnym ciele sie nie zdarza
- dlaczego?

Udowodnimy

Twierdzenie. W przestrzeni R3 nie istnieje mnozenie,
które by wraz z dodawaniem "po wspólrzednych" spelnialo
warunki (a)-( c).

Dowód poprowadzimy nie wprost.. Przypuscmy,
ze przestrzen R3 ma takie mnozenie. O elementach
R3 bedzie nam wygodnie myslec, jak o wektorach
zaczepionych w punkcie () = (O, O, O).
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Z warunku (b) wynika, ze jeden z wektorów jest jedynk;~
mnozenia - oznaczymy go przez 1. Niech LI bedzie prosta
naciagnieta na tym wektorze, tj. LI = {i . 1: i ER}. Dla
dowolnego wektora v E R3 \ LI oznaczmy przez P(v)
plaszczyzne naciagnieta na parze wektorów 1, v. Najpierw
zauwazmy, ze zachodzi

Lemat 1. Niech v E R3 \ LI. Jesli jego kwadrat v2 nalezy
do plaszczyzny P(v), to P(v) jest podzbiorem zamknietym
wzgledem dodawania, odejmowania, mnozenia i bra.nia
odwrotnosci.

W takiej sytuacji mówimy, ze podzbiór P(v) ciala RJ jest jego
podcialem.

Dowód: Oczywiscie, plaszczyzna zawierajaca punkt O jest
zamknieta wzgledem dodawania i odejmowania wektorów.

Kazdy element P(v) jest postaci s· 1 + i . v dla pewnycli
s, i E R. Kiedy pomnozymy dwa takie wyrazenia
i otworzymy nawiasy, otrzymamy kombinacje wektorów
1, v, v2. Poniewaz kazdy z nich lezy w pry), wiec iloczyn
naszych wyrazen tez tam sie znajdzie.

Pozostalo wykazac, ze jesli w E P(v) oraz w =f. O,

to W-I E P(v). Jesli w = i· 1, to W-I = CI. l E pry).
W przeciwnym przypadku w E P(v) \ LI, a zatem
P(w) = P(v). Poniewaz wiemy juz, ze P(v) jest
zamkniete wzgledem mnozenia, to w2 E pry) = P(w),
tj. w2 = s· l + i . w dla pewnych s, i E.R.

Jesli jest s = O, to w2 = i· w, a zatem w· (w - t· l) = O.

To jest jednak niemozliwe, poniewaz oba, czynniki
sa rózne od zera. Mamy wiec s =f. (), a stad
w· (_S-IW - is-I ·1) = 1.
Zatem W-l = _S-IW - is-1 . 1 E P(v). _

A teraz zauwazymy, ze sytuacja. z poprzedniego lematu.
nigdy nie zachodzi.

Lemat 2. Jesli v E R3 \ LI, to v2 It P(v).

Dowód: Przypuscmy, ze v2 E P(v) i wezmy dowolny
wektor w E R3 \ P(v). Wtedy wektory 1, v, w rozpinaja
cala przestrzen R3. W szczególnosci, wektor wv moze byc
zapisany jako ich kombinacja: wv = T . 1 + s . v + i· w.
Ale wtedy w· (v - i· 1) = T • 1 + s . v, czyli
w = (1'.1 + s· v) . (v - t· 1)-1. Z Lematu 1 wiemy,
ze wyrazenie po prawej stronie nalezy do pry). Zatem
w E P(v), wbrew zalozeniu. _

DokOllczenie dowodu twierdzenia: Wezmy dowolny
wektor v E R3 \ LI. Z Lematu 2 wnosimy, ze wektory
1, v, v2 rozpinaja przestrzen R3. Zatem wektor v3 jest ich
kombinacja: v3 = T . 1 + s . v + t . v2 .

Rozwazmy funkcje f: R ----+ R, f( x) = x3 - T - sx - iJ:2.

Poniewaz f(J:) < O dla wielkich liczb ujemnych oraz
f( J:) > O dla wielkich liczb dodatnich, wiec istnieje taka
liczba>. E R, ze f(>') = O. Wobec tego mamy tozsamosc
f(x) = (x - >.)(0' + (3x + x2). Podstawiajac wektor v
w miejsce zmiennej x otrzymujemy

()= f(v) = (v - >'·1)(0'.1 +,Bv + v2).

Z zalozenia oraz z Lematu 2 wynika, ze obydwa czynniki sa
rózne od zera. Otrzymana sprzecznosc konczy dowód.

Uwaga dla koneserów: w dowodzie nie uzylislny przelniennosci
mnozenia. A zatem przestrzen R 3 nie nla nawet struktury

nieprzemiennej algebry dzieleniem. Zb' , "1 A RelA' Tl l]"
CI zgnzew M/"l,',· i ~



Malpie siodlo

Zwykle siodlo do konnej jazdy ma dwa leki i dwie klapy - z przodu i z tylu jest
podniesione do góry, z obu boków opada w dól. Jest przy tym wszedzie krzywe,
czyli nieplaskie; dokladniej: plaszczyzna styczna do tego siodla (w dowolnym
jego punkcie) nawet w najmniejszym otoczeniu punktu stycznosci przecina
siodlo, znajduje sie po obu jego stronach.

Gdyby chciec zrobic siodlo dla malpy szerokonosej (malpy Nowego Swiat.a),
slowem malpy z liczacym sie ogonem, musialoby ono miec trzy klapy i trzy leki.
Okazuje sie jednak, ze zrobienie takiego dobrego siodla jest niemozliwe - 7,awsze
bedzie na nim co najmniej jeden punkt, w którym bedzie ono lokalnie plaskie.

Bierze sie to z faktu, ze ekstremalne krzywizny przeciec powierzchni gladkiej
prostopadlych do plaszczyzny stycznej i przechodzacych przez punkt stycznosci
realizuja sie w plaszczyznach prostopadlych. Przy potrójnej symetrii powierzchni
- a taka ma malpie siodlo - jedynym wyjsciem jest, by ekstrema te byly równe
zeru, a wiec by zero bylo krzywizna kazdego takiego przeciecia.

Najwieksza liczba pierwsza

L := Pl . P2 ..... Pm . q + 1
ma paradoksalne wlasnosci. Jako wieksza od q nie jest liczba pierwsza, jako
liczba nie dzielaca sie przez zadna z liczb Pl, P2,· .. , Pm, q nie ma dzielników
naturalnych róznych od 1 i niej samej ~ jest wiec pierwsza. Dlatego tez w jej
definicji musial zostac popelniony blad. Ale jedynym miejscem niepewnym jest.
zalozenie, ze istnieje najwieksza liczba pierwsza - ono wiec musi byc falszywe.

Jest to pierwsze historycznie sposród twierdze!l matematyki, które postuluja,
ze czegos jest nieskonczenie wiele. Zostalo udowodnione 2300 lat temu,
najprawdopodobniej przez Euklidesa.

Mimo to, od czasu do czasu, prasa mniej lub bardziej naukowa donosi,
ze najwieksza liczba pierwsza jest - zeby podac konkretny przyklad
ze stycznia 1994 - liczba 2859433 - 1. Rzecz jasna, chodzi tu o najwieksza liczbe
pierwsza, jaka w danej chwili umielibysmy konkretnie napisac np. w ukladzie
dziesietnym. Poszukiwanie takich liczb to dobre zajecie, bo - jak widac - nigdy
sie nie SkOllCZY·

Jesli liczba naturalna q jest najwieksza liczba pierwsza, to istnieje liczb
pierwszych tylko sk01lczenie wiele - na pewno nie wiecej niz q-L Mozna je
wiec wszystkie ponumerowac, powiedzmy Pl, P2, ... , Pm, gdzie, oczywiscie,
m < q-L Liczba

M.K

Rozwiazallie zadania F 426. Wspólrzedne wektora indukcji
IV sferycznym ukladzie wspólrzednych sa równe

2{loAl
BT == --- cos 0

47("1'3

{Io1\f
Be == --sin0

47r1,3

Energie obliczamy jako calke po calej przeslTzeni poza ol>jetos"'i'l
Ziemi

B., = o.

i\J Jest momentem magnetycznym Ziemi. Dostajemy stad

{lolvi JB = -- 3 cos' 0 + l .
47r1"3

IndukcJa. na równiku jest równa

{toM

Bo = 4rrR3 .

Stad

R3 /B = BOJ V 3cos' 0 + l.,.

co 2'/r 11"

B'R" J l j' J' , 4rrJJ'n"
= -!!- d,.,.' 6" de/> d0 sin 0(::1 cos- 0 + l) = _-o _0__

.•.·J.Lo l' .1JLn

ROD

Podstawiajac wartosci podane w zadaniu dostaJclI1Y

Em{j.~;= ~1,7 .1017.J

Energie pola grawitacyjnego obliczymy ze wzoru

G1\I"

Egraw = 2H .

Jest ona równa 3 . 1030 J.
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Rozwiazanie zadania M 768. Nie.

Zalózn1Y bowlen1, ze istnieje tylko
skonczenie wiele liczb pierws7,ych
daJacych reszte 3 z dzielenia przez 4
i oznaczmy je przez ])1,])2, ... ,P'I't-. Latwo
spra\Vdzi(~, ze liczby pi, P;" ']);'t- daja
z dZIelenia przez 4 reszte l, a zatem
lV = pip; .. p~ + 2 daje 7, dzielenia
przez LI ]'eszte 3. Gdyby wszystkie
dzielniki pierwsze liczby N byly
postaci tIk + l, równiez N musialaby
byc takiej postaci. Zatem która,s
z liczb Pi j,.:;st dzidnikielTl N, wiec
p"IN -l'i1'~ .. 1';,. Stad 1':i12 i wykazana
sprzecznosc dowodzi, iz nie istnieje
najwieksza liczba pierwsza dajaca res?,te 3
z dzielenia przez 4.

Rozwiazanie zadania M 769. Nie,

Zalózmy, ze jest przeciwnie. vVprowadzmy
nil plaszczyznie uklad wspólrzednych.
Niech P bedzie pewnym punktem
naszegO' padzbiaru. Dla kata a E [0,1f]

przeprowadzlny nastepujaca operacje:
obrócmy podzbiór w kierunku ruchu
wskazówek zegam wokól punktu (O, O)

o kat O' i po obróceniu zrzutujmy
prastapadle na as OX Otrzymamy
zbiór bedacy suma dwóch razlacznych
przedzialów (a(o:), b(al) U (e(a), cl(O')),

gdzie a(y) < b(a) < e(a) < cl(O') Dla
prostoty zapisu rozwazn1Y przedzialy
otwarte pozostawiajac Czytelnikowi
uscislenil:: l'ozun10wania. Obraz

punkt.u P w tej operacji oZI1a.czrny
przez P( a). Latwo zauwazyc, ze h( 0'),

c(a) i P(O') sa ciaglymi funkcjami
kata 0', a ponadto b(1f) = -0(0),
c(1f) = -b(O), natomiast PI1f) = -prO).
Zdefiniujmy <P: [O, 1f] ~ R przez
<p( a) = ::!P( a) - b( a) - e( CK) (P jest
funkcja ciagla, wiec skoro <p(0) = -(p(1f),

ta istnieje taki kat O' E [O,1f], ze ,peey) = O,

czyli

hla) + (:(0')

PIO')= 2 rt

rt 1"(0'), b(O')) U (e(O'),d(O'»).

Uzyskana sprzecznosc dowodzi l iz nie
istnieje podzbiór plaszczyzny spelniajacy
warunki zadania.

Ro~wia~anie ~adania M 770. Gdyby
istniala taka pal'a, to InielibysIny

!)m + 2 = l7n ,

15m + 2)(mod4) == 17"(mod4),

czyli

1+2=1.

Uzyskana sprzecznosc k011CZYdowód.

Eter

o eterze mówili juz starozytni Grecy, mial to byc piaty, naj subtelniejszy
z zywiolów, budulec gwiazd. W czasach nowozytnych Kartezjusz
wokólslonecznym wirem eteru tlumaczyl ruchy planet. Kiedy doswiadczalnie

potwierdzono istnienie fal elektromagnetycznych (Hertz, 1888 r.), przewidzianych
w ramach elektrodynamiki Maxwella, jednym z najwazniejszych pytail stalo sie
zagadnienie osrodka, w którym te fale sie propaguja; wszystkie znane wczesniej
fale zawsze jakiegos osrodka potrzebowaly. Naturalnym kandydatem, oczywiscie,

stal sie kosmiczny eter (o eterze jako materialnym podlozu zjawisk swietlnych
mówil juz Huyghens). Z eterem zwiazano takze inercjalny uklad odniesienia
- to taki, w którym eter spoczywa. Poniewaz eter mial wiele niezwyklych cecb

(m.in. mial byc przezroczysty i niewazki), jego eksperymentalne odkrycie bylo
dla fizyków nie lada wyzwaniem, któremu mogly sprostac jedynie wyrafinowane
metody interferometryczne. Fale elektromagnetyczne wyobrazano sobie jako

sprezyste odksztalcenie eteru. Zgodnie z teoria spoczywajacego eteru (Fresnel)
ciala wazkie mialyby przenikac przez eter bez zadnego oporu, natomiast zgodnie

z teoria unoszonego eteru (Stokes i Hertz) mialyby go ciagnac za soba. Wobec
ruchów powolnych, takich jak ruchy planet, eter mialby sie zachowywac jak
lepka ciecz, wobec ruchów szybkich, jakimi sa drgania pól - jak cialo sprezyste.
Problem doswiadczalny sprowadzal sie do ·stwierdzenia, czy wieje wokól llas
wiatr eteru.

Elektrodynamika Maxwella byla teoria niemechaniczna, jednak interpretowano

ja w tym wlasnie duchu. Sam Maxwell wyobrazal sobie linie pola jako cieniutkie
rurki - wypelnione niescisliwa ciecza - eterem'. Duza role w tworzeniu tego

obrazu odegralo formalne podobienstwo wzorów elektrostatyki do opisu
bezwirowego ruchu niescisliwej cieczy. Autorem ciekawej koncepcji budowy
materii wykorzystujacej eter byl nie kto inny jak lord Kelvin. Wyobrazal
on sobie atomy jako zawezlone wiry eteru, spodziewajac sie, ze klasyfikacja
wezlów moze odtworzyc uklad okresowy pierwiastków Mendelejewa. Czasteczki
chemiczne w mysl tej koncepcji mialy byc lailcuchami zbudowanymi z takich
ogniw - wezlów. Slaboscia pomyslu Kelvina byla stabilnosc atomów;

podrózujace w eterze wiry nie bylyby stabilne.

Tymczasem eksperymenty optyczne obalily teorie unoszonego eteru i choc
niektóre z nich w granicach swej dokladnosci byly niesprzeczne z teoria
spoczywajacego eteru, to jednak koncepcje eteru odrzucono. Doswiadczenie
Michelsona-Morleya pokazalo, ze predkosc swiatla jest taka sama we wszystkich
inercjalnych ukladach odniesienia, co wprawdzie daloby sie pogodzic z koncepcja
eteru, jednak taka teoria bylaby nieprzejrzysta i najezona wieloma nowymi

trudnosciami. Troche to przypomina historie teorii Ptolemeusza. W miare jak
rosla precyzja obserwacji, rozdzwiek miedzy modelem a danymi doswiadczalnymi

stawal sie coraz wiekszy. Ptolemeuszowski model ukladu planetarnego mozna
bylo ratowac rozbudowujac go o dodatkowe epicykle, ale bylby to proces bez

konca, a sam model stalby sie absurdalny i pozbawiony podstawowego waloru,
przestalby cokolwiek tlumaczyc i nie pozwalalby na przewidywania. Podobny los
wisial nad poprawiona teoria eteru.

Prostszy i skuteczniejszy w wyjasnianiu swiata okazal sie poglad, ze eteru nie
ma, fale elektromagnetyczne moga poruszac sie w prózni, natomiast struktura
czasu i przestrzeni jest inna, niz ta, która lansowala fizyka newtonowska. Nowy
obraz swiata, który narodzil sie wraz z teoria wzglednosci, zaoferowal nauce

znacznie wiecej niz teoria eteru i choc nie pozbawiony paradoksów okazal sie
bardziej elegancki i prostszy.

Krzysztof REJMER
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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w teflninie do kot1ca miesiaca n + 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadaJl z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadesIaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Klub 44

Tennin nadsylania rozwiaza11:
31 VII 1996

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zada!l 203 (WT=3,03) i 204 (WT=I,90)

z numeru 9/1995 Zadania z fizyki nr 217, 218 Redaguje Jerzy B. BROJAN
Aleksander Surnla - Myszków
Przenlyslaw Gworys - Cz~stochowa
Przemyslaw Gadzirl.ski - Sroda SI.
Jaroslaw Lazuka - Wa.rszawa

30,79
25,49
24,43
21,66

217. Bardzo dluga jednorodna pozioma belka opiera sie ua wielu równo odleglych
podporach. Jesli pada snieg obciazajac belke równomiernie, to pierwsze zlamanie
belki nastapi w jednym z punktów podparcia czy w jednym z punktów srodkowych

miedzy podporami? Zakladamy, ze: a) odchylenie belki y( x) w punkcie x od prostej
poziomej jest niewielkie, b) belka podlega prawu Hooke'a, tzn. w kazdym punkcie jej
krzywizna (zgodnie z punktem a) równa drugiej pochodnej y" (x)) jest proporcjonalna
do momentu sily zginajacej.

218. Glosnik zamknieto pod kloszem pompy prózniowej. Ile powinno wynosic cisnienie

pod kloszem, aby dzwiek dobiegajacy na zewnatrz byl o 20 dB slabszy niz przy
cisnieniu normalnym? Temperatura powietrza jest ustalona.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1995
Przypominamy tresc zadall:

209. Klocek o 11lasie m uderzyl w klocek o masie Al zaopatrzony w sprezynowy zderzak o stalej
sprezystosci k (rys. 1). Wspólczynnik tarcia.f o podloze jest jednakowy dla obu klocków i me tel",
salna wartosc dla tarcia statycznego, co dla kinetycznego. Po scisnieciu spl'e'?'ynn. rozprostown,la si~,
a klocki rozlaczyly, przy czym drugi klocek pozostawal caly czas w spoczynku. Jaki warunl:~J.: [JlUS'l,q
spelniac ITIasy m, i !vI, aby takie zdarzenie moglo zajsc? ZaldaclamYI ze dlugosc swobodna spre7,yny
jest wystarczajaco duza, aby nie ulegla "scisnieciu do zera" , tzn. oddzialywanie n1ied?'y klockami jest
opisywane przez prawo Hooke'a.

210. Przyjmijmy, ze tempo odplywu ciepla do otoczenia jest proporcjonalne do róznicy
temperatur. W stanie równowagi, gdy temperatura pojemnika jest równa Tj" bilans energii ma
postac

Stad szukany warunek ma postac M > 2m.

209. W chwili zatrzymania pierwszego klocka sprezyna ulega scisnieciu o wielkos,: x, która
musi spelniac dwa warunki:
a) kx ::; f M g (drugi klocek nie rusza z miejsca),
b) lkx2 > fmgx, czyli kx > 2fmg (energia sprezyny jest wieksza od pracy sily tarcia na
drodze powrotnej).

210. Pojemnik zawiera element grzejny o lTIOCYP = 200 W i tennometr mierzacy 1:empE'r{lt;I\l't~

zewnetrznej powierzchni pojemnika.
Pojemnik umieszczono w pokoju o ten1peraturze To = 20°C i wlaczono grzejnikI "'1/ wynIku czego po,
dluzszym czasie termometr wskazal temperature Tk = 140°C. Wtedy wrzucono do pojclllnika [Jlc:t<ll
o masie m = 100 g i temperaturze To i szybko zamknieto pojemnik. lle wynosi cieplo wlasciwe tego
metalu) jesli przebieg wskazan termometru jest dany przez rysunek 2?

p = ex(Tk - To).

3 t [min] Z tego równania otrzymujemy wartosc stalej proporcjonalnosci ex = 1,67 VV;oC. Po wrzuceniu
metalu nalezy uwzglednic w bilansie cieplo oddane metalowi dQm i cieplo pobrane od samego
pojemnika dQp (w pózniejszej fazie, gdy pojemnik z powrotem sie ogrzewa, to cieplo jest
ujemne)

21

,.,'.",.'"".",. ,
.'.J.J ••••••••••• L.'.'_.; •.;.J.J ••• l.l ••.••.•••,., .. ",.",.""" ,
..I_-'_._"_'_~_I._ •._ •. _•. _•• -,."'_J_J.h'.""'"''

.. '-,.;.~.~.:.~.~.~.~.~-:-;.""'"' ..

",.""" .""., ..
...... _._._._._._._ .·_ _.._~_1_._.·._._ .. n

,',,', t ,.,.",.""-,-.,-;',-,".- .-.-.. -•.....• - ..--,--,-.-.-.-.- .. --

,iliiiil!l]llllll'lll

T [oC]

140

120

100

Rys. 2

Rys. 1

Pdt + dQp = ex(T - To) dt + dQm.

Podstawmy tu P = ex(Tj, - To) j scalkujmy. Calkowite cieplo Qp jest równe zeru, gdyz
pojemnik wraca do poczatkowej temperatury. Stad

ex J (Tk - T) dt = Qm .
Nalezy zatem obliczyc pole zawarte miedzy podanym wykresem a prosta T = Tj,. "Vynosi ono
w przyblizeniu 2230oC·s, wiec Qm ~ 3720 J, a cieplo wlasciwe c ~ 310 J/(kg.oC).
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Zadania z matematyki nr 319, 320

Redaguje Marcin E. KUCZMA

319. Rozwiazac (w liczbach rzeczywistych) uklad równan:

{(I + x2)y = x

12y3 + z - 3y + 2

13z - 51 = 1- x.

320. Dla danych liczb dodatnich R i 1', spelniajacych warunek R 2: 21', obliczyc kres
dolny oraz kres górny pól trójkatów wpisanych w kolo o promieniu R i (jednoczesnie)
opisanych na kole o promieniu 1'.

Zadanie 320 zaproponowal pan Leslaw Skrzypek z Rzeszowa.

Rozwiazania zadml z matematyki z numeru 12/1995

Przypominamy tresc zadan:

311. Znalezc wszystkie funkcje niemalejace f, okreslone na zbiorze liczb calkowitych nieujelllnychj

o wartosciach w tYlTI Butnym zbiorze, spelniajace warunek:

(1)

312. Wyznaczyc wszystkie liczby naturalne n 2: 3, dla których istnieje n-kat foremllY
o wierzchollmch w punktach hatowych przestrzeni tróJwymiarowej.

311. Przyjmujac w równaniu (1) x = y = 1 dostajemy równosc

Przyjmujac zas x = y = O widzimy, ze j(O) = O lub j(O) = 1.

Zajmiemy sie teraz przypadkiem, gdy f(O) = o. Wówczas

z równania (1) mamy

j(x)=2x dla x=0,1,2, ....(13)

Ale ze zwiazku (10) wynika, ze suma lewych stron nierównosci

(11) i (12) jest równa sumie ich prawych stron. Nierównosci te
sa wiec faktycznie równosciami; a kazda z nich oznacza (w mysl

(9)), ze f(x) = 2x. Zatem, wobec dowolnosci wyboru x,

Trzy znalezione funkcje, dane wzorami (4), (6) i (13), stanowia

ogólne rozwiazanie rozwazanego równania (1).

(11)

a podstawiajac t = x, k = v dostajemy

(12) 22rn+1 +1 2: f(x) + 2v.

vVezmy dowolna liczbe naturalna x> 1; dobIerzmy tak

wykladnik m, by 22rn ~ x < 22rn+1 . Tak wiec
2m 2111+1

(9) x = 2 + U = 2 - v,

gdzie u 2: O, v > Ooraz
2rn+1 2rn 2rn

(10) u + v = 2 - 2 ( = 2 ) .

Podstawiajac w (8) t = 22rn, k = u mamy, zgodnie ze

wzorem (7),

j(2) = j(1)2 .

j(x) = 1 dla x = 0,1,2, ....

(5) 2j(x2) = f(x)2 dla x = 0,1,2, ....

Zatem fel) = O lub j(l) = 2.

Jesli fel) = O, to f(2) = O (równosc (2)). Stad

f(22n) = O dla n = 0,1,2, ...

(4)

Jezeli f(O) = 1, to podstawiajac w (1) y = O otrzymujemy

(3) 2f(x2) = f(x)2 + 1 dla x = 0,1,2, ...

Stad fel) = 1, wiec f(2) = 1 (wzór (2)), i ogólnie:

f(22n) = 1 dla n = 0,1,2, ...

(dowód indukcyjny z wykorzystaniem wzoru (3));
z monotonicznosci funkcji f wynika wiec, ze (w tym przypadku)

(2)

(indukcja z wykorzystaniem wzoru (5)) i wobec
mOllotonicznosci:

skad (wobec parzystosci porównywanych liczb):

fet + 1) 2: j(t) + 2, i ogólnie (indukcja):

(8) j(t+k) 2: f(t)+2k dla t,k=0,1,2, ...

Jesli natomiast fel) = 2, to f(2) = 4 (równosc (2)). Stad

(7) j(22n)= 22n+1 dla n=0,1,2, ...

(znów indukcja z wykorzystaniem wzoru (5)). Ze wzoru (5)
widac ponadto, ze wszystkie wartosci funkcji j sa liczbami

parzystymi. Kladac w (5) x = t + 1 dostajemy nierównosc

fet + 1)2 = 2f(P + 2t + 1) 2: 2j(t2 + 1) = f(t)2 + 4> j(t)2,

(6) j(x) = O dla x = 0,1,2, ....
312. Ustalmy liczbe naturalna n 2: 3 i przypuscmy, ze n-kat

foremny, o jakim mowa, istnieje. Sposród wszystkich takich

n-katów wybieramy n-kat o naj krótszym boku (jest to mozliwe,

bo dlugosci boków sa pierwiastkami z liczb naturalnych). Niech

A1A2 ... An bedzie wybranym n-katem. Kazdy z trójkatów

Ai-1 AiAi+1 uzupelniamy do równolegloboku Ai-1 AiAi+1 Bi

(wskazniki i± 1 nalezy odczytywac modulo n). PWlkty

B1, B2, ... , Bn sa pWlktami kratowymi. Gdy n rf; {3, 4, 6},

sa one takze wierzcholkami niezdegenerowanego n-kata

foren1Ilego, n1Iliejszego od Al A2 ... An - wbrew wyborowi tego

ostatniego. Zatem n musi byc jedna z liczb 3, 4, 6; a clla kazdej

z tych trzech wartosci n bez trudu znajdujemy zadany n-kat.
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Patrz w niebo

W przyblizeniu 3/4 stopnia od centrum Galaktyki (okolo 100 pc) lezy obiekt
bedacy m.in. zródlem promieniowania rentgenowskiego i oznaczony symbolem
1E1740.7-2942 w katalogu zródel rentgenowskich znalezionych przez sztucznego sat.elite
Einstein. Oprócz promieniowania X obiekt ten emituje w zakresie gamma silna linie
o energii kwantów 511 keV. Takie promieniowanie towarzyszy anihilacji elektronów
i pozytronów, wynikaloby wiec z tego, ze tajemniczy obiekt - oprócz rozmaitych
rodzajów promieniowania - jest takze zródlem antymaterii! Nic dziwnego, ze na.zwa.no
go tez Wielkim Anihilatorem.

Model zródla przewiduje, ze w jego centrum znajduje sie czarna dziura o masie kilku
mas Slonca pochlaniajaca okoliczna materie. W wyniku tej akrecji czarna dziure otacza
gesty oblok mieszanki fotonowo-plazmowej o rozmiarach rzedu 1000 km. W tak gestym
polu promieniowania kwanty gamma o dostatecznie wysokiej energii kreuj,~ pozytrony,
a wlasciwie pary elektronowo-pozy tronowe.

Pozytrony spotykaja sie nastepnie z elektronami dajac w efekcie charakterystyczna
linie anihilacyjna. Linia ta jest dosc waska, co dowodzi, ze anihilacja zachodzi
w osrodku stosunkowo chlodnym - w tego rodzaju zjawiskach oznacza to temperature
nie przekraczajaca 100 000 K. VVyglada na to, ze pozytrony opuszczaja miejsce swojego
powstania i anihiluja z elektronami gdzies znacznie dalej. I rzeczywiscie, obserwacje
radiowe ukazuja w miejscu Wielkiego Anihilatora oblok o rozmiarach rzedu 3 pc.

Oprócz samej linii 511 keV Wielki Anihilator emituje silne promieniowa.nie z zakresu
od 250 do 750 keV. Ono z kolei pochodzi najprawdopodobniej z samego zródla i jest.
równiez promieniowaniem anihilacji, tylko poczerwienionym i poniebieszczonyrn
dopplerowsko wskutek gwaltownych ruchów materii w poblizu czarnej dziury.
Obrazu dopelniaja dwie strugi emitujace synchrotronowe promieniowanie radiowe
i rozciagajace sie na ponad parsek w obie strony od zródla. W sumie, jak na tak
drobna czarna dziure, dzieje sie wokól niej bardzo duzo.

Tomasz KWAST

F 425. Jesli jednorodna kula ma wspólsrodkowe z nia kuliste wydrazenie, to we
wnetrzu tego wydrazenia natezenie pola grawitacyjnego jest równe zeru (jest to
prosta konsekwencja prawa Gaussa). Jakie bedzie natezenie pola grawitacyjnego gdy
wydrazenie nie jest wspólsrodkowe z kula? Dana jest gestosc {! kuli i odleglosc lal
pomiedzy jej srodkiem i srodkiem wydrazenia.
Rozwiazanie na str. 9

M 769. Czy istnieje podzbiór plaszczyzny, którego rzut prostopadly na dowolna prosta
jest suma dwóch rozlacznych odcinków?
Rozwiazanie na str. 13

M 770. Udowodnic, ze nie istnieje para liczb naturalnych (m, n), która spelnialaby
równanie 5m + 2 = 17".
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Krzysztof REJMER

F 426. Pole magnetyczne Ziemi z dobrym przyblizeniem mozna uwazac za pole
dipola magnetycznego. Obliczyc energie tego pola zawarta w obszarze ponad
powierzchnia Ziemi, jesli wiadomo, ze indukcja ziemskiego pola magnetycznego
ma wartosc 1/3 gaussa na równiku i 2/3 gaussa na biegunach. Promieii Ziemi ma.
wartosc Ro = 6,4.106 m; /1-0 = 471".10-7 Vs/Am. Porównac wynik z energia pola
grawitacyjnego Ziemi.
Rozwiazanie na str. 12

<t ~ - Zadania
" Rod"",;, Kc"",,'"! OLESZKIEWICZ ....

M 768. Czy Istmeje na]\'vIeksza lrczba pIerwsza dajaca reszte 3 z dZIelema pIzez 17
Rozwiazanie na str. 13
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Wyznacznik Vandermonde'a

n

P jest wielomianem stopnia co najwyzej n - l;
nietrudno zauwazyc, ze liczby al, az, ... , an-l sa jego
pierwiastkami. Wielomian P mozna zatem zapisac
w postaci

P(x) = A(x - ad(x - (2) ..... (x - an-d,

gdzie A jest wspólczynnikiem wielomianu P stojacym
przy xn-l. Ale ten wspólczynnik to po prostu
wyznacznik macierzy powstalej z macierzy (1) przez
skreslenie ostatniego wiersza i ostatniej kolumny, czyli

Vn-l(al,,,.,an-l). Stad Vn(al,,,.,an) = pean) =
= 1fn-l(al"'" an-d(an - ad(an - (2) ..... (an­
-an-d. A poniewaz Vz(al,az) = az - al, wiec przez
latwa indukcje dostajemy wzór (2)

Do czego sluzy wyznacznik Vandermonde'a? Wzór (2)
znajduje, miedzy innymi, zastosowanie w rozwiazaniu
klasycznego problemu interpolacyjnego Newtona:

Dane sa liczby rzeczywiste ([.1, ... , an, h, ... ,bn przy

czym liczby al, ... ,([.n sa parami rózne. Jak wyznaczyc

(i czy w ogóle istnieJ'e) wielomian P, mo:iliwie

najnizszego stopnia, o wspólczynnikach ruczy'Wistych,

dla którego P(a;) = biCi = 1, ... ,n)?

(2)
= II(ak-al)(ak - az) .

k=Z

Tutaj podamy inny, krótki i bardzo elegancki, sposób
wyprowadzenia wzoru (2). Mianowicie, oznaczmy
P(x) = Vn(al, ... , an-l, x).

(1)

an-l]

l
an-lz

,

Z n-l
an an ... an

gdzie al, az, ... , an sa liczbami rzeczywistymi.
W ksiazce "Elementy algebry wyzszej" jej Autorzy,
Andrzej Mostowski i Marceli Stark, dowodza, ze

Wyznacznikiem Vandermonde'a stopnia n 2': 2
nazywamy wyznacznik (który oznaczymy
przez Vn(al,"" an)) macierzy

al ar
az a~

4/96

(61 )

W dalszym ciagu notki istotnych zmian nie wprowadzono.

Czytelnik rnógl wiec wywnioskowac, ze co prawda Banach
urodzil sie w Pol., ale matematykiem byl radzieckim.

Chcemy poinformowac (a akurat niedawno minela 50. rocznica
smierci Banacha), ze ewolucja hasla w Encyclopaedia BTitannica

trwa! Oto, jak ono wyglada w kolejnym wydaniu:

Banach, Stefan (b. MaTch 30, 1892, f(mków, Pol.

- d. A·ug. 31, 191,5, Lyoy, Ukminian S.S.R), mathematician who

Jo"nded modent Junctional analysis and ...

Przypomina to slynna matematyczna metode kolejnych
przyblizen, uzywana m.in. w dowodzie twierdzenia Banacha
o punkcie stalym. W kolejnych wydaniach haslo jest coraz
lepsze, co nie znaczy, ze dobre. Skad Czytelnik w USA ma
wiedziec cos o Lwowie, a w szczególnosci, kiedy Lwów zostal
zagarniety przez Zwiazek Radziecki? Dalej moze myslec,
ze Banach (choc juz matematyk polski) swoich dokonan,
o których rnowa w hasle w encyklopedii, dokonywal pracujac na
wyzszych uczelniach w Ukrainskiej SSR (tak jak, na przyklad,
szwajcarski matematyk Euler w Rosji, w Petersburgu).

Banach, Stefan (b. NfaTch 30, 1892, f(mków, A ustTia-HungaTY

- d. Aug. 31, 191,5, Lyoy, Ukminian S.S.R), Soyiet

ma.thematician who Jo"nded mode"n J"nctional analysis and ...

Banach, Stefan (b. i'vIaTch 30, 1892, f(mków, A"stTia-H"ngaTY

{now in Poland} - d. A"g. 31, 191,5, Lyoy, Uhainian 5.5.1'1.),

Po/ish mathematician who JOIl.nded modenl J"nctional analysis
and ..

Potern jeszcze dwukrotnie w tekscie wspomniany byl. "Lvov"
jako miejsce pracy Banacha, o Polsce nie bylo ani slowa.
W kolejnym wydaniu XV edycji poczatek zostal zmieniony!
Jak?

Trzy lata ternu (w EPSILONIE 12/1992), po setnej rocznicy
narodzin Stefana Banacha pisalismy o informacjach o Banachu
w XV edycji EncycioPltedia BTitannica. Przypomnijmy - haslo
zaczynalo sie od slów:

Ciekawe, czy beda jeszcze kolejne przyblizenia, czy tez juz zostal
osiagniety punkt staly?

Podsluchane na zajeciach

Wyklad (prowadzony na podstawie skryptu napisanego przez
wykladowce):

- Prosze paIlstwa, w skrypcie jest napisane, ze to jest trywialne,
ale jakos w tej chwili nie widze, dlaczego.

Cwiczenia (iImy prowadzacy):

Zagadnienie to, jako latwe cwiczenie "na wyznacznik
Vandermonde'a i wzory Cramera" pozostawiam
Czytelnikowi. Proponuje równiez zastosowac podobna
metode, jak w dowodzie wzoru (2), do obliczenia
wyznacznika

1 a 02 a4

1 b b2 b4

1 C c2 c4

1 d d2 d4

gdzie a, b, c, d sa liczbami rzeczywistymi.
- Pan 111ówi, ze to widac, ja Inówie, ze nie widac, a na razie to ja
decyduje o tym, czy cos widac, czy nie.

Waldemar POMPE

Redakcja EPSJLONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin Pozniak.

Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem <.
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