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Nagroda Nobla z fizyki w 1995 r.

Krolewska Akademia Nauk Szwecji zdecydowala przyznaé Nagrode
Nobla w 1995 r. dwém fizykom amerykainskim za ,pionierskie
osiggniecia doéwiadczalne w fizyce leptonéw”. Nagrode otrzymali
Martin L. Perl z Uniwersytetu Stanforda za odkrycie leptonu 7

1 Frederick Reines z Uniwersytetu Kalifornijskiego w Irvine

za bezposrednia obserwacje neutrin. Leptony sa czastkami
elementarnymi, ktére biora udzial w oddzialywaniach slabych,
odpowiedzialnych, na przyklad, za rozpad # neutronu. Zaliczamy

do nich: elektron, mion i lepton 7 oraz ich neutrina. Neutrina sa
obojetne elektrycznie, natomiast elektrony, miony i taony (leptony r)
maja ladunek elektryczny réwny —1. Leptony naladowane biora tez
udzial w oddzialywaniach elektromagnetycznych. W oddzialywaniach
stabych 1 elektromagnetycznych uczestnicza tez kwarki, sktadniki
protonu i neutronu, ale w odréznieniu od leptonéw biora one tez
udzial w oddzialywaniach jadrowych.

Neutrino zostalo wprowadzone do fizyki w 1930 r. przez Wolfganga
Pauliego, aby uratowaé¢ w rozpadzie § jedno z naj$wietszych praw
fizyki — zasade zachowania energii. Na skutek tego rozpadu jadro
atomowe wyrzuca elektron i przechodzi w inne jadro o tadunku

o jedna jednostke wiekszym. Na przyklad, neutron rozpada sie

na proton i elektron, innych czastek w stanie koficowym sie nie
obserwuje. Jesli rozpad 8 bylby dwucialowy, to znaczy tylko

z dwiema czastkami w stanie konicowym, to energia elektronu
powinna mie¢ ciéle okreslona warto$é. Doswiadczalnie natomiast
obserwuje sie pewien rozklad energii od wartoéci zero do wartosci
maksymalnej réwnej wartosci energii oczekiwanej dla rozpadu
dwucialowego. Albo wiec zasada zachowania energii jest w tym
procesie naruszona, albo w stanie koncowym jest wiecej czastek

o bardzo malych masach, ktérych sie nie obserwuje. Pauli wybral to
drugie rozwiazanie. Wysunal hipoteze, ze rozpad g jest tréjcialowy:
oprécz jadra — produktu rozpadu — i elektronu jest jeszcze
emitowana neutralna elektrycznie, lekka czastka, zwana obecnie
antyneutrinem, ktora bardzo slabo oddzialuje z innymi czastkami.
Dlatego tez nie mogla by¢ zarejestrowana w rozpadzie 3. Pauli
wzdragal sie przed wprowadzeniem czastki, ktora, wedlug jego stéw,
nie mogta byé odkryta do§wiadczalnie wlasnie ze wzgledu na stabosé
oddzialywan. Od strony teoretycznej hipoteza istnienia neutrina
byta natomiast bardzo atrakcyjna, gdyz pozwalala rozwiazaé

inne zagadki fizyki, na przyktad bilans momentu pedu w tym
rozpadzie. Korzystajac z tej hipotezy Enrico Fermi sformulowal
model oddzialywan slabych opisujacych, miedzy innymi, rozpad 3,
z ktérego wynikalo, iz do zaobserwowania neutrin powstajacych

w rozpadach 4 naturalnych radioizotopéw potrzeba tarczy o gruboéci
kilku lat swietlnych. Dopiero zbudowanie reaktoréw jadrowych,
bedacych bardzo obfitym Zrédlem neutrin, pozwalato mie¢ nadzieje
na ich obserwacje doswiadczalna.

W 1953 r. Frederick Reines i Clyde L. Cowan Jr. zaproponowali
przeprowadzenie eksperymentu, w ktérym antyneutrina z reaktora
powodowalyby reakcje antyneutrino + proton — neutron + pozytron
(odwrotny rozpad ). Pomimo bardzo duzej intensywnosci wiazki
neutrin z reaktora liczba oczekiwanych przypadkéw powyzsze] reakeji
byta ciagle bardzo mala — kilka przypadkéw na godzine. Dlatego,
aby zmniejszy¢ ryzyko blednej interpretacji wynikéw eksperymentu,
Reines i Cowan postanowili rejestrowaé nie tylko pozytron, co jest
stosunkowo latwe, ale i neutron w stanie koficowym. Aparatura
do$wiadczalna skladala sie z tarczy zawierajacej okolo 400 litréw
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Powszechnie przytaczane jest zdanie
kanclerza Jana Zamoyskiego: takie bedg
Rzeczypospolite, jakie ich mlodziezy
chowanie. Zdanie to, wbhrew potocznej
opinii, nie jest wcale wezwaniem do
podnoszenia jakosci szkél, a jeshi nawet,
to tylko posrednio. Zamoyski stwierdza po
prostu fakt, ze jesli wychowanie mlodziezy
bedzie katolickie, to katolicka bedzie
Rzeczpospolita, a jedli protestanckie,

to protestancka. Bylo to zreszta

w jego czasach stwierdzenie oczywiste

- w pierwsze] polowie X VI wieku wérdd
postéw do sejmu bylo ponad 30%
protestantéw, a wéréd posléw z Malopolski
nawet ponad 60%.

Taki stan rzeczy byl wynikiem
uruchomienia przez protestantéw (w Polsce
gléwnie kalwindéw, arian — jak ich
nazywano) znacznie nowoczeéniejszej

1 sprawniejszej sieci szkél. Protestanci

byli w wyniku tego znacznie lepiej
wyksztalceni.

Przypomnijmy - otwarty ruch protestancki
rozpoczal sie wystapieniem Martina Lutra
31 paidziernika 1517 roku; potem byla
juz lawina protestu przeciw przestarzalej

1 skorumpowanej strukturze kodciola
katolickiego. Jego odpowiedzia byl sobdr
trydencki (1543-1563), ktéry postanowit
zaangazowaé koscidl glebiej w zycie
wiernych (np. ustanowil sakrament
malzefistwa), a w szczegdlnosci nakazal
najwyzsza wage przywiazywaé do
ksztalcenia mlodziezy. Uznano tez dopiero
co powstaly (1540), zaloZony przez
Ignacego Loyole zakon jezuitéw, ktdry
bral na siebie obowiazek obrony koéciola,
a zwlaszcza troske o wyksztalcenie
mlodego pokolenia. Dzis, gdy trwa

w Polsce walka o ksztalt odwiaty, musimy
pamietaé, ze podobny béj zostal juz raz

- w XVI wieku - stoczony.

Data rozpoczecia soboru trydenckiego
Jest réwniez data ukazania si¢ dziela
O obrotach cial niebieskich Mikolaja
Kopernika. Trudno o zrobienie czegos




bardziej nie w pore. W calej Europie
plona stosy z protestantami (inkwizycja),
ale i z katolikami (Anglia, Henryk VIII,
Elzbieta I). I w takiej chwili kto$
(mniejsza o to, ze ksiadz; zreszta

Luter tez byl duchownym katolickim)
proponuje restrukturyzacje pogladéw na
budowe Wszechéwiata. Co za wspaniala
okazja, by wpisaé w to pomysly na
restrukturyzacje kosciola, pafistwa i co by
tylko kto zechcial. Giordano Bruno, ktéry
splonal na stosie za ide¢ Kopernika, nie
mial pojecia o astronomii.

Idea Kopernika nie byla jedynym novum,
z ktérego wykielkowal nowy sposéb
pojmowania $wiata. Reformacji towarzyszy
znaczne powickszenie §wiata poprzez
odkrycia geograficzne: 1492 rok to
odkrycie Ameryki, 1498 — to oplyniecie
Afryki i dotarcie droga morska do Indii,
1521 — to oplyniecie kuli ziemskiej dookola.
Swiat powigkszyl sie zreszta w bardziej
zasadniczy sposdb. Galileusz w 1609 roku
skonstruowal teleskop pozwalajacy
stwierdzié¢, ze na Ksiezycu sa géry, a na
Storicu plamy i — co wywolalo najwigksza
sensacje — ze Jowisz jest obiegany przez
cztery duze ciala niebieskie (nazwane
przez niego gwiazdami Medycejskimi).
Slowem, na Ziemi sie wszystko nie konczy.
Ale éwiat powiekszyl sie jeszcze w jedna
strone — Holender Leeuwenhoek, bracia
Jensenowie (Flamandowie) i Anglik Hooke
konstruuja mikroskop i stwierdzaja,

ze tam, gdzie nic juz nie ma — na przykltad
w kropli czystej wody — zyje mrowie
rozmaitych stworzen (nazywano je, nawet
jeszcze w czasach, gdy konczylem szkole,
wymoczkami).

Za tym wszystkim stala matematyka,

a konkretnie rachunki. XV i XVI wiek

to zmaganie sie wszystkich praktycznie
uczonych z problemem uciazliwosci
rachunkéw. Dzisiejsi Czytelnicy Delty
zapewne nie w pelni moga zrozumiec,

o co chodzi — maja przeciez do dyspozycji
kalkulatory (z ktérymi kazdy przeciez sobie

poradzi) i komputery (tez coraz bardziej
dajace sie ujarzmié). Przeprowadzenie
rachunkdw, choéby takich, by zestawié
tablice efemeryd (czyli tych zjawisk

na niebie, ktdére nie powtarzaja sie

w rytmie dobowym badZ rocznym, a ktére
w owych czasach byly niezbedne do mniej
wiecej §wiadomej nawigacji) wymagalo
nieprawdopodobnie zmudnej i dlugotrwalej
pracy, jesh trzeba ja bylo wykonaé, jak

to si¢ méwi ,recznie”. Wymyslono caly
szereg dzi$ juz zupelnie zapomnianych
technik. Kto dzisiaj potrafitby np. mnozyé
za pomoca tablicy kwadratéw liczb?

wodnego roztworu chlorku kadmu, umieszczonej miedzy dwoma
licznikami scyntylacyjnymi do rejestracji fotonéw. Wyemitowany
pozytron w odwrotnym procesie f jest spowalniany przez wode

1 anihiluje z elektronem z tarczy, co prowadzi do emisji dwéch
charakterystycznych fotonéw rejestrowanych jednoczesnie przez
detektory. Neutron tez jest spowalniany i po kilku milisekundach
Jjest wychwytywany przez jadro kadmu, czemu tez towarzyszy
emisja fotonu. Rejestracja trzech fotonéw w odpowiedniej sekwencji
czasowej dostarczala wiec dowodu na to, ze w tarczy zaszlo
oddzialywanie antyneutrina z protonem. Pozytywny wynik
eksperymentu Reinesa 1 Cowana, przeprowadzonego przy reaktorze
Savannah River, udowodnil po raz pierwszy, ze neutrino jest
obiektywnie istniejaca czastka elementarna, a nie wymystem umystu
ludzkiego dla, li tylko, ratowania zasad zachowania.

Neutrino w rozpadzie B towarzyszy zawsze elektronowi. W latach
szesS¢dziesiatych stwierdzono, ze mionowi (czastce bardzo podobnej
do elektronu, ale okolo 200 razy ciezszej) towarzyszy inny rodzaj
neutrina, ktéry dla odrdznienia od elektronowego nazwany

zostal neutrinem mionowym. Na poczatku lat siedemdziesiatych
stwierdzono, ze czastki elementarne mozna poklasyfikowaé w dwie
rodziny. Pierwsza rodzina skladalaby sie z dwoch leptondéw

— elektronu i neutrina elektronowego, i dwoch kwarkow, zwanych
goérnym i dolnym (ang. up i down). Z kwarkéw gérnych i dolnych
zbudowane sa protony i neutrony, sktadniki jader atomowych. A wiec
w zasadzie wystarczalaby jedna rodzina czastek do wytlumaczenia
budowy materii we Wszech§wiecie. Druga rodzina sklada sie

tez z dwéch leptonéw — mionu i neutrina mionowego, i dwéch
kwarkéw — dziwnego i powabnego (ang. strange i charm). Kwark
dziwny jest potrzebny do wytlumaczenia budowy czastek dziwnych
— kaonéw, barionéw lambda, sigma itp., ktére szybko rozpadaja

sie na czastki nie zawierajace kwarku dziwnego. Kwark powabny,
ktorego odkrycie w 1974 r. zostalo uhonorowane Nagroda Nobla,
uzupelnial sklad drugiej rodziny. I taki sklad czastek elementarnych
tez by wystarczyl.

Fakt, ze w kazdej rodzinie istnieje jeden naladowany lepton (elektron
w pierwszej, mion w drugiej), sklanial fizykéw do poszukiwania
nowych leptonéw. Takie poszukiwania, w ktorych uczestniczyl
rowniez Martin Perl, byly prowadzone w latach szesédziesiatych,
ale wyniki byly negatywne. W 1973 r. w Laboratorium SLAC
uruchomiono nowe urzadzenie SPEAR (zderzajace elektrony

z pozytronami) otwierajace przed lowcami nowych czastek nowe
mozliwosci. Urzadzenie SPEAR bylo szczegdlnie przydatne

do poszukiwan nowych czastek, ktére moga byé produkowane

w reakeji elektron + pozytron — czastka + antyczastka.
Pierwszym, bardzo istotnym odkryciem, bylo stwierdzenie
istnienia kwarku powabnego, o ktérym juz wspominalismy. Z kolei
w eksperymencie kierowanym przez M. Perla zaobserwowano

juz w pierwszym roku od uruchomienia SPEAR kilkadziesiat
przypadkéw typu elektron + pozytron — (elektron + antymion)
lub (antyelektron + mion). W obu typach reakcji brakowalo
energili w stanie koncowym. Jedna z mozliwych interpretacji tych
przypadkéw opierala sie na hipotezie istnienia nowego, ciezkiego
leptonu, nazwanego 7, rozpadajacego sie szybko na elektron (lub
mion) i pare neutrin, ktére nie sa rejestrowane. A wiec reakcja
moglaby przebiegac nastepujaco: elektron i pozytron anihiluja

w pare leptonéw 7, ktdre rozpadaja sie na obserwowane leptony,
a towarzyszace im neutrina unosza brakujaca energic. Hipoteza ta
byla nastepnie sprawdzana w innych obserwacjach przez kilka lat.



Lepton 7 byl zwiastunem nowej rodziny czastek elementarnych.
Wkrétce potem odkryto piaty kwark, nazwany picknym

(ang. bottom lub beauty), a na odkrycie jego partnera — kwarku
szczytowego (ang. top) musieliSmy czekac az do ubieglego roku.
Do kompletu trzeciej rodziny brakuje jeszcze neutrina taonowego,
ktorego bezposrednio jeszcze nie zapbserwowano, chociaz mamy
posrednie dowody jego istnienia.

Tak wiec mamy trzy rodziny czastek elementarnych. Nie jest to

jednak proste powielanie si¢ Przyrody. Przy przejéciu w modelu

czastek elementarnych od dwéch do trzech rodzin pojawia sie istotny

nowy element jakosciowy, ktéry pozwala wytlumaczyé fakt tamania

symetrii kombinowanej CP — symetrii odbicia przestrzennego

1 sprzezenia czastka-antyczastka. Ale to juz calkiem inna historia.
Jan KALINOWSKI

Patrz w niebo

Aby statek kosmiczny mégl dotrzeé¢ do dalszych planet w miare szybko

i tanio, stosowano juz wielokrotnie metode grawitacyjnego rozpedzania

go przy zblizeniach do kolejnych planet. Korzys$é byla z tego oczywista:
wystarczalo zuzyé tylko tyle energii, by statek dotarl do pierwszej planety
(zawsze byl nia Jowisz), a potem, niejako juz przy okazji, odwiedzane byly
niemal wszystkie dalsze, bo kazda planeta kierowala statek ku nastepne;j.
Co prawda, wymagalo to ogromnej precyzji przy wyborze trasy lotu sondy
i sprzyjajacego ustawienia planet. Tak wykonaly swoje misje oba Pioneery
i oba Voyagery.

Wszystkie te cztery loty odbyly sie, oczywiscie, w plaszczyZnie ekliptyki.
W 1990 r. z pokladu wahadlowca Discovery wystrzelono kn Jowiszowi
sonde Ulysses zbudowana wspélnymi sitami NASA i ESA (European
Space Agency). Sonda ta po przelocie kolo Jowisza miala wej$¢ na orbite
prostopadla do plaszczyzny ekliptyki, tak by przy obieganiu Slofica mogla
przelatywaé nad jego biegunami. Najblize] Jowisza Ulysses znalazl sie

8 II 1992 r. (w odleglosci 380 000 km nad powierzchnia jowiszowych
chmur) i tak rozpoczely sie badania nietknietych jeszcze ludzkim
przyrzadem obszaréw Ukladu Slonecznego. Cale wydarzenie bylo znacznie
stabiej naglosnione niz wyprawy Pioneeréw i Voyageréw — zrozumiale,
eksperymenty takie juz spowszednialy.

Tak wiec swoja misje okolosloneczna Ulysses rozpoczal od przebycia
magnetosfery Jowisza w kierunku poludnikowym. Jej granice wyczul
szesé dni wezesniej w odleglosci okolo 8 mln km od planety, tj. znacznie
dalej, niz bylo to w przypadku Voyageréw. Przyczyna takich zmian
magnetosfery jest Slofice, mianowicie slaby — podczas lotu Ulyssesa

— wiatr stoneczny pozwolil magnetosferze Jowisza swobodnie rozprezyé
sie do zwiekszonych rozmiardw.

Ulysses potwierdzil, ze lo, najblizszy planecie z satelitéw galileuszowych,
jest gléwnym Zrédlem jonéw wypelniajacych jowiszowa magnetosfere.
Wulkany tego satelity wyrzucaja w przestrzeni tone dwutlenku siarki

i innych gazéw na sekunde. Gazy te ulegaja rychlo jonizacji tworzac

na orbicie Io gruby torus plazmy. Torus ten byl jednak rzadszy niz

za czaséw Voyageréw, co dowodziloby, ze aktywno$é wulkaniczna Io
spadla w ostatnich latach. Jony siarki i tlenu Ulysses rejestrowal nie
tylko w plaszczyZnie orbity Io, lecz — w odpowiednio mniejszym stezeniu
- w calym obszarze magnetosfery. Potwierdzilo sie tez, ze jony te zbiegaja
ku biegunom planety wywolujac tam zorze dostrzegalne nawet przez
teleskop Hubble’a z okoloziemskiej orbity.

W sumie, choé¢ Jowisz nie byl gléwnym obiektem badan Ulyssesa,
wyprawa sondy juz na samym poczatku przyniosta szereg danych,
wprawdzie nie odkrywczych, lecz dajacych naszej wiedzy o Jowiszu

solidniejsze podstawy. Tomasz KWAST

Albo za pomoca tablic funkcji
trygonometrycznych? Byly to jednak
bardzo dobre metody, umozliwiajace
nieslychany skok do przodu w omawianych
stuleciach.

Wynalazki te zwielokrotnial wynaleziony
(kiedyz by indziej) okolo 1440 roku druk.
Mozliwoéé powielenia informacji w wielu
egzemplarzach natychmiast owocowala
informacji tej upowszechnieniem. Zaczyna
by¢ faktem, ze uczeni — nawet w odleglych
krajach — pracuja razem.

Radykalna zmiane sytuacji przynosi
wynalazek Burgiego-Nepera-Briggsa—
—Giintera, czyli logarytmy. Jest to
pomyst na to, jak wykonywaé mnozenie
i dzielenie wielu liczb réwnoczeénie (tak,
jak réwnoczesénie dodaje si¢ ,w slupku”).
Szwajcarski rachmistrz, szkocki lord

i angielski matematyk stworzyli metode,
ktéra najwiecej dala ludzkiej cywilizacji.
A do tego czwarty z wymienionych

— Edmund Giinter — skonstruowal
bajecznie prosty przyrzad realizujacy te
metode: suwak logarytmiczny. Te dwie,
przesuwajace si¢ wzgledem' siebie, deseczki
to przyrzad, ktéry dal ludziom pare,
elektrycznoéé, samochody, samoloty,
radio, telewizje, tranzystor. Stowem

— dlugo jeszcze komputery beda musialy
popracowaé, by mieé takie zaslugi,

jak te skromne dwie deseczki. Drodzy
Czytelnicy: poznajcie choéby jeden suwak
logarytmiczny w swoim zyciu — jest to
na pewno wiekszy bohater ludzkosci od
kazdego z wodzdéw czy krdléw.

Gdy ludzkos¢ uzyskala juz swobodny
dostep do Rechenhaftigkeit — rachunkowej
gwarancji przeprowadzanych rozumowai,
dla pelnego przelomu potrzebne juz

bylo jedynie zerwanie z dotychczasowa
praktyka nauki, czyli z uniwersytetami.
Dokonali tego — co moze byé zaskoczeniem
— oficerowie (bedzie mowa jeszcze

o jednej interwencji armii w nauke, ale
to nastepnym razem). Byli to oficerowie
armii wyzwoleniczych. Trzeba bowiem
przypomnieé sobie, ze Europa przelomu
XV i XVI wieku to Europa podzielona
miedzy dwa supermocarstwa: Hiszpanie,
ktérej potega opierala sie na zlocie,

i Polske, ktérej potega miala swe Zrédlo
w zbozu. Hiszpania rzadzila Wlochami,
Austria, Francja, Anglia (czaséw Krwawej
Mary), Holandia; Polska (wraz z Litwa)
— Wegrami, Czechami, Szwecja, Rosja,
Prusami, a razem utrzymywaly te potegi
miedzy soba laficuszek podzielonych
pafistewek niemieckich. W wieku

XVII sytuacja jest juz skrajnie inna




~ to nowo powstale (jak Prusy) badi
wyzwolone (jak Francja) paiistwa dyktuja
warunki. I ci prezni ludzie, ktérzy
wywalczyli dla nich wolnoéé, réwniez
ukladaja podwaliny nowej nauki.

Czasem przesadzaja, méwia np. dowody
byly potrzebne takim mieczakom, jak Grecy;
my sie dzis bez nich swobodnie obywamy.
Ale formuja praktycznie wszystkie galezie
nauki, jakie my dzi$§ uprawiamy. Powstaje
fizyka (Galileusz, Newton), chemia

(Boyle), biologia, fizjologia itd., itp.

Oto przyklady. Robert Hooke stwierdzil,
ze gdy potrzasamy naczynie z suchym
réwnoziarnistym piaskiem, to zachowuje
sie on jak plyn — ciezsze od piasku
przedmioty w nim tona, lzejsze wyplywaja
na powierzchnie, mozna tez skonstruowac
plywajace po takim piasku zaglowce. Jego
wniosek: woda i inne plyny to bezustannie
drgajace jednakowe kuleczki. Tak powstala
kinetyczno-molekularna teoria budowy
materii.

Inny przykiad. Samuel Pepys z kolegami
(mozna o tym przeczytaé w jego,
dostepnych po polsku, pamietnikach)

u szeryfa Londynu uzyskali prawo do
przeprowadzenia na ochotniku (sposréd
skazanych na $mieré) eksperymentu
polegajacego na przetoczeniu mu litra krwi
owczej (1 rOwnoczesnym upuszczeniu mu
litra jego wilasnej krwi) — w przypadku
powodzenia mial zosta¢ uwolniony

i otrzymac sztuke zlota, co zreszta sie
stalo. Jak dlugo zyl — nie wiadomo,

bo natychmiast si¢ ulotnil.

Wymieniony przed chwila Samuel Pepys
byl péiniej prezesem Royal Society,
angielskiej Akademii Nauk. Tak bowiem

— Akademiami Nauk — nazywaja sie
instytucje naukowe, ktére nowi ludzie
nauki powotali do walki ze skostnialymi
uniwersytetami. Royal Society powstalo

w 1655 roku, Akademia Paryska

w 1666; najstarsza jest neapolitaiiska
Accademia dei Lincei z 1560 roku (rzymska
powstala 43 lata péZniej). Zgoda miedzy
Akademiami i Uniwersytetami zapanowala
dopiero w XIX wieku.

Samuel Pepys jest tez osoba, ktéra
wyrazila zgode na opublikowanie

w 1687 roku dziela powszechnie uznanego
za najdonioslejsze dla XVII stulecia:
Philosophiae naturalis principia

mathematica, dziela, w ktérym wylozone
sa zasady dynamiki 1 udowodnione jest
prawo powszechnego ciazenia. Rezultat
znacznie bardziej obrazoburczy od prac
Kopernika — jest tu jasno powiedziane,

ze na Ziemi i w Niebie obowiazuje ta sama
fizyka.

i Zadania

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 765. Udowodnié, ze funkcja f(z) = z? nie jest suma dwéch funkcji
okresowych.

(Zadanie zaproponowal Jarostaw Wréblewski.)

Rozwiazanie na str. 15

M 766. Niech n bedzie liczba naturalna wieksza od 1,
a €, = COS 27” + 1sin 27"'. Udowodnié, ze

l4entent-den =0

wtedy i tylko wtedy, gdy n jest dzielnikiem k.
Rozwiazanie na str. 15

M 767. Prostopadloscienne pudlo o wymiarach A x B x C' wypelniono
jednakowymi prostopadloscianami o wymiarach a x b x ¢c. Wiedzac,

ze liczby A, B, C, a, b, c sa naturalne, udowodnié, ze a dzieli ktéras z liczb
A, B, C:

Rozwiazanie na str. 8

Redaguje Krzysztof REJMER

F 423. Jednorodna nierozciagliwa nié o gestoéci liniowej ¢ wisi

w réwnowadze na gladkim precie. W pewnej chwili ni¢ zaczyna sie
zsuwal z preta. Znaleié jej predkoié w chwili, gdy oderwie sie od preta.
Zaniedbujemy #rednice preta i grubo$é nici.

Rozwiazanie na str. 11

F 424. Jak wyglada ruch liny z poprzedniego zadania, kiedy oderwie sie
ona juz od preta? W jakim czasie lina wyprostuje sie? Jakie beda w tym
momencie polozenia jej koficéw oraz predkosé?

Rozwiazanie na str. 16

Matematyczne miniatury

Kluczem do wielu wlasnosci plaszczyzny euklidesowe] jest nierédwnoéé
Cauchy’ego-Schwarza: dla rzeczywistych a,b, c,d

la-c+b-d| < \/&3+b2 . \/cz-{—dz
(inna wersja: |(a,b) o (c,d)| < ||(a,b)]| - ||(¢, d)||, gdzie symbol o oznacza
iloczyn skalarny, || || dlugo$é wektora o danych wspdlrzednych).

Poniewaz wsréd réwnoleglobokéw o ustalonych bokach najwieksze pole ma
prostokat, to zgodnie z rysunkiem mamy

le] A\ ld
al Ja AP “Ne!
< X Va2+b? \
\d] lal laN\R_Ve2+d? )

ldI\; lel

(lal + 1d1) - (el + 18) < 2 5(lal - B+ lel - [dl) + /a2 + 82 - /2 4 2,

a‘c+b‘ a‘c+ = < a +2' C2+d2.
Ja’os}alﬁ' GORNICKI




Kacik olimpijski (15)

O pewnej sprytnej metodzie, I

Niech P bedzie niepustym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych
i funkcja f: P — R spelnia warunek f(z) > 0 dla kazdego x € P.
Jeseli liczby z1, ..., & nalezg do P, to f(z1)+ ...+ f(za) 2 0.

To oczywiste stwierdzenie moze staé si¢ cennym narzedziem do
rozwiazania niektérych, czasami nielatwych, zadan olimpijskich.
Cala trudnoéé w tego typu zadaniach polega jedynie na sprytnym
dobraniu funkcji f (stad tytul). Zacznijmy od nastgpujacego

przykladu:

1. Wyznaczyé wszystkie ciagi (21,. ..
ktorych

,Zp) liczb rzeczywistych, dla

Wszystkie hierarchie koscielne odnotowaly,
ze jest to sprzeczne z ich doktryna (inna
sprawa, czy jest to poglad sluszny). I co?

I nic. Starcia religijne i tworzenie nowej
mapy politycznej juz zostaly zakonczone.
Nie bylo warto roznieca¢ nowych stoséw

z powodu jakiego$ tam wyniku naukowego.

Ta réznica miedzy losami rezultatu
Kopernika i Newtona jest chyba
dostatecznie jaskrawym dowodem dla
kazdego, kto chcialby watpi¢ w Scisty

zwiazek nauki z polityka. Méwie o tym,
bo takich pigknoduchéw ciagle si¢ jednak
spotyka.

Nowy wzorzec nauki, stworzony

\/:r:f+:t:§+...+a:ﬁ={/x:i’+:c§+...+z§=\"/xf+zg+...+x;‘,.

Rozwigzanie. Niech a = y/z} + z3 + ...+ z2. Rozpatrzmy
funkcje f: R — R dana wzorem f(z) = z(z — a)?. Zalézmy,

e (&1,...,2,) jest pewnym ciagiem liczb rzeczywistych

speliajacym dane réwnoéci. Poniewaz f(z) > 0 dla kazdego
rzeczywistego , wiec réwniez f(z;) >0dlai=1,2,...,n.

n

Mamy: Y f(z:) =) (¢} — 2z} +d’z}) =
i=1

T . 5
=Y =f— 202::? + azzx? —
i=1 i=1 i=1
=a?=2a-a®4+a®-a®2=0.
Zatem suma liczb nieujemnych f(zi),..., f(zn)
wynosi 0, a to mozliwe jest jedynie wtedy, gdy kazda
z liczb f(z1),..., f(zn) réwna si¢ 0. A poniewaz

wielomian f ma tylko dwa pierwiastki: 01 a,
wiecz; =0 lubz; =adlai=1,...,n. Stad
latwo dostajemy, ze kazde rozwiazanie w liczbach
rzeczywistych danego ukladu ma postaé: z; = p,
z; = 0 dla kazdego j réinego od i, gdzie p jest
dowolna liczba dodatnig.

2. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n > 2,
ze nieréwnoscé

(¥) a+ai+...4a2>an(a1+az+...+a,1)
zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych
ay,0az2,...,0n.

Rozwigzanie: Ustalmy n € N i weimy funkcje

f(z) = 2% —apz + a2 /(n —1). Jesli dla

dowolnej liczby rzeczywistej a, tréjmian f

ma co najwyzej jeden pierwiastek rzeczywisty,

to dla dowolnych liczb rzeczywistych

ay,...,0,_1jest fla;)+ ...+ flan—1) > 0, czyh
al+...+a2 > an(a1 + ...+ ay—1). Jedli dla pewnego
rzeczywistego a, tréjmian f ma dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste, powiedzmy e i1 8 (o < g3), to dla
dowolnych liczb rzeczywistych by,...,b,—1 € (a, )
jest f(b1)+ ...+ f(bn-1) < 0, co jest réwnowazne
nieréwnoéci b7 + ...+ b2_; + a2 < an(b1 + ...+ bay).

w XVII wieku, obowiazywal co najmniej
do korica XIX stulecia. A czy obowiazuje
dzi$? Wiele wskazuje na to, Ze nie. Trudno
jednak jest wyrokowaé kategorycznie, péSki
nie zrozumie si¢ istoty nowej propozycji.
A ja, niestety, na razie zobaczyé jej nie
umiem.

Tak wiec wiedy nieréwnosé¢ () nie jest prawdziwa dla
dowolnych liczb rzeczywistych. Liczby b1, ...,bn_1,an
stanowia kontrprzyklad! Udowodnilismy w ten
sposéb, ze nieréwnoéé (*) zachodzi dla dowolnych
liczb rzeczywistych aq,...,a, wtedy 1 tylko wtedy,
gdy tréjmian kwadratowy f ma co najwyzej

jeden pierwiastek rzeczywisty. Jeszcze tylko
formalnoéé: obliczenie ,,delty” i zbadanie jej znaku,
co pozostawiamy Czytelnikowi.

Jakie funkcje nalezy dobraé, aby rozwiazaé ponizsze
zadania?

3. Wyznaczy¢ wszystkie ciagi (21,...,2,) liczb
rzeczywistych spelniajace réwnanie:

\/z§+a:§+...+a:3.= {/ar?+a:g+...+x;~1.

4. Dane sa liczby rzeczywiste z1,..., 2,

o sumie réownej 0. Niech m bedzie najmniejsza,
M za$é najwieksza z tych liczb. Dowies¢,
ezl 4 ...+ 22 <—nmM.

5. Liczby rzeczywiste z,,...,z, spelniaja warunki:
Soh 2 =0,3 71, 27 = 1. Udowodnié, ze spoéréd
tych liczb mozna wybraé dwie, ktérych iloczyn jest
nie wigkszy niz —1/n.

6. Niech n > 4. Rozne liczby rzeczywiste z1,...,x,
spelniaja warunki: ) 0_ 2, =0, Y7 27 = 1.
Udowodnié, ze spoéréd tych liczb mozna wybraé takie
cztery rézne liczby a, b, ¢, d, ze

a+b+c+nabcgzz?Sa+b+d+nabd.

i=1

Krzysztof CHEEMINSKI, Waldemar POMPE



Rys. 4

W tym artykule pojecie stycznej
rozumiemy nieco szerzej, niz to sie
zwykle robi. W przykladzie z parabolg
pélszescienna y° — x2 = 0 0§ Oy jest
styczna do krzywej w (0,0), zas o§ Oz
nie.

A

Rys. 5

Matematyczny mikroskop
Tadeusz KRASINSKI

Prawie wszystkie nauki Sciste w swoich badaniach uzywaja urzadzei powigkszajacych.
Rola mikroskopu w fizyce, chemii, biologii, teleskopu w astronomii oraz innych
narzedzi optycznych w innych naukach jest ogromna i trudno ja podwazyé. Wydaje
sig, ze tylko matematyka nie ma ani takiego narzedzia, ani probleméw, ktére mozna by
rozwiazaé z jego pomoca.

Okazuje sig, ze jednak istnieje w matematyce narzedzie (czysto abstrakcyjne,
oczywidcie), ktére mozna uznaé za pewien rodzaj mikroskopu. Tym narzedziem

jest operacja rozdmuchania punktu w przestrzeni. Méwiac obrazowo, w danej
przestrzeni X (moze to byé plaszczyzna, powierzchnia, przestrzeit tréjwymiarowa

itd.) rozdmuchujemy (albo, jesli kto woli, rozszczepiamy, rozciagamy) jeden z jej
punktéw, P, do pewnego zbioru punktéw tak, by kazdy ,nowy” punkt odpowiadal
Jjednemu kierunkowi dochodzacemu do punktu P. Wéwczas obiekty (figury, podzbiory)
wyjsciowe] przestrzeni X, zawierajace punkt P, staja si¢ na ogél prostsze (lub ,lepiej
widoczne”) w przestrzeni rozdmuchane;j.

PrzejdZmy do dokladniejszego opisu. Dla prostoty ograniczymy sie do rozdmuchania
punktu plaszczyzny rzeczywistej R?. Rozdmuchaniem plaszczyzny R? w punkcie (0,0)
nazywamy nowa, lezaca nad plaszczyzna, powierzchnie B, ktéra powstaje przez
wklejenie okregu E w miejsce punktu (0,0) w taki sposdb, ze B jest powierzchnia bez
osobliwoéci. (Kto nie wierzy, ze to mozliwe, niech obejrzy rys. 1).

Mozna sobie wyobrazaé, ze aby otrzymaé powierzchnie B, podnosimy pewna prosta [
do gdry i obracamy ja jednoczesnie o kat 180° wokél pionowej osi otrzymujac prosta k.
Prosta zakresla podczas tego ruchu pewna powierzchnie. Powierzchnia B powstaje

z niej przez utozsamienie skrajnych prostych k il (patrz rysunek). Latwo zauwazyd,

ze jest to konstrukcja wstegi Mobiusa, w ktérej zamiast odcinka uzywamy caltej prostej.
Nad kazdym punktem plaszczyzny R?, réznym od poczatku ukladu wspolrzednych,
lezy dokladnie jeden punkt powierzchni B, a nad punktem (0,0) zbiér £, zwany
fachowo dywizorem wyjatkowym, ktéry mozemy utozsamié z okregiem. To ostatnie
stwierdzenie stanie si¢ jasniejsze, gdy przeprowadzimy nastepujace rozumowanie.

Dowolnej prostej w R? przechodzacej przez (0, 0) odpowiada w B pewna ,prosta”
lezaca nad nia. Dwém réznym takim prostym w R? beda odpowiadaly dwie ,proste”
w B — tym razem rozlaczne (prosze jeszcze raz spojrzeé na rys. 1). W B nastepuje
wiec ,rozszczepienie” kierunkéw w R? dochodzacych do (0,0) — kazdemu kierunkowi
w R? mozemy przyporzadkowaé jeden punkt wklejonego zbioru E. Zatem rzeczy wiscle
zbiér E mozna utozsamié¢ z okregiem: zbiér kierunkéw w R to inaczej zbiér prostych
przechodzacych przez (0,0), ten za$ zbidr nietrudno utozsamié z okregiem. Istotnie,
kazdemu kierunkowi odpowiadaja dwa antypodyczne punkty na okregu, po sklejeniu
ktérych znéw otrzymamy okrag (rys. 2).

Operacji rozdmuchania uzywa sie gléwnie do badania osobliwoéci krzywych opisanych
réwnaniami wielomianowymi. Jesli np. rozwazymy krzywa V o réwnaniu 3° — 22 =0
w R? o0 jedynym punkcie osobliwym (0,0) (patrz rys. 3), to po rozdmuchaniu

punktu (0, 0) bedzie jej odpowiadala lezaca na powierzchni B krzywa V bez
osobliwosci (patrz rys. 4), zwana przeciwobrazem wlasciwym wyjéciowej krzywej.
Doktadniej, V jest parabola w B — za chwilg to uzasadnimy.

Analitycznie przeciwobraz wlasciwy krzywej opisuje sie w nastepujacy sposéb: jesli
f(z,y) = 0 jest réwnaniem krzywej V w R? przechodzacej przez (0,0) i o8 Ox

(odp. Oy) nie jest styczna do tej krzywej w punkcie (0,0), to podstawiamy = = uv,

y =v (odp. £ = v, y = uv) do réwnania f(z,y) = 0. To znaczy, rozwazamy réwnanie
f(uv,v) =0 (odp. f(v,uv) = 0). Nastepnie dzielimy to réwnanie przez mozliwie
najwyzsza potege v. Réwnanie, otrzymane po tych operacjach, jest réwnaniem
krzywej V w przestrzeni rozdmuchanej. Na przyklad, dla rozwazanej powyzej paraboli
pélszesciennej f(z,y) = y° — 2° = 0 mamy f(uv,v) = v*(v — 4?). Zatem krzywa ta po
rozdmuchaniu jest parabola opisang réwnaniem v — u® = 0 (rys. 5).

W B zbiér E (dywizor wyjatkowy) opisany jest réwnaniem v = 0, czyli jest osia Ou.

W przypadkau, gdy zaréwno oé Oz, jak i 0§ Oy sa stycznymi do krzywej (np. dla
krzywej z(y — z°) = 0), to tak zmieniamy wspdlrzedne w R? , by nowe osie juz tej
wlasnosci nie mialy.

6



Vi

V3

V2

Rys. 6

Poniewaz rozdmuchanie punktu plaszczyzny jest lokalna modyfikacja wspélrzednych

w R?, a powierzchnia B nie ma osobliwoéci, to operacje te mozemy zastosowaé
nastepnie do jednego z punktéw B. Zatem rozdmuchania mozemy iterowaé, otrzymujac
kolejne powierzchnie B’,B”,... itd. Rozwazmy, na przyklad, krzywa y°> — 22 =0

z osobliwoscia w (0,0). Po rozdmuchaniu punktu (0,0) € R? otrzymujemy w B krzywa
v® — u? = 0, ktéra nadal ma punkt osobliwy w (0,0). Nastepnie, po rozdmuchaniu
punktu (0,0) na powierzchni B otrzymamy krzywa v’ — u'* = 0 na powierzchni B’,
ktéra nie ma juz punktu osobliwego.

Widzimy wiec, ze zastosowanie wielokrotnego (w tym przypadku dwukrotnego)
rozdmuchania ,rozwiazalo” osobliwosé wyjsciowej krzywej. Jest to reguta ogdlna.
Dla dowolnej krzywej algebraicznej, majacej punkt osobliwy w (0,0), istnieje taki
skoriczony ciag rozdmuchan, ze po ich wykonaniu otrzymamy krzywa bez osobliwosci.
Okazuje sie réwniez, ze koficowa konfiguracja, zlozona z ukladu wklejanych kolejno
okregéw oraz ukladu krzywych, otrzymanych z wyjéciowej, niesie bardzo wiele
informacji o rodzaju osobliwosci pierwotnej krzywej w R2. Blizsze wyjaénienie tego
zjawiska przekracza ramy artykulu w Delcie. By jednak odrobine jeszcze Czytelnika
2 rozdmuchaniem oswoié, rozwazmy jeszcze jeden przyklad, tym razem krzywej
rozkladalnej, tzn. skladajacej si¢ z kilku krzywych, ktére sa juz nierozkladalne

na prostsze krzywe. Mianowicie, niech V bedzie krzywa opisana réwnaniem

flz,y) = (y3 - mz)(y — z)z = 0. Jak widaé na rysunku 6, V sklada sie z trzech
krzywych: paraboli pélszeéciennej Vi o réwnaniu y° — z? = 0 i dwéch prostych Vz

i V3 o réwnaniach odpowiednio y — 2 = 0 oraz & = 0. Po pierwszym rozdmuchanin
otrzymamy zlozona z dwéch rozlacznych czesci konfiguracje w B, przedstawiona na
rysunku 7.

= L v
2 V-
Vs 2 V2

Rys. 7

Rys. 9

E!

Rys. 8

Kolejne rozdmuchanie, tym razem powierzchni B w punkcie (0, 0), daje nam nowa
konfiguracje w B’ (patrz rys. 8). Tym razem krzywe wyjsciowe nie maja punkiéw
osobliwych i sa rozdzielone.

Wszystkie te prosciutkie przyklady pokazuja, ze kolejne rozdmuchania sa jak gdyby
kolejnymi stopniami ,powiekszania”. Struktura osobliwosci danej krzywej staje
sie coraz lepiej ,widoczna”. Fakt, ze iteracje rozdmuchan sa kolejnymi stopniami
,powiekszania”, mozna jeszcze wyjasni¢ w taki sposéb. WeZmy dowolny punkt [ na
wklejonym okregu E powierzchni B (jak juz wiemy, odpowiada on jednemu kierunkowi
w R?) i jego male otoczenie U (rys. 9).
W U odzwierciedlony jest tylko kawalek
stozka w R? zawarty miedzy kierunkami
hy hily (rys. 10).

i Jedl teraz rozdmuchamy punkt [
w B i weZmiemy otoczenie dowolnego
punktu !’ € E' w przestrzeni B’, to juz
w tym otoczeniu odzwierciedlona
jest czes$é (krzywoliniowego)

Rys. 10

stozka stycznego do | w wyjéciowej
plaszczyinie R? (rys. 11).

Kolejne rozdmuchania daja nam wglad
w coraz to ostrzejsze stozki {czy tez
moze ,dziobki”} dotykajace (0,0)

w R?. Zatem wielokrotne rozdmuchanie
jest rzeczywiscie specyficznym,
wielostopniowym mikroskopem

Rys. 11 matematycznym.




Wielowymiarowe

Wedlug przyjetej w artykule definicji
wielomianu nierozkladalnego, kazda stala
jest takim wielomianem. Nie wplywa

to zle na wyniki Autora, ale warto
odnotowaé, ze w ten sposdb traci sig
jednoznacznoéé rozkladu wielomianu na
wielomiany nierozkladalne.

=

Rozwigzanie zadania M T67.
Gdy a = 1, nie ma czego dowodzié. Niech
wiec a > 1.

Podzielmy duze pudlo na A- B - C
szescianikéw o krawegdzi 1. Kazdemu

z szescianikéw przypiszmy trzy
wspélrzedne (1,7, k), gdzie 1 <1< A,
1<j<B,1<k<C.W szescianik

o wspdlrzednych (i, §, k) wpisujemy liczbg
eItk pdaie e, = cos 2T + isin 2T,

Z poprzedniego zadania wynika, ze suma
liczb w kazdym prostopadloscianie

o wymiarach a % b % ¢ jest rdwna zeru,
bowiem

fg  dr ke

HIITEE

=ip i=ip k=kp
i I kg
-4 E)E):
i=ip 1=ip k=kp

a jedna z sum po prawej stronie ma
wartos¢ a.

Zatem, suma wszystkich liczb w calym
pudle takze znika. Skoro jednak

A B [ =4
0= E E E :;+~’.+k =

1=1 j=1 k=1

(&) ()

i=1 J=1 k=1

to musi by¢ np. (bez zmniejszenia
ogdlnosei) 2:‘__1 e} = 0. Stad, ponownie
na mocy poprzedniego zadania, a jest
dzielnikiem A.

uogodlnienie twierdzenia Bezouta
Tomasz OSMAN

(Niniejszy artykul jest skrécona wersja pracy Autora nagrodzonej zlotym medalem
w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki. Skrét zostal dokonany przez redakcje.)

Zdarza sig, ze rozmaite zaleznosci (o charakterze geometrycznym ) ml@dzy
wektorami lub innymi obiektami matematycznymi daja sie zapisa¢ w postaci
W(xy,...,z,) =0, gdzie W jest wielomianem n zmiennych rzeczywistych.
Na przyktlad, aby dwie proste byly prostopadte, ich wspétezynniki kierunkowe
musza spelniaé zaleznos¢ ajas + 1 = 0. Czesto mamy do czynienia z sytuacja,
ze w postaci algebraicznej zapisane sa dwa rézne warunki:
W1(131,...,1?n)=0 WQ(II,...,zn}:O
1 wiadomo skadinad, ze jeden z tych warunkéw implikuje drugi (tzn. jeshi
Wi(z1,...,20) =0, to i Wa(zy,...,z,) = 0). Okazuje sig, ze wtedy,
przy pewnych dodatkowych zalozeniach, zachodzi prosty zwiazek miedzy
wielomianami Wi 1 Ws.

Przez R[xy,...,%n] (odp. R[x3,...,Xn—1]) 0znaczymy pierscieii
wielomianéw n zmiennych z1,...,z, (odp. (n — 1) zmiennych 21, ...,2,-1)
o wspoiczynmkach rzeczyw1stych W dalszym (31qu bedziemy wykorzystywac
fakt, ze wielomiany z kazdego z tych pierscieni mozna jednoznacznie roztozyé
na czynniki ,pierwsze”, tzn. przedstawié¢ w postaci iloczynu wielomiandw
nierozkladalnych. Wielomian nierozktadalny to taki, ktéry nie jest iloczynem
dwdch innych nizszego stopnia. Na grzyk}ad, dla n = 1 nierozkladalny

w pierécieniu R[x] jest wielomian z* + 1, wielomian za$ 2 + 1 jest iloczynem
dwéch wielomianéw nierozkladalnych:

et 1=(22-2vV2+1)- (22 +2V2+1).

Twierdzenie. Zaldzmy, ze wielomian W; € R[xy,...,Xy,] jest nierozkladalny

i przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie, jak i ujemne. Jeslh wielomian

W € R[x1,...,Xn] ma te wlasno$é, ze dla wszystkich (zy,...,x,)
Wl(xls"'axn)=0 = W?(zla"'):cﬂ)=01

to istnieje taki wielomian G € R[xy,...,Xyn], ze Wo = G - W}.

Dla wielomianéw jednej zmiennej powyzsze twierdzenie wynika tatwo
z twierdzenia Bezouta.

oraz

W dowodzie twierdzenia potrzebny bedzie nastepujacy

Lemat 1. Jesli wielomiany Wy, Wa € R[X1, ..., Xn] se wzglednie pierwsze
(tzn. nie majg wspdlnego dzielnika pierwszego rdznego od stalej), to istniejq
takie wielomiany 11,7, € R[x1,...,xn] oraz S € R[xy,...,%X,_1], ¢ dla
wszystkich (z1,...,zn) zachodzi rownosé

Tl(x}.: e -;xn)Wl(zls # --|£n) +T2($1: o -117n)w2(311 Eii

,1!,1):
= S(.‘Bl,...

rzﬂ—l) .

Przy tym, S £ 0.

Uwaga: Kto wnikliwie przesledzi szkic dowodu ponizej, spostrzeze, iz mozna
nieco oslabié zalozenia tego lematu. Mianowicie, prawdziwy jest nastepujacy

Whiosek 1. Teza Lematu 1 zachodzi, jesli najwiekszy wspdlny dzielnik
wielomianéw W; i W5 nie zalezy od zmiennej z,,.

Szkic dowodu. Rozpatrujemy pierscien R(x;, .. xn~1)[xn] wielomianéw
zmiennej &, o wspolczynnikach bedacych funkc1a.m1 wymiernymi

zmiennych zy,...,2,_1. Czytelnik zechce sam udowodnié, ze dowolny
wielomian @ € R[x;,...,Xy] jest nierozkladalny w pierécieniu R[x1,...,Xn]
wtedy i tylko wtedy, gdy jest nierozkladalny w plersc1enlu R(x1,...,Xn-1)[Xnl].
(Dowodzx sie tego niemal tak samo jak znanego faktu, ze wielomian jednej
zmiennej o wspdlezynnikach calkowitych nierozkladalny w pierscieniu Z[x] jest
nierozkladalny takze w Q[x].)

7 tej wlasnosci wynika, ze wielomiany W; i W, sa wzglednie pierwsze
w R(x1,...,Xn-1)[Xn]. Zalézmy bez ograniczenia ogdlnoici, ze stopien
(ze wzgledu na zmienna z,,) wielomianu W} jest nie mniejszy niz stopiei W,
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Mala kula V jest zawarta w zbiorze B,
na ktérym wielomian W; przyjmuje
wartoéci ujemne, natomiast duza

kula Ug_; — w zbiorze R*\B = AU Z.
Zatem (poniewaz wielomian W,

jest ciggly na kazdej prostej w R™)
przesuwajac kazdy punkt ,kola
wielkiego” K o wektory t - w, t € [0,1],
trafimy dla pewnej wartodci ¢ w punkt
nalezacy do zbioru Z, na ktérym
wielomian W, sie zeruje.

i zastosujmy algorytm Euklidesa poszukiwania najwiekszego wspdlnego
dzielnika. Otrzymamy ciag réwnosci

Wy =Q:1Wo+Wa, Wo=Q:W3+W,, ... Wi_a=QroWi1+W;,
gdzie wszystkie wielomiany W; oraz ; naleza do pierscienia
R(X1,...,Xn-1)[Xn] oraz

stWy >stWa>stWs>...>stWp =0.

Przy tym musi by¢ Wi # 0, bo w przeciwnym razie wielomian niezerowego
stopnia Wj_, bylby wspSlnym dzielnikiem wzglednie pierwszych wielomianow
Wy i Wy. Zatem Wi =¢, ¢ £ 0.

Stad juz do tezy Lematu niedaleko: z réwnan W; = Q;Wj1 + Wj s

(spelionych dla j = 1,...,k — 2) dostaniemy zaleznos¢
PiW;, + P,Ws =¢,
gdzie P; € R(x1,...,Xn—1)[Xn]- By otrzymac teze Lematu, wystarczy teraz

pomnozy¢ obie strony tej réwnosci przez najmniejsza wspolna wielokrotnosé
wielomianéw znajdujacych sie w mianownikach wspdlczynnikéow wielomianow
Py i Ps.

PrzejdZzmy teraz do dowodu twierdzenia.

Zaldézmy, ze teza jest falszywa. Z zalozenia o nierozkladalnosci W; wynika
woéwczas, ze wielomiany W) 1 W5 sa wzglednie pierwsze. Z Wniosku 1 wynika,
ze dla dowolnego k € {1,2,...,n} istnieje (nie znikajacy tozsamosciowo) taki
wielomian Si zalezny od (n — 1) zmiennych, ze
Tl(-'cl; “eey In)wl(tl, oy tn) +T2(£1, . ‘,:Bﬂ)Wg(.tl, i a:,,) =

= Se(T1, 0, Th=1, Thg1, - -, Tn) -
Aby otrzymac sprzecznos¢, wykazemy, ze wielomian W; ma dostatecznie duzo
miejsc zerowych. Dokladniej, zachodzi nastepujacy

Lemat 2. Dla pewnego k € {1,2,...,n} istnieje kula (n — 1)-wymiarowa K

o srodku (ay,...,Qk—1,Qk+1,---,0n) 1 promientu € o tej wlasnosci, ze dla
dowolnego (z1,...,25-1,Tk+1,---,2n) € K istnieje taka liczba rzeczywista zy,
ze Wi(z1,...,za) = 0.

Z tego Lematu twierdzenie wynika natychmiast: poniewaz z zalozenia W5 zeruje
sie wszedzie tam, gdzie zeruje sie Wi, to réwnoéé (2) implikuje, ze wielomian Sy
znika na calej kuli K, a wiec S = 0, sprzecznosc.

Szkic dowodu Lematu 2. Niech A (odp. B) oznacza zbidér tych punktow

z € R®, dla ktérych Wi(z) > 0 (odp. Wi(z) < 0). Ponadto, oznaczmy przez Z
zbiér wszystkich miejsc zerowych wielomianu W;. Oczywiscie, zbiory A 1 B sa
otwarte oraz AU BU Z = R".

Wybierzmy punkty a = (a;,...,a,) € A oraz b = (b;,...b,) € B. Z otwartosci
zbioru A wynika, ze istnieje takie r > 0, iz kula otwarta Uy o $rodku a

i promieniu r jest zawarta w A. Rozwazmy kule otwarte Uy, ..., U, o tym
samym promieniu r i o srodkach odpowiednio w punktach

(bl, a2,d3,04,..., a,,), (bl,bg, az, a4, ... ,a,,), (bl,bz, b3,a4, St ,aﬂ), R
(by,bz,b3,b4,...,b,). Niech k bedzie najmniejsza liczba o tej wlasnosci,

ze kula U} przecina zbiér B. Z otwartoSci B wnosimy, ze istnieje punkt

¢ =(c1,...,cn) 1 liczba € > 0, takie, ze kula V o érodku w ¢ i promieniu ¢ jest
zawarta w Ui N B. Poszukiwana kula (n — 1)-wymiarowa jest zbiér

K:= {(31‘---|2k—1|ck'£k+1,---;$n) : Z(x.? _c.f)g < 52} 5

iz
Istotnie, wprost z definicji K C V C B. Obraz zbioru K w przesunieciu o wektor
w=(0,...,0,ar — bg,0,...,0) zawiera sie w kuli Ui_1, a ta z kolel zawiera

sie w zbiorze AU Z (bo nie ma punktéw wspdlnych z B). Wystarczy teraz
przypomnieé sobie wlasnosé¢ Darboux, by stwierdzié, ze przesuwajac dowolny
punkt z K o wektory ¢ - w, t € [0, 1], musimy natrafi¢ na punkt zbioru Z (patrz
rysunek). Poniewaz przesuwanie o wektor ¢ - w to nic innego, jak odpowiedni
dobér k-tej wspéirzednej punktu, dowdd Lematu 2, a wiec i calego twierdzenia,
jest tym samym zakonczony.

9



Problemy stabilnosci
wybranych ukladéw optycznych

Michat REWIENSKI

Jest to skrét pracy nagrodzonej w II Ogélnopolskim Konkursie Uczniowskich Prac Naukowych
z Fizyki. Autor byl wéwczas uczniem I LO im. Mikolaja Kopernika w Gdansku. Obecnie jest

studentem Politechniki Gdanskiej.

Przechodzenie promieni $wietlnych przez uklady optyczne zlozone z soczewek
1 zwierciadel majacych wspélng o optyczng mozna analizowaé za pomoca
rachunku macierzowego.

Rys. 3

o a b x

Rys. 4

W analizie stabilnoéci ukladdéw
optycznych wygodnie jest skorzystaé
% podstawowych wlasnosci odwzorowan
liniowych przestrzeni wektorowych.
Niech F bedzie macierzg odpowiadajacs
pewnemu przeksztaleeniu liniowemu
w przestrzeni R™. Zdefiniujmy wielomian
charakterystyczny przeksztalcenia
w nastepujacy sposdb

F(A) = det(F — AI).
Jedli wielomian charakterystyczny ma
n réznych pierwiastkdéw, to R™ jest
sumg prostg n jednowymiarowych
podprzestrzeni niezmienniczych,
generowanych przez wektory
wlasne (f,)-, odpowiadajace wartosciom
wlasnym (A;)l.,, a macierz F
przeksztalcenia jest w tej bazie
diagonalna.

oy W danym punkcie przestrzeni promien bedziemy
charakteryzowaé posiugujac sie dwiema zmiennymi:
A a>0 | a>0™\_ 5o odlegloscia z od osi optycznej i katem «, jaki promien
T R T tworzy z ta osia. Utwérzmy z tych dwéch wielkodci
2<0 wektor: 2 [ z ]
T ltgal

Konwencje znakowa dotyczaca = oraz o przedstawia rysunek 1. Odbicie
promienia, przejscie przez cienka soczewke, granice osrodkéw czy tez
oérodek jednorodny mozna opisaé za pomoca przeksztalcenia liniowego,
reprezentowanego przez macierz.

Przyklady
Macierz

1 d]
0 1]

odpowiada przejSciu promienia przez jednorodny oérodek miedzy punktami,
ktorych rzuty na of optyczna sa odlegle o d (rys. 2). Z kolei macierz

1 0]
a 1

moze by¢, na przykltad, macierza odbicia od zwierciadla kulistego

o promieniu R (rys. 3), wtedy a = —2/R (przyjmujemy, ze R jest dodatnie dla
zwierciadla wkleslego i ujemne dla wypuklego, natomiast dla ptaskiego R = oo),
albo macierza opisujacg zalamanie promienia przez cienka soczewke skupiajaca
o ogniskowej f (rys. 4), wtedy a = —1/f.

Rozwazmy uklad nieskonczonej liczby jednakowych soczewek ustawionych
wzdluz osi optyczne] w jednakowych odleglosciach. Do ukladu wpuszczamy
promien $wietlny okreSlony wektorem w. W jakich warunkach promien bedzie
mogl pozostaé dowolnie dhugo we wnetrzu ukladu? Zakladamy, ze promien jest
przyosiowy, a soczewki traktujemy jak nieograniczone. Sformulujmy pytanie
inaczej: Niech z,, oznacza odleglos¢ od osi optyczne) po n-tym zalamaniu,

a tg an tangens kata jego nachylenia. W jakich warunkach ciagi (z,); ., oraz
(tg an)nr, sa ograniczone? Jedli ciagi te s3 ograniczone niezaleznie od tego,
jaki promien wybraliSmy na poczatku, bedziemy méwié, ze uktad jest stabilny.
Do odpowiedzi na pytanie wystarczy podstawowa wiedza z algebry (patrz
margines).

Rozwazmy jeden cykl zlozony z dwéch elementéw: zalamanie promienia przez
soczewke, a nastepnie przejScie zalamanego promienia przez przestrzenn dzielaca
dwie kolejne soczewki. Cyklowi temu odpowiada macierz A réwna

a=[ 44 3= 1)

Wartosci wlasne macierzy A sa réwne

A _2f —d—+/d(d - 4f) 2f —d+ \/d(d—4Ff)
1= of oraz As = T :
Sa one rézne, gdy d # 4f.
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Rozwiazanie zadania F 423.
Réwnowaga liny jest nietrwala,
najdrobniejsze zaburzenie (przesunigcie
o ro lub nadanie jej predkosci vo)
spowoduje ucieczke liny z pierwotnego
polozenia. Réwnania ruchu maja postaé

L . L
e(; +r)x=93(;+x)—'f
L . L
9(54)”1’"—98(5“)'

gdzie T jest sila napiecia liny (jednakowg
po obu stronach preta, poniewaz
zaniedbujemy rozmiary preta).

'i“. g """

(S]]

o= gfgz .
A zatem
z = Ae*! + Be™“! ’
gdzie w = 4/ 2g/L. Niech w chwili

poczatkowe) lina bedzie przesunieta
z polozenia réwnowagi o ro € L
i w spoczynku. Mamy wtedy
xr = zochwt.

Sila napiecia liny wynosi
2pgx?

e
Niech Ap oznacza zmiane pegdu kawalka
liny przewijajacego si¢ przez pret

1
T=—pgL -
228

ﬂp -2
2T — F = — = 2px~,
At @

gdzie F' jest sily reakcji preta dzialajaca
na line. Stad

F = 2T — 29i° .

Podstawiajac T oraz
#? = w22 + r?) = w?s? dostajemy

8z?
F = pgL (l - -E-:’_) .
Lina odrywa sie od preta, gdy znika sila
reakcji F', czyli dla ¢ = ;&-

2

Uwaga. Gdy srednica preta dazy do zera,
przyspieszenie dosrodkowe fragmentu

liny dazy do nieskoniczonoéci jak 1/R,
jednoczesnie jego masa dazy do zera

jak R, tak wiec sila pozostaje skoriczona.

Czas obliczamy podstawiajgc otrzymana
wartoéé r do rozwigzania réwnarn ruchu
L

{ L
1= —arcosh =
2g 22z,
2
= S (R AT e
2g 8x2

2\/5.1?0

Na przyklad, dla L = 1 m oraz zo = 1 cm
mamy t = 0,96 s.

Niech V oznacza macierz przejécia od bazy wektoréw wlasnych macierzy A do
naszej wyjsciowej bazy. Przejsciu promienia przez n soczewek, czyli n cyklom,
odpowiada macierz A", ktéra mozna zapisaé jako

ni "vl’l 0 -1
A=V [ 0 ,\g] V=
Stad mamy
Tn | _ A0 —-1| %o
a2 18 ] [l

Poza trywialnym przypadkiem promienia pokrywajacego sie z osia optyczna,
czyli 2o = 01 tgag = 0, ciagi (zn )=, oraz (tg an)n=, sa ograniczone wtedy
i tylko wtedy, gdy
|)i1| < 1 oraz !Ag] < 1.
Sprawdzmy, kiedy pierwszy warunek jest spelniony. Mozliwe sa trzy przypadki:
a) d >4f
Warunek A; < 1 prowadzi do nieréwnosci

VAdd—4f) <4f-d <0,

czyli do sprzecznosci.
d<Af
W tym przypadku wartosci wlasne macierzy A sa liczbami zespolonymi
sprzezonymi o module 1, czyli warunek stabilnosci jest spelniony.
d=4f
W tym przypadku macierz A ma postac

4f ]

-3
A=[ 1L

Obie wartosci wlasne tej macierzy sa réwne minus jeden, a wiec nie mozemy
poshuzy¢ sie jak poprzednio rozkladem na podprzestrzenie niezmiennicze.
Zauwazmy jednak, ze przeksztalcenie (A — AI)? jest zerowe. Mozemy zatem
napisa¢ nastepujaca réwnoscé

am=((a-an+an = (T) (a-anp-tr-t4

) An [Il —
=(=D)""n(A+1)-1).
(=1)"((—=2n — Dzo+ 4fntgag)

o || ]
tgao]  L(=1)*((—n/flzo + (2n — 1) tgag)]
Widzimy wiec, ze ciagi (Tn)n=q oraz (tg an),—, Wyrazaja sie wzorami
z, = (—1)"(n(4f tg ap — 229) — o),
tga, = (wl)ﬂ (n (__3}_9 =+ 2t.g O.'g) — g G‘g) A
Powyzsze ciagl sa ograniczone wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Fo - 2f.
tg ap

n
0

A zatem

A zatem uklad soczewek jest stabilny optycznie tylko wtedy, gdy d < 4f.

W analogiczny sposéb mozna badaé takze inne uklady optyczne, na przyklad
zlozone z dwéch ustawionych naprzeciw siebie zwierciadel o wspdlnej osi
optycznej. W przypadku dwdch zwierciadel wklestych, kazde o promieniu
krzywizny R, odleglych wzajemnie o d, uklad jest stabilny, gdy d < 2R.

W przypadku dwéch zwierciadel, z ktdrych jedno jest wklesle, a drugie wypukle,
uklad jest stabilny dla d < R.

Duzo ciekawszym zagadnieniem jest analiza stabilnosci uktadu soczewek, dla
ktorych ogniskowa zalezy od odleglosci z, w jakiej promien pada na soczewke.
W tym przypadku nie mozemy, niestety, postuzy¢ sie rachunkiem macierzy,
gdyz zalamanie promienia nie jest juz liniowym przeksztalceniem wektora w.
Przyjmijmy, ze zaleznodé ogniskowej soczewki od odlegloéci z, w jakiej pada na
nia promien, opisuje wzdr

f() = fo(l + k2?).
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Transformacje promienia podczas przejScia przez soczewke opisuja réwnania
rekurencyjne

d
Ty = (1 - m) +dtga,,
—Zn

—f (1+k:£2) +tga,.

Dzieki symulacjom komputerowym mozna obliczyé 1 wykreslié
polozenie promieni po przejsciu przez kolejne soczewki
ukladu. W symulacjach, ktérych wyniki sa przedstawione

na rysunkach 5-9, badany byl nie pojedynczy promien, ale

| cala ich wiazka (rysunki przedstawiaja wiazke w przestrzeni
Rys. 5. Ksztalt wigzki w chwili poczatkowej (n = 0). fazowej (z,tga) po przejSciu przez n soczewek).

Rys. 7. Czynnik nieliniowy k = 10~%, n = 31.

Nveen LRI L

N g : h =

- et amim g

Rys. 9. Czynnik nieliniowy k = 10™%, n = 11.

podlegaly rozkladom gaussowskim. Wprowadzona nieliniowoéé okazala sie
zrédlem niestabilnosci. Jako ciekawostke warto odnotowaé, ze uzyskane ksztalty

]

2

o

: Zbiory poczatkowych odleglosci od osi optycznej oraz tangenséw katow
. bardzo przypominaja ksztalty galaktyk.
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Maia de

O

Rézne kawalki o tym samym obwodzie

Jezeli w dowolnym punkcie $rednicy okregu spotkaja

sie konce dwéch polokregéw majacych drugie
korice na koncach tej rednicy, to kazda z czesci, '
na jakie podziela one kolo, bedzie miala brzeg tej

same]j dlugosci co cale kolo. Bedzie tak zaréwno
w przypadku, gdy pélokregi beda polaczone

»w dziobek” (rys. 1), jak i w przypadku, gdy beda
polaczone gladko (rys. 2).

e

Sprawdz, jak szybko umiesz to potwierdzié¢
rachunkiem!

Zajmiemy si¢ tutaj przypadkiem gladkim. Stosunek
promieni mniejszych polokregow jest taki sam jak

stosunek pdl figur, na jakie dziela one duze kolo. B 1

promienie polokregéw lezacych po jednej stronie
grednicy, na ktorej spotykaja sie rézne polokregi,
2 2

No, a jak szybko teraz?

Z tego juz bezposérednio wynika, ze jesli narysujemy

wiele takich gladkich linii dzielacych kolo i jesli

beda réwne odpowiednio = b/

Es E‘E‘...’ k H
k-1

promienia duzego okregu, to kolo zostanie

podzielone na k czesci o réwnych polach i obwodach
(te ostatnie beda wszystkie réwne obwodowi duzego
kola; na rysunku 3 jest k = 7).

Sprawdzenie tego powinno zajaé¢ nie wiecej
niz 1 minute!

A teraz sprawa do wykonania nie na czas. Sprobuj
ulozy¢ wiecej zadan podobnych do rozwiazywanych
przez chwila. Uléz analogiczne zadania dla pélokregow
taczacych sie ,w dziobek”.

Na poczatek moze by¢ np. takie: wykazac, ze suma
dlugosei stycznych zewnetrznie okregéw jest réwna
dlugosei najmniejszego okregu, do ktdrego sa one
styczne wewnetrznie.

Matq Delte przygotowat Marek KORDOS Rys. 3
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Klub 44
Termin nadsylania rozwigzar:
30 VI 1996 Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadaii z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 3. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnoéci danego zadania:
WT = 4 - 35/N, gdzie S oznacza sume¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N - liczbe oséb,
ktore nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Zadania z matematyki nr 317, 318

317. Wyznaczyé najwieksza liczbe naturalna n, dla
ktérej istnieja wielomiany drugiego stopnia F', G, H,

o wspoélczynnikach rzeczywistych, spelniajace warunek:
H(G(F(k)))=04dla k=1,2,...,n.

Zadanie 318 zaproponowal Pan Henryk Pawlowski z Torunia.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11/1995

Przypominamy tre$é¢ zadan:

309. Elipse {(z,y): 49z° 4 ¢* < 100} dzielimy na dwie czeéci prosta

przechodzgceyg przez punkt (1,1). Obliczyé najmniejsza mozliwg

wartodé¢ pola mniejszej czescl.

309. Dana elipsa E ma pdélosie a = %, b = 10; jej pole

réwna si¢ S = wab = %m Podstawienie t = 7Tz wyznacza
przeksztalcenie afiniczne f: (x,y) — (t,y), przeprowadzajace
elips¢ E na kolo K = {(t,y): > + y* < 100} (o promieniu

r = 10), a punkt P = (1,1) — na punkt @ = (7,1), ktérego
odleglosé od érodka O = (0,0) kola K wynosi v/50, czyli r/v/2.
Cigciwa AB kola K, prostopadla do odcinka OQ, jest wiec
bokiem kwadratu ABCD wpisanego w to kolo. Obszar G
zawarty miedzy cieciwa AB a lukiem AB jest najmniejsza
czescia kola K, jaka moze odciaé prosta przechodzaca przez
punkt Q; jego pole réwna sie (v — 2)/(47) pola kola. Stosunek
pol figur jest niezmiennikiem przeksztalceri afinicznych. Wobec
tego zbidr f~1(G) jest najmniejsza czescia elipsy F, jaka
moze odciaé prosta przechodzaca przez punkt P, a pole tej
minimalnej czesci wynosi S - (7 — 2)/(47), czyli %(ﬂ' —2).

310. Rozwazamy analogiczne zagadnienie dla n par malzonkéw.
Niech A, bedzie liczba tych rozsadzen, przy ktérych zaden
maz nie sasiaduje za swoja zona, i niech By, bedzie liczba tych
rozsadzen, przy ktérych dokladnie jedno malzenstwo zajmuje
sasiednie miejsca. Udowodnimy dwie zaleznoséci rekurencyjne:
(1) B = An+2nA,_1,

(2) By = 2n[(2n — 1)An—1 + Bn_1].

Mozliwe sa dwie sytuacje, w ktérych dokladnie jedna para jest
nierozdzielona: albo ta para zajmuje dwa skrajne miejsca od
lewej strony, albo jakies dwa inne miejsca. Pierwsza z tych
sytuacji mozna zrealizowaé na 2nA, _, sposobdéw (n mozliwosci
wyboru pary, 2 warianty usadzenia tej pary, oraz A,_1
rozsadzen pozostalych n — 1 par). Teraz druga sytuacja:
nierozdzielona para zajmuje miejsca o numerach k i k + 1, gdzie
k > 2. Przesadzamy osobe z miejsca k na lewy skraj rzedu,

a wszyscy zajmujacy miejsca od numeru 1 do k — 1 przesuwaja
si¢ o jedno miejsce w prawo; powstaje konfiguracja, w ktdrej
wszystkie pary sa rozdzielone. Na odwrdt, majac dowolne
rozsadzenie z wszystkimi parami rozdzielonymi, przesuwamy
asobe z lewego skraju rzedu na miejsce bezpodrednio z lewej
strony jej/jego malzonka, a grupe oséb, ktéra ich rozdzielala
przesuwamy o jedno miejsce w lewo.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA
318. Dowiesé, ze dla kazdej pary liczb naturalnych
m,n > 2 zachodzi réwnosé

n—1 m—1
Bl Bk
n m
k=1 k=1
310. Szedé par malzenskich zasiada w rzedzie teatru. lle jest

mozliwoécel rozsadzenia, przy ktérych zaden maz nie zajmuje miejsca
obok swej zony? K

Te operacje (wzajemnie odwrotne) ustalaja bijekcje miedzy
zbiorem rozsadzen z jedna para nierozdzielona (ale nie na
lewym skraju rzedu!) a zbiorem rozsadzen z wszystkimi parami
nierozdzielonymi — czyli zbiorem o licznosci A,,.

Obie rozpatrzone sytuacje odpowiadaja dwém skladnikom po
prawej stronie wzoru (1) i dowodza jego slusznosci.

Weimy ponownie pod uwage uklad, w ktérym dokladnie

jedno malzenstwo (, panistwo Nowakowie” ) siedzi na sasiednich
miejscach. Wyobraimy sobie, ze przyszli oni jako ostatni,
zastajac n — 1 par juz siedzacych w jakiejé kolejnosgci. Albo
wszystkie te pary byly rozdzielone (A,,_; mozliwosci),

a panstwo Nowakowie siedli na lewym skraju, na prawym
skraju, badZ miedzy dwiema juz siedzacymi osobami (razem

2n — 1 mozliwodci) — albo tez dokladnie jedna spoéréd n — 1 par
byla nierozdzielona (By_; mozliwoéci), a paristwo Nowakowie
wcisneli si¢ wladnie pomiedzy tych malzonkéw. To daje
wyrazenie w nawiasie kwadratowym we wzorze (2). Przed
nawiasem mamy czynnik 2n bioracy sie stad, ze w roli ,,panstwa
Nowakéw" moze wystapi¢ kazda sposréd n par i ze pan Nowak
moze usiasc z lewej lub z prawej strony swej zony. W ten sposdéb
dostajemy réwnosé (2).

Przyréwnujac prawe strony (1) i (2) oraz podstawiajac

w miejsce By,_1 prawa strone wzoru analogicznego do (1) (z n
zastapionym przez n — 1) otrzymujemy — po uporzadkowaniu

— rekurencje drugiego rzedu:

(3) An=2n[(2n-1)An_1 + (2n— 2)4A, 5] (dla n > 3).
Oczywidcie, 41 = 0, By = 2; stad By = 8 (wzdr (2)), Az = 8
{wzdr (1)), i stosujac kilkakrotnie wzér (3) znajdujemy szukana
wartoi¢ A4g = 168422400.

Uwaga. Mozna udowodnié (korzystajac ze wzoru (3) lub stosujac
inne rozwazania kombinatoryczne), ze

an =3 (1) (en—B)(-2)
k=2

pytanie, czy te sume da si¢ ,zwinaé”...
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Rys. 1

|
/j;>

Czoldwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazarn

zadani 201 (WT=1,12) i 202 (WT'=3,16)

z numeru 8/1995

Eﬁ:rﬂD

Zadania z fizyki nr 215, 216 Redaguje Jerzy B. BROJAN

215. Kwadrat zbudowany jest ze sztywnych pretéw o dlugoéci a polaczonych

w wierzchotkach przegubowo i sprezyscie. Zmiana kata w wierzcholku o o (tak, ze staje
sie on réwny 90° + a lub 90° — &) powoduje wystapienie momentu sily réwnego ko

o zwrocie przywracajacym kat 90°. Obliczyé okres malych drgan deformujacych
kwadrat do rombu, jesli:

a) w wierzcholkach znajduja sie masy punktowe m, a poza tym prety sa niewazkie,

b) w srodkach pretéw znajduja si¢ masy punktowe m, a poza tym prety sa niewazkie,
c) kazdy pret ma mas¢ m rozlozona jednorodnie.

216. Oceni¢ minimalna wielko§é liter na powierzchni Ziemi pozwalajaca odczytaé
w Swietle widzialnym napis z satelity krazacego na wysokosci 400 km, przy uzyciu
przyrzadéw optycznych o rozmiarach nie przekraczajacych 1 m.

Uwaga. Istnieja metody komputerowego przetwarzania obrazéw, ktére zmniejszaja
nieostro$é i poprawiaja zdolnos¢ rozdzielcza. W rozwiazaniu nalezy to pominaé.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11/1995
Przypominamy tres¢ zadan:

207. Monopol magnetyczny jest hipotetyczng czastka wytwarzajaca pole magnetyczne opisane
wzorem

B= qgi L,x (g — ladunek magnetyczny).

T 4w -

Zalézmy, ze do unieruchomionego monopola o tadunku magnetycznym g zbliza sie czastha o masie m
i ladunku elektrycznym ¢. W chwili poczatkowej czastka ma predkosé v, jej odleglodd od monopola
jest réwna 7, a kat migdzy wektorem predkosci i wektorem wodzacyem & wynosi 8 (rys. 1). Obliczyé
minimalng odleglodé¢ zblizenia czastki do monopola.

208. Aby belka podparta w drodku nie przetamala sie pod wlasnym ciezarem, jej dlugosdé nie
powinna przekraczad wartosei ;. Jaks maksymalng dlugosé I3 moze osiagnad bez zlamania belka
podparta w dwdch punktach i w ktérych punktach nalezy ja podeprzeé? Wymiary poprzecznego
przekroju belek i rodza] materialu sg ustalone.

207. Podstawmy do réwnania F = ma sile Lorentza F = gv x B. Otrzymujemy
dv _ ggmo r
— = v X —.
dit 4mTm 73
Podobnie jak dla kazdego innego pola magnetycznego, wynika stad wniosek, ze v - (dv/dt) = 0,
czyli [v| = const. Dodatkowo mamy r - (dv/dt) = 0, zatem ;—c(r cv) = dd—‘t" -v = v? = const,
r - v = v2t 4+ ¢. Odpowiednio przesuwajac poczatek osi czasu mozemy polozyé stala ¢ réwna 0

T e as,78 — wtedy w chwili poczatkowej mamy t = r - v/v?. Dalej '&d':'r2 =2r.-v =202t r2 =22 4 d
Aleksander S ~ Myszkéw 30,79 P g s i i S s
Pr:cm:a]::v ori PO g b (d - st‘a‘la). WIlelle., %e minimalna w:a.rtos.c 7 jest réwna V/d, a podstawiajac wartodei r i t
Przemyslaw Gworys — Czestochowa 24,39 w chwili pDCZQEkOWG_] uzyskarny TOZWigZanie
Jaroslaw Eazuka - Warszawa 20,14 N
Tmin = /72 — (r-v)2/v2 = rsind.
Ciekawe, ze chociaz pole monopola wplywa na ruch czastki odchylajac go od linii prostej,
to zaleznos$é r i r - v od czasu jest taka, jak dla ruchu jednostajnego prostoliniowego.
208. Zlamanie belki w danym punkcie zalezy od momentu sily wywieranego przez jedna
f czgsé belki na druga. Dla belki podpartej w érodku najwiekszy moment zginajacy wystepuje
w punkcie podparcia, natomiast dla belki z rysunku 3 oprécz punktéw podparcia nalezy tes
Rys. 2 wziaé pod uwage punkt srodkowy (nietrudno wykazaé, ze w innych punktach moment jest
’ mniejszy ). Na granicy wytrzymalosci wszystkie te momenty sa réwne, skad wynika ze:
a) punkty podparcia z rysunku 3 leza w odleglodci {1 /2 od koricéw belki,
= ] b) spelnione jest réwnanie
t ) thoh _ oo (b _b)
2 4 2 N4 217
Rys. 3 ; 5 5 5 ;
gdzie p — masa belki na jednostke dlugosci. Otrzymujemy I = I3 (1 + /2).
Rozwigzanie zadania M T65. Zalézmy, ze f = g + h, pray czym Rozwigzanie zadania M 766. Poniewaz ¢, # 1, wicc
funkcja g jest okresowa o okresie T # 0, a funkcja h — okresowa 14en+ei+-- +e571 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

o okresie S # 0. Wéwczas

02£25T = (e + T+ 8P —(z4+T)V = (2+ 85 +2% =
=gz +T+S)+h(z+T+8))=(gle+T)+ h(z+T))-
= (glz + S)+ h(z + 5)) + (g(=) + h(z)) .
Gdy skorzystamy z okresowoéci funkeji g i h, to okaze sig e* = (cos Zr 4 jsin 25)% = cos ZET 4 jsin Er Zatem, % = 1
natychmiast, ze wyrazenie po prawe) stronie jest réwne 0. Wykazana wtedy i tylko wtedy, gdy cos létl =1, zaé sin Zt"‘ﬂ'

sprzecznosd dowodzi tezy zadania.

(A-ca)l+en+ed ¥ Y=o,
czyli wtedy i tylko wtedy, gdy
l—el=(ltenteld el ) =(entel . +eb)=0.

Na mocy wzoru de Moivre'a

n ™ 5 S

= 0, czyli gdy k
Jest calkowita wielokrotnoscia n, co bylo do udowodnienia.
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Dwuwymiarowy Wszechswiat

Otaczajaca nas przestrzen jest wprawdzie tréjwymiarowa,

nic jednak nie stoi na przeszkodzie w rozwazeniu modelu
dwuwymiarowego Wszechéwiata, najprostszego z mozliwych,

to znaczy newtonowskiego. Poniewaz o makroskopowej budowie
Wszechswiata decyduja sily grawitacji, zastanéwmy sie nad
dwuwymiarowym prawem powszechnego ciazenia.

Najpierw znajdziemy potencjal grawitacyjny masy punktowej.
Jest on rozwiazaniem réwnania Laplace’a

AV(r)=0

dla r > 0 (r oznacza odlegloéé punktu od masy punktowej m).
Jest to prawda niezaleznie od wymiaru przestrzeni, natomiast
rozwiazanie tego réwnania juz od wymiaru zalezy. Zamiast
rozwiazywaé réwnanie rézniczkowe mozemy sformulowaé
problem w réwnowaznej, lecz prostszej postaci. Natezenie pola
grawitacyjnego, ¥ = —VV, spelnia prawo Gaussa méwiace,

ze strumien pola grawitacyjnego przez zamknieta powierzchnieg
jest proporcjonalny do calkowitej masy znajdujacej si¢ wewnatrz
tej powierzchni. W przypadku, gdy istnieje symetria, pozwala to
niekiedy obliczyé natezenie pola. Jako zamknieta powierzchnie
wybierzmy sfere o promieniu r, w érodku ktérej znajduje

sie masa m. Strumien pola przez powierzchnie tej sfery jest
réwny S, gdzie S jest polem powierzchni. Mozemy wigc zapisac
prawo Gaussa w postaci

48 = km,
gdzie k jest pewna stala. W dwuwymiarowym przypadku

o

Rozwigzanie zadania F 424. Kiedy lina juz sic oderwie od preta,
predkoéé i przyspieszenie tego jej fragmentu, ktéry porusza sig

w gore, staja sie wieksze od predkosci i przyspieszenia fragmentu
poruszajacego sig w d
sig porusza¢ w gore. Réwnania ruchu majg postac

. W konsekwencji punkt zgigcia liny zaczyna

1 __ 1
;&‘{Jr- + @1 +x2)i = ceg(l + 71 +x2) = T,
1 o " 1
el L—xy—w3)da=T-— ;QL-:‘.(L —ry —ra).
Zgiecie liny mozemy potraktowaé jako impuls falowy poruszajacy
sie z predkodcia (&) + &2). Predkosé fali rozchodzacej sig¢ w strunie
o gestoéci p | naprezeniu T jest réwna 4 /T [p, zatem

2 L{p(i‘l R

4

Przepiszmy réwnania ruchu w postaci

(L + R)é, = g(L+ R)- =R*,

(L — R)é,=g(L - R)+ =R*,

R T

gdzie R = », + x2. Plerwsze réwnanie mnozymy przez L — R, drugie
przez L + R i dodajemy je stronami, skad
(L?*=R)R=RE,
co jest réwnowazne réwnaniu
:;’..J - h"‘]!-f"l = o° = const
Wartodé stale] o wyznaczamy ¢ warunku poczatkowego

1

S
-1 2 2

Lg.

Stad

Calkujae réwnanie

- - . g!‘_.']
/L2 —R*R =1 —
2
od tp = 0 do tx (czyli do chwili, gdy lina jest wyprostowana, a wigc

R = L) dostajemy

(jesli L = 1, to t; = 0,43 s).
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ta sfera jest okrag, a polem powierzchni jego dlugosé. Tak wiec
km :

2rr

w dwdch wymiarach, oraz v = :;':‘3 w trzech wymiarach.

Kierunek natezenia pola jest radialny. Wielkos¢ G = ﬁ

w tréjwymiarowym Wszechswiecie nosi nazwe stalej grawitacji.
Przez analogie mozemy wprowadzié takze dwuwymiarowa
stala grawitacji. Znajac natezenie pola, mozemy latwo znalezé
potencjal. W przypadku tréjwymiarowym jest to doskonale
wszystkim znany potencjal — G;" + ¢, natomiast w przypadku
dwuwymiarowym otrzymujemy

V(r)=Gmln s
ro

Obie stale c i rg sa okreélone przez wybdr miejsca, gdzie
potencjal znika. Logarytmiczna zaleznosé potencjalu od
odleglosci ma nieoczekiwana konsekwencje; poniewaz logarytm
jest funkcja nieograniczona, druga predkosé kosmiczna

w dwuwymiarowym Wszechswiecie jest nieskoniczona. Tak wigc
kazde cialo obdarzone masa jest laplasowska czarna dziura!

Takze potencjal elektrostatyczny w dwuwymiarowym
Whszechéwiecie zmienia sie logarytmicznie. Energia jonizacji
dwuwymiarowego atomu wodoru bylaby nieskoriczona, zupelnie
inne byloby jego widmo. W konsekwencji calkiem inna bylaby
dwuwymiarowa fizyka, chemia i biologia. Takie dwuwymiarowe
zycie (gdyby istnialo) musialoby rzadzié si¢ odmiennymi
prawami. Ale to juz zbyt daleko idace spekulacje.. .

Krzysztof REJMER
Polozenie drodka masy jest o I o
réwne ¢ S
s B R 2
Jc;!\.[—ﬁ—gl»’;‘—ll,; r_ X
czyll '
1 L-z1-x3
Tom :‘-ﬁ_-{Rz + RR)— 2
d ‘1 y L L+z+x
- ;(_51-"' iy ). l 2 2
Z réwnan ruchu otrzymujemy N .
ey i
F3 =% = -2+ T(RZ-FRR_?; T2
czyli e b [
J-;ICM =g T
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Z réwnania wzgledem x; oraz r,, a takze z réwnania
- - 3 )
VLT = R? = v/ B~ dostajemy

Ty =TcM T

gdzie rom =

Warto

acego

w miejsce R dostajemy, ze #; w koricowe,
zauwazy¢, ze go

1t — 1ty (R — L), to predkosé korica j 1

O Tasa,

sie do gdry dazy do nieskoniczonoéci, jednoczednie male]

g
tak Ze energia kinetyczna pozostaje skoriczona.
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Cyrkiel, linijka i Awustralia
Dedykuje Jerzemu Sawie

Na flagach wielu paiistw widnieja gwiazdy. W Australii

sa to gwiazdy siedmioramienne tworzace Krzyz

Poludnia. Wydaje sie to osobliwe, jako ze siedmiokata
foremnego nie da sie skonstruowaé za pomoca cyrkla

i linijki. W rozmaitych ksiazkach autorzy dowodzacy
niekonstruowalnosdci siedmiokata foremnego najczesciej
odwoluja si¢ do raczej zaawansowanego twierdzenia
Gaussa. Tymczasem mozna t¢ niekonstruowalnodé wykazaé
znacznie bardziej elementarnie. Spréobujemy sie o tym
przekonad.

Niech Q, R, C oznaczaja odpowiednio zbiér liczb
wymiernych, rzeczywistych, zespolonych. Zbiér K C C
jest ciatem, jedli kazde z dzialan 4+, —, -, : wykonane
na dowolnych dwdch liczbach z ¥ ma wynik w K

{pod warunkiem, ze dzielnik jest réiny od zera).

Na przyklad, Q jest cialem. Proste éwiczenie wykazuje,
ze jefli ¥ C R jest cialem, c€ K, ¢ >0, /e & K,

to K(/e) = {a +byc:a,be K} tez jest cialem.
Opiszemy teraz, na czym polega konstrukcja za pomoca
cyrkla i linijki. Na poczatku dane sa dwa punkty, ktdre
oznaczymy jako (0,0) i (1,0). Punkty te uwazamy za
skonstruowane, wyznaczaja one pewien standardowy uktad
wspdlrzednych na plaszczyinie. Przypuéémy indukcyjnie,
ze skonstruowaliSmy pewien skoficzony zbiér P punktéw
plaszczyzny. Nowy punkt konstruujemy przecinajac dwie
linie, z ktérych kazda jest prosta prowadzona przez dwa
rézne punkty z P lub okregiem o $rodku w zbiorze P

i o promieniu réwnym odleglodci miedzy dwoma réznymi
punktami zbiorn P.

Powiemy, ze liczba rzeczywista jest konstruowalna, jedli
mozna skonstruowaé punkt, ktéry ma ja za wspdlrzedna.
Fakt, ze uklad dwéch réwnai, z ktérych kazde jest liniowe
lub kwadratowe, mozna rozwiazaé przy uzyciu czterech
dziatai i v/ | znajduje odzwierciedlenie w nastepujacym
stwierdzeniu: Jesli liczba rzeczywista = jest konstruowalna,
to istnieje taki skoriczony ciag cial

(%) Ko € K € oveiC Ky

ze Kipy = Ki(y/ei) dlai=0,1,...,n -1, Ko =Q,

¢ € I{;,. Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne, ktdre
jednak tu nie bedzie nam potrzebne. Udowodnimy teraz
nastepujace

Twierdzenie. Jesli wielomian 2° + pz + ¢ (p, ¢ € Q) nie
ma prerwiasthow wymiernych, to zaden jego pierwiastek
rzeczywisty nie jest konstruowalny.

Dowdd. Przypuéémy, ze jest przeciwnie i réwnanie

(#%) o’ fpr4qg=0

Wizualizacja matematyki

LaKCUCH
MARKOUA

PROCES
MARKOWA =~ 7

ma pewne rozwiazanie rzeczywiste, konstruowalne i ze i,
w ciagu (*) jest najmniejszym cialem zawierajacym
Jjakiekolwiek takie rozwiazanie. Oznaczymy je przez
z=a+by/c, gdzie a,b,c € Kp—y, ¢ >0, Jo & K,_y.
Réwnanie (##) przepiszemy w postaci
A4+ Bye=0,

gdzie A = a® + 3ab’c + pa +q, B = 3a®b + 0% ¢ + pb.
Oczywiscie, A, B € Kn_;. Gdyby B #£0,
to \/c=—4 € Kn_1. Zatem (i) B = 0 oraz (ii) A = 0.
Z (i) wyznaczamy b’c = —3a® — p i podstawiamy
do (ii) otrzymujac —8a® — 2pa + ¢ = 0. Liczba y = —2a
nalezy do K, _1 i spelnia réwnanie (*#), co przeczy
minimalnodci Ky,
Powréémy teraz do Australii. Zalozymy, ze wierzcholki
naszego siedmiokata sa pierwiastkami wielomianu =" — 1
w C. Jedli 2" =1 oraz = #1, to

= 6
z' =1 k
0= — Fi ==
z—1 Z

k=0

3
=1+ (F 4+ =—1-2r 402 40
k=1

gdzie r = z + z = 2Re(z). Podstawiajac r = £

otrzymujemy, ze z° — 21z — 7 = 0. Dzielniki w'_\_-'ra.'z-u
wolnego wielomianu z lewej strony tego réwnania nie
sa jego pierwiastkami, wiec nie ma on pierwiastkdw
wymiernych. Z Twierdzenia 1 wynika, ze liczba =

nie jest konstruowalna, a zatem Re(z) = 1(’;1 tez nie
jest konstruowalna (dlaczego?) i punktu z nie mozna
skonstruowadé.
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