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Przygody matematyki
wsréd ludzi (1)

Kometa kamikadze,

>z y1i erzenie komety
Sey li zde Y (na podstawie wykladdw wygloszonych
na antenie Radia Bis)

Shoemaker—Levy 9 z Jowiszem

Krzysztof ZIOEKOWSKI Czego uczono

w Starozytnosci

Zderzenie komety Shoemaker-Levy 9 z Jowiszem, ktorym to
zderzeniem emocjonowali$my sie w lipcu 1994 roku, bylo zjawiskiem
znacznie okazalszym i bardziej intrygujacym, niz sie spodziewano.
Zanim jednak przedstawimy wyniki rocznych badan jego przebiegu

1 skutkéw, przypomnimy krotko wiadomosei o tym niezwyklym ciele
niebieskim, ktore zakonczylo swoj zywot w tak spektakularny sposéb
na oczach niemal calego $wiata.

i Sredniowieczu
Marek KORDOS

Wsrdd tabliczek zapisanych klinowym
tekstem — w pelniacym przez wicksza czesé
Kometa Shoemaker-Levy 9 zostala odkryta w koricu marca Starozytnosci role jezyka nauki (tak, jak
1993 roku w Obserwatorium Palomarskim w Kaliforni przez znanych dzi$ angielski czy w Sredniowieczu lacina)
amerykanskich towcéw komet: Karoling i Eugeniusza Shoemakeréw Jezyku sumeryjskim - sa takie, ktdre

oraz Dawida Levy’ego. O jej wyjatkowosci przesadzily trzy fakty: pomogly nam zrozumie¢ nauke sprzed

ze jest satelita Jowisza, ze sklada sie z okolo 20 czesei rozciagnietych Cftﬁrechb;:izy ;;:;_ch tysiacleci. Nef.zywa

w przestrzeni prawie wzdluz linii prostej oraz ze w lipcu 1994 r. ;‘111?3 J(:I::eg;zée nlaiyi::‘?gﬁ;;ygé’;‘l:goé
zderzy sie z Jowiszem. Z tak niezwyklym obiektem astronomowie ;

. | e ; X X : nauczyé, lecz dlatego, ze stuzyly one
jeszeze nigdy sie nie spotkali. Wprawdzie znanych jest kilka nauczaniu. Zawieraja z reguly najpierw

przypadkdéw przechwycenia przez Jowisza komety, ktéra przez kilka zadanie, a potem dialog medrca i adepta,
lat byta jego satelita (np. kometa Gehrels 3 w latach 1968-1974 nauczyciela i ucznia, w ktérym nauczyciel
czy tez kometa Helin-Roman-Crockett w latach 1973-1985), — polecajac uczniowi wykonywanie
obserwowano tez rozpady komet na fragmenty (np. komety kolejno prostych czynnosci — prowadzi

Brooksa 2 po jej wielkim zblizeniu do Jowisza w 1886 roku czy 80 do r‘ozwiqzzznia.’. Z’ dzisiejszego P‘m}‘t“
tez komety Westa w 1976), ale uderzenia komety w planete widsenia sposcb, jaki PEORIIE Ranczymel,
: eyt = e ) 2 jest bardzo wadliwy: mdwi, co uczen ma
dotychczas nie widziano. Znane sa jedynie liczne slady takich i : ol
y 25 » 7 ) zrobié, a nigdy nie méwi dlaczego.

wydarzen z przeszlosci w postaci krateréw uderzeniowych na
powierzchniach réznych cial Uktadu Stonecznego, w tym réwniez Od razu trzeba powiedzie¢, ze nie jest
i naszej planety. Na Ziemi odkryto juz okolo 140 éladéw. Ostatnio o w'pr.zypadkl.l n}au?u_st_lmery_]s}‘ne_],
wielkie zainteresowanie budza doniesienia o wykryciu na Jukatanie S bt:'IO“SkleJ’ Jalkolwick by
krateru o srednicy okoto 200 km, powstalego prawdopodobnie . nauczyae{a’ 1e.cz eeihs

,, P ; 3 , tej nauki. Tam zdobywano nie wiedze, lecz
65 min lat temu wskutek uderzenia kilkukilometrowej bryly, ktére i o S :

; S g i wprawe, umiejetnos¢ byla funkcja jedynie
spowodow&.ﬂo w1e.lkle spustoszenia i zmiany o ch?.rakterze globalnym, czestego powtarzania, a w przypadku
powszechnie uwazane za przyczyne wyginiecia dinozauréw. nowych sytuacji — nadladowania tego,
co sie juz kiedy$ udalo. I nauczanie
w konsekwencji musialo by¢ indywidunalne,
zadnych szkél nie bylo i byé¢ nie moglo.

0Od momentu odkrycia kometa Shoemaker—Levy 9 stala sie wiec
przedmiotem bardzo intensywnych 1 wszechstronnych badan.
Czeste pomiary pozycji na niebie poszczegélnych jej fragmentdéw
umozliwily stosunkowo dobre poznanie ich ruchu w przestrzeni. Z nazw nadawanych nowozytnie réznym
Okazalo sie, ze wszystkie czedci komety przeszly przez peryjowium, Sz_lmlom‘ naj(é)a.\zvﬂm?_]dpc;i?wﬂa S e
czyli punkt orbity najblizszy Jowisza, prawie w tym samym it e e t'.emz s e

: : : : . : i szkole srednia, to w Starozytnosci greckiej,
momencie (7 lipca 1992) 1 prawie w tej samej odleglosci od = o ;

B : < ; > ) gdzie sie pojawila, oznaczala uczelnie

Planety (0,3 promienia Q.Tovnsza F)d jego pOWlEl‘ZChI’]:}). Wynika stacc.l,‘ doskonalacy, cialo (stad gimnastyka),
ze znalazigz;r sie w okolicy peryjowium kometa najprawdopodobniej a nie ducha — ten byl ksztalcony przez
rozpadta sie w wyniku dziatania sil plywowych masywnego przeciez indywidualnych pedagogdw (oczywiscie,
Jowisza. ksztalcono jedynie chlopcéw). Prawdziwe
wyksztalcenie zdobywane bylo tylko przez

Brak jakichkolwiek obserwacji komety przed jej rozpadem w zasadzie tich nidlicanyeh, kibray sdecydowali sie

uniemozliwia przesledzenie jej ruchu w przeszloéci. Nieznany byé uczonymi — oni otaczali, jak méwiono:
wigce pozostaje mechanizm jej przechwytu przez najwieksza siedzieli u stdp, wybitnych medrcéw,
planete. Czynione sa jednak rézne préby rozwiklania tej zagadki. nieraz po lat kilkadziesiat, i tym sposobem
Statystyczna analiza trajektorii poszczegélnych czeéci komety, sami medrcami zwolna sig stawali (lub,

wykonana m.in. przez amerykanskich astronoméw L.A.M. Bennera oczywiscie, nie).




Najznamienitsza tego rodzaju szkola (dzis
tez sie przeciez mowi, ze uczony tworzy
szkole badawcza) to sofiéci i ich znakomity
przywédca — Sokrates. Cale przedsiewziecie
zorganizowane byto w sposéb, ktéry
bardzo by sie spodobal dzisiejszemu
Ministerstwu Edukacji — sofisci zarabiali
na siebie, a badania prowadzili nad

tym, jak to zarabianie udoskonali¢.

Uczyli oni mianowicie kandydatéw

na parlamentarzystéw, jak wygrywac
publiczne dysputy i to niezaleznie od tego,
jaka 1 czyja jest prawda. Szczytowym
osiagnieciem w tym zakresie jest rezultat
Sokratesa, dzi$ zaliczany do logiki, ktéry
orzeka, ze biorac jeden argument z prawa
naturalnego (np. gloszac chwale wolnego
rynku), a drugi z prawa moralnego

(np. milos¢ bliZniego) mozna uzyskaé
dowolny rezultat rozumowania, takie

wiec dobieranie przeslanek dalekie jest od
nczciwosci — podobne myéli mozna znaleié
w ostatniej ksiazce papieza. Nic przeto
dziwnego, ze skazano go za bezboznosé
(oczywiscie, Sokratesa, a nie papieza)

na $mier¢ przez wypicie trucizny, co tez
nczynil byt.

Tylko gdziez tu matematyka? Otéz

— przypominam — matematyka to az

do polowy XIX wicku cala wiedza

scisla, w szczegdlnosdei wige logika byla
matematyka. Sokrates, gloszacy, iz jest
matematykiem (czytaj — uczonym)
réwnoczesnie (jak zeznaje naoczny
dwiadek, Ksenofont, zolnierz, awanturnik
i pisarz powiesci przygodowych — polecam
sensacyjna ksiazke Anabasis, dostepna

w bibliotekach publicznych, a jeszcze sa
takie) nienawidzil geometrii (cytuje za
Ksenofontem): zajmowanie sig¢ geometrig
i rozwazanie tematdw trudnych do
zrozumienia moze zajaé czlowiekowt cale
zycie { odciagnad go od pozytecznych
umiejetnodci, Jak widaé, matematyka
mogla by¢ dosé daleka od tego, co dzid
matematyka nazywamy.

Fanatykiem geometrii natomiast byl,

choé¢ malo ja znal, uczeri Sokratesa,
Platon. Byl on pierwszym uczonym,

ktéry otaczajacej go szkole ucznidw

nadal ramy organizacyjne — pierwsza
uczelnia byla zalozona przez niego
Akademia. Jest to zreszta najdiuzej,

jak dotad, dzialajaca uczelnia: zalozona
okolo —390 roku rozwiazana zostala

przez cesarza bizantyriskiego, Justyniana,
w 529 roku — trwala wiec 920 lat
(najstarszy z uniwersytetéw, boloiiski, ma
obecnie 875 lat). Na Akademii uczono calej
wiedzy pitagorejskiej, wyksztalcenie wiec
dawala znakomite - to z niej pochodzili
najwieksi bodaj matematycy wszechczasdw

1 W.B. McKinnona, wydaje sie wskazywaé, ze kometa juz od wielu
lat krazyla wokol Jowisza, a najbardziej prawdopodobnym okresem,
w ktérym mogta zostaé przez niego schwytana, jest przelom lat
dwudziestych 1 trzydziestych naszego wieku.

Ciekawie na tym tle wygladaja wyniki obliczerl polskiego badacza
ruchéw komet, Grzegorza Sitarskiego. Przyjal on mianowicie,

ze danymi wyjsciowymi do badania ruchu komety w przeszlo$ci moze
by¢ potozenie i predkosé érodka masy jej fragmentéw w momencie
rozpadu. Okazalo sie wtedy, ze kometa dawniej mogla obiegaé Storice
po prawie kolowej orbicie znajdujacej sie catkowicie poza orbita
Jowisza. Coraz silniejsze przyciaganie grawitacyjne doganiajacego
komete Jowisza doprowadzilo na poczatku 1991 roku do takiej
zmiany jej toru, ze stala sie jego satelita, a wkrétce potem nastapito
Jjej wielkie zblizenie do planety 7 lipca 1992 roku. Trzeba jednak
podkreslié, ze rezultaty tych obliczeri wskazuja na razie tylko na
mozliwoéci rozwiazania problemu i w zadnym razie nie moga by¢
uwazane za ostateczne.

Podobnie rzecz ma sie z opisem samego procesu rozpadu.

Wiréd réznych modeli rozpadu komety zwraca uwage koncepcja
amerykainskich fizykéw J.M. Hahna i T.W. Rettiga. Droga
modelowania cyfrowego doszli oni do wniosku, ze jeéli pierwotny
obiekt mial gestosé okolo 0,6 g/em? i byt zlepkiem co najmniej

500 luzno zwiazanych brytek, to w obloku czastek powstalym

po rozpadzie beda sie wskutek wzajemnej grawitacji tworzyé
zgeszezenia 1 w czasie rzedu 10 godzin od rozpadu caly oblok
skondensuje sie wlasnie w okolo 20 fragmentéw rozlokowanych mniej
wiecej wzdhuz linii proste] przechodzacej przez srodek Jowisza.
Dodatkowym atutem tej propozycji jest dostarczenie poparcia
hipotezie sformulowanej kilka lat temu przez P. Weissmana o jadrze
komety jako rumowisku czastek skalno-lodowych zwiazanych bardzo
stabymi sitami spdjnoéci (ang. rubble pile).

Sposrdd trzech wymienionych na poczatku osobliwoéei komety
Shoemaker—Levy 9 najwieksze zainteresowanie budzi jednak

jej zderzenie z Jowiszem. Dolatujace do planety jej fragmenty
rozciagnely si¢ w przestrzeni na dystansie okolo 2,5 mln km i dlatego
bombardowanie przez nie Jowisza zajelo kilka dni — od 16 do

22 lipca 1994 roku. Miejsca uderzen znajdowaly sie, niestety, po
niewidocznej z Ziemi, nocnej stronie planety, ale na tyle blisko
krawedzi jej tarczy, ze juz po mniej wiecej 20 minutach od momentu
kazdego uderzenia mozna bylo oczekiwaé pojawienia sie jakiché
jego skutkéw (okres obrotu Jowisza trwa niespelna 10 godgzin).

Ku wielkiemu zaskoczeniu obserwatoréw pierwsze oznaki uderzenia
daly sie zauwazy¢ kilkanascie minut wezedniej w postaci pojaénienia
na brzegu tarczy planety. Jasnoéé tej poswiaty szyvbko wzrastala,

by po uplywie 10-15 minut przerodzié sie w spektakularny

blysk, szczegdlnie efektowny w promieniowaniu podezerwonyim.
Zaskoczeniem bylo, ze oblok gazdw, powstalych w eksplozji
konczacej spadek fragmentu komety z predkoscia 60 km/s, wznidst
si¢ az do wysokosci 3000 km. Wierzchotek szybko unoszacego sie
piéropusza materii osiagnawszy wysokosé 400 km zaczynal byé
widoczny dla ziemskiego obserwatora wylaniajac sie spoza krawedzi
tarczy planety. Znajdujac sie poczatkowo jeszeze w cieniu Jowisza
§wiecil tylko wlasnym promieniowaniem gazéw rozgrzanych do
bardzo wysokiej temperatury, a pdzniej — po wyjsciu z cienia — jego
promieniowanie ulegalo wzmocnieniu przez rozproszone w nim
swiatlo sloneczne.



W miare obrotu planety coraz wieksza cze$é tego pidropusza stawala
sie z Ziemi widoczna. Jednak po kilkunastu minutach jego blask
zaczynal stabnaé¢ w wyniku opadania i1 rozpraszania sie szybko
stygnacych gazéw. Po nastepnych kilku minutach ukazywaly

sie na tarczy Jowisza niezwykle ksztalty plam pozostatych po

calym wydarzeniu. Dodajmy, ze dotychczas nie udalo sie znalezé
zadowalajacego wythumaczenia faktu, ze uderzenia fragmentéw
kometarnych o réznej przeciez wielkosci 1 masie powodowaly
uniesienie pidropusza materii na taka sama mniej wiecej wysokosé.

Szybko rozprezajaca sie chmura materii o poczatkowej temperaturze
rzedu 8000 K (czyli wyzszej od temperatury powierzchni

Sloifica) stanowila mieszanine materii komety oraz pochodzacej

z powierzchniowych warstw Jowisza, ktorej czasteczki musialy

w najgoretszych miejscach ulec dysocjacji termicznej. Bardzo
trudno jest wige okresli¢ jej sktad chemiczny i stwierdzié, jakie
zachodzily w niej procesy fizyko-chemiczne. Najwieksze bodaj
zdziwienie wywoluje wielka obfitoéé siarki, na ktérej obecnosé

— oprécez, oczywiscie, czasteczek Sg — wskazuja zaobserwowane
molekuty CS, CS,, H,S, OCS, SO, SO,. Wprawdzie przypuszcza
si¢, ze siarka wystepuje w glebszych warstwach atmosfery Jowisza

w postaci wodorosiarczku amonowego (NH4SH), ale na razie nie
znaleziono mechanizmu, ktéry bytby zdolny uniesé na taka wysokosc
stwierdzone iloéci tego pierwiastka. W kazdym razie nie wydaje

sie mozliwe, by mogla by¢ ona pochodzenia kometarnego, gdyz

w kometach — wedtug tego, co dotychezas o nich wiemy — siarki jest
bardzo matlo.

Od dawna natomiast wiadomo, ze jednym z gléwnych skladnikow
komet jest 16d wodny. Np. w jadrze najlepiej poznanej dotychczas
komety Halleya stanowi on okoto 80% masy. Tymeczasem pierwsze
doniesienia wskazywaly, ze w pidropuszach materii — unoszonej

w wyniku uderzen fragmentéw komety — wody nie znaleziono.
Wkrétce jednak okazalo sie, ze obserwacje spektroskopowe,
wykonane z pokladu samolotowego obserwatorium NASA

im. G. Kuipera, potwierdzily jej obeenosé, cho¢ w mniejszej, niz sie
spodziewano, iloéci. Amerykanski astronom G. Bjoraker dokonal
obrazowego oszacowania, ze z zaobserwowane] wody mozna by
utworzy¢ kule lodu o érednicy 400 m. Tak wiec panuje poglad,

ze najprawdopodobnie] woda ta jest pochodzenia kometarnego.
Whprawdzie oczekuje sie tez obecnosci wody w warstwie atmosfery
Jowisza, polozonej na glebokosci okoto 50 km, jednak tak gleboko
fragmenty komety chyba sie nie zanurzyly.

Obserwacje spektroskopowe wskazaly réwniez na obecno$¢ m.in.
krzemu, magnezu, zelaza, a nawet litu. Najwiekszym zaskoczeniem
jest pojawienie sie w materii piéropusza najlzejszego z metali, litu,
ktérego obecnosci ani w kometach, ani na Jowiszu dotychczas nie
stwierdzono. Odkryte metale pochodza przypuszczalnie z ablacji
fragmentéw komety w poczatkowej fazie jej przelotu przez gérne
warstwy atmosfery Jowisza (tak nazywamy gwaltowne topienie sie
1 odparowywanie materii ciala, ktére z wielka predkoscia wpadlo
w atmosfere planety; na Ziemi prowadzi do zjawiska meteoru).

Warto tu dodaé, ze w przypadku jednego z najwiekszych fragmentow |

komety (oznaczonego litera GG) zaobserwowano silna dwuminutowa
emisje zjonizowanego magnezu juz na cztery dni przed zderzeniem,

a wiec prawdopodobnie podczas pierwszego kontaktu z magnetosfera
Jowisza (czyli obszarem dominacji plazmy okoloplanetarnej nad
plazma wiatru stonecznego).

(o czym byla mowa w poprzednim
wykladzie): Teajtetos i Endoksos. Stowo
Akademia oznacza jedynie, 7e miedcila sie
w gaju bozka Akademosa.

Z niej tez pochodzil uznany za
najwieckszego uczonego, tak przez
wspolczesnych, jak pdinicj przez
chrzedcijan 1 muzulmandéw, jedyny bodaj
medrzec ponad podziatami, Arystoteles.
Mial on najpierw indywidualne
doswiadczenia dydaktyczne — byl
wychowawca Aleksandra Wielkiego

— péiniej zalozyl, w —335 roku, zaklad
naukowy pod nazwa Liceumn. Nazwa

ta znéw nic nie znaczy — pochodzi

od dzielnicy Aten, gdzie szkola sie¢
miescita. O tyle przerastata ona dzisiejsze
licea, ze miala pierwsza w Luropie
biblioteke, i Ze jej uczniowie pod dyktando
Arystotelesa napisali owo nieprzebrane
morze jego dziel, tak cenionych przez
nastepne 1500 lat.

Liceum Arystotelesa (czy Akademie
Platona) oddziela od nastepnych szkél czy
uczelni znaczny odstep czasu. Powstaly
w miedzyczasie koscidl chrzescijariski
(poczatkowo byl jeden) stawia na
indywidualne przyuczanie sig¢ swoich
adeptow, tak do sztuki czytania i pisania,
jak tez do wszelkich innych intelektualuych
sprawnosdci. W tej sytuacji nastepny

krok nalezy do muzulmanéw. Od hidzry,
czyli ucieczki Mahometa z Mekki do
Medyny (622 rok), az do bitwy pod
Poitiers (732 rok) Arabowie zajmowali
sie podbijaniem wszystkiego, co bylo,

i to podbijaniem skutecznym. Dopiero
zatrzymani na terenie dzisiejszej Francji
zajeli si¢ innymi rzeczami. Wérdd nich
niemal od poczatku znalazla sie nauka.
Ich system naunczania strukturalnie
przypominal Akademie platorska,

a realizujace go instytucje nazywaly sie
Domami Nauki.

Europa pozostawala daleko w tyle za
muzulmanami. Koscidl, a dokladniej
benedyktyni, prowadzili wprawdzie szkoly,
ale daleko im bylo choéby do Liceum
Arystotelesa. Uczono w tych szkolach na
dwoch poziomach. Nizszy zwano trivium,
gdyz zawieral trzy przedmioty: gramatyke,
retoryke i dialektyke Iub logike, czyli
uczono czytaé, pisaé i dawano jakies
wyobrazenie o zasadach rozumowania.

Od trivinm wywodzi sie dzisiejsze
okreslenie trywialny. Wyzszy poziom
szkdl benedyktynskich to quadrivium,
czyli kanon pitagorejski (wspomnialem

o tym poprzednim razem): arytmetyka,

- geometria, astronomia i muzyka.
.~ Wyksztalcenie wyzsze reprezentowane bylo



- przez pojedyncze dziela w rodzaju
napisanych przez Alkuina dla kandydatéw
 na dworzan Karola Wielkiego Zasad
ksztalcenia umystu.

Poziom owego wyksztalcenia wyzszego
ilustruje znane zadanie o wilku, kozie

i kapuécie: jak przewiezl je przez rzeke
lodzia, mieszczaca oprécz wioslarza jeden
jeno z tych obiektéw, nie zostawiajac na

brzegu ani wilka z koza, ani kozy z kapusta

(powody sa oczywiste).

Nic przeto dziwnego, ze wyksztalceni
Europejczycy zdobywali wyksztalcenie
w uczelniach arabskich, co poczatkowo
miano im za zle - toczyla sie wszak
systematyczna wojna o wyzwolenie
Pélwyspu Pirenejskiego i organizowano
niesystematyczne wprawdzie, ale
permanentne wyprawy krzyzowe.
Przelom (wymuszony grozba ostatecznej
zapaéci cywilizacyjnej chrzescijaristwa)
nastapit prawie dokladnie 1000 lat temu,
w 999 roku, gdy papiezem wybrano
Francuza Gerberta (Sylwester 1), mimo
iz studia odbyl on w arabskim Toledo.
Nastepnym krokiem bylo zakladanie
uniwersytetéw. Pierwszy powstal

w Rawennie, ale zaraz upadl 1 zostal
reaktywowany dopiero 40 lat pééniej,

w 1150 roku. Wobec tego naprawde
zaczelo sie od Bolonii (1119). We Francji
pierwsza byla Sorbona w Paryzu (1200)

rozpedzona 25 lat temu przez Mitterranda

(gdy byl ministrem spraw wewnetrznych).
W Anglii Cambridge (1209)

i Oxford (1214). W Europie Wschodniej
Praga (1348) i Uniwersytet Jagielloniski

w Krakowie (1364), zalozony, jak

z same] nazwy wynika, przez Kazimierza
Wielkiego.

Uniwersytety daly przede wszystkim kadry

dla benedyktynskich szkot tak liczne,
ze mogly te szkoly ksztalcié juz nie tylko

przyszlych ksiezy. Pojawila sie grupa ludzi

$wieckich umiejacych pisaé. Pisali oni

z wielkim zapalem co tylko im sie nasunglo

pod pidéro — byla to w powszechnej opinii
metoda osiagniecia nie$miertelnosci: nas
juz nie bedzie, a nasze mysli beda nadal
krazyly wérdd ludzi.

Przykladem takich §wieckich piszacych
XIIT wieku sa: Marco Polo, ktory

w Opisaniu Swiata przekazal nam
bardzo obszerne sprawozdanie ze swoich
kupieckich podrézy i pét wieku mlodszy
Leonardo Bonacci, zwany Fibonaccim
(czyli synem Bonacciego). Od niego
mozemy sie dowiedzieé, czego z arabskiej
matematyki uczono podéwczas w Europie.
Mamy tez w jego dziele Liber abaci

— Ksigga liczydel — zadanie, ktére péiniej

Szybko wirujace wraz z planeta pole magnetyczne Jowisza

dziala jak akcelerator przyspieszajac czastki natadowane do
predkosci bliskich predkosci $wiatla. Sa one z kolei zrédtem
promieniowania mikrofalowego Jowisza odbieranego na Ziemi za
pomoca radioteleskopéw. Bombardowanie Jowisza przez komete
spowodowalo znaczny wzrost natezenia tego promieniowania. Okazal
sie on zalezny od dlugoéci fali i wynosil od 10% na falach 70-90 em
az do okolo 45% dla fal 6-36 cm. Powrét do normalnego poziomu
tej emisji trwal mniej wiecej 3 miesiace. Obserwacje wykonane za
pomoca Very Large Array w Soccoro (USA) pokazaly, ze nadwyzka
promieniowania pochodzila gtéwnie z obszaréw réwnikowych
Jowisza o dlugoéciach jowigraficznych takich jak dlugosci miejsc
spadkéw fragmentéw komety. Sugeruje to, ze za obserwowany efekt
odpowiedzialny jest raczej wzrost energii czastek juz obecnych

w magnetosferze niz wzrost ich liczby w wyniku eksplozji.

Do nieoczekiwanych zjawisk zwiazanych ze spadkiem komety mozna
tez zaliczy¢ pojaénienie powierzchni planety w miejscach pétkuli
polnocnej polozonych symetrycznie wzgledem réwnika do miejsc
pétkuli potudniowej trafianych fragmentami komety. Najbardziej
wiarygodnego wyttumaczenia tego efektu dostarcza mechanizm,
ktory jest rowniez odpowiedzialny za powstawanie zérz polarnych

w atmosferze Ziemi. Wzbudzenie bowiem $wiecenia atmosfery
planety najprawdopodobniej jest wywotane bombardowaniem

jej przez elektrony i protony uwolnione podczas zderzenia oraz
przyspieszone do predkosci relatywistycznych i przeniesione z pétkuli
poludniowej na péinocna wzdhuz linii pola magnetycznego Jowisza.
Wywolane przypuszczalnie w ten wtadnie sposéb promieniowanie
obserwowano do 7 sierpnia, przy czym maksimum jego natezenia
zarejestrowano 27 lipca, czyli 5 dni po uderzeniu w planete
ostatniego fragmentu komety. Ta zorzowa aktywnosé Jowisza byla
takze widoczna w zakresie rentgenowskim, co stwierdzil sztuczny
satelita Ziemi ROSAT.

Zdjecia Jowisza wykonane za pomoca teleskopu kosmicznego
Hubble’a ukazaly pojawienie sie kolowych pierscieni wokol miejsc
uderzen pieciu fragmentéw komety (oznaczonych literami A,

E, G, Ql i R). Widoczne one byly przez kilka godzin, kiedy
rozprzestrzenialy sie ze stala mniej wiecej predkoscia 450 m/s.

W przypadku fragmentéw E 1 G dostrzezono ponadto znacznie
stabsze, wewnetrzne pierscienie ekspandujace z predkoscia

w granicach 180-350 m/s. Analizujac te zjawiska amerykanski
sgeolog” planetarny A.P. Ingersoll doszedl do wniosku,

ze obserwowane efekty moga by¢ wyjasnione przez zaburzenia
troposfery rozchodzace sie poziomo w hipotetyczne] warstwie bogate]
w pare wodna, wzbudzone eksplozja fragmentu komety o rozmiarach
rzedu 2 km.

Wsrod pilnie poszukiwanych, a na razie nie wykrytych, efektow
zderzenia trzeba wymienié fale sejsmiczne, ktorych wzbudzenia

w globie planety nalezalo oczekiwaé w wyniku uderzen brylt

komety. Ich propagacja powinna ujawni¢ si¢ poprzez subtelne
zmiany temperatury na powierzchni planety. Negatywny wynik
dotychczasowych badan kaze sadzié, ze $rednice fragmentéw komety
nie mogly przekracza¢ 0,5 km (zakladajac, ze mialy gestosé lodu).
7 kolei nie wiadomo, jak eksplozja obiektu o tak malych rozmiarach
bytaby w stanie wywolaé niektdre sposréd obserwowanych zjawisk,
np. uniesienia pidropusza materii na wysokos¢ az 3000 km. Okazuje
sie wiee, ze tak podstawowa sprawa, jak okreslenie wielkosei

1 masy poszczegolnych czesci komety, pozostaje jeszcze ciagle jedna
z najtrudniejszych do rozwiklania zagadek calego wydarzenia.



Podobnych znakdéw zapytania jest jeszcze duzo. Do uzyskania
odpowiedzi przynajmniej na niektére z juz sformutowanych pytai,

znalazlo sie w Burzliwym zZyciu Lejzorka
Rojtszwarica Ilii Erenburga. Chodzi
o problem rozmnazania krélikéw:

a takze nowych, ktére niewatpliwie pojawia sie w przyszlosci, Ile par krdlikéw moze splodzié jedna para
przyczyni sie zapewne sonda Galileo. W grudniu 1995 roku stanie w ciggu roku, jesli _
siel*) ona sztucznym satelita Jowisza 1 przez prawie dwa lata bedzie - kazda para rodzi nowq par¢ w ciggu

badaé planete zbombardowana przez komete Shoemaker-Levy 9 i jej
otoczenie. Sonda ta, wystrzelona z Ziemi w 1989 roku, juz dokonata

miesiaca,
- para staje si¢ plodna po miesiqcu,
— kroliki nie zdychajq?

réznych spektakularnych odkry¢; byta przy tym praktycznie jedynym 8 Liczby uzyskane przez comiesieczne
przyrzadem zbudowanym przez cztowieka mogacym bezposrednio zliczanie liczby par krélikéw z tego
obserwowaé uderzenia poszczegdlnych fragmentéw komety w Jowisza. | zadania, kiére goraco Czytelnikom

Trudno wiec przeceni¢ role uzyskanych przez nia danych w dalszej
analizie calego wydarzenia. Co teraz zobaczy na powierzchni Jowisza

polecam, to liczby Fibonacciego, do dzis
majace istotne zastosowanie tak w samej
matematyce, jak 1 w matematycznym

w miejscach, ktére staly sie poniekad grobem komety-kamikadze, modelowaniu réznych zjawisk przyrody

pokaze bliska juz przyszlosé.

(*) Pisane latem 1995 roku.

(nie tylko hodowli krélikéw). Ale to juz
zupelnie inna historia.

Patrz w niebo

Wszystko wskazuje na to, ze pulsary powstaja w wyniku eksplozji supernowych.
Nalezaloby zatem oczekiwaé, ze kazdy pulsar bedzie lezal w Srodku
ekspandujacej mgltawicy stanowiacej efekt eksplozji. Przyktadem takiego
obiektu jest mglawica Krab (M1). Okazuje sie jednak, ze takie sytuacje sa
raczej wyjatkiem. Pozostaloscei po supernowych, tzn. te mglawice, sa najczesciej
wcale nie symetryczne, pulsary weale nie sa srodkami takich mglawic, co wigcej
— w wielu mgtawicach, najwyrazniej powstatych w wyniku wybuchu, w ogéle nie
ma centralnego pulsara. i

Jedno wytlumaczenie takiego stanu rzeczy mozna tatwo przedstawié. Przestrzen
miedzygwiazdowa nie jest pusta. Ekspandujaca mglawica spietrza przed soba
materie migdzygwiazdowa, wobec tego predkosé jej ekspansji maleje, poczatkowo
sferyczny babel wybuchu ugina sie 1 zatamuje na wszelkich niejednorodnoéciach
otaczajacej go materii 1 nic dziwnego, ze w koiicu pozostalo$é po supernowej
moze stac sie obiektem zupelnie nieregularnym. Jezeli w chwili wybuchu gwiazda
miala znaczaca predkodé wzgledem otaczajacej ja materii, to mgtawica musi
rychlo te predkos¢ utraci¢ jako obiekt wielki i silnie rozrzedzony, podczas gdy
pulsar swoja predkos¢ zachowa, bowiem na jego ruch materia miedzygwiazdowa
nie ma zadnego wplywu. Z biegiem czasu pulsar moze wiec swoja mglawice
nawet opusci¢. To samo rozumowanie dotyczy, oczywiscie, réwniez mglawic
planetarnych i ich gwiazd centralnych.

W gwiazdozbiorze Strzelea znaleziono jednak pulsara (PSR 1757-24), ktéry wraz
ze swoja mglawica tworzy obraz (zreszta radiowy, bo obiekt zostal wykryty

w wyniku wlasnie obserwacji radiowych) podobny do migawkowego zdjecia
pocisku przebijajacego pomarancze. Pulsar ten lezy poza mglawica, ktéra

ma nawet jeszcze doé¢ regularny ksztalt 1 whasciwie na podstawie samego
obrazu nie mozna mie¢ pewnosci, ze pulsar i mgltawica maja ze soba cokolwick
wspélnego. Jednak oszacowania odlegloécei daja dla obu obiektéw ten sam wynik
(okolo 6 kpc), a pulsar od mglawicy sie oddala i to z predkoécia — tu uwaga!

— 2300 km/s. Nie ma wiec raczej watpliwosci, ze wladnie widzimy pulsara,

ktéry porusza si¢ szybceiej niz, przynajmniej obecnie, ekspanduje mglawica po
wybuchu (okoto 16 000 lat temu) jego macierzystej supernowej. Tak wielkiej
predkosci gwiazda przed wybuchem mieé nie mogta, gdyz predkoéé ta niemal

o rzad wielkodci przekracza predkosé ucieczki z Galaktyki. Pulsar musial wige te
predkosé nabyé w momencie eksplozji, a to dowodzi, ze eksplozje supernowych
moga zachodzi¢ wysoce niesymetrycznie. Zapewne odrzut wywolany takim
przebiegiem eksplozji nadal powstatemu wtedy pulsarowi predkosé stanowiaca
niemal jeden procent predkodci §wiatla. Jezeli nie jest to przypadek wyjatkowy,
to brak pulsaréw w pozostalosciach po supernowych staje sie tym bardziej

zrozumialy. ) )
Tomasz KWAST



Kocie oczy, apoteoza Celliniego 1 zroszona lgka

Rys. 1. Powstawanie zjawiska
»Heiligenschein” wedlug Lommela
(1874 r.).

Rys. 2. Powstawanie zjawiska
,Heiligenschein” wedlug Mattssona
(1972 r.).

Rys. 3. Polowa kulistej kropli wody
o promieniu R. Promien §wiatla padajacy
na krople pod katem o po dwukrotnym
zalamaniu ulega odchyleniu o kat §.
Ogniskowa jest réwna

sin a

sin &
i w ogdlnym przypadku zalezy od kata a.
Dla malych katdéw padania mamy

o Fm aR N alt -
TR RSN Eh Ta=aln)
_ nR
T n-1)'

gdzie n jest wspdlezynnikiem zalamania
fwiatla. Dla wody n = 1,3, f = 2R.

Krzysztof REJMER

W czasie gdy bytem w wigzieniu, mialem siraszny sen. ..
Nadto zdarzylo mi sie cos, czego pomingé nie moge,

bo wigksza rzecz nie zdarzyla si¢ nikomu z ludzi: dowdd,

ze wszechmoc boska rozgrzeszyla mnie sama 1 uznala
godnym objawienia mi swoich tajemnic. Mianowicie od
czasu, gdy miatem to widzenie, pozostawal mi wokdl glowy
przedziwny blask, widoczny dla kazdego, komu pokazaé go
uznatem za stosowne; takich jednak byto niewielu.

Blask ten wida¢ rankiem nad moim cieniem od wschodu
stonca przez dwie godziny. Najlepiej widac¢ go, gdy lekka
rosa lezy na trawie; widaé go jednak rowniez wieczorem

o zachodzie stonca. Spostrzegatem go w Paryzu, we
Francji, bo powielrze w tamtej okolicy jest wolniejsze od
mytel, wiec widac go bylo daleko lepiej niz we Wloszech,
gdzie mgty sq o wiele czestsze. Mimo to widuje go wszedzie
i moge pokazac go tez innym, jednak nie tak wyrazinie jak
w owej okolicy.

Benvenuta Celliniego zywot spisany przez niego samego
(przelozyl Leopold Staff)

Tak oto z wrodzona sobie skromnoécia wielki renesansowy rzezbiarz 1 ztotnik
opisal zjawisko zwane ,Heiligenschein” (niem. aureola, doslownie: certyfikat
swietosel), ktére obserwowal w 1562 roku. Polega ono na powstawaniu
bezbarwnej aureoli wokdl cienia (wylacznie) glowy obserwatora, jeéli cien
pada na pokryta rosa take. W tym calkiem poprawnym opisie jedna rzecz jest
nieprawdziwa: aureole mozna obserwowa¢é jedynie wokél cienia wlasnej glowy.

Mozemy wykonaé bardzo proste doswiadczenie, ktére pozwoli zrozumieé nature
»Heiligenschein”. Potrzebna jest kulista, szklana kolba wypelniona woda, kartka
bialego papieru i silne zrédlo swiatta. Mozna wykorzystaé¢ swiatlo stoneczne albo
rzutnik do slajdéw. Kolbe nalezy umiesci¢ w strumieniu $wiatla 1 obserwowaé

w kierunku punktu przeciwstonecznego, to znaczy wzdluz padajacych promieni,
majac Slonice (rzutnik) za plecami. Kartke bialego papieru nalezy umiescié za
kolba w odlegloéci od srodka réwnej w przyblizeniu érednicy kolby. Optymalne
polozenie kartki nalezy dobraé¢ eksperymentalnie tak, by uzyskaé mozliwie

jak najlepsze zogniskowanie §wiatta na kartce. Patrzac w kierunku punktu
przeciwstonecznego lub w kierunku nieznacznie rézniacym sie od kierunku
padajacych promieni zauwazymy, ze kolba jest jasno oéwietlona promieniami
odbitymi od kartki. Przy wiekszej zmianie kata obserwacji zjawisko znika. Dzieje
sie tak dlatego, ze kolba dziala jak soczewka, ogniskujac na kartce padajace
promienie, a z promieni odbitych tworzy wiazke rownolegla o takim samym
kierunku jak kierunek promieni padajacych. Poniewaz kolba nie jest idealna
soczewka, promienie padajace pod duzym katem sa ogniskowane w nieco innym
punkeie niz promienie padajace pod malym katem, z tego powodu wiazka odbita
jest nieco rozbiezna.

Pierwsze naukowe wyjasnienie ,Heiligenschein” podal w 1795 roku Winterfeld.
Kazda szorstka powierzchnia odbijajaca swiatlo jest najjasniejsza, gdy ogladamy
ja wzdluz padajacych promieni, poniewaz kazda jej nieréwnosé ogladana z takiej
perspektywy zakrywa obszary swojego cienia. Jest to rozumowanie poprawne,
choé niezupelne. Dotyczy ono tak zwanego suchego zjawiska ,, Heiligenschein”,
trudnego do zauwazenia 1 jeszcze trudniejszego do sfotografowania z powodu
malych kontrastow swietlnych. We wlasciwym zjawisku , Heiligenschein”, tym,
ktére opisal Cellini, podstawowa role odgrywaja kropelki rosy pokrywajace
trawe 1 liscie roslin.
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Rys. 4. Stosunek natezenia Swiatla
odbitego wstecz od lisci pokrytych
kropelkami wody do natezenia swiatla
odbitego od niezroszonych lidci jako
funkcja odleglosei drodka kropelki od
liscia. Wyniki uzyskane przy zalozeniu,
ze kropelka wody zalamuje swiatlo jak
cienka soczewka.

Wykres pochodzi z pracy: Alistair Fraser
+The sylvanshine: refroreflection from
dew-covered trees” Applied Optics,

vol. 33, no 21 (1994).
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Rys. 5. Swiecenie kocich (i nie tylko) oczu
w ciemnosci.

Barwniki wzrokowe zbudowane sg

z réznych odmian retinenu (aldehyd
witaminy A) i bialka zwanego opsyng.
W precikach siatkdwki wystepuje
rodopsyna (purpura wzrokowa), ktéra
pod wplywem swiatla rozklada si¢ na
z6lty karotenoid i bezbarwne biatko

— skotopsyne.

P
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Budowa chemiczna retinenu.

Dzialaja one jak szklana kolba w opisanym powyzej doswiadczeniu, role

kartki odgrywaja liscie. W doswiadczeniu kartka znajdowala sie w pewnej
odleglosci od kolby. Krople rosy takze moga znajdowac sie nie bezposgrednio

na listkach, ale ponad nimi. Tak jest wtedy, gdy liscie pokryte sa drobnymi
wloskami, na ktérych osadza sie rosa (rys. 1). To tlumaczy, dlaczego nie na
kazdej tace mozna ogladaé ,Heiligenschein”. Powyzsze wyjasnienie zostalo po
raz pierwszy podane w 1874 roku przez Lommela. W 1824 roku Brandes podal
inne wyjasnienie, tlhumaczac zjawisko odbiciem (wewnetrznym i zewnetrznym)
swiatla przez krople rosy. Wyjasnienie to jest niepoprawne, a mimo to mozna
je znalezé w literaturze do dzis. Calkiem niedawno, bo w 1972 roku Szwed
Mattsson zauwazyl, ze w pewnych warunkach takze rosliny, ktérych liscie nie sa
pokryte wloskami, moga byé zrédlem aureoli. Dzieje sie tak, gdy rosa nie zwilza
lisei tworzac na nich kuliste kropelki, a $wiatlo pada pod katem 60° (szczegdly
przedstawia rysunek 2).

Zdumiewajace jest, ze cho¢ zjawisko ,, Heiligenschein” jest znane od bardzo
dawna, a od stu lat istnieje jego proste wythumaczenie, to wszystkie wyjasnienia
(zaréwno poprawne, jak 1 bledne) maja jedynie jakosciowy charakter. W bogatej
literaturze poSwieconej optyce atmosferycznej udalo mi sie znalezé zaledwie
jeden (sic!) artykul analizujacy zagadnienie od strony ilosciowe;j.

A co to wszystko ma wspdlnego z tytulowymi kocimi oczami?

Ot6z wiele. Kazdy, kto ma w domu czworonoga (wszystko jedno — kota czy

psa) wie, ze w ciemnosci zwierzakowi oczy sie ,Swiecg”. Oczywiscie, nie jest,

to prawdziwe Swiecenie, jest to Swiatlo odbite przez siatkéwke oka, a czerwone
zabarwienie pochodzi od barwnika zwanego purpura wzrokowa, ktory jest
istotnym czynnikiem procesu widzenia. Niewielka zmiana polozenia obserwatora
lub ruch oczu naszego ulubienca, 1 zjawisko znika. Nie jest ono typowe wylacznie
dla zwierzat, o czym mozemy sie tatwo przekonac ogladajac zdjecia robione
prey uzyciu lampy blyskowej. Niejednemu fotoamatorowi énia sie po nocach

te czerwone zrenice! Wyeliminowanie owego nieco koszmarnego, a na pewno
irytujacego efektu, jest dos¢ proste; wystarczy odsunaé lampe blyskowa od
obiektywu lub tez skierowaé jej $wiatlo w bok zamiast na fotografowanego.
Kazdy uwazny Czytelnik bedzie potrafit wyjasni¢, dlaczego.

To samo zjawisko, ktore jest ciekawostka na lace, niepozadanym artefaktem

w fotografii, ma calkiem inne praktyczne zastosowanie. Powierzchnia
odblaskowego znaku drogowego pokryta jest mikroskopijnymi szklanymi
kulkami. Poniewaz szklo ma wiekszy wspélczynnik zalamania niz woda, $wiatlo
zostaje zogniskowane juz na granicy szkla i podloza (odstep taki jak dla wody
jest niepotrzebny), a po odbiciu ma kierunek prawie taki sam jak ten, z ktérego
padalo, o czym najlepiej mozna przekonaé sie noca na szosie. (Wspélezynnik
zalamania kulek powinien by¢ réwny 2.) Gwoli écislosci dodaé trzeba, ze nie jest
to jedyne rozwiazanie stosowane w budowie znakéw odblaskowych.

warstwa powietrza

Rys. 6. Powierzchnia
znaku odblaskowego
pokryta kulkami ze

szkla o wspélczynniku kulka szklana warstwa aluminium
zalamania n = 2 (rys. a). T 1
Promienie reflektoréw R 7 [ R N CiaE

samochodowych padajace Y it
na znak ogniskowane s p0. 5 l\/\/powietrm
w odleglodci f = R od e e s T P = v =
srodka kuli (rys. 3) i odbite Y +

w kierunku nadjezdzajacego

samochodu. Rysunki bic c)
pokazujg inne rozwigzania
stosowane w znakach

odblaskowych. :

oo i w bk en s eineaa = e plestk

Charakterystyczna cecha , Heiligenschein” jest to, ze (jak shusznie podkresla
Cellini) mozna je ogladaé¢ jedynie wczesnie rano lub przed zachodem stonica.

W ciagu dnia moglibySmy je zobaczy¢ jedynie na pochylym gérskim stoku lub
z pokladu samolotu. Wyjaénienie, dlaczego tak jest, pozostawiam dociekliwoéci
Czytelnika.
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Czemu zawdziecza w chwili obecnej paranauka swoja przewage nad nauky?

Na jedno z pytan jubileuszowej ankiety (Delta 3/1995) odpowiada

OdpowiedZ na pytanie, czemu paranauka zawdzigcza

swa przewage nad nauka, wydaje mi si¢ oczywista:
zawdziecza ja nauce. Dokladniej — zawdziecza ja szeroko
pojetej edukacji i jej instytucjom, ze szkola na czele;
nlebagatelny jest tez udzial popularyzacji: k51a.zek fllmow
czasopism popularnonaukowych. Aby nie bylo niejasnoéci
— przewage paranauki upatruje nie w braku (nieistnieniu
lub stabodci) powyzszych, ale wlasnie w ich istnieniu

i sposobie oddzialywania na ludzi.

Aby uzasadni¢ ten poglad, sprecyzuje, czym — moim
zdaniem — rézni si¢ nauka od paranauki. Obie przeciez
proponuja spoleczenistwu poglad na $wiat, formuluja
sady, rozstrzygaja watpliwosci. Zasadnicza réznica polega
na stosunku do gloszonych (odpowiednio przez nauke

i paranauke) prawd.

Nauka swoje prawdy formuluje warunkowo. Oznacza to
nie tylko obwarowanie kazdego sadu dluga lista warunkdw,
bez ktérych spelnienia nie ma on waloru prawdy (choéby
doéwiadczenie go potwierdzalo), lecz takie §wiadomosé,

7e kazda teoria dopiero wtedy zasluguje na miano
naukowej, gdy podaje precyzyjne stwierdzenia, jakie

to mianowicie wyniki badan kaza ja odrzuci¢. Innymi
slowy, teoria naukowa to taka, ktéra mozna obali¢, ktérej
metody wskazuja, w jakiej sytuacji nalezy od niej odstapié
i przystapi¢ do budowania nowej.

Paranauka — przeciwnie — nie daje zadnych sposobdéw
obalenia wypowiadanych w jej obrebie sadéw, a kazdy

i Zadania

Jerzy KUCZYNSKI - Chorzéw, Planetarium Slgskie.

z nich proponuje uznaé za tym bardziej prawdziwy,
im wiecej argumentéw (o dowolnym pochodzeniu) na jego
rzecz da sie odnalezé.

Obalony sad naukowy to sukces — jest to poczatek

(a przynajmniej moze by¢) budowy nowej teorii. Obalony
(lepiej pasuje do sytuacji stowo odrzucony) sad paranauki
to koniec jej istnienia przynajmniej w pewnym zakresie
— a wiec kleska.

Nieszczescie polega na tym, ze ludzie upowszechniajacy
nauke w spoleczeiistwie postuguja sie metodami
wladciwymi dla paranauki: nie dowodza, lecz agituja, nie
przekonuja o swych racjach, lecz je narzucaja (najczestszy
btad nauczycieli), sprawe przejécia od jakiej$ teorii do
teorii lepszej traktuja jako rzecz wstydliwa. 1 tak nalezy
mierzy¢ rozmiar sukceséw paranauki: zdolala ona narzucié
swdj styl (agitacja zamiast rozumowania, wiara zamiast
dowodu) ludziom prezentujacym nauke. Nic przeto
dziwnego, ze walczac na swoich warunkach paranauka
wygrywa wlasciwie wszedzie.

Jedynym rozwiazaniem w tej sytuacji jest przywrécenie
nauce jej wlasnego jezyka, przedstawianie jej jako
tworzenia coraz to blizszych rzeczywistodci teorii,
wskazanie, jak bardzo istotnym elementem rozwoju nauki
jest znajdowanie bledéw w tym, co zostalo dotad zrobione.
Wymagaloby to jednak zmian w mentalnoéci zaréwno
nauczycieli (i pewnego przeformulowania programéw),

jak 1 popularyzatoréw. Osobiscie nie sadze, aby te zmiany
mogly, w dajacej sie przewidzieé¢ przyszlodci, nastapié.

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ
Zadania zaproponowal Tadeusz FIGIEL

M 759. Na bokach tréjkata ABC wybrano trzy punkty: D € AB, E€ BCi F € AC.
Udowodnié, ze okregi opisane na tréjkatach ADF, BDE i CEF maja punkt wspdlny.

wspolny.

Rozwiazanie na str. 13

Rozwiazanie na str. 12

M 761. Dany jest czworo$cian ABCD. Punkty E, F\,G, H,I, J leza wewnatrz
odcinkéw AC, AD, AB, BC, CD i BD, odpowiednio. Na czworoécianach AFFG,
BGHJ, CEIF i DIJF opisane sa sfery a,b,c i d, odpowiednio. Udowodnié, ze sfery

M 760. Dana jest sfera. Z nalezacego do niej punktu P wychodza trzy niewspélliniowe
pélproste a, b i ¢ odpowiednio przecinajace ja w punktach A, B i C. Punkt D

nalezy do przeciecia sfery z plaszczynza ABP, punkt E nalezy do przeciecia sfery

z plaszczyzna BC P, punkt F za$ — do przecigcia sfery z plaszczyzna AC P. Udowodnié,
ze okregi powstale z przekroju tej sfery plaszczyznami ADF, BDE i CEF maja punkt

te maja punkt wspdlny.
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Krzysztof REJMER

F 419. Znaleié opéZnienie maksymalnej rocznej temperatury gruntu na glebokosci 4 m
w stosunku do maksymalnej rocznej temperatury na powierzchni, jesli amplituda
rocznych zmian temperatury wynosi na powierzchni 19,5°C, a na glebokosci 4 m jest
réwna 2,6°C.

Rozwiazanie na str. 16

=

-
[T}

F 420. Z krawedzi urwiska o wysokoéci h ponad pozioma réwnina wystrzelono pocisk
z predkoscia poczatkowa v (rys.). Znalezé maksymalny zasieg pocisku Rpmax, kat,
pod jakim pocisk nalezy wystrzeli¢, oraz czas przelotu odpowiadajacy tej sytuacji, nie
postugujac si¢ rachunkiem rézniczkowym. Opory ruchu pomijamy.

Rozwiazanie na str. 13
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Rys. la. Wiatraczek
o plaskich skrzydlach
(vo — predkos¢ wiatru).

S

Rys. 2. Wiatraczek jako zabawka dziecieca.

Rys. 1b. Wiatraczek
o skrzydlach zgietych.

a) b)

~—— Jotki ——

-—— npasadki ——

A i

Rys. 3. Strzala — widok z boku i ,od tylu”: a) dawniej,
b) wspdlczesnie.

Maoia aelld

Smigielko, skrzydeltko i... pranie

Jedna z najciekawszych zabawek dzieciecych jest
wiatraczek. W miare szybki ruch obrotowy oraz
tatwoéé jego zmian czyni wiatraczek atrakeyjna
zabawka 1 ciekawym obiektem prostych doswiadczen.
Gdyby skrzydetka wiatraczka byly proste, nie mogtby
on wirowaé¢ w jednorodnym strumieniu powietrza.

Na rysunku la przedstawiona jest taka wlasnie
sytuacja. Momenty sit dziatajacych na dolne 1 gérne
skrzydetko réwnowaza sie (oczywiscie, inaczej byloby,
gdyby strumien powietrza padal tylko na jedna,

na przyklad, dolng jego czesé). Jezeli skrzydetka
wiatraczka sa wygiete jak na rysunku 1b, to przekaz
pedu jest wiekszy w przypadku dolnego skrzydelka,

a zatem momenty sil nie réwnowaza sie i wiatraczek
zaczyna wirowaé. Wazne jest tez, by skrzydetka mialy
oplywowe ksztalty, w przeciwnym przypadku wystapia
niepotrzebne straty energii.

Innym przedmiotem majacym skrzydelka jest strzala
tucznicza. Na jej koncu znajduja sie lotki, ktérych
ksztalt 1 polozenie zmienialy sie podczas stuleci.
Rysunek 3 przedstawia dwa typy lotek: plaskie

1 zakrzywione. Podczas ruchu strzaly powietrze
oplywa lotki, i1 jesli sa one zakrzywione, efekt jest
taki sam jak w przypadku wiatraczka, strzata zaczyna
wirowaé¢ wokol swej osi. Ten ruch obrotowy ma istotne
znaczenie dla celnosSci strzatu. Efekt Zyroskopowy
(zasada zachowania momentu pedu) powoduje,

ze strzala ma stale polozenie w stosunku do kierunku
lotu. Nie jest wiec tatwo zaburzy¢ jej ruch.

A co z tytulowym praniem?

Wsréd wielu proszkéw do prania konkurujacych

na rynku sa i takie, ktére w opakowaniu zawieraja
dozownik. Podczas prania w pralce automatycznej
nastepuje nieustanna wymiana wody: nabieranie

i wylewanie. Znaczna cze$¢ proszku do prania
zwyczajnie marnuje sie. Dzieki dozownikowi proszek
moze zosta¢ wykorzystany w ekonomiczny sposéh.
Czesé tego dozownika jest podobna do wiatraczka.
Czy wiecie, dlaczego?

Jeéli nie — sprébujcie poeksperymentowad!

Matq Delte przygotowat Kazimierz MIKULSKI



Nierdwnoéé Czebyszewa stwierdza, ze dla
dowolnej zmiennej losowe] X idlae >0
mamy

1
P(|X —EX|>¢)< —=D*X.
ze)= =

Gdy X = 5, jest licgba sukceséw
w schemacie n prob Bernoulliego,
to wartosé oczekiwana i wariancja dane
sg dobrze znanymi wzorami

ES, = np, D?*s, =np(l-rp).
W naszym przypadku,
prawdopodobienstwo P(5, < m) nie
przekracza lewej strony nierdwnodei
Czebyszewa, gdy polozymy ¢ = ES, — m.
Prosty rachunek pokazuje, ze dla takiej
wartoéci ¢ wyrazenie D38, /e? jest
mniegjsze od 0,01 dla m > 260, albo
réwnowaznie dla n > 521.

Zastepujac sume w nawiasie suma
postepu geometrycznego zostawiamy

bez zmian jej dwa najwicksze skladniki.
W trzecim skladniku w miejsce

ulamka ﬁ wpisujemy 2.
Mozna sprawdzié, ze w ten sposdb
zwickszamy wartoéé calej sumy o mniej,
niz 2. Dociekliwy Cazytelnik zechce
samodzielnie ocenié, jaki blad popelniamy
w przypadku kolejnych sktadnikéw.

O twierdzeniach granicznych
Pawet STRZELECKI

Los kazdego z nas zalezy czesto od kolegialnych decyzji podejmowanych
w glosowaniu przez najrozmaitsze ciala. Dlatego nie od rzeczy bedzie rozwazyé
nastepujacy

Problem. Parlament ztozony z n = 2m + 1 0séb podejmuje decyzje w drodze
glosowania (zwykla wiekszoscia glosow). Zalézmy dla wygody, Ze istnieje
obiektywnie okreSlony dobry wybdr decyzji. Przypuéémy, ze kazdy z postéw

w parlamencie rozpoznaje éw dobry wybér z prawdopodobienistwem p = 0,7,

a przeciw dobremu wyborowi glosuje z prawdopodobienstwem ¢ = 1 — p = 0,3.
Przyjmijmy wreszcie, ze kazdy z postéow podejmuje swa decyzje w sposdb
niezalezny. Pytanie brzmi: jaka jest najmniejsza liczba n postéw, dla ktérej
prawdopodobienistwo podjecia przez éw parlament stusznej decyzji jest wieksze
od 0,997

Wielu licealistom problem wyda sie moze banalny. Mamy n préb Bernoulliego
z prawdopodobienstwem sukcesu p = 0,7 i chodzi o to, by liczba sukceséw S,
byla wieksza niz liczba porazek. Nalezy zatem sprawdzié, dla jakiego
nieparzystego n zachodzi nieréwnosé¢ P(S, > m+ 1) > 0,99 albo réwnowaznie
P(S, <m) < 0,01. Céz prostszego, gdy jest jawny wzdr,

m m
n
1 P(Sa<m)=) P(Sa=k)= Bl —p)r—F,
1) S <m) =3 P =k =3 (1))
Kto chce, niech wlaczy komputer, a dostanie odpowiedz w kilka sekund — postéw
w parlamencie powinno by¢ przynajmniej 31 (29 to jeszcze za malo).

Wyobrazmy sobie jednak, ze mamy do dyspozycji tylko kartke i otéwek,

no i moze jeszcze dodé prymitywny kalkulator (taki, co to pomoze wykonaé
cztery dzialania i jeszcze wyciagnaé pierwiastek kwadratowy). Obliczanie

dlugiej sumy, a nawet ktéregokolwiek z jej sktadnikéw ,na piechote” raczej
odpada: to dobra metoda na to, by nabawi¢ sie odciskéw od naciskania guzikéw
kalkulatora. Narzedzia w rodzaju nieréwnosci Czebyszewa tez daja wynik bardzo
niedoskonaty. Sprébujmy wiec mozliwie prosto, ale i mozliwie doktadnie, wyrazié
sume (1) w sposéb przyblizony.

Wystartujemy z oczywistej réwnosei
n —k 1—
P(S: =k)= (k>pk(l—p)” k— P(S,=k+1)- Tp :

Korzystajac z niej wielokrotnie, sprawdzamy, ze
P(S, € m)=P(Sp,=m)+P(Spn=m—1)+P(Sp=m — 2)+- - -+P(S,=0)=

=P(S,=m (1-p)m (1-p)*m(m-1)
=P(Sh= )(l 7 P(ﬂ—m+1)+P2(n—m+1)(“—m+2)+ ) .

m + 1 skladnikéw
Dokonajmy teraz podwéjnego drobnego oszustwa. Po pierwsze, nie popelniajac
wielkiego bledu, mozna przyjac, ze sktadniki sumy w nawiasie to kolejne potegi
i a2 gt
tej samej liczby z = —pg sy Stad
P(Sp, <m)mx P(Sp,=m)(1+z+2>+---4+2™).

Drugie uproszczenie polega na tym, by sume skoriczona zastapié suma
nieskonczong. Zysk jest spory, bo sume nieskorniczonego ciagu geometrycznego
oblicza si¢ latwiej niz skonczonego, a btad niewielki: nietrudno sprawdzié¢,
ze w naszym przypadku « € (0,(3/7)), wiec juz dla m = 10 suma
2™+ 4 g™+2 4 ... jest ponad 1000 razy mniejsza od pierwszego, réwnego jeden,
skladnika w nawiasie. W efekcie, po nietrudnym rachunku, dostaniemy
P(Sp = m) (n+1p—mp p
———— L =P(S, = = P(S, =m).

-z (Sn m)(n+1)p—m 2p—1 (Sn =m)

k+1
n—k’

o

P(S, <m)=

10



Dokladniej, wzér Stirlinga (pochodzacy
z lat trzydziestych XVIII wieku) méwi,
ze

nl=ne” ") o
gdzie p(n) jest liczbg z przedzialu

(=, =)
1Znf1' 12n /*

Jesdli funkeja f ma ciggle pochodne
do rzedu k wlacznie, to jej wartodei
w poblizu ustalonego punktu rq mozna
przybliza¢ korzystajac ze wzoru Taylora,
flzo+h) =f(zo) + [ (zo)h+
ffl T }
" ﬁ_ X SRR

(‘”')h + R(zo, h).

Reszta R(xg, h) spelma warunek
Rizo, h)

lim =
h—n h*

O ile f ma ciagla pochodna

rzedu (k + 1), to istnieje taka

stala C, ze dla malych h mamy
|R(zq, k)| < C|h|**!. Do przyblizania
wartodcl funkeji H stosujemy obok
wzdr Taylora dla k = 1, a nieco dalej
—dla k= 2.

Wrogowie stosowania kalkulatoréw

i mileénicy spokojnych rachunkéw,
ktérzy nie boja sie wypisaé wzoru
Taylora dla funkeji In(1 4 ) i wiedzg,
ze e = 2, 7182, . ., moga poszukaé
rozgwigzan nieréwnosci a(n) < 0,01
korzystajac jedynie z oldwka i kartki
papieru (to wcale nie takie straszne, jak
by sie moglo wydawadé).

Tym samym sprowadziliémy problem obliczenia wartosci dhugiej sumy do
obliczenia najwiekszego sktadnika i pomnozenia go przez liczbe p/(2p — 1).
W dalszych rachunkach pomoze nam

Lokalne twierdzenie graniczne. Zaldzmy, ze 0 < m < n i oznaczmy przez p*
utamek 2. Jesli m,n — oo w ten sposéb, Ze rdwniez n —m — oo, to zachodzi
witedy przyblizony wzor

@ Pn=m = (1) -prm
gdzie H($)=$1D%+(l—x)ln%:%

1
V2mnp*(1 — p*)

-exp(—nH(p*)),

Znak ~ w réwnosci (2) nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze stosunek lewej strony
do prawej dazy do jednosci dla m,n — oo.

Szkic dowodu. Lokalne twierdzenie graniczne jest prosta konsekwencja

wzoru Stirlinga, pozwalajacego na przyblizone obliczanie wartoéci silni,

n! >~ n"e™"/27n. Skorzystajmy z tego wzoru, by wyrazié¢ wszystkie silnie
wystepujace w definicji prawdopodobiefistwa P(S, = m). Dostaniemy w efekcie
réwnosé przyblizona

nﬂ,
7L n—m __
(2= =

1 p m ]_—p n—m
_\/2wnp*f1—p*)'(;?) '(l—p*) '

Stad juz kazdy bez klopotu dowedruje do tezy twierdzenia: wystarczy postuzy¢
sie zaleznoécia a = €™ @ i wiedziet, ze logarytm iloczynu dwéch liczb to suma ich
logarytmow.

P(S, = m) ~ \/2rm(n —m) -

Moze sie wydawag, ze lokalne twierdzenie graniczne oferuje wzér bardzo zawily
zamiast wzglednie prostego i elementarnego. To jednak tylko pozér, bowiem do
obliczen dla duzych wartosei n znacznie wygodnie] jest uzyé formuty (2) niz
definicji rozktadu Bernoulliego.

W naszym przypadku liczba p* = 2 = % - % niewiele si¢ rézni od {;
Zamiast wiec oblicza¢ H(p*) bezposrednio, wypiszemy réownanie stycznej
do wykresu funkcji H w punkcie (3, H (1)) i odezytamy z owego réwnania
przyblizona wartosé H(p*). Poniewaz wspélczynnik kierunkowy styeznej to

pochodna H’ (1), mamy

1)~ 1 (5)+ 1 (3) (- 3) = - VBT -7 - 1o

Podstawiajac te warto$é do wzoru (2), i jeszcze raz wykorzystujac fakt,
ze p* & &, dostajemy

P(S,<m)= —P(S m)mgpp 1”‘ F -exp (nln vVAp(1—p) +]n1,‘ ):

2(1-p) (4p(1-p)""
™ 2p—1

Postugujac sie kalkulatorem otrzymamy

P(S, <m)=~0914...- :

vn
Jest to juz przyblizenie nadajace si¢ do rachunkéw na kalkulatorze. Sposéréd
wszystkich liczb nieparzystych n najblizej liczby rzeczywistej z, spelniajacej
zaleznosé a(z) = 0,01, lezy wlaénie n = 31. Lawina drobnych ,oszustw” nie byla
wiec wcale niebezpieczna.

-(0,916.. )" = a(n).

7 naszych rachunkéw mozna wywnioskowaé wiecej. Mianowicie, jedli liczba

préb n jest duza, to powinnidmy oczekiwaé uzyskania okolo F(S,) = np
sukceséw. W takim przypadku p* = m/n niewiele sie rézni od p. Obliczmy wiec,
Jjaka jest przyblizona wartoéé¢ funkeji H(p*) dla p* ~ p. Jak poprzednio, uzyjemy
wzoru Taylora — tym razem biorac o jeden wyraz wiecej, bo tyle trzeba wziaé,
zeby uzyskaé nietrywialny wynik. Mamy H(p) = H'(p) = 0, za$

11



Jedli funkcja f jest (np.) ciagla na
przedziale [a, b], to taw. sumy calkowe
Riemanna,

5 b
E af(a+k a)
n 7

k=1

sg zhiezne, dla n — oo, do calki
b

oznaczonej j f(z)dz. Ten fakt ma

a
interpretacje geometryczna: pole pod

wykresem (odpowiednio porzadnej)
funkeji mozna z dowolng dokladnoscia
przybliza¢ suma pél cieniutkich
prostokatdw.

H"(p) = ;=5 Zatem

l o .
H * - w ¥ e & + H * .
(r*) 30 =7) _p)(p p) (»")
przy czym reszta R spelnia warunek |R(p*)| < C(p* — p)® dla p* bliskich p.

Podstawiajac te wartosé do wzoru (2), dostaniemy
* 2
P(S, = m) ~ M)

=

e
2anp(l — p) 2p(1 —p)
albo, oznaczajac z = n(p* — p), 6§ = 1/y/np(1 — p),
. . 1 2.
P(S, =m) = 6¢(6z), ¢(t) = gt 12
(Sw = m) ~ 66(62) ()= —=

Co to znaczy? Interpretacja nie jest trudna. Jesli préb jest wiele, to interesuja
nas raczej zdarzenia {a < S, < b}, a nie (znikomo prawdopodobne) zdarzenia

{S, = m}. Gdy skorzystamy z ostatniego wzoru, to dostaniemy réwnosé
przyblizona

gdzie

P(a< S, <b)= >
a—np<z<b—np
Suma po prawej stronie nie bez powodu przypomina sume catkowa Riemanna
funkeji ¢ — Czytelnik sam zechce sprawdzi¢, po jakim przedziale odbywa sie
ncatkowanie” .

5p(6z) .

Dotarlismy do korfica — w tym momencie wypada sformulowaé

Twierdzenie graniczne de Moivre’a—Laplace’a. Jesli S, oznacza liczbe
sukcesow w n prabach Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p, to

! S, —np it /’3 N
lim Pla< ————< 43| = et /2 ¢
e |

dla dowolnych e, B E R, ax < .

Twierdzenie de Moivre’a—Laplace’a ma dzis cala mase uogdlnien
o duzym znaczeniu tak teoretycznym, jak i praktycznym. Rachunkowi
prawdopodobienstwa trudno byloby sie oby¢ bez tego rezultatu.

Ci Czytelnicy, ktorzy znaja wzdér Taylora oraz definicje calki Riemanna, nie
powinni mie¢ klopotu z zamienieniem tresci niniejszego artykulu na écisty i nie
nazbyt diugi dowdd. Mozna bedzie wtedy powiedzieé: ,Rzeczywiscie, nietrudne
— nic dziwnego, ze Laplace umial to zrobi¢ ponad 180 lat temu.”

@

Rozwigzanie zadania
M 760. Wykonajmy rzut

stereograficzny naszej sfery

z

inktu P na plaszcz)
sbrazy punktéw

A, B, C,D,E1F od

i oz

wiednio

zadania sg
Lo Znana v
sterecgra ego). Na mocy

zadania M 759 maj3a one

Odwrotny rzut
tego punktu

(z plaszczyzny na sfere) jest

szukanym punktem wspdlnym

h na sferze.

okregéw lezacy

(==
L)



: . Torun, 13.09.1995
Protokél posiedzenia Jury

wnie zadania M 759. Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jiny okregu opisanego na

1D F i okregu opisanego na

. BDE, rézny od D, oznaczmy Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki, obradujace dnia 13 wrzesnia 1995 r.

proez X. Na caworokatschid DX P w Toruniu, w skladzie: Jerzy Bednarczuk, Antoni Leon Dawidowicz — przewodniczacy,
i BEXD mozna opisa¢ okregi, wiec Marek Kordos, Andrzej Makowski, Agnieszka Wojciechowska, Michal Wojciechowski
|LDAF| 4+ |LDXF| = i Jarostaw Wréblewski,

=| LB BET R0 < wzigwszy pod uwage dobdr tematu, poziom pracy i przebieg obrony

B postanowilo przyznac:

1) zloty medal i nagrode w wysokoéci 250 zlotych Tomaszowi Osmanowi, uczniowi
klasy trzeciej I LO im. Stefana Zeromskiego w Kielcach za prace Wielowymiarowe
uogdlnienie twierdzenia Bezouta,

2) srebrny medal i taczna nagrode w wysokosci 200 zlotych Krzysztofowi
Krupinskiemu, uczniowi klasy czwartej I LO im. Stefana Zeromskiego w Jeleniej Gérze
oraz Karolowi Tokarczykowi, uczniowi klasy czwartej XIV LO im. Polonii Belgijskiej
we Wroclawiu za wspdlna prace Naktadanie si¢ wielu figur wewnqtrz wielokgtdw,

C 3) brazowy medal i nagrode w wysokosci 150 zlotych Rafalowi Lochowskiemu, uczniowi
klasy piatej Zespolu Szkél Elektronicznych im. Bohateréw Westerplatte w Radomiu za
prace Zaleznoédci miedzy zbieznodeig lub rozbieznodciq pewnych szeregow,

4) wyréznienie i nagrode 80 ztotych Ewie Mazurkiewicz, uczennicy klasy trzeciej I LO

A im. Stanistawa Staszica w Lublinie za prace Wzory Viete’a w trdjhqcie,
e 5) dyplom uczestnictwa w finale Rafalowi Kaluzy, uczniowi klasy drugiej LO
|LFCE| + |LFXE| = im. majora H. Sucharskiego w Sierpcu,
— (180° — |LBAC]| — |LABC|)+ 6) nagrody w wysokosci 80 zlotych kazda opiekunom prac: Barbarze Bialeckiej,
l_r.s :”0 | ,;,X",_.'l 2 u;\'ii'lln _ Tadeuszowi Hajdakowi, Zbigniewowi Karczmarczykowi i Jerzemu Zarembie.
B 540° — (|LDAF| + |LDXF|)— (=) podpisy czltonkdw Jury
(ILDBE| + |tDXE| =

Tradycyjnym zwyczajem redakcja Delty oglasza Konkurs Uczniowskich Prac

z Matematyki. Zachecamy uczniéw zainteresowanych matematyka do opracowywania
swoich matematycznych rozwazan i nadsylania rezultatéw do redakeji Delty. Ponizej
przypominamy szczegélowy regulamin konkursu.

o

= 180°,

180

Reculamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki
o .

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Gléwny Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i redakcje miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowej.
i 2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typow szkél.
- 3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.
Rarwinzanis radasia F420, 4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktéry w terminie do 1 maja przesle pod adresem
i P porusza sie ze stalym - redakcji Delty jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy dolaczyé
nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa i adres szkoly; imie, nazwisko
; 2s i adres opiekuna pracy.
VR VT R SRS 5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wklad ucznia i pelna informacje o Zrédlach, z ktérych
o be rdwnania skalarnie i wektorowo korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.
emy 6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez Jury Konkursu i kompetentnych
= recenzentéw. Te sposréd prac, ktdre spelniaja warunki konkursu, zostana zakwalifikowane
przez Jury do finalu. Final odbedzie sie w trakecie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.
7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przeslane autorom prac i ich
opiekunom przed koricem roku szkolnego.
8. Finalici i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu Gléwnego PTM zaproszenia do
udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa.
9. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez ucznia, podczas specjalnego otwartego
posiedzenia sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji na
temat, ktéremu poswiecona byla praca.
10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprécz merytorycznej
wartodci pracy, réwniez samodzielnosé 1 oryginalnosé ujecia tematu oraz przebieg referatu
i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny i brazowy, wyréznienia oraz nagrody
max pieniezne ufundowane przez Ministerstwo Edukacji Narodowej.
11. Ogloszenie wynikéw finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu

przyspieszeniem

oraz 0 = glmaxsina

€ Xmax e otrzymuja dyplomy.
oraz A4 & i 12. Wyniki konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesieczniku Delta.
tmax = L \_;’E; v2 + gh) 13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Gléwny PTM na wniosek [Komitetu
i

Redakcyjnego Delty.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazani:

30 IV 1996

1-44

Czoléwka ligl zadaniowe)
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 299 (WT'=1,77) i 300 (WT=2,06)
z numeru 4/1995

Janusz Olszewski - Suwalki 44,62
Tomasz Wietecha — Tarndw 42,33
Piotr Lipinski -~ Radom 37,82
Lestaw Skrzypek — Rzeszdw aTt.19
Tadeuss Jézefczyk~ Poznasi 36,66
Jan Ciach - Ostrowiec Sw. 35,69
Krzysztol Zapisek — Warszawa 35,10

7 panem Olszewskim matematyczny
Klub 44 liczy szesnastu Weterandw.

Rozwigzania zadai z matematyki
Przypominamy treéé zadan:

305. Wysokodé C'D tréjkata ostrokatnego A BC ma diugoéé h;

¥ opisa
Punkt P, le

\CZONa Pre

ma te wlhas: e prosta w)

1 BC przechodzi przez punkty O oraz I

305. (a) Oznaczmy przez /' i L rzuty punktu P na boki AC
i BC, a przez I£ — koniec srednicy (' okregu opisanego na
tréjkacie ABC. Przyjmijmy tez zwykle oznaczenia: |BC| = a,
|AC| = b, |LBAC| = a, |LABC| = . Zachodza réwnosci:

|[£OCL| = |£0CB|=90° — |{BEC|=90°— |LBAC|=90° - a.
Na czworokacie C K PL da sie opisaé¢ okrag; zatem
|£OLC| = |LKLC| = |L{KPC|=90° — |LKCP| = «.
Tréjkat COL jest wiec prostokatny: COLOL.
Oznaczmy przez F' rzut punktu I na prosta CD. Skoro
|LFCK| = |L{DCA| =90° —a = |LOCL|,

zatem dwusieczna C'I kata ACB jest zarazem dwusieczna
kata OCF. Wobec tego tréjkaty prostokatne COI i CF1 sa

przystajace 1 otrzymujemy

h=|CD| = |CF|+|FD|=|CO|+|FD| = R+r;

jest to szukany zwiazek.

(b) Z réwnosci |LOLC| = a, |LLPC| = 90° — |LLCP| = 8

wnosimy, ze

lcL| |co| _ 2R?

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakecji Delty

Skrét regulaminn

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kotica miesigca n 4+ 3. Szkice
rozwigzall zamieszczamy w numerze n + 4. MozZna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajae na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélezynnik trudnoéci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie 5 oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe osdb,
ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) = i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktdrejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

Zadania z matematyki nr 313, 314 Redaguje Marcin . KUCZMA
313. Ciag (zn) jest okreSlony rekurencyjnie:
ro = /3, Fntl = Fn 08Ty dld n=0,1,2,.. .

Wykazaé, ze szereg in jest zbieiny i Ze jego suma jest liczba mniejsza od 7/3.

n=0

314. Na plaszczyinie dane sa dwa kwadraty A; B1C1Dy i A2 B2C5 D, jednakowo
zorientowane oraz polozone tak, ze A1 # Az, €1 # C>. Udowodnié, ze proste A; As
i C1C; sa réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy |B1 Bz2| = | Dy Da|.

Zadanie 314 zaproponowal pan Waldemar Pompe z Warszawy.

Z numeri 9/1995

(a) Znalezé zwia:
(b) Wyznaczy¢ najmniejs

wartodé stosunku |[CP| 1 &

go (o promieniu R)

306. Dana jest liczba WS L
oznaczmy przez rp reszte z dzielenia licesby k¥ przez p*
sumeg ry 4+ ro + . T B

o S0 ] - IR0 S TR

i 1
Oblicz

h=ansing = 2Rsinasinf = 2R -

lcP| |cL| ~ |cP|’

306. Zauwazmy, ze "

G AR e i (—kYP—1 = _LP 2
Stad, na podstawie znanej nieréwnosei r < %R, dostajemy (p— k)P = Z (f)pj (=k) = -k (mod p).
oszacowanie =0
2R? R\ 2 R \2 R 2 8 Wobec tego rp_j = p? — 7, skad ostatecznie
SP= h =2h (E) =2h(R+r) 22h R+1R :§h' p—1 (p—1}/2 (p—1)/2 (p—1)/2 .
2 ; rp = Z e + Z r = Z 2 = Ef.(_f__l’]
przechodzace w réwnosé dla tréjkata réwnobocznego. W takim e k Pk = 2 *
k=1 k=1 k=1 k=1

razie minimalna mozliwa wartoéé stosunku |CP| : h wynosi 8 : 9.



Zadania z fizyki nr 211, 212
Redaguje Jerzy B. BROJAN

211. Punkt P znajduje sie w odleglosci @ od pionowej Scianki naczynia, a réznica
wysokoéci miedzy nim a poziomem cieczy w naczyniu jest réwna b (rys. 1). Jaki
warunek musza spelniaé a i b, zeby strumien cieczy wytryskujacej przez otworek
w Sciance nie mégl osiagnaé punktu P, niezaleznie od polozenia otworka?

212. Cewke umieszczono w zewnetrznym niejednorodnym polu magnetycznym, gdzie
plynacy przez nia prad o natezeniu I powoduje wystapienie wypadkowej sity F.
Przyjmijmy zalozenie, ze taka sama sita dziala ne cewke w kazdym miejscu pewnego
obszaru 2. Wykazaé, ze jedli cewka jest bezoporowa i nie moze sie obracaé¢ (a jedynie
przesuwaé réwnolegle), to po jej zwarciu i pchniecin w kierunkn sity F bedzie sie ona
w obrebie @ poruszala ruchem drgajacym. Znaleié czestotliwosé tych drgaii, jesli masa
cewki jest réwna m, a indukcyjnosé¢ L.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1995
Rys. 1 Przypominamy tresé zadan:
203.

Aby objasni¢ mect

spadek na cz

umozliwiajgcy ol kota w powietrzu (i

=i dwéch je rodnveh i jednal vk

-h na ofkach pola

: O jaki kat 1 w

zZ ]'!I'Z'.'_‘Fi\'-"]_\"‘.]': YAl
ENego

) 203. W fazie b—c (rys. 2) ruch kazdego z walcow jest zlozeniem dwdch obrotéw: caly uklad
waledw wraz z oSkami obraca sie wokdl osi poziomej, a jednoczesnie walce obracaja sig na
ogkach. Niech kat obrotu calosci w ciagu nieskonczenie malego przedzialu czasu dt bedzie
réwny dvy, a odpowiedni kat obrotu walcéw wzgledem osiek — df. Poniewaz predkosé katowa
mozna — jak kazdy inny wektor — dodawaé wektorowo i rozkladaé na skladowe, wigec wzdluz

9 swojej osi walce obracaja sie wzgledem ukladu inercjalnego z predkodcia katowa
_df dy
Bt ) =
natomiast wzdluz osi prostopadlej — z predkoscia katowa w,; = %—'} sino. Skladowe K
1 I{§ momentu pedu walcéw znajdujemy mnozac W) i w, przez momenty bezwladnosci
I“ — %mrz = -}m (rz + ";—2) Calkowity moment pedu pozostaje stale rdwny
zeru, wigc uwzgledniajac przedstawione na rysunku 2b zwroty otrzymujemy réwnanie
2 cosa — 2K sina = 0, czyli
I (ﬂ—ﬂmsa)o =1 < % I
1\ 3 e 08 o fios A
albo
I”dﬁcosa =1L sin® o + IH cos® a)dy.
Rys. 3

Poniewaz zalozylisémy, ze w czasie obrotu kat skrecenia o jest staly, wiec ostatni wzdr
obowiazuje nie tylko dla malych katéw d3 i dv, ale i dla calkowitych katdw obrotu.
Ostatecznie kat obrotu § walcéw wynosi

Iy sin? o + Ijjcosa(cosa — 1)

b=0=~v=
2= I, sin?a+ "'H cos? o

Jesdli obrét waleéw o kat 3 bedzie mial przeciwny zwrot, to z analogicznego rozumowania
wynika, ze caloéé¢ obréci sie w plaszczyZnie poziomej o kat
Gl sino
5= .
I cos? o + I“ sin® o

Czoldwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F 204. Scisla analiza rozkladu naprezeri wewnatrz kulki bylaby zapewne doéé trudna, wiec
po uwzglednieniu ocen rozwigzan ograniczymy sie do analizy wymiarowej. Szukany ladunek moze zaleze¢ od promienia kulki r,
zadan 199 (WT=2,15) i 200 (WT=2,95) .4 wytrzymalodci W i od stalej k = 1/(4meg) wystepujacej w prawie Coulomba (pomijamy
= hugens af1500 malo istotna — jak sie zdaje — zalezno$¢ od modulu Younga i wspdlczynnika Poissona, litr.'tlre

Artur Gawryazezak — Dubeczno 43,40 . . s s . . = e ’ . a L e e BT
Zhigmicw Galias i sers  Opisuja wlasnosci sprezyste materialu). Jedyna kombinacja r, W i k o wymiarze ladunku jest
Aleksander Surma ~ Myszhiw 30,79 2

Prremyslaw Gadzifiski— Sroda S1. 23,31 @ = const - r \/ H’rfk .

Przemyslaw Gworys — Czgstochowa 22,32 o b A o 2 . - a 2 2 3

S i B 1705  Podstawiajac wytrzymalodé dla stali W = 10° N/m* i k = 9-10” Nm?*/C? otrzymujemy dla

stalej rzedu jednodci Q ~ 3-107° C.
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Kacik olimpijski (14) Rozwigzania kolorami

Redaktor naczelny Delly opowiadal kiedys, ze po pét roku istnienia czasopisma
ﬂ sna Zjezdzie PTM urzadzono awanture, ze Delta jest zbyt efektowna 1 jacys
; ghupey moga ja kupowaé dlatego, ze ma kolorowe okladki, i ze to jest niedobrze.
W obrone wziela wtedy Delte profesor Krygowska, ktéra zaczela wystapienie od
zdania, ze matematyka jest kolorowa”. Kolorowa matematyka moze sie przydaé
przy rozwiazywaniu rozmaitych problemdw i zadan, takze olimpijskich. I nie
chodzi tylko o to, ze rysunek zrobiony za pomoca kilku koloréw jest bardziej
czytelny. Kolory poméc moga przy lepszym zredagowaniu pracy, utatwié
albo wrecz umozliwi¢ rozwiazanie. Na przyklad: kwadrat o boku dlugosci n
(n jest liczbg parzystq) dzielimy na kwadraty jednostkowe, wycinamy dwa
przeciwlegle naroine kwadraty; czy powstalq figure mozna pokryc prostokatami
wymiary 2 x 17 Odpowiedz sie nasuwa, gdy duzy kwadrat pomalujemy tak,
. Jjak szachownice, bo kazdy prostokat pokryje jedno pole biale 1 jedno czarne. ..
Takich zadan jest wiecej; ponizsze (czasem troche inaczej sformulowane)
17 pojawily sie na polskich Olimpiadach Matematycznych. Dla cheacych powalezyé
'z tymi zadaniami podaje tylko wskazéwki; moim zdaniem, gdy z rozwigzaniem
zadania (w szczegdlno$ei olimpijskiego) ma sie klopoty, wskazéwka rozwija
umyst lepiej niz przeczytanie rozwiazania.

Rozwiazanie zadania M 761.

c sfery a,b 1«

e ACD punkt wspd
G, F.EX,YiR

Zacdani

a M T60 ¢

1. Ze zbioru punktéw kratowych (tzn. o obu wspélrzednych catkowitych)
na plaszczyznie usuwamy te, ktérych obie wspéirzedne sa podzielne przez 4.
Udowodnié, ze pozostalych punktéw nie mozna tak potaczyé w pary,

by odlegloéé punktéw kazdej pary byla réwna 1.

Wskazowka: Punkty kratowe mozna utozsamic z polami ,nieskonczonej
szachownicy” (kazdy z punktéw na srodku pola). Jakiego koloru sa wyrzucone
punkty? :

2. Kazde trzy z szeSciu danych punktow plaszczyzny sa wierzcholkami tréjkata
azanie zadania F 419. Szukamy 0 bokach réznej dtugosci. Udowodnié, ze najkrétszy bok jednego z tréjkatéw jest
RO WIAILLS PrEsadniciin jednoczeénie najdluzszym bokiem innego.

aT a°r Wskazowka: Te odcinki, ktdre sa najkrétszymi bokami pewnego z tréjkatow,

pomalujmy na czerwono, a pozostale na zielono. Kazdy tréjkat ma przynajmniej
F pentdueany manip gemie jeden czerwony bok; wykazemy, ze istnieje taki, ktéry ma ich trzy. Trzy z pieciu
i i et R S A odeinkéw wychodzacych z jednego z punktéw sa tego samego koloru. . .

3. W turnieju szachowym uczestniczy 66 osdb, kazdy z kazdym rozgrywa jedna
partie, rozgrywki odbywaja sie w czterech miastach. Wykazaé, ze pewna tréjka
zawodnikow rozgrywa wszystkie partie miedzy soba w tym samym miescie.

Wskazowka: Mozemy utozsamié szachistow z punktami na plaszezyinie, kitdre

" laczymy odcinkami czterech koloréw. Rozwazmy teraz liczby: 2,5 =2 -2 41,
16=5-3+1, 65 =164+ 1. Wybierzmy jeden punkt; wychodzi z niego
przynajmniej 17 odcinkéw tego samego koloru. ..

4. Wypukly n-kat mozna tak podzieli¢ przekatnymi na tréjkaty, by z kazdego
wierzchotka wychodzita parzysta liczba przekatnych 1 by dwie przekatne nie
mialy wspdlnych punktéw wewnetrznych; wykazaé, ze n jest podzielne przez 3.

Wskazdwka: Jesdli figure na plaszczyinie podzielimy prowadzac k prostych,

to mozemy powstale czesci tak pomalowac¢ dwoma kolorami, by dwie majace
bok wspdlny byly réinych koloréw (dowdd indukeyjny). Teraz pomalujmy w ten
sposob nasze tréjkaty. Nalezy wykazac, ze wszystkie trojkaty, ktére maja cho¢
jeden bok wspdlny z wyjsciowym wielokatem, sa pomalowane na ten sam kolor,
a potem odpowiednio policzy¢ odcinki. . .

5. Dany jest zbiér n punktéw kratowych na plaszczyznie. Udowodnié, ze istnieje
taki podzbiér A tego zbioru, ze A ma nie mniej niz § elementéw i dowolne dwa
rozne punkty z A sa odlegle co najmniej o 2.

Wskazowka: Tym razem szachownice tak pomalujmy na cztery kolory, by dwa
pola tego samego koloru nie stykaly sie ani w jednym punkcie (w jednym rzedzie
dwa kolory na przemian). Jesli dwa pola sa tego samego koloru, to odleglosé¢ ich
srodkow wynosi co najmniej 2. ..

Krzysztof CIESIELSKT
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Dorysowywanie

Zacznijmy od zadania. Dany jest czworokat, ktdrego dwa
przeciwlegle katy sq proste; dlugodci bokdw przy jednym

z katéw prostych wynosza odpowiednio a i b, dlugosci bokdw
przy drugim kacie prostym sa réwne. Obliczyé dlugodé
przekatnej taczacej wierzcholki przy kqtach prostych.

a

W poprzednim EPSILONIE wspomniany byl znakomity
topolog amerykanski, R.H. Bing. Wszystkie jego prace (a nie
bylo ich malo) podpisane byly jedynie inicjalami. Méglby
ktos pomyséleé, ze Bing z jakichg tajemniczych powoddw
uzywal jedynie inicjaléw; rzecz w tym, ze pod inicjalami
R.H. nie krylo si¢ nic, tak wlasnie mial Bing na imig (w USA
jest to dozwolone). Zwiagzana jest z tym anegdota; otéz przed
narodzinami mlodego Binga ustalono, ze otrzyma on imiona
po dziadku, niemieckiego pochodzenia. Imiona te brzmialy
Rupert Heinrich i bardzo si¢ mamie Binga nie podobaly. Gdy
Bing sie urodzil i poproszono matke o podanie imion (tak
tam robiono, i bylo to wiazace), podyktowala jako imiona
skrét: R.H.

Kolejna anegdota méwi, ze gdy dorosly juz Bing przekraczal
kiedy$ granicg panstwowa, urzednik zazadal od niego podania
pelnych imion. Bing zaczal thumaczyé, ze to jest wlasnie jego
pelne imie, urzednik zapytal: ,,R.H.7", na co Bing: ,,Only,
only” (tylko, tylko). Urzednik wpisal w deklaracji: , Ronly
Honly Bing".

” » \

Rys. 1 Rys.2

Wielu matematykow zadania tego nie potrafitlo rozwiazaé.

Szukana odleglo$é wynosi —(a +b); jak to wykazaé?
Wykorzystamy rysunek przedstawmjafy dowdd twierdzenia
Pitagorasa, pochodzacy prawdopodobnie od samego
Pitagorasa, wziety z ksiazki Szczepana Jelefiskiego (rys. 2).

Wystarczy zauwazyé, ze rozwazana przekatna to polowa
przekatne] duzego kwadratu z rysunku drugiego.

Teraz pora na twierdzenie Talesa; najpierw zadanie.

W dwdch tréjkatach diugosdei bokdw i dwusiecznej kqta
miedzy tymi bokami sq odpowiednio réwne. Czy te trdjkaty
sq przystajace? Oczywiécie, znowu, by rozwiaza¢ zadanie,
wystarczy odpowiedni rysunek. Oznaczmy dlugosci bokéw
przez a i b, dwusiecznej przez d. W kazdym z tréjkatéw
narysujmy poélprosta zawierajaca odcinek o dlugoéci b,

na tej za$ pdlprostej tak zaznaczmy odcinek o dlugosci a,
by obok tréjkata wyjsciowego narysowany zostal tréjkat
réwnoramienny o boku dlugosci a (rys. 3). Zauwazmy,

ze kat przy podstawie nowego tréjkata réwny jest katowi
miedzy wspélnym bokiem tréjkatéw i dwusieczna,

zatem podstawa ta i dwusieczna sa réwnolegle. Mozemy
skorzystaé z twierdzenia Talesa i obliczyé diugosé
podstawy; wynosi ona ﬂ%bl‘ Wobec tego dorysowane
(do obu wyjéciowych) tréjkaty sa przystajace; maja po
trzy parami réwne boki. Daje nam to réwnoéé katéw przy
podstawie, tym samym réwnosé katéw przy wspdlnym
wierzcholku bokdw i dwusiecznej. Korzystajac z cechy
przystawania bok—kat-bok koficzymy dowdd.

Trzecie zadanie podobne jest do drugiego. W dwdch
trajkatach dlugodci bokdw i srodkowej, poprowadzonej ze
wspdlnego wierzcholka, sq odpowiednio réwne. Czy tréjkaly
te sq przystajace? Oznaczmy dlugosci bokéw tréjkatéw
przez a i b, srodkowych przez m. Narysujmy

réwnolegloboki o bokach dlugoéci a 1 b oraz

przekatnej 2m (rys. 4). Tréjkaty o bokach a, b i 2m sa
przystajace, maja tez rowne Srodkowe — w tym przypadku
sa to polowkl drugiej przekatnej rownolegloboku
Za.uwa.mly, ze poléwki te daja w sumie trzeci bok,
oczywidcie, réwny w obu trdjkatach, czyli na mocy cechy
przystawania bok—bok—bok dane trdjkaty sa przystajace.
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Rys.3 Rys.4

Dorysowywanie czesto okazuje sie bardzo skutecznym
grodkiem przy rozwiazywaniu zadai z geometrii
elementarnej. Dzieki sprytnemu rysunkowi niektore,

z pozoru trudne zadania, mozna rozwiazaé niemal
blyskawicznie. Metoda ta, kiedy$ bardzo popularna

i propagowana, wydaje sie obecnie (zwlaszcza w szkole)
zapominana - a szkoda!

Mozna zada¢ pytanie: a skad wiadomo, co dorysowad?

W tym bywa pomocna wlasnie znajomosé metod
dowodowych elementarnej geometrii. W pierwszym zadaniu
rozwiazanie sugerowal odpowiedni dowdd twierdzenia
Pitagorasa, w drugim — dowdd twierdzenia o dwusiecznej
kata w trojkacie.

Ta metoda mozna tez ladnie ndowodni¢ znane twierdzenia.
Na przyktad:

- trzy érodkowe tréjkata przecinaja si¢ w jednym punkcie;
punkt ten dzieli kazda ze srodkowych w stosunku 2 : 1

- trzy wysokosci tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie;
— odcinek laczacy érodki nieréwnoleglych bokdéw trapezu

jest rownolegly do podstaw trapezu, jego dingosé jest

$rednia arytmetyczna dlugosci podstaw.
el S L Danuta CIESIELSK A
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