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o aproksymacjach diofantycznych
Kazimierz SZYMICZEK

Artykul jest skrócona i zmieniona wersja odczytu Autora na
konferencji: Aproksymacje - XIV Szkola Matematyki Pogladowej,
Mietne, 27.01.-31.01.1995

Aproksymacje diofantyczne stanowia dzial teorii liczb, którego
glównym zagadnieniem jest badanie przyblizen liczb rzeczywistych
liczbami wymiernymi. Na pierwszy rzut oka zagadnienie wydaje
sie trywialne, gdyz liczby wymierne leza gesto w zbiorze liczb
rzeczywistych, mozna wiec liczby rzeczywiste aproksymowac liczbami
wymiernymi z dowolna dokladnoscia. Ten pierwszy odruch na mysl
o przyblizeniach wymiernych liczby rzeczywistej B mozna uscislic
nastepujaco:

Dla kazdej liczby rzeczywistej B i dla kazdej liczby naturalnej q
istnieje taka liczba calkowita p, ze IB - p/ql < l/q.

Wystarczy bowiem os liczbowa podzielic na przedzialy
c/q::; x < (c + l)/q, gdzie c jest dowolna liczba calkowita·
Przedzialy te maja dlugosc l/q i liczba B nalezy do jednego z nich,
powiedzmy p/q::; B < (p + l)/q, dla pewnej liczby calkowitej p.
A wiec odleglosc B od liczby p/q jest mniejsza niz l/q.

Widzimy wiec, ze bardzo latwo mozna stwierdzic istnienie
przyblizenia liczby rzeczywistej liczba wymierna o mianowniku q > O
z dokladnoscia l/q. Powstaje jednak natychmiast pytanie, czy jest
mozliwe aproksymowanie liczb rzeczywistych liczbami wymiernymi
o mianowniku q > O z dokladnoscia lepsza niz l/q, powiedzmy
z dokladnoscia 1/q2 lub 1/q3? Znalezienie wyczerpujacych
odpowiedzi na te pytania zajelo matematykom ponad 100 lat.
Przedstawimy tutaj kilka charakterystycznych rezultatów z tego
zakresu.

Zasada szufladkowa i twierdzenie Dirichleta

Punktem wyjscia teorii aproksymacji diofantycznych jest nastepujace
proste, ale nietrywialne twierdzenie Dirichleta.

Prawdopodobnie w dowodzie tego twierdzenia Dirichlet uzyl
po raz pierwszy tak zwanej zasady szufladkowej Dirichleta.
Zasada szufladkowa mówi, ze jesli mamy Q + 1 przedmiotów
i sa one umieszczone w Q szufladkach, to przynajmniej jedna
z szufladek zawiera 2 przedmioty. Jest zadziwiajace, ze ta prosta
zasada rozumowania ma w matematyce bardzo liczne i glebokie
konsekwencje.

Twierdzenie 1 (P.G.L. Dirichlet, 1842)
Niech B bedzie liczba rzeczywista. Dla kazdej liczby naturalnej Q > 1
istnieja takie liczby calkowite p, q, ze

(1) IqB-pl<l/Q oraz O<q::;Q.

Dowód. Dla dowolnej liczby rzeczywistej B wprowadzamy
oznaczenie {B} dla mantysy liczby B. A wiec {B} = B - [B], gdzie [B]

oznacza czesc calkowita liczby B, czyli najwieksza liczbe calkowita
nie wieksza niz B. Uzywajac tego oznaczenia rozpatrzmy Q + 1 liczb
rzeczywistych

O = {OB}, {B} = {lB}, {2B}, ... , {QB}.

Wszystkie one leza w przedziale domknieto-otwartym [O,1).
Przedzial ten rozbijamy na Q "szufladek", którymi sa podprzedzialy

i/Q::;x«i+l)/Q, i=O,l, ... ,Q-l

o dlugosci l/Q. A wiec Q + 1 liczb {iB} lezy w Q szufladkach.
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Ozy Ksiezyc
spadnie na Ziemie?
Stanislaw KASPERCZUK

To z inicjatywy Edmonda HaJleya
(1656-1742), slawnego dzieki komecie
nazwanej jego imieniem, Isaac Newton
(1642-1727) napisal wreszcie liczace
700 stron dzielo Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica i przeslal je
do Royal Society 28 kwietnia 1686 r.
W dziele tym, wedlug opinii Towarzystwa
Królewskiego, przeprowadzony zostal
matematyczny dowód hipotezy Mikolaja
Kopernika (1473-1543) w formie podanej
przez Johannesa Keplera (1571-1630) oraz
wyjasnione zostaly wszystkie ruchy planet
na podstawie jednego zalozenia o ciazeniu
odwrotnie proporcjonaJnym do kwadratu
odleglosci od srodka Slonca. Towarzystwo
podjelo decyzje o wydaniu dziela Newtona
na swój koszt, a odpowiedzialnym za
jego wydrukowanie uczynilo Halleya.
Niestety, jak sie wkrótce okazalo, druk
kosztownego i niepoczytnego dziela
Francisa Willoughby'ego The History of
Fishes zrujnowal Towarzystwo Królewskie
i manuskrypt Principiów zostal skazany
na zapomnienie. N a szczescie Halley byl
synem zamoznego producenta mydla,
a przy tym czlowiekiem wielkodusznym,
wiec wydal to wiekopomne, trzytomowe
dzielo wlasnym sumptem. W tym czasie
sytuacja finansowa Newtqna byla calkiem
przyzwoita. Choc pensja profesora
i wówczas nie byla wysoka, to drugie
tyle przynosila mu odziedziczona farma
w Woolsthorpe, gdzie rosla slawna jablon.
Newton zyl samotnie prowadzac oszczedny
tryb zycia, nie zamierzal jednak trwonic
pieniedzy na wydanie ksiegi.

W dowód uznania dla osiagniec naukowych
Newtona królowa Anglii i Irlandii,
Anna, nadala mu w 1705 r. tytul
szlachecki. Z tej okazji wraz z malzonkiem
Jerzym, ksieciem Danii, i calym dworem
odwiedzila Uniwersytet w Cambridge,
by upamietnic dzien przyznania
szlachectwa naj znakomitszemu ze swych
poddanych. Nastepnie królowa wydala
uroczyste przyjecie na czesc Sir Isaaca
Newtona, choc musiala pozyczyc na ten
cel 500 funtów.

Przez wiele lat naj trudniejszym problemem
astronomicznym byla teoria ruchu
Ksiezyca, który ze wzgledu na bliskie
sasiedztwo Ziemi mógl byc dokladnie
obserwowany. Srednia dlugosc ekliptyczna l
(odpowiednik dlugosci geograficznej,
gdy podstawowym kolem ukladu
wspólrzednych jest ekliptyka) Ksiezyca,



w ruchu niezaburzonym rosnie w czasie
liniowo, a wiec wyraza sie wzorem:
l = nt + lo, gdzie n i lo sa pewnymi.
stalymi. W przypadku istnienia zaburzen
wzór powyzszy trzeba uzupelnic
o wyraz P reprezentujacy spowodowane
przez nie okresowe zm'iany dlugosci
ekliptycznej Ksiezyca. Znajac z obserwacji
wartosci l w'trzech róznych epokach
(tak astronomowie nazywaja wyróznione
chwile, zwlaszcza gdy dzieli je duzy odstep
czasu) otrzymamy: II = ntl + lo + Pl,
l2 = nt2 + lo + P2, h = nt3 + lo + P3.
Z pierwszych dwóch i ostatnich dwóch
równan dostajemy:

(1) n = (l2 - h - P2 + PI)/(h ....:.tl) ,

(2) n = (l3 - l2 - P3 + P2) / (h - t2) ,

W przypadku planet Ukladu Slonecznego
te dwa wyrazenia, (1) i (2), daja te sama
wartosc n z wysoka dokladnoscia. Gdy
analogiczne rozwazania przeprowadzimy
dla Ksiezyca, to okaze sie, ze wartosci ze
wzoru (1) i (2) nie pokrywaja sie. Fakt ten
po raz pierwszy zauwazyl Halley w 1693 r.
Dokladnosc wartosci n otrzymanych ze
wzorów (l) i (2) zalezy od przedzialów
czasowych t2 - tl i t3 - h, dlatego Halley
wybral trzy epoki odlegle mozliwie
najbardziej. Aby otrzymac dokladne
wartosci l dla czasów, gdy nie bylo jeszcze
teleskopów, Halley wykorzystal zapisy
o starozytnych zacmieniach, bowiem
podczas zacmienia dlugosc ekliptyczna
Ksiezyca jest scisle okreslona przez
wspólrzedne Slonca. Jedna z grup zacmien
zostala wzieta z Almagestu Klaudiusza
Ptolemeusza (okolo 100-168), druga
grupe stanowily zacmienia obserwowane
przez astronomów arabskich w IX w.
Trzecia epoka byla wspólczesna Halleyowi.
Stwierdzil on, ze w wyrazeniu na srednia
dlugosc ekliptyczna Ksiezyca wystepuje tez
wyraz z t2. Mianowicie

(3) l = nt + lo + P.c~or + P,
gdzie postac zaleznosci od t2 wynika
z faktu, ze tradycyjnie t liczymy w latach,
natomiast p. w sekundach luku na stulecie;
p. = lO" /wiek2• Wielkosc dwukrotnie
wieksza to tzw. przyspieszenie wiekowe
Ksiezyca (tak zreszta w astronomii
nazywa sie bardzo drobne, ale
systematyczne odchylki wszelkich ruchów
od jednostajnosci). Jak mala jest to
wartosc, mozna zobrazowac nastepujaco:
gdyby wskazówka sekundnika poruszala
sie z takim przyspieszeniem katowym,
to zegarek spieszylby sie o l S na
216 000 lat!

Poniewaz wiekowe przyspieszenie Ksiezyca
zostalo odkryte na drodze obserwacyjnej,
powstal wazny problem, czy teoria ciazenia
Newtona moze wyjasnic to zjawisko.

2

Istnieja wiec dwie liczby {rO} i {sO}, gdzie r > s, lezace w tej samej
szufladce, czyli w tym samym podprzedzicile o dlugosci l/Q. Biorac
róznice dwóch takich liczb otrzymujemy

{rO} - {sO} = rO - [rO] - (sO - [sO]) = (r - s)O - ([rO] - [sO]) = gO - p,

gdzie q = r - s> O i p = [rO] - [sO] sa liczbami calkowitymi oraz
IqO - pl = l{rO} - {sO}1 < l/Q. Istnieja wiec liczby calkowite p, q

spelniaj ace nierównosci (1).

Zauwazmy, ze jesli p i q spelniaja nierównosci (1), to takze
10 - p/ql < l/qQ:S 1/q2. A wiec liczba wymierna p/q przybliza
liczbe rzeczywista O z dokladnoscia 1/q2, co jest znacznie lepszym
rezultatem niz nasza pierwsza obserwacja o mozliwosci przyblizania
liczb rzeczywistych liczbami wymiernymi. Dokladniej, otrzymujemy
nastepujacy wazny wniosek.

Wniosek 2. Dla kazdej liczby niewymiernej O istnieje nieskonczenie

wiele par liczb calkowitych p, q spelniajacych nierówno.sc

(2) lo - p.1 < ~ .q a2

Dowód. Niech Q bedzie liczba naturalna i niech p, q spelniaja
nierównosci (1). Wtedy liczby p, q spelniaja takze nierównosc (2).
Ponadto, poniewaz O jest liczba niewymierna, mamy takze
O<lqO-pl·

Istnieje wiec taka liczba naturalna Q1, ze 1/Q1 < IqO - pl. Dla
liczby Q1 dobieramy na podstawie twierdzenia Dirichleta liczby
calkowite Pl, a1 spelniajace nierównosci

0<lq10-P11<1/Q1 oraz 0<'q1:SQ1'

Wtedy mamy takze 10 - pt!q11 < l/qr, a wiec Pl, q1 jest
rozwiazaniem nierównosci (2), i jest to rozwiazanie rózne od
rozwiazania P, q, gdyz Iq10 - Pll < 1/Q1 < IqO - pl·

Postepuj ac tak samo z para Pl, q1 znaj dziemy rozwiazanie P2, q2

nierównosci (2) spelniajace nierównosci

la20 - P21 < Iq10 - Pll < IqO - pl·

Kontynuujac to postepowanie znajdziemy dowolnie dlugi ciag
rozwiazan nierównosci (2). Ma ona wiec nieskonczenie wiele
rozwiazan w liczbach calkowitych P, q.

N atomiast jesli liczba O jest wymierna, O = a/b, gdzie a i b sa
liczbami calkowitymi oraz b > O, to dla kazdych liczb calkowitych
P, a, takich, ze O ::j; p/q oraz q > O, mamy

I aq - bPI 110 - p/q I = bq 2: bq .

Jesli wiec spelniona jest nierównosc (2), to otrzymujemy
l/bq:S 10 - p/ql < 1/q2, skad q < b. Stad wynika, ze nierównosc (2)
ma tylko skonczona liczbe rozwiazan w liczbach calkowitych P, q,

takich, ze O ::j; p/q.

Za pomoca aparatu ulamków lancuchowych mozna udowodnic,
ze kazda liczbe niewymierna O mozna aproksymowac liczbami
wymiernymi z nieco wieksza dokladnoscia niz daja rozwiazania
nierównosci (2). Mamy bowiem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3 (A. Hurwitz, 1891)
Jesli O jest liczba niewymierna, to dla c = vis nierównosc

(3) lo - p.1 < _1a cq2

ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach calkowitych P, q.

Ale dla c > vis istnieja liczby niewymierne O, dla których
nierównosc (3) ma tylko skonczona liczbe rozwiazan. Mozna

wykazac, ze taka liczba jest 01 = (vis + 1)/2, a takze kazda liczba
z nia równowazna.



Niewynliernoscia kwadratowa nazywamy kazda liczbe niewymierna, która jest

pierwiastkiem wielomianu stopnia 2 o wspólczynnikach wymiernych.

Liczba algebraiczna nazywa sie kazda liczbe e, która jest pierwiastkiem pewnego

wielomianu o wspólczynnikach calkowitych, nierozkladalnego na wielomiany

o wspólczynnikach wymiernych. Stopien takiego wielomianu zalezy tylko od e

i nazywa sie slopmem I1.czby e.

Aproksymacje liczb algebraicznych

Udowodnimy teraz twierdzenie Liouville'a orzekajace, ze liczby
algebraicznej e stopnia n > l nie mozna aproksymowac liczbami
wymiernymi o mianowniku q z dokladnoscia rzedu 1/ qn .

Twierdzenie 4 (J. Liouville, 1844)
Niech e bedzie rzeczywista liczba algebraiczna stopnia n > 1.
Wtedy istnieje taka stata c > O, zalezna od liczby e, ze dla kazdej

liczby wymiernej p/q, takiej, ze q > O oraz le - p/ql < l, zachodzi
nzerównosc

J. Liouville zauwazyl w 1844 roku, ze dla kazdej niewymiernosci
kwadratowej e istnieje taka stala c > O, ze nierównosc (3) w ogóle
nie ma zadnych rozwiazan w liczbach calkowitych p, q. Wyznacza
to definitywna miare mozliwosci przyblizania niewymiernosci
kwadratowej e liczbami wymiernymi o mianowniku q: istnieje
nieskonczenie wiele przyblizen p/ q liczby e z dokladnoscia 1/ q2, ale
nie istnieja zadne przyblizenia p/q liczby e z dokladnoscia 1/cq2,

gdzie c jest stala zalezna od e.

Rezultaty Liouville'a sa znacznie ogólniejsze i dotycza nie tylko
rzeczywistych niewymiernosci kwadratowych, ale dowolnych
rzeczywistych liczb algebraicznych.

Zagadnieniem tym zajmowali sie
w nastepnych stuleciach najwybitniejsi
fizycy i matematycy. Dlaczego sam
Newton nie podjal próby rozwiazania
tego problemu? Przeciez w Principiach
analizowal wplyw Slonca na ruch Ksiezyca
wokól Ziemi. W 1770 r. Akademia Paryska
wyznaczyla nagrode za zbadanie problemu,
czy teoria grawitacji moze wyjasnic
wiekowe przyspieszenie Ksiezyca oraz czy
zmiana orbity Ksiezyca nie doprowadzi do
jego upadku na Ziemie.

Leonhard Euler (1707-1783) w pracy
konkursowej Nowa teoria ruchu Ksiezyca
z 1772 r. doszedl do wniosku, ze ta
anomalia ruchu naszego satelity nie
moze byc spowodowana wzajemnym
oddzialywaniem Ziemi, Ksiezyca i Slonca.
Stwierdzil ponadto, ze przyspieszenie
wiekowe Ksiezyca nie jest wynikiem
oddzialywania grawitacyjnego
z jakimkolwiek cialem niebieskim. Euler
sadzil, ze znalazl bezposredni dowód
na istnienie eteru. Pisal: Tak wiec
nie ma watpliwosci, ze obserwowane
przyspieszenie wiekowe Ksiezyca jest
wynikiem oporu osrodka, w którym zachodzi
ruch cial niebieskich. Teoria Eulera,
bledna w przypadku Ksiezyca, moze
byc zastosowana do ruchu sztucznych
satelitów Ziemi. W 1774 r. problem
wiekowego przyspieszenia podjal Joseph
Louis Lagrange (1736-1813), niestety
bezskutecznie. Jednak waznym wynikiem
Lagrange'a bylo wykazanie, ze na skutek
oddzialywania innych planet Ukladu
Slonecznego na Ziemie mimosród jej
orbity zmienia sie okresowo z okresem
24 000 lat. Wspólczesne obliczenia
wykazuja, ze mimosród orbity Ziemi
zmienia sie w granicach od O do 0,067735.

W 1786 r. Pierre Simon de Laplace
(1749-1827) podal wyjasnienie
pochodzenia wiekowego przyspieszenia
w ruchu Ksiezyca. Badajac ruch satelitów
Jowisza Laplace zauwazyl, ze zmiany
mimosrodu jego orbity prowadza do
przyspieszenia ruchu tych satelitów
w dlugosci ekliptycznej. Zakladajac,
ze zmiany mimosrodu orbity Ziemi
prowadza do analogicznego efektu
w przypadku Ksiezyca, Laplace obliczyl
wielkosc p. wchodzaca do wzoru (3)
otrzymujac p. = lO': 18, co dobrze zgadzalo
sie z wynikami obserwacji. Uznano wiec,
ze zjawisko wiekowego przyspieszenia
Ksiezyca zostalo wyjasnione zadowalajaco.

Z obliczen Laplace'a wynikalo,
ze przyspieszenie sredniego ruchu katowego
Ksiezyca wywolane jest efektami czysto
grawitacyjnymi, dlatego zarówno sredni
ruch katowy, jak i duza pólos orbity
~ _ L 1.. fi ••~~:Ii

le - El > _l .q cqn
(4)

Dowód. Niech f bedzie takim wielomianem stopnia n
o wspólczynnikach calkowitych, ze f(e) = O. Wtedy f nie ma
pierwiastków wymiernych, zatem dla dowolnych liczb calkowitych
p, q, gdzie q > O mamy f(p/q) :j:. O. Ponadto, f(p/q) jest liczba
wymierna o mianowniku qn, zatem If(p/q)1 ~ l/qn. Z drugiej strony,
na podstawie twierdzenia o wartosci sredniej, istnieje taka liczba
rzeczywista a lezaca miedzy p/q i O, ze

f(p/q) = f(p/q) - f(O) = (p/q - O) . f'(a).

Z zalozenia Ip/q- Ol < 1 wynika, ze a E (O - l, O + l). Pochodna f'

wielomianu f jest ograniczona w kazdym przedziale skonczonym,
niech wiec c bedzie taka liczba rzeczywista, ze 1f'(x)1 < c dla
kazdego x w przedziale (O - l, O + l). Mamy wówczas

l
~ :::; If(p/q)1 < Ip/q - Ol· c,
q

skad otrzymujemy nierównosc (4).

Tutaj liczbe e uwazamy za równowazna z liczba a, jesli istnieja takie
liczby calkowite a, b, c, d, ze

aa+b
e = --- oraz ad - be = ±l.

ca+d
Mozna udowodnic, ze dla wszystkich liczb niewymiernych
nierównowaznych zlicz ba e1 = (V5 + 1)/2 istnieje nieskonczenie
wiele rozwiazall nierównosci (3) ze stala c = yI8.

Tutaj historia sie powtarza: dla niewymiernosci kwadratowej
e2 = .J2 i liczb z nia równowaznych nie mozna zamienic stalej yI8
na zadna liczbe wieksza, natomiast po usunieciu wszystkich
liczb równowaznych z e1 i e2 dla wszystkich pozostalych liczb
niewymiernych e nierównosc (3) ma nieskonczenie wiele rozwiazan
ze stala c = .J22I/5. Mozna udowodnic, ze ten proces eliminowania
pewnych niewymiernosci kwadratowych i powiekszania stalej c jest
nieskonczony, jakkolwiek stala c zawsze spelnia nierównosc c < 3.
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Dyson (1947), Gell'ond (19'J8) I' > ~
Roth (1955) ?' > '2

I.' Ksiezyca powinny wykonywac
dlugookresowe oscylacje z okresem
24 000 lat. W tej sytuacji pojawienie
sie wyrazenia wiekowego f.L(t/100Y
we wzorze (3) moze swiadczyc
jedynie o niedoskonalosci aparatu
matematycznego. Wydawalo sie,
ze problem konkursowy Akademii Paryskiej
zostal definitywnie rozwiazany.

Jednakze John Couch Adams (1819-1892),
wspólodkrywca Neptuna w 1845 L,
wykazal, ze obliczenia Laplace'a byly
niedokladne. Obliczona przez Adamsa

p w 1853 L wartosc f.L wynosila 5': 72/wiek2,

l tzn. polowe obserwowanego przyspieszenia.Ta jaskrawa rozbieznosc wyników
teoretycznych i obserwacyjnych oznacza,
ze na Ksiezyc dzialaja inne sily, nie
majace charakteru grawitacyjnego. "Fakt
ten - pisal Adams - moze wskazywac
nam droge do waznego odkrycia
fizycznego". W 1860 r. Charles Delaunay
(1816-1872) przeprowadzil obliczenia,
które potwierdzily wynik uzyskany przez
Adamsa.

Prawidlowe przypuszczenie co do przyczyn
wiekowego przyspieszenia Ksiezyca
wyrazil slawny filozof z Królewca,
Immanuel Kant (1724-1804). Stwierdzil
on, ze obserwowany efekt powoduja sily
przyplywowe w ukladzie Ziemia-Ksiezyc.
(Na marginesie dodajmy, ze równie
celna przepowiednie znalezc mozna
w dziele Jonathana Swifta (1667-1745)
Podróze Guliwera, gdzie autor stwierdza
istnienie dwóch ksiezyców Marsa i dosc
precyzyjnie okresla ich okresy obiegu
wokól planety póltora wieku przed
ich odkryciem.) W 1865 L Delaunay
przeprowadzil analize tego zagadnienia
i potwierdzil przypuszczenia Kanta.
Udzial sil przyplywowych w ewolucji
ukladu Ziemia-Ksiezyc zostal szczególowo
rozwazony przez George'a Howarda
Darwina (1845-1912), syna slawnego
Charlesa Roberta. Przyplywy obserwuje
sie nie tylko na morzach i oceanach,
lecz równiez w skorupie i atmosferze
Ziemi. Powierzchnia Ziemi wskutek
przyplywów ksiezycowych unosi sie
o kilkadziesiat centymetrów. Darwin
wykazal, ze przyplywy powoduja tarcie
we wnetrzu Ziemi i w konsekwencji
prowadza do zwolnienia jej obrotu wokól
osi. Wspólczesne pomiary potwierdzaja
wiekowe zwalnianie obrotu Ziemi, a wiec
wydluzenie doby ziemskiej. Jest ono
nieznaczne, wynosi bowiem 0':0015/wiek.
Wedlug Darwina zwalnianie obrotu Ziemi
powoduje oddalanie sie Ksiezyca od Ziemi,
prowadzi zatem do efektu odwrotnego
niz obserwowany obecnie. Rozwazania
Darwina nie sa scisle i nie nalezy
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Przyklad 5. Jednym z najslawniejszych zastosowali twierdzenia
Liouville'ajest dowód istnienia liczb przestepnych. Liczbe
rzeczywista nazywa sie liczba przestepna, jesli nie jest ona
pierwiastkiem zadnego (niezerowego ) wielomianu o wspólczynnikach
wymiernych. A wiec liczba rzeczywista jest przestepna, jesli nie jest
liczba algebraiczna.

Liouville podal nastepujacy przyklad liczby przestepnej. Niech

B = 2:: lO-iI = 0,11000100000000000000000100 ....
i=l

Wtedy mianownik n-tej sumy czesciowej Sn = 2:::7=110-;1 jest
równy q := qn = lOn', jesli wiec licznik tej sumy oznaczymy p := Pn,
to mamy nierównosc

p 2O<B--<--.
q qn+l

Gdyby B byla liczba algebraiczna stopnia N, to na podstawie
twierdzenia Liouville'a mielibysmy nierównosc

l p-<B--
cqN q

dla pewnej stalej c > O. Stad qn+1-N < 2c. Ta nierównosc ma
zachodzic przy stalych c i N dla kazdego naturalnego n oraz
q = lOnl, co jest sprzeczne. A wiec B nie jest liczba algebraiczna, jest
wiec liczba przestepna.

Wniosek 6. Jesli B jest rzeczywista liczba algebraiczna
stopnia n > l, to dla kazdej liczby J.1 > n nierównosc

(5) IB - El < ~q q I-'

ma tylko sk01iczona liczbe rozwiazan w liczbach calkowitych p, q,
gdzie q > O.

Dowód. Przypuscmy, ze J.1 = n + c, gdzie c > O, i nasza nierównosc
ma nieskoncznie wiele rozwiazan. Wtedy istnieje stala c > O

spelniajaca nierównosc (4), zatem

l I p I l-< B-- <--
cqn q qn+" '

skad q" < c dla nieskonczenie wielu naturalnych q, sprzecznosc.

Skonczonosc liczby rozwiazan nierównosci (5) interpretujemy
jako niemozliwosc aproksymowania liczby algebraicznej stopnia n
liczbami wymiernymi p/q z dokladnoscia l/ql-' dla J.1 > n. Czy jednak
nie istnieje mozliwosc znalezienia nieskonczenie wielu rozwiazali
nierównosci (5), gdy zazadamy nieco mniejszej dokladnosci? Okazuje
sie, ze nawet dosc znaczne zmniejszenie liczby J.1 nie zmienia sytuacji,
która opisujemy zwiezle mówiac, ze liczby algebraiczne nie daja sie
dobrze przyblizac liczbami wymiernymi.

Oto tabela wskazujaca autorów kolejnych rekordów w wyznacz"l1Iu n8jI11IW'jSZ<"J
lirzby I-' gwarantujacej skonczonosc liczby rozwiazan nIerównosci (5) dla hczlJy
algebraicznej 8 stopnia n

Llouville (1844) ?' > n
Thue (1909) I-' > ln + 1
S,egel (1921) I-' > '2y1n

Twierdzenie Rotha uniezaleznilo ostatecznie liczbe J.1 od stopnia n
liczby algebraicznej B. Brzmi ono nastepujaco:

Twierdzenie 7 (K.F. Roth, 1955)
Niech B bedzie rzeczywista liczba algebraiczna stopnia> 1. Wtedy dla
kazdej liczby c > O nierównosc

IB- El <_lq q2+"

ma tylko skonczona liczbe rozwiazan w liczbach calkowitych p, q.

Klaus F. Roth otrzymal za ten rezultat Medal Fieldsa na
Miedzynarodowym Kongresie Matematyków w Edynburgu
w 1958 roku.



Równanie zegarka
Piotr CHRZASTOWSKI
Mam zegarek analogowy. Zegarek jest typu Pobieda i charakteryzuje
sie tym, ze duza wskazówka jest prawie identycznej wielkosci co mala.
Wielokrotnie patrzac sie na niego mialem watpliwosci, która z nich
pelni jaka role. Nie zawsze jednak. Niekiedy sytuacja byla klarowna.
Na przy klad o godzinie dokladnie piatej nie sposób sie pomylic: naj blizsza
sensowna godzina wskazywana przez wskazówki zamienione rolami
(godzinowa pokazuje minuty, a minutowa - godziny) to dwadziescia piec
po dwunastej, ale wtedy, jezeli przyjmiemy, ze dolna wskazówka ma
wskazywac dokladnie piatke, to górna wskazówka powinna byc prawie
w polowie miedzy dwunasta a pierwsza. Z kolei, na przyklad, tuz przed
w pól do dwunastej mozna sie juz zastanawiac, czy przypadkiem nie
mamy do czynienia z mniej wiecej za dwie i pól minuty szósta.

Ciekawe, ile dokladnie jest takich mylacych ustawien. Problem
sformulujmy tak: dla zegarka analogowego, w którym obie wskazówki sa
nierozróznialne, okreslic, ile razy w ciagu dwunastu godzin nie mozna miec
pewnosci co do pomiaru czasu.

Rozwiazemy ten problem odwolujac sie do ciekawego narzedzia, jakim jest
wzór de Moivre'a ((cos cjJ + i sin cjJ)X = coscjJx + isin cjJx), który znakomicie
opisuje polozenie wskazówek. Umiescmy tarcze zegarka w plaszczyznie
zespolonej tak, zeby poczatek ukladu pokrywal sie z osia zegarka, a konce
wskazówek minutowej i godzinowej lezaly na okregu jednostkowym.
Zalózmy tez, aby byc w zgodzie z "punktem zero", jakim jest godzina
dwunasta oraz z kierunkiem obiegu wskazówek w tradycyjnych zegarkach,
ze os rzeczywista jest skierowana do góry, a os urojona - na prawo.
Dwunasta to w naszym ukladzie godzina jeden.

Niech g oznacza liczbe zespolona z okregu jednostkowego, odpowiadajaca
polozeniu wskazówki godzinowej, m zas - minutowej. Ze wzgledu na
to, ze wskazówka minutowa obiega srodek zegarka dwunastokrotnie
szybciej niz godzinowa, kat, jaki zakresla, jest dwunastokrotnie wiekszy
od godzinowego. Mamy zatem spelnione równanie zegarka

12
m=g

gdyz podnoszenie do potegi na kole jednostkowym odpowiada, zgodnie ze
wzorem de Moivre'a, odpowiedniemu zwielokrotnianiu kata.

Wracajac do naszego problemu: sytuacja, w której mamy watpliwosci,
która z identycznych wskazówek pelni która role, odpowiada
jednoczesnemu spelnieniu dwóch równan: m = g12 oraz g = m12.

Podstawiajac pierwsze równanie do drugiego otrzymujemy g = g144,

a po podzieleniu przez g (rózne od zera, jako ze wziete z okregu
jednostkowego) mamy g143 = l. Rozwiazaniami tego równania sa zatem
wszystkie 143 pierwiastki z jednosci, czyli wierzcholki 143-kata foremnego
o jednym wierzcholku w punkcie l (czyli o dwunastej). Oznacza to,
ze co 12/143 godziny mamy do czynienia z sytuacja niepewnosci.

W zasadzie powinnismy odjac jeszcze wszystkie te sytuacje, w których
wskazówki sie pokrywaja (trudno sie wtedy az tak bardzo pomylic!). Ile
jest takich sytuacji? Oczywiscie, 11, co wie kazdy, kto przeczy tal Lilavati,
ale mozemy to tez szybko wyprowadzic za pomoca naszego narzedzia.
Wskazówki sie pokryja, gdy wskazówka godzinowa bedzie w tym samym
polozeniu co minutowa, czyli g = g12, co po podzieleniu przez g daje
gl1 = l, którego to równania rozwiazaniem jest wszystkie 11 odpowiednich
pierwiastków z jednosci.

Ostatecznie zatem sytuacje mylace nastepuja tak naprawde jedynie
143 - 11 = 132 razy w ciagu 12 godzin.

Czasami budzac sie nie wiem, czy patrze na zegarek lezacy na stoliku
nocnym normalnie czy do góry nogami. Zalózmy, ze tym razem
zaopatrzeni jestesmy w zegarek z dobrze rozróznialnymi wskazówkami.
Problemem jest wiec jedynie stwierdzenie na podstawie samego ogladu
tarczy, czy zegarek lezy normalnie, czy jest odwrócony.
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ich przyjmowac bezkrytycznie. Oprócz
przyplywów pochodzacych od Ksiezyca
wystepuja przyplywy zwiazane
z dzialaniem grawitacyjnym Slonca na
Ziemie. Relacje miedzy przyplywami
slonecznymi i ksiezycowymi sa dosc
zlozone, czasem sie wzmacniaja, czasem
oslabiaja. Harold Jeffrey (1891-1989)
wykazal w 1920 r., ze róznica miedzy
obserwowana wielkoscia J.t a wartoscia
otrzymana przez Adamsa moze byc
wyjasniona przez uwzglednienie tarcia
przyplywowego w morzach Ziemi.
Wywolane tym tarciem zwolnienie obrotu
powoduje, wedlug Jeffreya, przyspieszenie
ruchu katowego Ksiezca rówue
w przyblizeniu polowie przyspieszenia
wyznaczonego z obserwacji.

Podejmowane byly równiez próby
uwzglednienia wplywu wzrostu masy
Ziemi na ruch Ksiezyca. W szczególnosci
Iwan Mieszczerski (1859-1935) obliczyl
w 1905 L, ze powolny wzrost masy Ziemi
powoduje przyspieszenie wiekowe w ruchu
Ksiezyca. Efekt ten jest jednak nieznaczny.
Wedlug aktualnych danych na Ziemie
spada 400 ton materii meteorytowej na
dobe, co wywoluje przyspieszenie wiekowe
w ruchu Ksiezyca równe O'; 0001/wiek2.

Pierwsze teorie ruchu ,Ksiezyca.
oparte na przyblizonym rozwiazaniu
zagadnienia trzech cial: Slonca, Ziemi
i Ksiezyca, podali: Alexis Claude
Clairaut (1713-1765), Jean Le Rond
d'Alembert (1717-1783) i Leonharcl
Euler. Rozwinieciem prac d' Alemberta.
i Clairauta byla teoria Laplace'a,
który podal tablice polozeli Ksiezyca
z dokladnoscia do 0',5. W pózniejszych
latach teoria ruchu Ksiezyca byla
udoskonalana przez wielu matematyków
i astronomów. vVspólczesne teorie ruchu
naszego satelity sa rozwinieciem teorii
Delaunaya i George'a Hilla (1838-1914).
Modyfikacja teorii Hilla jest ILE (skrót
od Improved Lunar Ephemeri.s) podana
przez W.J. Eckerta ze wspólpracownikami
w 1954 r. Metoda ta ma charakter

czysto numeryczny i odznacza sie duza
dokladnoscia otrzymanej efemerydy
Ksiezyca. Roz~inieciem analitycznej
metody Delaunaya jest ALE (Analytic
Lunar Ephemeri.s), która uzyskali
A. Deprit, J. Henrard i A. Rom w 1970 L
Teoria ruchu Ksiezyca rozwaza jedynie sily
grawitacyjne, a efekty niegrawitacyjne
uwzgledniane sa za pomoca poprawek
empirycznych.

Od chwili odkrycia przez Halleya
wiekowego przyspieszenia Ksiezyca minelo
300 lat, a wciaz nie potrafimy



Róznica czasu miedzy Bombajem a Londynem wynosi 5 l godziny.
(W Indiach, rozciagajacych sie od 67° do 97° dlugosci wschodniej,
obowiazuje przez caly rok czas poludnika 82°, w przyblizeniu polowiacego
ten wielki kraj.) Niech gL oraz mL oznaczaja polozenia wskazówek
w Londynie, gB i mB zas - w Bombaju. Wykazemy, ze w Bombaju zawsze
po odwróceniu zegarka do góry nogami oraz posunieciu samej wskazówki
godzinowej o dokladnie pól godziny (czyli pomnozeniu jej przez e"i/12)
otrzymamy czas poludnika Greenwich. Aby tak bylo, musza byc spelnione
równania:

Ciekawe, ze znajomy Hindus, Raghu, kiedy rozmawialem z nim o tej
obserwacji, opowiedzial mi, ze w Indiach znany jest sposób szybkiego
obliczania godziny, jaka panuje w danym momencie w stolicy Imperium.
Nalezy mianowicie spojrzec na zegarek do góry nogami i przesunac
wskazówke godzinowa w myslach do najblizszego sensownego polozenia ..
Powiedzmy sobie, klarowal mi Raghu, ze mamy w Bombaju godzine 1025.
Odwracamy zegarek i widzimy, ze minutowa wskazówka pokazuje jakby
"za 5 cos", a godzinowa lezy mniej wiecej w polowie miedzy 4-ta a 5-ta.
Popychamy wiec ja w myslach do przodu i zgadujemy, ze w Londynie jest
za piec piata. Dlaczego do przodu, a nie do tylu? - zapytalem. - Jezeli
jest mniej wiecej tak samo dobrze do przodu, jak do tylu, to popychamy
do przodu - odpowiedzial Raghu i zabralismy sie za sprawdzanie tego
fenomenu.

Obrót o 180 stopni odpowiada na plaszczyznie zespolonej pomnozeniu
liczby przez -1. Jezeli zatem mielibysmy watpliwosci, jak zorientowany
jest zegarek, to powinna byc spelniona para równan

m=g12 oraz _m=(_g)12,

gdyz zarówno na zegarku normalnym, jak i odwróconym chcemy widziec
poprawne ulozenie wskazówek. Ta para równan nie ma jednak rozwiazania
na okregu jednostkowym, zatem tylko jedno z nich moze byc prawdziwe.
Oznacza to, ze majac dostatecznie dobry wzrok nigdy nie popelnimy tego
typu bledu. Radze wszystkim posiadaczom zegarka spojrzec na niego do
góry nogami. Recze, ze nikt nie zobaczy godziny, która jakkolwiek dalaby
sie sensownie zinterpretowac.

Moze powstac watpliwosc co do celowosci
tworzenia tak dokladnej teorii ruchu cial
Ukladu Slonecznego. Czy taka teoria moze
byc wykorzystana? Oczywiscie, rzetelnosc
i precyzja moga byc celem samym
w sobie. Nalezy jednak pamietac, ze dzieki
dokladnej teorii ruchu planet Ukladu
Slonecznego mozliwe bylo stwierdzenie
niewytlumaczalnego przez teorie klasyczna
ruchu peryhelium Merkurego 60 lat przed
sformulowaniem przez Einsteina ogólnej
teorii wzglednosci. Urbain Joseph Leverrier
(1811-1877), wspólodkrywca Neptuna,
12 wrzesnia 1869 r. na posiedzeniu
Akademii Paryskiej przedstawil list Herve
Faye'a (1814-1902) opisujacy wyniki
obserwacji wykonanych przez autora
listu. W liscie zawarta byla informacja
o tajemniczym ruchu peryhelium
Merkurego wynoszacym 38" fwiek.
Leverrier rozwazal mozliwosc istnienia
niezidentyfikowanego ciala pomiedzy
Sloncem i Merkurym. Ruch peryhelium
Merkurego oraz innych cial niebieskich jest
przedmiotem badan od 1850 r. do chwili
obecnej. Wartosc 43" fwiek, otrzymana
przez Simona Newcomba (1835-1909) dla
Merkurego w 1882 L, jest aktualna do
dzisiaj.

odpowiedziec na druga czesc konkursowego
pytania Akademii Paryskiej z 1770 r.
Sytuacja ta jest typowa dla fizyki. Jest
wiele problemów, na które nie potrafimy
udzielic scislej odpowiedzi, mimo ze znamy
prawa rzadzace danym zagadnieniem.
Wynika to z faktu, ze prawa w fizyce
sformulowane sa w jezyku równan
rózniczkowych, które sa konsekwencja
zasady naj mniejszego dzialania. Niestety,
równa11 tych nie umiemy rozwiazac nawet
w wielu prostych sytuacjach fizycznych.
Albert Einstein (1879-1955) ujal ten
problem nastepujaco: Bóg stworzyl swiat

wedlug niecalkowalnych równan.

gL = _gBe"i/12 oraz mL = -mB,

a jednoczesnie musi byc spelnione równanie zegarka dla Bombaju
mB = g11. Sprawdzmy, czy bedzie ono spelnione i dla Londynu.
Korzystajac ze wzoru Eulera, e"i = -l, dostajemy

g12 = (_gBe"i/12)12 = gk2e"i =
12

= -gB = -mB = mL .

Bomba! Zgodzilo sie. Oznacza to, ze postepujac w Bombaju w opisany
sposób, zawsze otrzymamy poprawna godzine, a ze wzgledu na to,
ze wskazówka godzinowa zostala cofnieta w naszym algorytmie dokladnie
o 5l godziny (6 godzin do tylu przy obrocie zegarka i potem l godziny do
przodu), zawsze otrzymamy czas poludnika Greenwich.

Widac stad od razu, jak nalezy postepowac w Londynie, zeby otrzymac czas indyjski.

Szybko rozwiazmy jeszcze pare malych problemów. Po pierwsze, ogladajac zegarek w lustrze zobaczymy zawsze sensowna
godzine (oczywiscie, zakladamy, ze na cyferblacie zadnych cyfr nie ma). Dzieje sie wlasnie tak, gdyz lustrzane odbicie to nic
innego, jak przeksztalcenie symetryczne wzgledem osi rzeczywistej, odpowiadajace operacji sprzezenia liczby zespolonej. A ze
g12 = m wtedy i tylko wtedy, gdy []12= m, wiec równanie zegarka bedzie dzialalo i dla "sprzezonej" tarczy. Radze spojrzec
do lustra, aby sie o tym przekonac.

Dalej, zakladajac, ze wskazówka sekundowa pokrywa sie o godzinie 12 z dwiema pozostalymi, mozemy wywnioskowac, ze taka.
sytuacja nie zdarzy sie ponownie wczesniej niz za 12 godzin. Wystarczy zauwazyc, ze jezeli s oznacza. polozenie wskazówki
sekundowej, to dodatkowo s = m60. Latwo sprawdzic, ze jedynym rozwiazaniem ukla9.u równan g = m = s, m = g12, S = m60
jest g = m = s = 1, czyli godzina dwunasta.

W epoce zegarków cyfrowych warto czasami z sentymentem wrócic do dawnych dobrych czasów, kiedy to czas odmierzal sie
w sposób ciagly. Co prawda, ciaglosc ta cokolwiek byla naciagana, gdyz wiekszosc mechanizmów i tak popychala wskazówki
"kwantami" ruchu, zgodnymi badz to ze spadaniem ziarenek piasku, badz z rytmem wahniec wahadla czy tez sprezynkowego
wlosa, ale dla niedoskonalego oka bylo to znakomita namiastka ciaglosci. A poza tym byly tez mechanizmy (jak chocby
spalanie swiecy czy przelewanie sie wody), które z ciagloscia mialy naprawde wiele wspólnego. Miganie cyferek szatkuje
niepotrzebnie czas.
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Rozwiazanie zadania M 754. Jesli
obrócilny szachownice o 45 stopni, okaze
sie, ze wystarczy rozpatrywac ruchy
"kulawego" goIlca. Latwo zauwazyc,
ze mozna osobno rozwazac pionowa
i pozioma skladowa ruchów gonca, bo sa
one niezalezne. Prawdopodobienstwo
tego, ze dokladnie 10 razy goniec ruszy
sie w lewo i dokladnie 10 razy w prawo
(aby skladowa pozioma wrócila do stanu
pierwotnego), wynosi, oczywiscie,

Tyle SalTIO jest równf­
prawdopodobiel1stwo. ze dokladnie
10 razy goniec ruszy sie 'IN góre
i dokladme 10 razy w dól. Zatem
odpowiedz brzmi:

40°

30°

Niebo przez lornetke

Przez ten zblizajacy sie do konca rok przesunelo sie przed naszymi oczami
wlasciwie juz cale niebo. W listopadzie widzimy wieczorem wysoko Wielka
Mglawice Andromedy, czyli galaktyke M 31, o której pisalismy w styczniu.
Widzimy tez jeszcze charakterystyczne dla lata gwiazdozbiory Labedzia, Lutni
i Orla, a wschodnia i zachodnia czesc nieba spina luk Drogi Mlecznej. Pomilimy
jednak piekno takich widoków i zwrócmy uwage na malo rzucajacy sie w oczy
fakt, o którym dotychczas nie mówilismy: gwiazdy sa kolorowe. Przekonac sie
o tym mozna na dwa sposoby.

Sposób pierwszy. Najlatwiej go zastosowac, gdy w aparacie fotograficznym,
niewatpliwie uzywanym w czasie wakacji, jest jeszcze film z kilkoma
niewykorzystanymi klatkami. Film, oczywiscie, musi byc kolorowy, a czy
negatywowy, czy pozytywowy, to sprawa drugorzedna. Kladziemy aparat na
ziemi lub na parapecie skierowany w dowolna okolice nieba i otwieramy migawke
na 10 minut. Na takim zdjeciu gwiazdy zarysuja luki wskutek pozornego obrotu
nieba i te wlasnie luki beda wyraznie kolorowe. Co prawda, nie robilem nigdy
takich odbitek, wiec nie jestem w stanie ocenic wyniku, natomiast gwarantuje
wspanialy efekt na przezroczach.

Drugi sposób .to ogladanie gwiazd przez lunete lub
lornetke. Jednak majac malo swiatla do dyspozycji
oko ludzkie nie rozróznia kolorów (w siatkówce
ocznej dzialaja wtedy tylko preciki nieczule
na barwy) i gwiazdy rozsiane w polu widzenia
lornetki beda robic zwyczajne wrazenie bialych
punktów. O bardzo nielicznych gwiazdach mozna
od pierwszego spojrzenia orzec, ze maja okreslona
barwe. Przykladem moze tu byc wspominana juz
przy innej okazji a Oriona, czyli Betelgeuse - ale
jest ona jedna z najjasniejszych. Aby zobaczyc
barwy innych gwiazd, trzeba znalezc np. ciasne
pary gwiazd o róznych kolorach, które wtedy mozna
rozróznic dzieki kontrastowi. W srodku widocznego
w listopadzie luku Drogi Mlecznej w poblizu zenitu
widzimy gwiazdozbiór Kasjopei, z która od poludnia
sasiaduje Andromeda. Takimi bardzo jasnymi
gwiazdami (parami gwiazd), demonstrujacymi swoje
kolory, moga byc np. 7J Kasjopei (laczna jasnosc
3,6 mag, odleglosc katowa skladników 9': 3, barwy:
zólta i purpurowa) albo 'YAndromedy (2,2 mag,
lO", czerwona i niebieska). Mozna tez bardziej ku
zachodowi odszukac (3 Labedzia (3,1 mag, 35",
zólta i niebieska; to akurat nie jest fizyczny uklad
podwójny, tylko dwie niezalezne gwiazdy lezace niemal
w tym samym kierunku) albo 'YDelfina (4,1 mag, lO",
zólta i niebiesko-zielona).

Warto wiedziec, ze ta rozmaitosc barw wynika
z faktu, ze gwiazdy maja rózne temperatury. Inne
czynniki, jak sklad chemiczny czy rozmiary gwiazdy,
maja na jej barwe wplyw calkiem zaniedbywalny,
a gwiazdy w pierwszym przyblizeniu sa cialami
doskonale czarnymi (czyli ich widmo zalezy jedynie
od temperatury). Tu w calej okazalosci przejawia sie
jedno z podstawowych praw fizyki: im goretsze jest
cialo, tym na krótsze fale przypada maksimum energii
w jego widmie. Tomasz KWAST
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mala delia

Czy Ziemia jest okragla czy plaska

i ile wynosi odleglosc jej od Slonca?

Anaksagoras wiedzial, a przynajmniej mógl wiedziec, ze naj dluzszego dnia la.ta,
w poludnie Slonce wisi dokladnie nad glowami mieszkanców Syene - miasta
nad górnym Nilem niedaleko dzisiejszego Assuanu - tak, ze mozna jego odbicie
zobaczyc w studni. Natomiast w Aleksandrii tego samego dnia, o tej samej porze
promienie Slonca odchylaja sie od pionu o kat o: równy jednej piecdziesiatej kata
pelnego. Przy zalozeniu plaskosci Ziemi mógl z latwoscia stwierdzic, rozwazajac
trójkat prostokatny (rys. 1), ze wysokosc Slonca nad Ziemia jest równa

h = l ctg 0:,

gdzie l jest odlegloscia z Aleksandrii do Syene. Poniewaz kat o: jest niewielki,
znajdujemy

Jedna i ta sama obserwacja moze doprowadzic do zupelnie odmiennych
wniosków zaleznie od przyjetych zalozen. Stwierdzenie to doskonale ilustruja
rozwazania dwóch starozytnych medrców.

Anaksagoras, zyjacy w V wieku p.n.e, byl pierwszym, który twierdzil, ze Ksiezyc
swieci odbitym swiatlem Slonca. Wskazal tez prawdziwa przyczyne zacmiell.
Wierzyl natomiast, jak i wielu jemu wspólczenych, ze Ziemia jest plaskim
dyskiem, Slonce zas rozpalonym kamieniem. Czyz gorace rpeteoryty dowodnie
na to nie wskazywaly? Twierdzil równiez, ze Slonce jest wielkosci Pólwyspu
Peloponeskiego, a do wniosku tego doprowadzilo go przypuszczalnie nastepujace

h I rozumowanie.

LJ
Syene

~
Aleksandria

Rys. 1.

50

h';::::, -2 l';::::,8l.'7["

Anaksagoras posunal sie zapewne dalej w swych wywodach. Znajac juz odleglosc
do Slonca oraz jego srednice katowa j3 równa jednej siedemsetnej kata pelnego,
mógl wyliczyc promien SlOllca jako

R0 = h sin ~ ';::::,0,035l .
Poniewaz dystans miedzy Aleksandria a Assuanem wynosi okolo 800 km,
odleglosc do Slonca wedle tych obliczen wyniesie h ';::::,6400 km, a jego
promien R0 bedzie mial okolo 29 km. Rozmiary Peloponezu sa w istocie
z grubsza dwa razy wieksze.

Anaksagoras przyjaznil sie blisko z poteznym Peryklesem. Przeciwnicy polityka
uznali obrazoburcze poglady uczonego, który Sloncu i Ksiezycowi odebral
atrybuty boskosci, za dobra okazje do ataku. Oskarzyli Anaksagorasa, podobnie
jak pózniej Sokratesa, o bezboznosc, powodujac jego wyjazd z Aten. Medrzec
dokonal zywota. w rodzinnej Jonii. Swa ostatnia wola zarzadzil, zeby rocznice
jego smierci czcic dniem wolnym od szkoly.
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Rys. 2.

Dwa wieki pózniej Eratostenes wysnul zupelnie inne wnioski ze wspomnianych
informacji. Przyjal, zgodnie z dominujacym juz wówczas pogladem, ze Ziemia
jest kula. Zalozyl dodatkowo, ze Slonce jest dostatecznie daleko, aby jego
promienie docierajace do Ziemi uznac za równolegle. Byl swiadom równiez,
ze Syene i Aleksandria leza, w przyblizeniu, na tym samym poludniku.
Rozwazania Eratostenesa, wielokrotnie opisane w literaturze, a zilustrowane
na rysunku 2, pozwolily okreslic rozmiar Ziemi. Jesli wycinek okregu miedzy
Aleksandria i Syene przyblizyc odcinkiem, to promien Ziemi jest równy

R=~
sin( ex/2) ,

co dla malych katów daje
i 50

R ~ - ~ -2 i ~ Si .ex 7r

Podstawiwszy liczbowa wartosc i otrzymujemy poprawna, oczywiscie, wielkosc
promienia. Eratostenes podal swój wynik w stadiach, czyli stadionach.
Jakkolwiek nie wiemy, ilu dokladnie kilometrom on odpowiadal, byl z pewnoscia
bliski rzeczywistosci.

Widzimy, ze Eratostenes znalazl te sama wielkosc co Anaksagoras, lecz ja
zupelnie inaczej zinterpretowal. Historia jemu przyznala racje, choc trudno
przeciez odmówic logiki domniemanemu rozumowaniu poprzednika.

Mala Delte przygotowal Stanislaw MRÓWCZy/rs/a

Rozwiazanie zadania M 755. Zaproponowana strategia konczy sie
szczesliwie z prawdopodobienstwem 1/3. Wykazemy, ze na wiecej nie
mozna liczyc.

Obierzmy dowolna strategie. Niech Xo = 5, Xn niech oznacza
stan naszej kieszeni po 11. rozgrywkach, Au niech bedzie kwota
stawiana w n-tej rozgrywce, X zas niech oznacza koricowy rezultat.
Z nierównosci Czebyszewa mamy EX ::::10P(X ::::10), gdzie
P(X :::: 10) Jest prawdopodobienstwem szczesliwego zakonczenia gry.

Poniewaz EX" = EX,,_] - EA,,/3, wiec

_ ,E(A] + A2+'" + A,,) E(A, + A2+'" + A,,)
EX,,=EXo- 3 =5- 3

Stad

bo aby gra sie zakonczyla, musimy albo spIukac SI" do czysla,
albo uCiulac co najmniej dodatkowe 5 zl - tak czy inaczej
musinlY w czasie calej gry postawic co najmniej S zl Pl'z.:·to
prawdopodobienstwo tego) ze zyskami z hazardu WCSpl'ZenlY

przedsiebiorstwo komunikacyjne) jest równe

P(X > 10) < 2-EX < .!:.- - 10 - 3 '

czego nalezalo dowiesc.
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__ Zadania
Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 753. Na plaszczyznie dane sa wektory VI, V2, ... , Vn o dlugosciach nie wiekszych
niz l. Udowodnic, ze mozna tak dobrac znaki Tl, T2, ... ,Tn E {-l, l}, by dlugosc
wektora T1V1+ T2V2+ ... + TnVn nie przekraczala 3.
Rozwiazanie na str. 15

M 754. Przesuwamy po nieskonczonej szachownicy "kulawa" Wleze. Ruch polega
na tym, ze przemieszczamy ja o jedno pole do góry z prawdopodobienstwem 1/4,
w dól z prawdopodobiellstwem 1/4, w prawo z prawdopodobiellstwem 1/4
i w lewo z prawdopodobienstwem 1/4. Wszystkie ruchy sa niezalezne. Obliczyc
prawdopodobienstwo p zdarzenia polegajacego na tym, ze po 20 ruchach wieza stanie
na polu, z którego wystartowala.
Rozwiazanie na str. 7

M 755. Mamy przy sobie 5 zl, a musimy zaplacic 10 zl za bilet autobusowy.
Jedyna mozliwosc zdobycia brakujacych 5 zl to gra z szulerem w trzy karty
(z prawdopodobienstwem 2/3 przegrywamy tracac stawke, z prawdopodobiellstwem 1/3
wygrywamy zyskujac równowartosc stawki). Szuler jest gotów z nami grac, dopóki
mamy pieniadze. Udowodnic, ze najlepsza strategia polega na postawieniu wszystkich
pieniedzy w pierwszej rozgrywce.
Rozwiazanie na str. 9

Redag1lje Adam KOROCINSKI

F 415. Znalezc temperature, do jakiej nagrzeje sie sztuczny satelita na orbicie Ziemi
poddany bezposredniemu dzialaniu promieni slonecznych. Zalozyc, ze satelita jest
kulistym cialem doskonale czarnym o jednorodnej, bardzo dobrze przewodzacej cieplo
powierzchni. Do obliczen przyjac, ze: promien satelity wynosi TSilot = l m, promien
orbity ziemskiej wynosi Rz-s = 1,5.1011 m, promien Slonca wynosi Rs = 7 . 108 m,
a jego temperatura powierzchniowa jest równa Ts = 6 . 103 K.
Rozwiazanie na str. 15

F 416. Eksperymentalnie zmierzone czestotliwosci podstawowych drgalI podluznych
molekuly CO2 wynosza 3,998 . 1013 Hz oraz 7,042.1013 Hz. Wyznaczyc wspólczynnik
sprezystosci skladowych oscylatorów C-O w stanach o podanych czestotliwosciach
drgan. Przyjac, ze czasteczka CO2 jest prostoliniowym ukladem polaczonych
oscylatorów harmonicznych (atom wegla w srodku), którego drgania sa zlozeniem
podstawowych podluznych drgalI normalnych (to znaczy takich, w których drgania
poszczególnych elementów ukladu sa prostymi drganiami harmonicznymi o jednakowej
czestosci) .
Rozwiazanie na str. 16

Prenumerata "Delty"
za okres:
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Szukamy dia- i paramagnetyków
Stanislaw BEDNAREK

Rys. l

Rys. 2

-----
N

N

s

W przypadku substancji, których nie da sie umiescic
bezposrednio na powierzchni wody (bo same sa cieczami,
rozpuszczaja sie lub maja zbyt duza gestosc i tona),
mozemy zbudowac "lódke", w której beda plywac.
Ze slabego dia- lub paramagnetyka wycinamy krazek,
rozcinamy wzdluz promienia, a nastepnie nakladamy na
siebie brzegi rozciecia i sklejamy wodoodpornym klejem
(na przyklad cyjanopanem lub butaprenem). Powstaje
w ten sposób stozek o duzym kacie rozwarcia, w którym
umieszczamy badana próbke (rys. 2). Mozemy takze
wykorzystac mala zakretke lub pokrywke ze sztucznego
tworzywa.

Jednak zanim przeprowadzimy doswiadczenie, musimy
sprawdzic, czy pusta lódka nie reaguje na dzialanie
magnesu. Jesli tak, musimy wykonac ja jeszcze raz z innego
tworzywa. A teraz umiescmy na dnie lódki badana
substancje. Moze to byc chlorek sodu, cukier, grafit, olów,
alkohol. Jesli w szkolnej pracowni chemicznej znajduja
sie bizmut i rózne sole zelaza, warto je wykorzystac,
a nastepnie porównac wyniki z danymi zawartymi
w tablicach fizycznych. Gdyby sie okazalo, ze cos sie
nie zgadza, nie znaczy to, ze tablice sie myla, lecz
raczej badana próbka jest zanieczyszczona substancj,!
o silniejszych i calkiem odmiennych wlasnosciach
magnetycznych.

Do grupy diamagnetyków naleza miedzy innymi: graJit,
bizmut, olów, chlorek sodu, miedz, woda, alkohol etylowy,
polietylen.

s

Paramagnetykami sa miedzy innymi: wodorotlenek
zelazowy, chlorek zelazowy i zelazawy, tlenek
zelazowy, chrom, magnez, siarczan miedziowy, benzen,
nadmanganian potasu, cyna.

Najwazniejsze ferromagnetyki to: zelazo, nikiel,
kobalt. Warto wiedziec, ze obecnosc zanieczyszczell
w ilosci zaledwie 0,2% okolo trzykrotnie oslabia
magnetyczne wlasnosci zelaza (w stosunku do czystej
chemicznie substancji). W bardzo niskich temperatura.cll
ferromagnetykami sa równiez takie pierwiastki, jak gadolin,
dysproz i terb.

Wszystkie ciala w mniejszym lub wiekszym stopniu
wykazuja wlasnosci magnetyczne. Atomy maja orbitalne
momenty magnetyczne wynikajace z ruchów elektronów
wokól jader. Kazdy z elektronów ma swój wlasny,
spinowy moment magnetyczny. Takze jadro atomu ma
moment magnetyczny, choc w porównaniu z momentem
elektronowym jest on maly. Czasteczki, z których
zbudowana jest dana substancja, moga miec zerowy lub
niezerowy moment magnetyczny. W pierwszym przypadku
substancja jest nazywana diamagnetykiem. Zewnetrzne
pole indukuje w niej przeciwnie skierowany moment
magnetyczny, dlatego diamagnetyk jest wypychany z pola.
Jesli czasteczki maja niezerowe momenty magnetyczne,
to moga byc one rozlozone przypadkowo lub w pewien
sposób uporzadkowane. W pierwszym przypadku mamy
do czynienia z paramagnetykiem. Zewnetrzne pole
porzadkuje czasteczki zgodnie ze swoim wektorem indukcji,
dlatego paramagnetyk jest wciagany w obszar pola
magnetycznego. Zarówno dla dia-, jak i dla paramagnetyka
ten indukowany moment magnetyczny jest nietrwaly, znika
wraz z zewnetrznym polem.

Ferromagnetykami nazywamy substancje, w których
istnieje oddzialywanie dlugiego zasiegu porzadkujace
momenty magnetyczne czasteczek wewnatrz obszarów
nazywanych domenami. Ich rozmiary siegaja setnych
czesci milimetra, mozna wiec domeny obserwowac
pod mikroskopem. Zewnetrzne pole magnetyczne
porzadkuje domeny, a indukowany moment magnetyczny
ferromagnetyka jest znacznie wiekszy niz w przypadku dia­
i paramagnetyków, poza tym moze sie utrzymywac nawet
po zniknieciu pola zewnetrznego. Trzeba jeszcze dodac,
ze diamagnetyzm, jako zwiazany z orbitami elektronowymi,
jest uniwersalna cecha materii, tylko w przypadku para-
i ferromagnetyków nakladaja sie na niego znacznie
silniejsze efekty magnetyczne.

W codziennym doswiadczeniu bez trudu potrafimy
rozpoznac ferromagnetyki ze wzgledu na ich
silne wlasciwosci. Inaczej jest w przypadku dia-
i paramagnetyków. Nie znaczy to jednak, ze nie jest
to mozliwe. Postarajmy sie o mozliwie silny magnes,
na przyklad ze starego glosnika. Napelnijmy woda
miseczke, a nastepnie na powierzchni wody delikatnie
polózmy krazek wyciety z cienkiej aluminiowej folii. Dzieki
silom napiecia powierzchniowego odpowiednio polozony
nie utonie, lecz bedzie plywal. W ten sposób znacznie
zredukujemy sily oporu i sile grawitacji. Poczekajmy,
az ustana przypadkowe ruchy krazka; jesli doplynal do
brzegu, mozemy go przesunac delikatnie zapalka na srodek.
Zblizamy teraz do niego magnes, ostroznie i powoli, tak by
nie dotknac ani krazka, ani powierzchni wody (rys. l). Jesli
magnes jest dostatecznie silny, zaobserwujemy, ze krazek
sie do niego przybliza, co swiadczy o tym, ze aluminium
jest paramagnetykiem. Proponuje przeprowadzenie
tego samego doswiadczenia takze dla innych substancji.
W przypadku metali magnes nalezy przysuwac bardzo
powoli, tak by zminimalizowac powstawanie w próbce
pradów wirowych, powodujacych odpychanie próbki od
magnesu.
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Promieniotwórcze smiecie energetyki jadrowej
Maria KACZMARCZYK

Rys. l. Schematyczny przebieg rozszczepienia jadra 235U.

Zjawisko rozszczepienia uranu po pochlonieciu powolnego

neutronu zostalo odkryte w 1938 roku przez dwóch

fizykochemików niemieckich: Ottona Hahna i Fritza
Strassmana. Otto Hahn badajac to nowe zjawiska

zidentyfikowal w produktach przemiany uranu jadra

baru 56Ba, które róznia sie ladunkiem az o 36 jednostek

od jader uranu 92U. Zostalo to uznane za dowód

rozszczepienia jadra atomu. Wynik ten byl nieoczekiwany.

Spodziewano sie bowiem, ze po pochlonieciu neutronu

zostanie utworzony promieniotwórczy izotop uranu 239U,

rozpadajacy sie przez emisje czastek /3-. Otto Hahn za

odkrycie zjawiska rozszczepienia otrzymal w 1944 roku

Nagrode Nobla w dziedzinie chemii.
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Rys. 2. Uproszczony wykres sciezki stabilnosci ze wzgledu na rozpad
beta oraz obszarów wystepowania fragmentów rozszczepienia 23.SU
(zaznaczone elipsami).
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Laczna energia wyzwolona podczas jednego aktu
rozszczepienia jadra ciezkiego wynosi okolo 200 Me V,

co stanowi okolo 0,1 % energii spoczynkowej jacha

rozszczepianego. Wydziela sie ona glównie w postaci

energii kinetycznej fragmentów rozszczepienia
i emitowanych przez nie neutronów oraz w postaci

promieniowania gamma i energii czastek /3 oraz neutrin.

Rozszczepieniu wszystkich jader (2,6.1021) skladajacych
sie na l kg 235U towarzyszy wydzielenie 8 . 1013 J ciepl a.
Jest to energia równowazna energii uzyskiwanej ze spalenia

2500 ton najlepszego wegla. Zatem energia z rozszczepienia
l kg uranu 235U jest 2,5 miliona razy wieksza od energii
spalania wegla o takiej samej masie. Ten prosty ra.clnl1lek

wskazuje, o ile bardziej efektywne pod wzgledem ilosci

wydzielonego ciepla jest paliwo jadrowe w porównaniu

z weglem. Urzadzenia sluzace do wyzwalania energii

jadrowej (w sposób kontrolowany) nazywaja sie reaktorami
jadrowymi. Paliwem w reaktorze jest najczesciej uran
naturalny wzbogacony w uran 235U lub pluton 239pU.

N a calym swiecie juz obecnie pracuje okolo 500 reaktorów

jadrowych (w 1989 roku - 434). Wiekszosc z nich
przeznaczona jest do produkcji energii cieplnej, która

nastepnie jest zamieniana na energie elektryczna.

Podczas pracy reaktora jadra atomowe paliwa ulegaja
rozszczepieniu na fragmenty o niejednakowych Z i A.

n

0
er~

n

~

~

po

rozszczepieniu

przed
rozszczepieniem

Rozszczepienie jako proces spontaniczny wystepuje

w przyrodzie tylko dla jader naj ciezszych i niezwykle

rzadko, chociaz juz dla jader o liczbie atomowej Z = 40

i masowej A = 90 proces ten jest egzoenergetyczny,

a wiec nie wymagajacy dostarczania energii. Ale
nawet dla najciezszych jader zachodzi on z bardzo

malym prawdopodobienstwem, bo np. wartosci

czasów polowicznego zaniku T1/2 dla jader uranu 238U
w wyniku samorzutnego rozszczepienia sa rzedu 1016 lat.

Prawdopodobie11stwo rozszczepienia jadra znacznie

wzrosnie, jesli jadru dostarczona bedzie pewna

energia, zwana energia aktywacji rozszczepienia.
Dla jader najciezszych pierwiastków wynosi ona kilka

megaelektronowoltów. Pochlanianie neutronów przez

jadra jest jednym ze sposobów dostarczania tej energii.

W przypadku 235U juz pochloniecie neutronu powolnego

dostarcza energii wiekszej niz energia aktywacji, ale dla
238U musza to byc neutrony predkie o energii kinetycznej

powyzej l MeV. Neutrony sa czastkami szczególnie

dobrze nadajacymi sie do wywolywania rozszczepienia,

poniewaz nie maja ladunku elektrycznego i dlatego moga

latwo wnikac do jadra. Obecnie wiadomo, ze w wyniku

rozszczepienia jadra po pochlonieciu neutronu powstaja

dwa jadra o srednich masach, zwane fragmentami

rozszczepienia, czemu towarzyszy natychmiastowa emisja

2-3 neutronów o sredniej energii kinetycznej okolo 2 Me V.

Sytuacje te dla 235U ilustruje rysunek 1.
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Energetyka jadrowa, oparta na kontrolowanych

reakcjach rozszczepienia, stwarza mozliwosci i nadzieje
na zaspokojenie przez wiele kolejnych lat rosnacego

zapotrzebowania ludzkosci na energie. Co wiecej,

prawidlowo funkcjonujace elektrownie jadrowe sa

ekologicznie czystsze niz konwencjonalne elektrownie
weglowe.

Jest jednak i druga strona medalu, a mianowicie,

powazne klopoty z wykorzystanym w reaktorze paliwem.

W odróznieniu od kotla elektrowni weglowej w reaktorze

jadrowym nie udaje sie osiagnac calkowitego "spalenia"

paliwa jadrowego. Zawiera ono nie wypalone do reszty

paliwo, promieniotwórcze pierwiastki transuranowe

(m.in. neptun i pluton), które powstaly z paliwa po

wychwycie neutronów i rozpadach beta, a przede

wszystkim - ogromne ilosci wysoce promieniotwórczych

fragmentów rozszczepienia. Aktywnosc ich jest ogromna

- wynosi 2 . 1017 rozpadów na sekunde, na kazdy megawat

mocy cieplnej wytwarzanej przy dlugotrwalej eksploatacji

reaktora. Te odpady produkcyjne elektrowni jadrowych
moga byc w czesci przetwarzane dla wydobycia z nich

resztek paliwa. Pozostala czesc, na która skladaja sie

promieniotwórcze fragmenty rozszczepienia, stanowi

"promieniotwórcze smiecie" sprawiajace sporo klopotów

z ich skladowaniem w sposób nie stwarzajacy zagrozenia.

dla ludzi i srodowiska. Te "promieniotwórcze smiecie",

wytwarzane podczas pracy reaktora, nie moga przedosta.c

sie do srodowiska, poniewaz stworzyloby to ogromne

zagrozenie dla czlowieka. Odpady promieniotwórcze

powstaja w róznych postaciach: jako substancje gazowe,

ciekle i stale. Poniewaz nawet po wypaleniu w reaktorze

(z paliwem wzbogaconym w 235U) w paliwie wystepuje

procentowo wiecej atomów 235U, niz zawiera ich uran

naturalny (0,72%), poddaje sie je procesom przerobu

w celu wydobycia z niego niewypalonego 235U i plutonu.

W ten sposób zmniejsza sie aktywnosc odpadów

i uzyskuje sie mozliwosc powtórnego wykorzystania

surowców energetycznych. Przerób wypalonego paliwa

jest poprzedzany okresem "schladzania" (6-12 miesiecy)
w przyreaktorowych basenach wodnycll. Tam w wyniku

rozpadu krótkozyciowych izotopów-produktów

rozszczepienia zachodzi zmniejszenie ich aktywnosci.

Odpady promieniotwórcze (przed ich przerobem) moga byc

tez przechowywane na sucho, np. upakowane w kasetach

ustawionych w podziemnych lub naziemnych zbiornikach

betonowych, gdzie sa chlodzone powietrzem lub innymi

gazami (np. CO2).

Glównym motywem rozwoju technologii przerobu paliwa

wypalonego jest zmniejszenie w ten sposób ryzyka

przy dlugoterminowym jego skladowaniu. Podczas gdy

okres Tl/2 ogromnej wiekszosci produktów rozszczepienia

nie przekracza 30 lat, okres pólrozpadu plutonu 239Pu

wynosi okolo 24 000 lat. Zagrozenie wnoszone przez

odpady z procesu przerobu paliwa wypalonego po

oddzieleniu od nich plutonu i zmagazynowaniu

w podziemnych sztolniach zmniejsza sie do poziomu

zagrozenia wywolanego obecnoscia rudy uranowej

dopiero po okolo 600 latach. Natomiast gdyby z odpadów

nie zostal oddzielony pluton, to zagrozenie nimi,

nawet po stu tysiacach lat, pozostaloby wyzsze niz

zagrozenie spowodowane rudami uranowymi. Pluton

i inne aktynowce powinny byc dlatego oddzielone od

produktów rozszczepienia przeznaczonych do ostatecznego
skladowania, nalezy je równiez unieszkodliwic.

160100 120 140

liczba masowa A

80

Rys. 3. Rozklad mas fragmentów rozszczepienia 235U.

W procesie wypalania paliwa powstaje okolo 80 róznych
produktów rozszczepienia. N a rysunku 2, wykreslonym we

wspólrzednych x = Z (liczba protonów), y = N (liczba

neutronów), zestawiajacym wszystkie jadra wystepujace
w przyrodzie i stabilne ze wzgledu na rozpady beta

(nazywanym wykresem sciezki stabilnosci beta), fragmenty
rozszczepienia uranu 23SU sa umiejscowione w obszarach

objetych elipsami. Odpowiada im znaczny nadmiar

neutronów w stosunku do liczby neutronów wlasciwej dla
jader stabilnych. Oznacza to, ze fragmenty rozszczepienia

sa jadrami nietrwalymi i rozpadaja sie glównie przez emisje

elektronów (rozpad beta minus).

W wyniku rozpadu promieniotwórczego fragmentów
zostaja wytworzone dalsze, zwykle równiez

promieniotwórcze, izotopy o róznych wartosciach okresów

polowicznego zaniku. W sumie, podczas rozszczepienia
paliwa jadrowego powstaje okolo 200 radionuklidów,
które w ukladzie okresowym pierwiastków zajmuja

miejsca od, mniej wiecej, cynku 72Zn (Z = 30) do

terbu 161Tb (Z = 65). W wyniku rozszczepienia 23SU
pojawiaja sie najczesciej fragmenty o liczbach masowych
okolo 95 oraz okolo 140. Krzywa wydajnosci rozszczepienia

uranu 235U za pomoca neutronów, przedstawiona na

rysunku 3, wskazuje na to, ze prawdopodobienstwo

natrafienia na fragmenty rozszczepienia jest bardzo zalezne
od ich masy.
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W przypadku energetyki jadrowej masa surowców
potrzebna do uzyskania okreslonej ilosci energii jest
znacznie mniejsza niz masa surowców konwencjonalnych.
Dlatego tez odpadów promieniotwórczych powstaje
nieporównanie mniej niz w innych dziedzinach energetyki
opartej np. na spalaniu wegla. Niepalne odpady stale
poddaje sie prasowaniu w celu maksymalnego zmniejszenia
ich objetosci. Nastepnie sa one ladowane do beczek
i zalewane cementem. Objetosc odpadów palnych
najskuteczniej redukuje sie przez ich spalenie, a gazy
spalania przepuszcza sie przez system filtrów w celu
oczyszczenia ich z pylów i zwiazków chemicznych
mogacych zawierac nuklidy promieniotwórcze. Popioly
natomiast poddaje sie wymieszaniu z cementem, piaskiem
i woda i zaladowuje sie do beczek. Przerób cieklych
odpadów promieniotwórczych polega na ich stezeniu
do jak najmniejszej objetosci, przetworzeniu w postac
stala i nastepnie np. zatopieniu w masie asfaltowej.
Obecnie najbardziej perspektywiczna i sprawdzona
metoda przeksztalcania odpadów w postac stala jest
ich zeszkliwianie. Podczas prazenia ich w temperaturze
400-800° C sole azotowe produktów rozszczepienia
przeksztalcaja sie w tlenki. Dalsze prazenie tlenków
odpowiednio dlugo w temperaturze 900-1200° C prowadzi
do powstania szkla borowo-krzemowego. Wytwarza sie
równiez szkla fosforowe przez odparowanie roztworów
w obecnosci kwasu fosforowego i nastepnie prazenie
w temperaturze 800-1100° C. Mase szklana wylewa sie do
cylindrycznych pojemników ze stali nierdzewnej, które sa
hermetycznie zamykane i transportowane na skladowiska
odpadów radioaktywnych.

Z reaktora o mocy elektrycznej 1000 MW, który zuzywa
rocznie 30 ton paliwa uranowego, powstaje rocznie tylko
okolo 4 m3 wysoko aktywnych odpadów oraz okolo 300 m3

odpadów cieklych o niskiej i sredniej aktywnosci.
Zadnych z tych odpadów nie wyrzuca sie po prostu do
srodowiska. Najlepsza lokalizacja skladowisk odpadów sa
wyrobiska wyeksploatowanych kopaln, nie uzywane tunele
komunikacyjne, stare fortyfikacje podziemne, zloza solne
czy poklady gliny na glebokosci do 100 m. Skladowiska
odpadów lokalizuje sie na obszarach, gdzie nie ma wody
gruntowej, uskoków gruntu, pekniec tektonicznych
skorupy ziemskiej. Miejsca te nie powinny byc zagrozone
trzesieniami ziemi.

Tak dobrane warunki przechowywania gwarantuja
w maksymalnym stopniu, ze pojemniki zawierajace
zgromadzone "smiecie" nie beda narazone na mechaniczne
pekniecia i uszkodzenia zagrazajace rozsypaniem sie
ich w srodowisku. Pewne zagrozenie moze wiazac sie
z procesami zachodzacymi wewnatrz "smieci", które
np. na skutek tzw. uszkodzen radiacyjnych zachodzacych
w materialach zeszkliwionych moga prowadzic do kruszenia
szkla oraz oslon zewnetrznych, tj. samych pojemników.

Dla porównania, elektrownia weglowa o mocy 1000 MW
spalajac w roku 3 miliony ton wegla wytwarza ponad
milion ton pylów i szlaki, okolo 100 000 ton dwutlenku
siarki i tlenków azotu oraz kilka milionów ton dwutlenku

wegla, które trafiaja na odkryte haldy albo uchodza
w powietrze.

Analizy mozliwosci wydostania sie na powierzchnie
substancji radioaktywnych ze skladowisk i wynikajacego
stad zagrozenia ludnosci wskazuja, ze ryzyko zwiazane
ze zmagazynowanymi gleboko pod ziemia odpadami
radioaktywnymi jest nieporównywalnie mniejsze od ryzyka
wywolywanego przenikajacym do srodowiska radem ze zlóz
naturalnego uranu.

Stosowane obecnie metody przechowywania odpadów
radioaktywnych naleza do bezpiecznych. Obowiazujace
w tym zakresie zasady sa rygorystyczne. Gdyby na
przelomie XIX i XX wieku zaczely obowiazywac takie
rygory w calym powstajacym wtedy przemysle - nie
mielibysmy obecnie w ogóle problemu zanieczyszczenia
srodowiska.

Wiekszym zagrozeniem dla ludzi i srodowiska moga byc
awarie elektrowni jadrowych, podczas których wyzwalaja
sie z rozhermetyzowanych pretów z paliwem jadrowym
promieniotwórcze fragmenty rozszczepienia i wydostaja
sie na zewnatrz jak z puszki Pandory, powodujac skazenie
srodowiska substancjami promieniotwórczymi na duzych
obszarach, siegajacych czasami nawet tysiecy km2.

Podobnie rzecz sie ma w przypadku wybuchu bomb
atomowych. W srodowisku rozprzestrzeniaja sie wtedy
dlugozyciowe pierwiastki promieniotwórcze. Dotychczas
najwieksza taka awaria elektrowni jadrowej byla awaria
bloku energetycznego w Czernobylu w 1986 roku
(Delta 1/1993).

Liczba Symbol OkresWydajnoscRodzaj
atomowa

chemicznypóltrwania%
...

promIemowama
35

83Br 2,39 godz.0,5{3-"

36

85Kr10,76 lat 0,293{3-"

88Kr
2,84 godz.3,57{3-"

38
89Sr 50,5 dni4,79{3-

90Sr
28,8 lat 5,77{3-

92Sr
2,71 godz.5,3/3-

43
99Tc2, 13 . 105 lat 6,06{3-

53
131J 8,04 dni3,1{3-"

55
137Cs30,14 lat 6,15{3-"

58
141Ce 32,5 dni5,7{3-"

144Ce
284,9 dni6,0{3-"

62
151Sm 90 lat0,45{3-"

Niektóre izotopy powstajace w reakcji rozszczepienia 23'U.
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Kacik olimpijski (13) Taki jeden fakt, a ile zadan ...

Henryk PA WLOWSK!

3. (XIV MOM) Niech m i n beda nieujemnymi liczbami calkowitymi. Dowiesc,
ze liczba

8. Wyznaczyc najwieksza potege liczby 2, która jest dzielnikiem liczby (2n)!,
gdzie n E N.

[ 2n] [2n] [ 2n ](3 = T + 4 + ... + 2l+l 'a= [~] + [~] + ... + [~],

4. Wykazac, ze dla zadnego n E N liczba 2n nie dzieli liczby n!.

5. Dowiesc, ze dla kazdego n E N liczba (n!)! jest podzielna przez (n!)(n-1l'.

6. (XLIII O.M.) Udowodnic, ze dla kazdej liczby naturalnej k liczba (k!),,2+k+1 jest
dzielnikiem liczby (e)!.

7. Dowiesc, ze dla dowolnych liczb calkowitych nieujemnych m i n liczba

(5m)! . (5n)! . lk.-------- Jest ca oWIta.
m! . n!· (3m + n)! . (3n + m)!

(2m)! . (2n)!

n!.m!.(m+n)!

Niech n bedzie liczba naturalna, p dzielnikiem pierwszym liczby n!, a a
- wykladnikiem, z którym p wystepuje w rozkladzie liczby n! na czynniki pIerwsze.
Okazuje sie, ze

gdzie 2l :::; n < 21+1. A poniewaz Ln = (2n)!/n!, wiec w rozkladzie Ln na czynniki
pierwsze liczba 2 wystepuje z wykladnikiem (3 - a = n.

2. Iloma zerami konczy sie liczba 1995! ?

Rozwiazanie: Trzeba znalezc max{k E N: lOk 11995!}. Ale 10 = 2 ·5, wiec wystarczy
wyznaczyc wykladnik potegi liczby 5, z którym wchodzi ona w rozklad na czynniki
pierwsze liczby 1995! (dlaczego?). A ten, jak juz wiemy, jest równy

[1995] [1995] [1995] [1995] = 399 79 5 3 = 965 + 52 + 53 + 54 + + l + 4.

gdzie s jest taka liczba naturalna, ze pS :::; n < pS+l, a symbol [x] oznacza najwieksza
liczbe calkowita nie wieksza od x.

Istotnie, obliczmy najpierw, ile jest w ciagu 1,2, ... ,n liczb podzielnych przez p.

Jezeli takich liczb jest k, to liczba kp jest wsród nich najwieksza i dlatego
kp :::; n < (k + l)p, czyli k :::; n/p < k + 1. A to oznacza, ze k = [n/p]. Wsród liczb
1,2, ... ,n podzielnymi przez p sa liczby p, 2p, 3p, ... ,[~]p. Mozemy wiec napisac:
n! = p' 2p· .... [!!.]p. MI = p[n1p] . [!!.]!. MI, gdzie MI nie dzieli sie przez p.p p

jest calkowita.

Wskazówka: Wykazac, ze dowolna liczba pierwsza p wystepuje w rozkladzie
liczby m!· n! . (m + n)! na czynniki pierwsze z wykladnikiem nie wiekszym niz
w rozkladzie liczby (2m)!· (2n)!. W tym celu nalezy udowodnic najpierw nierównosc
[2x] + [2y] ~ [x] + [y] + [x + y].

Jezeli [n/p] < p, to a = [n/p]. Jesli natomiast [n/p] ~ p, to dalej wyodrebniamy
liczby podzielne przez p w ciagu 1,2,3, ... , [n/p]. Jest ich tam (prosze sprawdzic!)

[[n~p]] = [;] . Stad [~]!=P.2P"'" [;]P.M2=p[nIPO]. [p~}'M2'

gdzie M2 nie dzieli sie przez p. I znowu, jesli [n/p2] < p, to a = [n/p] + [n/p2].

W przeciwnym przypadku, tzn. gdy [n/p2] ~ p, rozumujemy jak przed chwila,
dochodzac ostatecznie do zadanego wzoru.

Zastosujmy otrzymany wzór do rozwiazania kilku zadan olimpijskich.

1. (XVIII Olimpiada Matematyczna) Znalezc najwyzsza potege liczby 2 bedaca
dzielnikiem liczby Ln = (n + l) . (n + 2) ..... 2n, gdzie n EN.

Rozwiazanie: Niech a i (3 beda odpowiednio wykladnikami, z którymi liczba 2
wystepuje w rozkladzie liczb n! i (2n)! na czynniki pierwsze. Zgodnie z otrzymanym
wzorem

Rozwiazanie zadania M 753.
Wprowadzmy na plaszczyznie
kartezj anski uk lad wspólrzednych

i oznaczmy l[x,y]1 = vxo +yO,
11[.1;,y]11= max(lxl, Iyl)· Udowodnimy
nastepujace twierdzenie: jesli
Vl)V:3, .. 1 Vn sa takimi wektorami
plaszczyzny, ze IIVjll :S l dla
wszystkich j, to mozna tak dobrac
znaki 1'1,1':3" . ,rn E {-lil},
byllr,v,+,·ovo+· +"nvnll:SZ
Z tego twierdzenia) oczywiscie, wynika
teza zadania, bo dla dowolnego wektora v
zachodza nierównosci Ilvll :S lvi :S V2l1vll.
natomiast 2V2 < 3.

Zatem, do kazdej cwiartki
ukladu wspólrzednych nalezy
co najwyzej jeden wektor v j,
zatem n :S 4 i wystarczy polozyc
1'1 = r'J = = 1'n = 1, aby otrzymac
111",V,+ 1"2V2+ .. + "nvnll :S 2.
WykazalisnlY wiec, przez sprowadzenie
do niedorzecznosci, ze twierdzenie jest
prawdziwe, co konczy dowód.

R.ozwiazanie zadania F 415. Moc
\ivypromieniowywana przez powierzchnie
Slol'lca wynosi, zgodnie z prawenl
Stefana-Boltzmanna P = 411" R~ . aTi;
a = 5,67· 10-8 m~~('J' Strumiet1 energii
przeplywajacej w jednostce czasu przez
prostopadla do kierunku promieni
slonecznych powierzchnie jednostkowa
umieszczona w odleglosci R od centrum
Slonca wynosi Js(R) = P/4rrR2
Dla satelity ziemskiego mozna
przyjac R = Rz-s. W jednostce
czasu satelita absorbuje wiec energie
t:;,,~ = J s(Rz_s)n;at· Energia

wypromieniowana z satelity w jednostce
czasu wynosi 47rr;at . aT;Jat. Temperatura
satelity bedzie ustalona, gdy energia
absorbowana i emitowana beda równe.
Ostatecznie dostajemy wiec

IJfcT,at = Ts' --~- "" 290 K = 17°C.
2Rz_s

Przeprowadzimy dowód nie wprost.
Zalózmy, ze twierdzenie jest falszywe
i niech n bedzie naj mniejsza liczba
naturalna, dla której istnieje
kontrprzyklad, czyli takie wektory v"
V2, ... J Vn o dlugosci nie wiekszej
niz l, ze dla dowolnego ukladu znaków
jest IIr,v, + "OVO+ .. + rnvnll > 2.
Kazdy z wektorów Vj nalezy
do jednej z cwiartek ukladu
wspólrzednych: {[x, y] E R.o x, y ;:: O},

{lx,y]En? x;::O>y},

{[x,y] E rr2 y;:: O > :d,
{[x, y] ER.o x,y < O}. Wykazemy,
ze do kazdego z tych zbiorów nalezy
co najwyzej jeden z wektorów v]
Istotnie, jesli np. v, i V2 naleza do
jednego z tych zbiorów, to latwo
sprawdzic, ze liv, - v211 :S 1,
a zatem uklad wektorów VI - V2,

V3, . , V n spelnia nasze twierdzenie.
Istnieje wiec taki uklad znaków,
zell1",(v,-vo)+"3v3+' ·1"nVnll:S2.
Ale wówczas biorac uklad znaków r"
1''J = -1"1, 1'3, .. , 1'n widzimy, ze wektory
Vi, V'J,. , Vn równiez spelniaja
twierdzenie, wbrew zalozeniom.
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Waldemar Pompe - Wa.rsza.wa. 47,01
Tomasz Wietecha. - Ta.rnów 42,33
Przemyslaw Gadzinski- Sroda. Sl. 41,17
Janusz Olszewski - Suwalki 40,79
Adam Czorllik - Bytom 39,26
Piotr Lipinski - Ra.dom 35,74
Tomasz Kulpa - Ka.towice 34,45

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazarl
zadan 293 (WT=l,ll) i 294 (WT=3,12)

z numeru 1/1995
oraz

zadan 295 (WT=2,03) i 296 (WT=2,25)
z numeru 2/1995

--

Redaguje Marcin E. KUCZMAZadania z matematyki nr 309 i 310

Termin nadsylania rozwiazan: 29 II 1996

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

309. Elipse {(x, y) : 49x2 + y2 :S IDO} dzielimy na dwie czesci prosta przechodzaca
przez punkt (1,1). Obliczyc najmniejsza mozliwa wartosc pola mniejszej czesci.

310. Szesc par malzenskich zasiada w rzedzie teatru. Ile jest mozliwosci rozsadzenia,
przy których zaden maz nie zajmuje miejsca obok swej zony?

Zadanie 310 zaproponowal pan Mieczyslaw Jedrzejowski z Krakowa.

Klub 44

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 3. Szkice
rozwiazan zamieszczanlY w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadaI\ z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do
1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 ­
3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly
rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle
punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek
z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

44,•

207. Fizyka teoretyczna dopuszcza mozliwosc istnienia tzw. monopoli magnetycznych
- czastek wytwarzajacych wokól siebie radialne pole magnetyczne analogiczne
do pola elektrycznego czastki naladowanej (jak dotad, nie udalo sie tych czastek
wykryc doswiadczalnie). Pole magnetyczne nieruchomego monopola o ladunku
magnetycznym g byloby opisane wzorem

~ /.Lo rB=g--.
4rr r3

Zalózmy, ze do unieruchomionego (np. majacego bardzo duza. mase) monopola
o ladunku magnetycznym g zbliza sie czastka o masie m i ladunku elektrycznym q.

W chwili pocza.tkowej czastka ma predkosc v, jej odleglosc od monopola jest równa r,

a kat miedzy wektorem predkosci i wektorem wodza.cym rwynosi () (rysunek). Obliczyc
minimalna. odleglosc zblizenia czastki do monopola.

208. Aby belka podparta w srodku nie przelamala sie pod wlasnym ciezarem, jej
dlugosc nie powinna przekraczac wartosci h. Jaka maksymalna dlugosc 12 moze
osiagnac bez zlamania belka podparta w dwóch punktach i w których punktach nalezy
ja podeprzec? Wymiary poprzecznego przekroju belek i rodzaj materialu sa ustalone.

Waldek Pompe: kolejna mila buzia
w Klubie 44 (numer 77).

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazail
zadan 193 (WT=3,36) i 194 (WT=1,53)

z numeru 2/1995
Zbigniew Galia!! - Kraków 36,75
Artur Ga.wryszcza.k - Dubeczno 35,84
Aleksander Surma. - Myszków 29,45
Dariusz \<Vilk - Rzeszów 25,57
przemysla.w Gadzinski - Sroda. Sl. 23,31
Przemysla.w Gworys - Cz~stochowa. 19,46

-er---~

Zadania z fizyki nr 207 i 208 Redag1tje Jerzy B. BROJAN

Jest to równanie szóstego stopnia i otrzymujen1Y trzy I1leujemn!_
wartosci w - czestosci, dla których mozliwe sa drgania normalnE
powyzszego ukladu - bedace plerwiastkan1i tf'gO równania.

= fi.
o I

-I.;
.,

l,; - ntow-

-I.;
o

2k - mew-
-k

Nietrywialne rozwiazania takiego ukladu ist.l1leja Iylko wt.edy, gdy
wyznacznik macierzy wspólczynników jest równy zeru

l k - mow2
-k

O

Rozwiazanie zadania F 416. Nalezy rozwiazac uklad równan
ruchu poszczególnych skladników ukladu przyjmujac, ze calosc
wykonuje podluzne drgania normalne. Oznaczmy przez Xl, X2, X3

wartosci wychyleI\ kolejnych atomów z polozen równowagi.

Sily harmol1lczne dzialajace na poszczególne atomy sa
proporcjonalne do wzglednych wychylen atomów tworzacych dany
oscylator·

FI = mo.v, = -I.;(.r, - X2).

F2 = me-x2 = -k(X2 - ,",) - k(X2 - X3) = -kC -x, + 2X2 - X3),
F3 = mox3 = -k(X3 - Xl)·

Szukalny rozwiazania w postaci drgan harmonicznych
X, = A, sin(wt). Po zrózniczkowaniu i podzieleniu stronami
przez sin(wt) dostajemy uklad trzech liniowych równaJl
jednorodnych na trzy nieznane amplitudy.

(k - mow2)AI -kA2 O . A3 = O

-kAl (2k - mew2)A2 -kA3 = O

O· Al -kA2 (k - mow2)A3 = O

( ') I)I.; ---+-
rn\, 1no

(Zwiazki miedzy amplitudami dla poszczególnych drgali
podstawowych uzyskamy wstawiajac do ukladu równal) poszcz('~ólne
wartosci i rozwiazujac go). Eksperymentalnie obserwowane
czestosci kolowe wyznaczymy ze zwiazku z czestotliwoscia;
w = 27rv. Zgodnie z przyjetym modelem, wyzsza czestotliwosc
obserwowana utozsamiamy ze stanem o czestosci w I [II a nizsza
z w II i otrzymujemy ostatecznie:

ki = mow~I::'; 1670 N/m,

kil = mo me will::'; 1420 N/m.
2mo + me-
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(56)

Magia liczb
Liczby odgrywaja w dzialalnosci ludzi role trudna do
przecenienia. Nie sposób wyobrazic sobie istnienia i rozwoju
naszej cywilizacji bez pojecia liczby. Rozmaite systemy
filozoficzne chetnie wypowiadaly sie na temat liczb i ich miejsca
w rzeczywistosci. Znane jest powiedzenie pitagorejczyków
"wszystko jest liczba" wyrazajace przekonanie, iz cala
rzeczywistosc da sie opisac przy uzyciu liczb naturalnych.
Innych wtedy nie uznawano; ulamki to byly stosunki,
proporcje liczb naturalnych. Liczbom od niepamietnych czasów
przypisywano tez, oprócz ilosciowego, znaczenie magiczne; mialy
one wyrazac takze idee i sily. Kazdej liczbie przypisano pewna
osobowosc i symbole.

Bardziej lub mniej swiadomie takze i obecnie przypisujemy
przynajmniej niektórym liczbom rozmaite cechy nie majace
raczej nic wspólnego z matematyka. Siódemke chetnie uznajemy
za liczbe szczesliwa a trzynastke wrecz przeciwnie. Mówimy:
"do trzech razy sztuka" i nie kupujemy parzystej liczby kwiatów
albo na odwrót - wlasnie parzysta. Dziedzina dzialalnosci
ludzkiej (bo trudno tu uzyc okreslenia: nauka) zajmujaca sie
znaczeniem liczb jest numerologia. Bardzo wazne sa cechy liczb
odpowiadajace cyfrom od O do 9, gdyz z nich sa zbudowane
wszystkie inne liczby. Niestety brak tu jednoznacznosci i tym
samym liczbom przypisywane sa czesto cechy sprzeczne.

Oto jakie cechy i znaczenie przypisywano niektórym liczbom
naturalnym.

1. - Zaskakujace, ale jedynka nie byla uznawana przez
Starozytnych Greków za prawdziwa liczbe, stanowila ona
zródlo innych prawdziwych liczb, które byly z niej budowane.
Starozytni nazywali ja monada; uwazali równiez, ze jednosc
jest jednoczesnie parzysta i nieparzysta, gdyz dodana do
liczby parzystej daje liczbe nieparzysta i odwrotnie. Raz
jednosc oznaczala niewiele, tyle co nic: nec H ercules contra
plures, innym razem - duzo, wiele: jednosc wieksza od dwóch.
W matematyce 1 tez pelni wyrózniona role - jest elementem
neutralnym dla mnozenia oraz jest jedyna liczba naturalna
majaca jeden dzielnik.

2. - Dla Starozytnych to byla pierwsza prawdziwa liczba,
chociaz nie do konca doskonala, gdyz parzysta. Dwójce
przypisywano cechy zenskie; miala ona reprezentowac pierwszy
etap kreacji. Wedlug pitagorejczyków wyrazala zasade
przeciwienstw: czern i biel, cieplo i zirtmo, wode i lad itp;
w naturze istnieja dwa czynniki, nie moze byc samej formy bez
tresci. Dwa jest najmniejsza liczba pierwsza i do tego jedyna
parzysta·

3. - Pierwsza prawdziwa, wedlug Starozytnych Greków, liczba
nieparzysta. Pierwsza liczba meska reprezentujaca drugi poziom
kreacji. Liczba ta symbolizuje bóstwo, swietosc, wielkosc, to,
co najlepsze, sile, akcje, natchnienie. Reprezentuje tez nature
(narodziny, wzrost, rozklad). Trójka chetnie wykorzystywana
jest w religiach, mitologiach, basniach i folklorze (Trójca swieta,
trzej królowie, trzech synów Noego, trzy Mojry, trzy Gracje,
Cerber - trzyglowy pies, trzej muszkieterowie, trzy córki króla
Leara, trzy zaklecia, trzy zyczenia, do trzech razy sztuka itp).

Czego mozna sie dowiedziec o liczbach z encyklopedii?
Zajrzelismy do Encyklopedii Popularnej (wyd. 1982).
Czytamy:

LICZBA, w pierwotnym znaczeniu abstrakc. twór sluzacy
do oznaczania licznosci wydzielonych partii przedmiotów
(zbiorów); jedno z podstawowych pojec matematyki, które
w swym hist. rozwoju ulegalo róznym uogólnieniom - od
liczb naturalnych 1, 2, 3 ... poczawszy, poprzez 1. calkowite
(dodatnie i ujemne), wymieme (ulamki liczbowe), rzeczywiste
(1. wymieme i niewymieme), zespolone i inne, az do
1. kardynalnych i 1. porzadkowych.

Liczby pierwsze umieszczono pod litera P, liczby kardynalne
pod litera K ... Pod litera L sa jeszcze hasla: LICZBA
NAJBARDZIEJ ZLOZONA oraz LICZBY NORMALNE

(inne liczby, o których tam mowa, to pojecia chemiczne,
jezykoznawcze i fotograficzne). Matematycy - czy wiecie bez
zagladania do encyklopedii, jak sie definiuje liczby najbardziej
zlozone i normalne? W Encyklopedii Szkolnej "Matematyka"
jest mowa o 36 rodzajach liczb (w tym np. o liczbach
podwójnej dokladnosci), ale o takich nie!

Zyjemy w przestrzeni o trzech wymiarach geometrycznych.
Problemy z topologii obiektów trójwymiarowych, obok
czterowymiarowych czesto sa wyrózniane ze wzgledu na
specyfike metod i rozwiazania.

4. - Pierwsza liczba zlozona, parzysto-parzysta jak mówili
Starozytni. Czwórka symbolizowala Wszechswiat materialny.
Podobnie jak trójka czesto pojawia sie w religiach, mitologiach,
folklorze i literaturze. Mamy cztery strony swiata, cztery
zywioly, czterech ewangelistów, cztery cheruby o czterech
obliczach (Ezechiel), czterech jezdzców Apokalipsy. Hebrajskie
imie Boga sklada sie z czterech liter JHWH. U pitagorejczyków
cztery pierwsze liczby dawaly tetraktys - liczbe dziesiec zapisana
w postaci trójkatnej piramidy o podstawie cztery. Równiez
wedlug pitagorejczyków matematyka dzielila sie na cztery
dziedziny: arytmetyke, geometrie, astronomie i muzyke. Czesto
czwórka byla liczba niepomyslnajako podwojenie niezbyt
fortunnej dwójki. W matematyce slynny jest miedzy innymi
problem czterech barw oraz wyjatkowe wlasnosci przestrzeni
czterowymiarowej.

5. - Pitagorejczycy uwazali piatke, polaczenie zenskiej dwójki
i meskiej trójki, za symbol czlowieka-mikrokosmosu, harmonii,
milosci i zdrowia. Dwie figury, pentagon - pieciokat foremny
oraz pentagram - pie€iokat gwiazdzisty foremny, mialy dla nich
znaczenie magiczne. Do dzis pentagram znajduje sie w godlach
wielu panstw i na wielu flagach. Figury te maja interesujace
wlasnosci z punktu widzenia geometrii.

6. - Szóstka symbolizuje symetrie, równowage, niezawodnosc,
stalosc, piekno, jednosc strukturalna kosmosu i mikrokosmosu
- jest liczba doskonala. W symbolice chrzescijanskiej byla
to liczba swieta, bowiem Bóg stworzyl swiat w szesc dni, ale
666 jest symbolem Antychrysta i grzechu. Szesc jest liczba
doskonala równiez w matematyce: liczby doskonale to te, które
daja sie przedstawic jako sumy swoich dzielników (oczywiscie,
mniejszych od nich samych).

Te wyliczanke mozna kontynuowac. Siedem jest liczba
swieta i szczesliwa, osiem symbolizuje porzadek kosmiczny
i nieskonczonosc, podobnie jak dziesiec, która u pitagorejczyków
byla liczba najswietsza. Jedenascie oznacza nadmiar
i nieumiarkowanie w przeciwienstwie do dwunastu, a trzynascie
dysharmonie, smierc, katastrofe i ruine. Kazdej z liczb mozna
przypisac jakas ceche. Kazda ma pewne wlasnosci ciekawe
z punktu widzenia matematyki. Z tym, ze niektóre maja ich
troche wiecej ... Ananiasz POSMIECHOWSKI

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem e.
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