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OJ-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21)
vVplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia Iniesiaca poprzedzajacego okres
prenurnel'aty. Okres prenUITlel'aty wynosi co naju1.niej tl·zy (3) lniesiace. Cena
jednego numeru w 1996 roku wynosi 2 zl. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie okresu
prenumeraty.

'-IVprenuITleracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech luiesiecy)
cena numeru wynosi w 1996 r. 4 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numenl AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.
Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-wa, nr 1586-77578-136
WARUNKI PR.ENUMERATY W RUCH-n

J, Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na I kwartal 1996 r. wynosi 6 zl.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju:

- -a) jednostki kolportazowe llRuch'~S.A. w-lasciwe dla 1l1iejsca zamieszkania lub
siedziby prenumeratora; dostawa egzenlplarzy nastepuje w uzgodniony sposób;
b) od osób zamieszkalych lub instytucji majacych siedzibe w miejscowosciach,
w których nie ma jednostek kolportazowych RlJCH. wplaty nale7.y wnooic

.na konto c"RUCH".5-A. Oddzial Warszawa w·PBI< X~II Oddzial Warszawa
:370044-Jl95-139-11 lub w kasachooOddzialu 'Warszawa, liI. Towarowa 28, czynnych
codziennie od poniedzialku do piatku w godz. SOO _ 14°°;
dostawa w takim przypadku odbywa sie poczta zwykla w ramach oplaconej
prenUlneraty, tzn. "pod opaska" .

4. Cena prenumeraty ze zlecenienl dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
\Vplaty przyjmuje "RUCH" S,A, na konto lub w kasach Oddzialu. Dosl;awa odbywa
sie poczta zwykla w ramach oplaconej prenU111el'aty) 'Z wyjatkiem zlecenia dostawy
droga lotnicza, której koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.

5. Tenniny przyjmowania wplat na prenumerate krajowa i zagraniczna ze zleceniem
dostawy za granice od osób zamieszkalych w kraju:

do 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
do 20 II na 11 kwartal,
do 20 V na III kwartal,
do 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenlunerate dewizowa, przyjnlowane od osób zamieszkalych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w oanYlTI roku kaJendarzowYln.

Infol'macji o warunkach prenumeraty i sposobie zanlawiania udziela 11 RUCtP' S.A.
Oddzial Warszawa, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-JO-39, 620-10-18.
620-12-7J w. 2442, 2366.-----------------------
Cena 1 egzemplarza 1 zl 50 gr, 15 000 zl
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Zeglarstwo, fizyka

.l komputery Przygody matematyki
wsród ludzi (1)

A ndrze.i WITO WSKI

Podobno historia lubi sie powtarzac. Pod koniec ubieglego wieku
uwazano, ze w fizyce pra.ktycznie nic nowego nie mozna. juz zrobic.
Pozostawalo do wyjasnienia t.ylko kilka niezbyt. ist.otnych zjawisIc
A pot.em byla teoria wzglednosci i teoria kwantów.

Podobna syt.uacja miala miejsce w zeglarst.wie na poczat.ku lat
siedemdLliesic}tych. W klasie 12 met.rów, w której rozgrywane sa
naj bardziej prestizowe regat.y o Puchar Ameryki, i która t.echnicznie
jest. najbardziej rozwiniet.a, wydawalo sie, ze nie nalezy spodziewac
sie zadnych nowosci t.echnicznych. Wydawalo sie, ze konstrukcja
jachtu osiagnela. swoje optimum i sadzono, ze tylko wyszkolenie oraz
zdolnosci zalogi beda decydowaly o wygranej. Przebudzenie bylo
bardzo przykre dla Amerykanów. W 1983 rokn, po raz pierwsLlY od
stu lat ut.racili Puchar. Zwyciezyl jacht z Australii wlasnie dzieki
nowosciom technicznym, a. dokladnie - dzieki nowej konst.rukcji kilu.

Urazona duma moze st.ac sie pot.eznym motorem pOStepl!.
Natychmiast znaleziono st.osowne fundusze i zorganizowano
Llespoly odpowiednich ludzi. Postawiono jasny cel: zbudowac jacht,
który na pewno wygra. Niestety, w miare szybko modelowanie
komput.erowe wykazalo, ze nie mozna w klasie 12 m zbudowac jacht.u
wygrywajacego zawsze, jedynie mozna spróbowac zbudowac t.aki,
kt.óry ma ponad 50% szans wygrania. Powodem tego jest. formula
klasy, do której zaliczany jest jacht. Klasa jachtu nie jest. ust.alana
na podst.awie sztywno ust.alonych wymiarów i ksztaltów. Wzór,
wedlug którego oblicza sie przynaleznosc klasowa, zawiera wiele
paramet.rów:

K = (L + vs;. - F ± B ± D ± p + A ± H + C - k)P, /2 ,

gdzie:
J{ - wartosc klasyfikacyjna w metrach lub stopach,
L - dlugosc,
SA - powierzchnia ozaglowania,
F - wolna burt.a,
R - wspólczynnik szerokosci,
D - wspólczynnik zanurzenia,
p - wspólczynnik wypornosci,
A - wspólczynnik dla nawisów,
fI - wspólczynnik dla. profilu kadluba ponizej linii wodnej,
C - wspólczynnik dla rufy skróconej,
k - wspólczynnik dla zelaznego kilu,
P, - wspólczynnik zalezny od rodzaju sruby napedowej.

Wartosc liczbowa K zalezy zasadniczo od L + V"Si. Kazda klasa
ma okreslona najmniejsza i najwieksza dlugosc linii wodnej
i odpowiednia do niej wypornosc. Znaki + albo - zmieniaja sie
st.osownie do wielkosci wspólczynników wzgledem podstawowych
standardów dla okreslonej klasy. Powierzchnia zagli jest mierzona
wedlug instrukcji pomiarowej i wchodzi do wzoru po pomnozeniu jej
przez wspólczynnik zalezny od rodzaju otaklowania. I tak np. dla
kut.ra lub slupu o ozaglowaniu bermudzkim (t.rójkat.ne) wspólczynnik
ma wart.osc l, a dla kecza o ozaglowaniu gaflowym wartosc 0,90.

Z powyzszego widac, mimo ze wzór nie jest skomplikowany, dlaczego
jego int.erpretacja zajmuje 25 stron drobnego druku, a konstruktorzy
maja duze mozliwosci manewru. Tak wiec do klasy moze na.lezec
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(na podsta.wie wykladów wygloszonych
na ant.enie Radia Bis)

Skad sie wziela
nazwa
"matematyka" ?

Marek KORDOS

Matematyka zajmuje sie trzema
jeno obiektami: sa to liczby, figury
i nieskol1czonosc. Tych wszystkich
z Panstwa, którzy zaprotestowali w tym
miejscu, bo pamietaja, ze pod tym h,tslem
uczono ich o calym mnóstwie innych
rzeczy, pragne uspokoic i poinformowac,
ze wszystko inne w matematyce 1.0

tylko zmyslne kombinacje tych t.rzech
obiektów: liczb, figur i nieskorlczonosci.
Kombinacje utworzone po t.o, by liczby,
figury i nieskol1czonosc badac bylo
wygodniej, no i - co tu ukrywac - ieby
nie bylo monot.onnie, by bylo ciekawiej.

Matematycy najbardziej sa dumni
z owego badania nieskonczonosci, Olla
bowiem najpózniej sie w matemat.yce
zadomowila (bo dopiero niewiele ponad
st.ulecie temu), choc zabiegala o t.o od
co najmniej 2200 lat.. Waclaw Sierpillski,
zmarly w 1969 roku. najbardziej bodaj
znany matematyk polski, polecil nawet,
by na grobie wyryto mu - jako jedyny
obok imienia i nazwiska - napis badacz
nieskonczonosci.

Nie kazdy jednak, kto zajmuje sie
liczbami, figurami badz nieskOl'lcZOllOscia,
jest zaraz mat.ematykiem. Ksiegowy
czy informatyk zajmuja sie liczbami,
architekt czy plastyk - figurami, t.eolog
czy filozof - nieskollczollosci'b a pr:.\cciÓ
sa to zupelnie odrebne od mat.emat.'yki
formy ludzkiej dzialalnosci. Podobnie.
tradycyjnie tylko - mozna powiedziec przez
grzecznosc - nazywamy zaint.eresowanie
liczbami i figurami medrców chaldejski.cb
i egipskich matematyka.. To bylo cos
zupelnie innego. Bo matematyka to bardzo
okreslony sposób zajmowania sie liczbami
i figurami. W ogóle. kazda nauke okre~la
nie tylko obiekt jej zaint.eresowall, lecz
w wiekszym nawet st.opniu l;P0f;Óh badania,
metodologia. I tak czlowiekiem zajmuje
sie medycyna, psychologia. socjologia,
ekonomia, historia, etyka i nikt. nic ma
wa.tpliwosci, ze sa to rózne dyscypliny.



Matematyka powstala jako odlam
szerokiego, trwajacego przynajmniej
dwa t.ysiaclecia, ruchu intelektualnego
zwanego pitagoreizmem. Jego wyznawcy
w wieku -VI, czyli dwa i pól tysiaca lat
temu, rozpropagowali doktryne glosza.ca,
ze w tym, iz swiat nie rozpada sie, musi
byc cos nadprzyrodzonego. Pelno przeciez
na swiecie przeciwstawnych tendencji:
ogielt chce wszystko spalic, woda chce
wszystko zatopic, zeby juz nie wspominac
o tym, co wyczyniaja ludzie. Ta sila
nadrzedna, która sie tltr'zymuje wszystko,

nie wylaczajac bogów - jak mówili, jest
HARMONIA. A celem zycia czlowieka jest.
badanie owej harmonii. I zycie czlowieka
tym bctrdziej jest godziwe, im dalej na
drodze badania t.ej harmonii zawedrowal.

Nie sposób nie zwrócic uwagi na fakt
- cudowny zgola. - ze w owym (-VI) wieku
pytanie o sens zycia. czlowieka zostalo '
postawione równoczesnie na calej
praktycznie kuli ziemskiej i w wielu jej
miejscach udzielono na to pytanie bardzo
wazkich odpowiedzi do dzis majacych
wielu wyznawców. I tak w Chinach zyli
wtedy: Konfucjusz - twórca doktryny
poszanowania zast.anego i Lao-tsy
- inicjat.or taoizmu, w Indiach Budda
- twórca wielkiej religii wyrzeczenia (jak
pisze papiez: wielkiej religii at.eistycznej)
i Dzajna - twórca idei zwyciest.wa nad
soba, jako celu czlowieczego istnienia.
Doktryny te to dzis idee zycia ponad
polowy ludzkosci. Warto o tym pamietac,
ze pitagoreizm, ustanawiaja.cy poznanie
struktury swiata jako sens ist.nienia,
w takim wlasnie powstal towarzystwie.

Narzedziem poznawania. harmonii
miala byc dedukcja pochodzaca
od Talesa idea wyprowadzenia droga
rozumowania wszelkiej wiedzy z niewielkiej
liczby prostych i oczywistych zalozell,
zwanych aksjomatami. vVówczas pewnosc
uzyskanej na tej drodze wiedzy byla tak
niepodwazalna, jak oczywistosc owych
aksjomatów - byla wiec stosunkowo prosta
do weryfikacji.

Pitagorejczycy twierdzili tez, ze wiedza,
gdzie najlatwiej harmonie jest dostrzec.
Odpowiednimi dyscyplinami mialy
byc: muzyka, arytmetyka, geometria
i astronomia (uzywajac ich dzisiejszych
nazw). Co wiecej - ich badania jeszcze
we wspomnianym, -VI wieku, gdy byli
jedynie grupka fanatyków zamieszkujacych
miasteczko na poludniu Pólwyspu
Apenillskiego Krotone - przyniosly
wyniki potwierdzajace t.rafnosc tego
wyboru. Okazalo sie, ze muzyka
i aryt.metyka sa scisle zwiazane.
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zarówno jacht krótki, lekki i o duzej powierzchni ozaglowania, jak
i dlugi, ciezki, o malej powierzchni zagla. O tym, który z nich jest
lepszy, decyduja, oczywiscie, obok wyszkolenia zalogi, warunki
meteorologiczne. Pierwsza konstrukcja jest lepsza na slabsze wiatry.
Tak wiec w zaleznosci od rodzaju akwenu czy pory roku, raz
jeden, a raz drugi typ konstrukcji bedzie mial wieksze szanse na
zwyciestwo. Co gorsza, przepisy regat wymagaja dwóch niezaleznych
zawodów. W pierwszych, w których bierze udzial wiele jachtów,
wyloniony zostaje "pretendent" do walki o tytul. W kilka miesiecy
pózniej pretendent spotyka sie z obronca pucharu w regatach jeden
na jednego. Oczywiscie, w tym czasie zazwyczaj ulegaja zmianie
warunki meteorologiczne i jacht, który z latwoscia wygral eliminacje,
praktycznie moze nie miec szans na zwyciestwo we wlasciwych
regatach. Taki uklad ulatwia obrone. vVystarczy przygotowac
sie tylko do typowych warunków meteo panujacych w okresie
"wielkiego finalu" . Biorac to wszystko pod uwage prace prowadzono
wielotorowo. Podzial zadaI1 wygladal nastepujaco:
- opracowanie nowej konstrukcji jachtu,
- optymalizacja parametrów i zalozeI1jednostki, dajaca najwieksze
szanse na wygrana,
- zebranie danych meteorologicznych i ich opracowanie pod katem
ustalenia typowych warunków meteo panujacych na akwenie
w terminach regat.

Realizacja kazdego z tych punktów bylaby niemozliwa bez
wykorzystania najnowoczesniejszych komputerów. W ostatnim
przypadku zastosowanie jest oczywiste. W drugim dzialano poprzez
teorie gier i programy obliczajace poruszanie sie modelowego jachtu
w okreslonych warunkach. Z porównania z danymi uzyskanymi
przy uzyciu prototypów okazalo sie, ze otrzymane z programów
wyniki nie przewiduja prawdziwych predkosci i innych parametrów
ruchu, natomiast poprawnie oddaja róznice miedzy modelami.
Pozwolilo to na wlasciwa modyfikacje konstrukcji jachtów pod katem
zminimalizowania oporów: dynamicznego, indukowanego, tarcia itp.
Pelna modyfikacja prowadzaca do zadanych rezultatów byla
wynikiem zlozenia drobnych poprawek, które mozliwe byly do oceny
tylko dzieki modelowaniu komputerowemu, a wiec wspomnianym
programom.

Przy ostatecznej konstrukcji wykorzystano programy uzywane przy
konstruowaniu samolotów - oczywiscie, z pewnymi modyfikacjami.
W obu przypadkach chodzi przeciez o przeplyw cieczy (gazu) wokól
zadanych ksztaltów i minimalizacje oporów przy utrzymaniu si ly
nosnej czy tez bocznego oporu w przypadku jachtu. Po przebadaniu
wielkiej liczby róznorodnych ksztaltów, szczególnie czesci zanurzonej
kadluba, okazalo sie, ze najlepszy jest taki, jak wprowadzony
w jachcie australijskim. W lotnictwie juz od dawna bylo wiadomo,
ze minimalny opór przy zadanej sile nosnej otrzymuje sie w ukladach
wieloplaszczyznowych (samoloty wieloplatowe). W konstrukcji jachtu
omawianej klasy wprowadzenie dwóch kilów jest niemozliwe. Ale
przeciez dodatkowa plaszczyzna moze byc prostopadla do glównej.
Tak powstaly "skrzydelka" przy kilu (patrz rysunek). Równiez
w nowoczesnych konstrukcjach samolotów pasazerskich mozna
zobaczyc takie "skrzydelka" prostopadle do platów i umieszczone
na ich k0l1CU. "Australijski" pomysl skrzydelek nalezalo tylko
zmodyfikowac. Wyniki i porównanie ewolucji ksztaltu kilu
przedstawiamy na rysunku.

Oczywiscie, równiez "komputerowo" przeprowadzono optymalizacje
ozaglowania. Jacht ma wiele kompletów zagli, które wykorzystuje
sie w zaleznosci od warunków meteorologicznych i kursu wzgledem
wiatru.



Jesli dwie jednakowe i napiet.e jednakowa
sila st.runy maja stosunek dlugosci 1:2,
to równoczesnie potracone brzmia zgodnie,
harmonijnie. Podobnie jest., gdy stosunek
ten jest 2:3 czy 3:4. Nie jest tak jednak
dla 4:5. Spostrzezenie to (wymienione
wspól brzmienia dzis nazywamy oktawa,
kwinta i kwarta) kazalo ideologicznie
nastrojonym pitagorejczykom zakrzyknac:
wszystko jest liczba, co wyklada sie tak,
ze harmonia realizuje sie jako stosunek
liczb naturalnych i tym jest pelniejsza,
im liczby t.e sa mniejsze. Wyciagneli z t.ego
pitagorejczycy mnóstwo poprawnych, lecz
tez i naciaganych wniosków, ale to juz
inna sprawa. Decydujace znaczenie ma
fakt, ze spotkalo ich nieszczescie: jakis
zapalony badacz zaczal badac harmonie,
jaka tworza bok i przekatna kwadratu,
i stwierdzil, ze - w sensie podanym przed
chwila - nie tworza zadnej: ich stosunek
nie jest stosunkiem zadnej pary liczb
naturalnych.

Po ogromnym sukcesie - natychmiast
niemal (odstep byl okolo piecdziesieciu lat)
calkowita kleska: któz bowiem osmielilby
sie odmówic kwadrat.owi harmonijnej
budowy.

Kleska dzieli - pitagorejczycy (wówczas
juz ruch intelektualny obejmuj,~cy
cala Grecje) podzielili sie. Sposób
podzialu mozna. bylo latwo przewidziec.
Jedni uznali, ze w tej klesce kryje sie
mistyczna tajemnica niepoznawalnosci
i nalezy wsluchiwac sie w naszeptywanie
nadprzyrodzonego i poswiecic sie medytacji
odkrytej sprzecznosci - nazwali sie
akuzmatykami, co tlumaczy sie jako
nasluchujacy, 'Uczniowie. Drudzy byli
zdania, ze sprzecznosc musi sie dac
rozwiazac sila intelektu. Oni nazwali
sie matematykami, co po grecku
zna.czylo uczeni, nauczyciele - piekna.,
a.le i zobowiazujaca nazwa.

Matematycy zreszta tez wyznawali dwie
opcje. Jedni mówili z tymi liczbami
to pomylka, liczby nalezy zostawic

kupczykom - wszystko jest figu·ra.

Im zawdzieczamy np. wprowadzenie zlotej
proporcji podzialu ciala w rzezbie greckiej,
jak tez obecna na flagach wiekszosci
panstw gwiazde piecioramienna - symbol
matematyków noszony potem przez
stulecia jako medalik (ta.ka gwi,tzda
- pent.agram - ma w sobie cale mnóstwo
zlotych proporcji).

Ale byli i drudzy. Ci twierdzili, ze nalezy
ulepszyc pojecie liczby tak, aby przywrócic
slusznosc pierwotnemn zawolaniu
pitagorejskiemu (nie kwestionujac zreszta
znaczenia proporcji figur).
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J ak pokazal ostateczny sprawdzian, zalozenia byly sluszne
i wykonanie prawidlowe. Jacht S'lars f3 S'tripes wygral nie tylko
eliminacje, ale i regaty glówne i po krótkiej przerwie Puchar
Ameryki powrócil w 1987 roku do Ameryki, a to dzieki fizyce, jak
i komputerom. W tym roku (1995) trwa dalszy ciag tej pasjonujacej
historii. W styczniu rozpoczely sie regaty eliminacyjne na wodach
zachodniego wy brzeza Stanów Zjednoczonych.

Wyzszosc techniki komputerowej nad klasycznym projektowaniem
nie przejawia sie tylko w mozliwosci uzyskania lepszych konstrukcji.
Niebagatelne, a byc moze podstawowe znaczenie ma strona
finansowa. Dla porównania: komputerowe przetestowanie modelu
kosztuje okolo $15, test na modelu w skali 1/3 kosztuje $25 tys.,
badanie zas prototypu $0,5 mln do $1 mln. W czasie prac
badawczych wykonano 40 testów na modelach oraz przetestowano
5 modeli pelnowymiarowych. To daje skale zaangazowanych
srodków finansowych i oszczednosci mozliwych dzieki modelowaniu
komputerowemu.

Po kilku latach pracy (regaty odbywaja sie co 4 lata) powstala
konstrukcj a maj aca sprostac zarówno umiarkowanym warunkom
(wiatr i fala) eliminacji, jak i silnym wiatrom wlasciwych regat.
W eliminacjach mial byc uzyty ja.cht z mniejszym balastem,
czyli plycej zanurzony, a wiec o krótszej linii wodnej i mniejszej
powierzchni zmoczonej, ale o wiekszej powierzchni ozaglowania.
Nastepnie dzieki zwiekszeniu balastu uzyskano jednostke o dluzszej
linii wodnej i zmniejszonym ozaglowa.niu, czyli mogaca lepiej
zachowywac sie przy silnych wiatrach.

Opór tarcia daje :37% calkowitego oporu jachtu w czasie ruchu.
Okazalo sie, ze najlepiej sprawuje sie czysta powierzchnia
lakierowana i polerowana. Jednak dzieki specj alnym foliom firmy
3M o specjalnie uksztaltowanych mikronowych rowkach udalo sie
obnizyc i ten opór o 2% do 4%.

Konfiguracja kadlub-kil dla ,,12-metrowych" jachtów okreslona jest przepisami
klasowymi, które pozwalaja na duza dowolnosc w konstrukcji kilu. Do 1983 roku
standardem byl ksztalt trapezoidalny (a). Australia II (b) zdobyla Puchar Ameryki
w 1983 r. dzieki innowacyjnej konstrukcji kilu laczacej "skrzydelka)) ze zmienionym

ksztaltem kil u (odwrócony przedni skos). Ksztalt kilu jachtu Stars Ej Stripes (c)
jeszcze bardziej podkresla ten trend: silniejsze sciecie czolowe, grubsza czesc najnizsza
oraz dluzsze i szerzej rozstawione ))skrzydelka"
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.1 Gdyby ta. wlasnie grupa nie zrealizowala
• swojego programu badawczego,

najprawdopodobniej matematycy
podzieliliby los akuzmatyków - znikneliby
po niespelna stuleciu. Program sie jednak
powiódl. Co wiecej, zrealizowano go na
dwa dobre, konkurencyjne sposoby.

Ich autorzy, zreszta "koledzy ze studiów"
w Akademii Platotlskiej, pokazali, jak
okreslic liczby w ten sposób, by byly to
wszelkie mozliwe wyniki dokonywania
pomiarów. Nazywali sie oni: Teajtetos
i Eudoksos. VVymyslone przez nich liczby
dzis nazywamy liczbami l·zeczywistyrni.

Dokladniej - tak uazywamy liczby
Eudoksosa, gdyz to jego pomysl zostal
powszechnie przyjety. Obie koncepcje
liczb zostaly podane pod osad ówczesnego
swiata nauki okolo -370 roku. Koncepcja

Eudoksosa wygrala prawdopodobnie
dlatego, ze uzyskal on wiecej wyników
w zakresie teorii miary, czyli nie tylko
wymyslil liczby, ale tez pokazal, jak z nich
korzystac.

2050 lat pózniej Izaak Newt.on w swoim
dziele Philosophiae naturalis principia

mathematica, gdzie wprowadza zasady
dynamiki i dowodzi prawa powszechnego
ciazenia, t.ak chwali Eudoksosa:
Najwspanials.zym osiagnieciem nauk
przyrodniczych jest mozliwosc uzywania
do opisu najrozmaitszych wielkosci jednych

i tych samych liczb; pozwala to kojarzyc te
wielkosci ze soba - bez sensu jest dzielenie
drogi pl'zez cza.s, ale gleboki sen.s ma
dzielenie liczby odpowiadajacej drodze przez
liczbe wymzaja.ca czas: powstaje wtedy
liczba dajaca nam wyobrazenie o tempie
ruchu.

Idea, ze wszystko jest liczba, dala sie
obronic. l nie byla to obrona pasywna
- wymyslone zostalo naj potezniejsze

narzedzie przyrodoznawst.wa, kt.órego t.o
narzedzia niejednokrot.nie zazdroszcza

nam humanisci (patrz np .. 4ntropologia
stnlktumlna Levi-Straussa). Wydaje sie
wiec, ze matematycy - przynajmniej
w czasach przed aleksandryjskich
- zasluzyli sobie na. zarozumiale miano,
jakie sobie nadali.

Znaczenie slowa matematyka az do
polowy XIX wieku bylo bardziej greckie
niz wspólczesne - obejmowalo kazda
dyscypline scisla. W 1800 roku do
matematyki zaliczano obok tego, co dzis
mat.emat.yka nazywamy, np. równiez
mechanike (dzieki pracom d' Alemberta,
Lagrange'a czy Laplace'a). Reszta to byla
fizyka tu miescila sie tak elektrycznosc,
jak fizjologia czy botanika. Ale nadanie
na.zwom nauk ich dzisiejszego zakresu to
juz zupelnie inna historia.

4

Eugene Wigner

Pierwszego stycznia 1995 roku w Princeton zmarl Eugene Wigner,

jeden z wspóltwórców mechaniki kwantowej. Urodzil sie w 1902 roku

w Budapeszcie, w rodzinie zydowskiej. Niezwykle waznym okresem
jego zycia byly lata nauki w Gimnazjum Luterallskim, które wedle

jego wlasnych slów bylo najlepsza szkola nie tylko na Wegrzech, ale
takze na swiecie. Przyjaznil sie w niej z Janosem (pózniej Johnem)

von Neumannem, uznanym po latach za jednego znajwybitniejszych

uczonych XX wieku. Ogromny wplyw na osobowosc obu mlodych
chlopców wywarl ich nauczyciel matematyki, Laszló Ratz.

Za namowa ojca Wigner ukonczyl w Berlinie studia chemii

i inzynierii chemicznej, zwiazal sie jednak ze srodowiskiem

berlinskich fizyków teoretyków. W tym czasie w Berlinie przebywala

spora grupa utalentowanych Wegrów utrzymujacych ze soba bliski
kontakt; byli wsród nich von Neumann, Leo Szilard i Michael

Polanyi. Dzieki temu ostatniemu Wigner uzyskal stanowisko

asystenta przy Richardzie Beckerze, który zabral go ze soba do

Getyngi, ówczesnej Mekki fizyki teoretycznej, gdzie ku swej radosci

Wigner znów spotkal sie z von Neumannem. W tym czasie Wigner
z ogromnym sukcesem wprowadzil do fizyki metody oparte na teorii

grup. Von Neumann juz w polowie lat dwudziestych przewidzial

rozwój antysemityzmu w Niemczech i wybuch wo.fny. W 1929 roku
uniwersytet w Princeton zaproponowal mu stanowisko profesora.

W rok pózniej von Neumann sciagnal do Princeton swego przyjaciela

z lat mlodosci. O ile von Neumann zaaklimatyzowal sie w Ameryce

szybko i latwo, to dla Wignera byl to proces dlugi i bolesny, .iednak

wydarzenia w Europie (dojscie Hitlera do wladzy) zmusily go do
pozostania (jak sie mialo okazac, do kOllca zycia) w USA. Lat.a 30.

byly okresem wytezonej pracy. Zajmowal sie w tym czasie fizyka
ciala stalego, fizyka jadrowa i t.eoria reprezentacji grupy Lorentza.

Pionierskie prace w dziedzinie fizyki jadrowej (znów zwiazane

z zastosowaniem teorii grup) w 1963 roku zostaly uhonorowane

nagroda Nobla. W przededniu drugiej wojny swiat.owej Wigner nie
pozost.awal obojetny na wydarzenia polityczne. Gdy w 1939 roku

odkryto rozszczepienie jadra atomowego, wraz z Fermim i Szilardem

rozpoczal prace majace na celu zbudowanie pierwszego reaktora

jadrowego, który osiagnal stan krytyczny w 1942 roku. W tym czasie

Wigner wraz z niewielka grupa utalentowanych mlodych fizyków

pracowal nad szczególowymi planami konstrukcji wielkiego reaktora
zbudowanego pózniej w Hanford. 'Wiedza, która zdobyl w trakcie

studiów chemicznych, okazala sie bardzo przydatna .. Przerazony
uzyciem broni jadrowej przeciw Japonii w 1945 roku podpisal

protestacyjna petycje. Wraz z innymi fizykami ze swego zespolu
w 1946 roku rozpoczal prace nad pokojowym wykorzystaniem

reaktorów jadrowych (takze powielajacych). Zorientowawszy sie,
ze zagadnienie wykorzystania energii jadrowej zostalo uwiklane

w polityke, w 1947 roku powrócil do zycia akademickiego. Zajmowal

sie glównie fizyka teoretyczna i jadrowa, sluzac jednak jako doradca
w problemach zwiazanych z budowa i zastosowaniem reaktorów
jadrowych.

Krzysztof REJMEH



mala delia

Jak odsolic morska wode?

Woda morska zawiera okolo 1,5% NaCI i z tego

powodu nie nadaje sie do picia. W krajach polozonych

nad Zatoka Perska, których zasoby slodkiej wody

sa ubogie, stosuje sie bardzo kosztowne technologie

odsalania wody morskiej. Najprostszy sposób polega

na odparowaniu solanki, a nastepnie skropleniu

uzyskanej pary wodnej. Drugi sposób polega na

zamrozeniu wody morskiej, a nastepnie stopieniu

uzyskanego w ten sposób lodu. Mimo ideowej prostoty

oba sposoby sa bardzo energochlonne, a zatem drogie.

Rysunek przedstawia diagram fazowy ukladu

dwuskladnikowego H20 + NaCI. Jesli stezenie solanki

nie przekracza 23,3%, to istnieje przedzial temperatur,

w których (dla danego stezenia) czysty chemicznie lód

pozostaje w równowadze termodynamicznej z solanka.

Dolna granica tego przedzialu jest równa -21°C,
t [oC]

górna zalezy od stezenia roztworu, ale jest zawsze

njemna. Dla stezeli powyzej 23,3% solanka pozostaje

w równowadze z sola, natomiast dla temperatur

nizszych od -21°C wystepuje mieszanina lodu

i soli. Proponuje Czytelnikom Malej Delty,
by poeksperymentowali zamrazajac w lodówce wodne

roztwory soli kamiennej o róznych stezeniach.

Góry lodowe plywajace po morzach .w okolicach

podbiegunowych sa doskonalym rezerwuarem wody

pitnej. Pamietam, ze kiedys calkiem powaznie brano

pod uwage mozliwosc holowania ich do Zatoki

Perskiej. Dostatecznie duza góra nie cala stopi sie

podczas transportu. Ostatecznie pomysl ten zarzucono

i to nie z powodu protestów organizacji ekologicznych.

Zapewne koszty jego realizacji okazaly sie wieksze niz

koszty odsalania wody morskiej.

23,3 stezenie NaCI [%]

Wykres fazowy ukla,clu dwuskladnikowego H20 + NaCI. Punkt E odpowiadajacy najnizszej temperaturze, w której roztwór
moze byc calkowicie ciekly, nosi nazwe punktu eutektycznego, a roztwór o najnizszej temperaturze krzepniecia na.zywany jest
eutektykiem.

jl;Iala Delte przygotowa.l Krzysztof REJMER
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Rozwiazanie zadania M 750.
OZnaczlny wynik n-tego rzutu przez Xn,
a wynik calego eksperymentu przez X.
Poniewaz X = X, + X, + + X,o,
wiec EX = EX, + EX, + + EX,o·
WykaZeI1IY, ze EX n nie zalezy od
wyboru liczb al, a'J, ... ,(ttO dla
zadnego n l a zatem doból' tych lic?'b
nie wplywa w ogóle na wartosc EX.
Istotnie, n-ty rzut wykonujen1Y
z prawdoporlobienstwem (5/6 )"-'
(tzn. wtedy i tylko wtedy, gdy w zadnym
z poprzednich rzutów nie zaszlo
zdarzenie X I = a I), zatem

EX,,=
1+2+3+4+5+6

6

o tunelowaniu W gwiazdach
Aleksander SCHWARZENBERG-CZERNY

Wydajnosc slonecznego zródla energii
Slollce musi miec niebagatelny zapas energii. Wprawdzie na mocy wzoru Einsteina
calkowity zapas energii Slonca, czyli jego tzw. energia spoczyn kowa, wynosi E = AI('Jc2,

jednak jest to czysta teoria, bowiem jego wykorzystanie wymagaloby ca.lkowitego
zniszczenia materii slonecznej i jej zamiany na energie. W praktyce wszelkie znane
i nie znane reakcje chemiczne nie sa w stanie dostarczyc wiecej niz 10-8 energii
spoczynkowej, bo tyle tylko energii wiazania elektronów zawieraja atomy. Energia
cieplna gazu slonecznego jest jeszcze mniejsza. Wiek Slollca nie moze byc mniejszy lllZ
wiek okrazajacej je Ziemi. Geologowie okreslaja wiek t najstarszych skal na Ziemi na
prawie 4 miliardy lat (-t ;::j 1017 s). Podstawa do okreslenia ich wieku jest porównanie
w nich zawartosci promieniotwórczych izotopów uranu i ich prodnktów rozpadu.
Im wiecej tych ostatnich, tym starsza jest skala. Jasnosc L('J ;::j 2 x 1033 ergi s 11a
pewno nie ulegla znaczacej zmianie w ciagu ostatniego miliarda lat, gdyz byloby
to zabójcze dla rozwijajacego sie w tym czasie zycia. W czasie t SIOl'icezdolalo juz
zuzyc L('Jtl M ('Jc2 ;::j 0,0002 tej energii. Tak duzy ulamek masy spoczynkowej moze
byc zamieniony na energie w reakcjach atomowych, w których jest wyzwalana energia
wiazania jader.

Zam.iana wodoru w hel

Rozwiazanie zadania M 751. Tak.
Polózmy nasz prostokat w dowolnym
miejscu szachownicy w ten sposób,
by jego boki tworzyly zadane katy
z krawedzian1i pól. Zalózmy~ ze ulozenie
to nie spelnia warunków zadania, a wiec
na zakrytej powierzchni przewaza
którys z kolorów, powiedzmy, ze bialy.
Przesunn1Y prostokat po szachownicy
w kierunku równoleglym do krawedzi
jej pól o wektor równy rllugosci boku
pola szachownicy. Ot.rzymamy sytuacje
blizniaczo podobna do wyjsciowej, tyle
ze kolory pól )lza.n1ienia sie n1iejscan1i" .
Na zakrytej powierzchni bedzie teraz
przewazal kolor czarny. Poniewaz jednak
dokonalisnlY naszego przesuniecia
VIi sposób ciagly, wiec \'II któryn1s
lnomencie podczas przesuwania prostokat
n1usial spelniac warunki zadania.

Rozwhtzanic zadania M 7G2.
Zauwain1Y najpierw, ze najwiekszy

skladnik Slln1Y S, liczba J.99519951!J95l jest
szescianen1 liczby

a = 1995665.199Sttl9<1 .

Man1Y tez, oczywiscie,
1994

'" n ,,· •.•,,190.1L....t n n < 1994 . 1994 .,,,
n=l

Zatem

a3 = 1995",",,1995 <5' < a·3 + a < (a + 1)3.

Stad juz natychmiast wynil,a, ze EJ nie
jest szescIanem zadnej liczby naturalnej.
Uwaga. W podobny sposób mozna.
udowodnic, ze liczba S nie jest piata
potega zadnej liczby naturalnej.

Uranu i podobnych ciezkich pierwiastków jest w SIOl'iCUtak malo, ze podobny do
zachodzacego w reaktorach atomowych ich rozpad dalby jeszcze mniej energii niz
reakcje chemiczne. Slollce, tak jak wiekszosc Wszechswiata, sklada sie glównie
z wodoru. Malo jest tam izotopów wodoru uzywanych w bombach termojadrowych,
czyli deuteru i trytu, ale za to jest obfitosc zwyklego wodoru, czyli po prostu
protonów. Nastepne po protonie trwale lekkie jadro to deuter. Jednak do powstania
deuteru potrzebne sa temperatury na tyle wysokie, ze z latwoscia zachodza dalsze
reakcje zamiany deuteru w hel. Efektem kilkuetapowej reakcji w Sloncu jest
zatem zamiana protonów w hel. Ta reakcja termojadrowa jest tez zródlem energii
podtrzymujacym swiecenie Slollca.

Oddzialywania miedzy czastkami elementarnymi

Znamy cztery rodzaje podstawowych oddzialywal'i: grawitacyjne, elektromagnetyczne,
slabe jadrowe i silne jadrowe. Grawitacja nie odgrywa roli w mikroswiecie czastek
i wiecej o niej nie wspomnimy. O elektromagnetyzmie bedzie jeszcze mowa.
Silne oddzialywanie jadrowe, niby super klej, trzyma razem protony i neutrony
(czyli nukleony) w jadracll. Jednak sila tego oddzialywania spada do zera juz po
niewielkim rozsunieciu nukleonów, zupelnie jak sila klejn. Czastki nie naladowane
sa niewrazliwe na oddzialywania elektromagnetyczne, a lekkie czastki, jak elektrony
i neutrina (tzw. lept.ony), sa zupelnie niewrazliwe na oddzialywa.ni,t silne. vVzajemne
oddzialywanie nie naladowanych nukleonów i leptonów moze sie odbywac jedynie za
pomoca tzw. sil slabycll. Wlasnie t.en typ oddzialywal'i odpowiada za rozpady (3 jader
atomowych.

Elektrostatyczna bariera potencjalu

Na.duzych odleglosciach czastki elementarne odczuwaja jedynie sily
elektromagnet.yczne. Przy laczeniu sie jader sily te sprowadzaja sie do odpychania
elektrosta.t.ycznego równoimiennych ladunków. Zanim dojdzie do zblizenia reagujacych
jader, tak by moglo nastapic ich polaczenie oddzia.lywaniem silnym, musi zostac
pokonana bariera odpychania elektrostatycznego o t.ypowej energii V ;::j 1000 keV.
Choc temperatura wnetrza Slonca, wynoszaca okolo 107 1<,jest olbrzymia.,
to dostepna w zderzeniach energia t.ermicznych ruchów czastek kT ;::j 1 keV jest dalece
niewystarczajaca do pokonania bariery odpychania elektrostatycznego i bezposredniego
zetkniecia zderzajacych sie czastek. Do pokonania przez czastki tej bariery, a zatem do
reakcji t.ermojadrowych, nie doszloby, gdyby nie efekt kwantowy zwany tunelowaniem.

Tunelowanie przez bariere potencjalu

Tak male czastki jak jadra atomowe nie podlegaja prawom fizyki klasycznej, lecz fizyce
kwantowej. Na mocy jednej z zasad fizyki kwantowej, tzw. zasady nieoznaczonosci
Heisenberga, czastkom kwantowym nie mozna scisle przypisac jednej wartosci
energii E w jednym momencie t. Mozna jedynie powiedziec, ze w przedziale czasu l::.t

nieoznaczonosc energii czastki l::.E musi byc taka, by spelniony byl waruuek
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R,ozwiazanie zadania F 413. Jedyne
sily dzialajace na oba punkty to sily
reakcji wiezów, które nie z1l1ieniaja
calkowitej energii ukladu. Rózniczkujac
wzgledem czasu równanie

:r:J+y':J=A2

ot.rzYITIuje01Y
:l~X J::r

y = -y = - ,jA" - x2 .

Calko"vita energia jest równa

e = ~m(i·2 + y") =~
J o i:" l
-rnA - ---- -nvu
2 A'2 _ :v2 2

gdzie u jest pr~dkoscia punktu
przechodzacego przez poczatek ukladu
wspólrzednych (drugi V\f tYln czasie
spoczywa). Rózniczkujac ostatnie
równanie wzgledem czasu clostajenlY

( )"
.. tl-
.1:+ 'fi x=O.

Jest to róv...·nanie oscylatora
harnlonicznego o czestosci drgan

u
w =-.

A

\-Varto zwrócic uwage na fakt, ze A
jest anlplituda drgali. Poniewaz tl
mozemy wybrac dowolnie, czestosc drgali
paradoksalnie zalezy od anlplitudy,
inaczej niz dla "zwyklego" oscylatora
harnlonicznego.

Rozwiazanie zadania F 414. Oznaczmy
przez S pole powierzchni okladek, przez x
odleglosc miedzy nimi. Sila przyciagania
miedzy okladkami jest równa

1
F = :jQE,

gdzie Q jest ladunkiem na okladce,
E - natezenienl pola. Zgodnie z prawem
Gaussa Q = c oE S, a zatenl

F = :"'tOSE2.~
Natezenie: pola jest równe E = U/x, czyli

«oSU"o) F= ~:"2 .

Sila przyciagania elektrostatycznego
jest równowazona przez sile parcia gazu
F = pS. Dostajemy wiec

" toU"S"
P \I = ---- = const .

:2

Z pierwszej zasady tel'lTIOdynanliki dla
jednego Jnola ga.zu Inamy

dQ = rvdT+pdli.

Korzystajac z równania przemiany
i równania ClapeYI'OllrL dostajetny

pd\l = -RdT,
czyli

dq = (cv - R)dT.

Cieplo przenliany wynosi wiec
Cv - R > O.

Uwaga. Równanie (*) Inozna otrzynlac
takze rózniczkujac wzp;ledem ,,, energie
pola elekt;rostatycznego kondensatora.

t:. Et:. t :2: h. Jedynie wartosci srednie parametrów spelniaja podstawowe prawa
fizyki, jak np. prawo zachowania energii. Wynika z tego, ze w dostatecznie krótkim
czasie t:.t ::::;hiV energia zderzajacych sie jader moze róznic sie od wartosci sredniej
o wiecej niz wynosi bariera potencjalu t:.E :2: V. Poniewaz energia ta moze byc
zarówno wieksza jak i mniejsza, to prawdopodobienstwo uzyskania energii wiekszej
niz potrzeba do pokonania bariery elektrostatycznej V w czasie t:.t nie moze byc
wieksze niz 0,5::::; e-O,69. Z drugiej strony nie moze byc ono zbyt male, bowiem
srednia wartosc amplitudy fluktuacji t:.E powinna byc dostatecznie duza by spelniac
zasade nieoznaczonosci. Z dokladnej teorii wynika, ze prawdopodobienstwo to wynosi
P[:"t ::::; e-271'. Zauwa.zmy tez, ze bariera potencjalu wywolana odpychaniem ladunków
jadrowych q jest dosyc rozlegla; przy sredniej wysokosci V jej charakterystyczny
prorniell wynosi T ::::; q2 IV. Czas potrzebny do przebycia calej bariery wynosi
zatem t:.T ::::;Tlv ::::;q2/Vv, gdzie v jest srednia predkoscia czastki. Na ogól jest.
on znacznie dluzszy niz t:.t. Aby wiec czastka mogla pokonac bariere potencjalu,
potrzeba by w t:.T I t:. t kolejnych fluktuacjach energia cZi!stki odchylala sie od
wartosci sredniej o co najmniej V. Prawdopodobiellstwo serii takich zdanell, o:ylj
prawdopodobienstwo tunelowania calej bariery, jest iloczynem prawdopodobienstw,

a wiec wynosi P[:"T::::; (P[:"T)([:"Tj[:"t)::::; e-271'(/jh'v. Wyrazone w zaleznosci od energii

kinetycznej E = mv2/2 prawdopodobienstwo to wynosi P[:"t ::::;e-JEa/E, gdzie

energia EG = 2( 7l'q2 Ihc)2 mc2 na czesc twórcy teorii jest zwana energia Gamowa,
a tzw. masa zredukowana czastek m = mlm2/(ml + m2) uwzglednia przeniesienie
ukladu odniesienia do ich srodka masy.

Szybkosc tunelowania

Liczba zachodzacych reakcji bedzie zalezala od iloczynu prawdopodobiellstwa
tnnelowania i liczby czastek o odpowiedniej energii, R::::; P[:"Tt:.N. Z kinetycznej
teorii gazów wiadomo, ze skladowe predkosci czastek maji~ rozkbtd normalny, czyli
Gallssa. Odpowiada to rozkladowi Boltzmanna kwadratów predkosci, czyli energii
kinetycznej E. Wtedy liczba czastek t:.N o energii zawartej w przeclziale t:.E wokól
wartosci E jest proporcjonalna przede wszystkim do e-EjkT; inne czynniki zalezne
od E pomijamy tu jako znacznie wolniej zmienne wraz z E od czynnika. wykladniczego.
N aj wiekszy wklad do liczby reakcji beda dawaly zderzenia o tej energii, dla której

iloczyn prawdopodobiellst.wa t.unelowania i liczby czastek R ~ e-VEa / E-EjkT jest
najwiekszy. N alezy wiec znalezc maksimum wyrazenia w wykladniku poprzez szukanie
miejsca, gdzie pochodna wykladnika sie zeruje: dIn RldE = O. Maksymalna wartosc

osiagana jest. przy energii W ::::;(kT)2/3 E~3. O ile czastki o energii kT nie maja szans
na pokonanie bariery, a czast.ek o energii V prakt.ycznie nie ma, to przy posredniej
energii W zarówno prawdopodobienst.wo t.unelowania, jak i liczba zderzen sa znaczace.
Niest.et.y, maksymalna wa.rtosc R jest. nadal bardzo mala: Rmax ::::;e-2°. Tak duza
bezwzgledna wart.osc wykladnika ma powazne konsekwencje. Po .pierwsze, niewielki,
powiedzmy jednoprocent.owy, wzrost. t.emperatury spowoduje zmiane wykladnika. tez
mniej wiecej o l %, czyli o 0,2, czemu odpowiada wzrost R i liczby reakcji o eO,2, czyli
o okolo 20%. Oznacza t.o, ze liczba reakcji jest bardzo czula. na zmia.ny temperat.ury,
mianowicie zalezy od niej jak T20. Po drugie, EG zalezy od kwadratu ladunku, jesli
wiec ladunek zderzajacych sie czastek bedzie wiekszy, to reakcji z udzialem tych
czastek bedzie zachodzic znacznie mniej, bo wykladnik bedzie duzy. Po trzecie, choc
w calej masie SlOllca reakcji zachodzi duzo, to w malej masie w laborat.orium reakcje
beda tak niezwykle rzadkie, ze ich pomiar jest niemozliwy.

W normalnym gazie, takim jak w Sloncu, elektrony trzymaja sie z dala od jader
atomowych. Ist.nieja jednak gwiazdy, w których wnetrzach mat.eria jest tak scisnieta,
ze elektrony chcac nie chcac musza przebywac tak blisko reagujacych jader. ze ich
oddzia.lywanie nalezy uwzglednic. Obecnosc ujemnych elektronów w poblizu dodatnich

jader neut.ralizuje nieco ich odpychanie elekt.rost.at.yczne, u lat.wiajac tunelowanie. Ten
efekt., zwauy ekranowaniem, prowadzi do przyspieszenia reakcji w gwiazdach o duzych
gestosciach w cent.rum.

ZakOllczenie

Przenikniecie przez bariere potencjalu umozliwia zajscie reakcji, ale wcale jeszcze tego
nie gwarant.uje. Ist.otne sa t.u jeszcze sily oddzialywan wewnat.rzjadrowych. To juz jest.
t.emat na inna okazje, natomiast. z powyzszych rozwazan wynika dobit.nie, ze kazdy
z docierajacych do nas promieni slonecznych zost.al wyprodukowany dzieki naruszeniu
klasycznej zasady za.cllOwiwia energii o czynnik - bagatelka - 20 razy. Oznacza to nie
tyle, ze zasade zachowania energii nalezy wyrzucic na smietnik, ale ze w opisujacej
czastki fizyce kwant.owej zasadzie t.ej podlegaja - powt.arzamy - jedynie wartosci
srednie (a nie chwilowe) energii.
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Kacik olin'lpijski (12) Konsekwencje prostej
i dwumianu Newtona
Józef BANAS

.
uwagI

W wielu sytuacjach zdarza sie, ze prosta, a nawet trywialna obserwacja pociaga
za soba daleko idace konsekwencje, umozliwiajac znaczne uproszczenie dowodów
i skomplikowanych rozumowall.

Nizej chcialbym przedstawic przyklad ilustrujacy wypowiedziany poglad.

Otóz, w matematyce bardzo wazne sa róznego typu równosci i tozsamosci
pozwalajace wyrazic skomplikowane wyrazenia przez wyrazenia znacznie
prostsze. Przykladami takich równosci moga byc wypisane nizej wzory
zaczerpniete ze znakomitego zbioru zadan [1].

1. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b oraz dla dowolnego naturalnego n
zachodzi równosc n

L G) kakbn-k = na (a + b)n-l.
k=l

2. Dla dowolnej liczby naturalnej n jest
n

L G) k = n2n-1 .
k=l

3. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b oraz dla dowolnego naturalnego n > 1
zachodzi równosc

n .

L G) k(k - l)akbn-k = n(n - l)a2(a + bt-2 .
k=2

4. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 jest

slusznego dla wszystkich t.akich liczb nat.uralnych n, k, ze k ::; n. Potrzebny nam
bedzie równiez dobrze znany z nauki szkolnej wzór dwunlianowy Newtona:

n

LG) k(k -1) = n(n _1)2n-2.
k=2

Okazuje sie, ze dowody wszyst.kich wypisanych wyzej równosci mozna
przeprowadzic bardzo prosto i nat.uralnie wychodzac od lat.wego do wykazania
wzoru

(n) n(n-l)k =k k-l '(1)

n

(2) (a + bt = L G) akbn-k ,
k=O

który jest. prawdziwy dla dowolnych rzeczywist.ych a, b oraz dowolnego
calkowitego, nieujemnego n. VVarto równiez przypomniec dwa int.eresujace
i uzyteczne przypadki szczególne wzoru (2). Otóz, kladac w nim kolejno
a = b = 1 oraz a = -1, b = 1, otrzymujemy

Autorzy ksiazki [1] przeprowadzaja dowody powyzszych równosci kilkoma
sposobami. I tak np. dowody przeprowadzone metoda indukcji mat.emat.ycznej
sa bardzo dlugie i zawile rachunkowo. Mozna t.ez, co zrobiono w [1], uzyc met.od
rachunku rózniczkowego do dowodów równosci 1 i 3, nat.omiast. równosci 2
i 4 wywnioskowac jako szczególne przypadki 1 i 3 dla a = b = 1. Sposób ten,
choc krót.ki, nie jest jednak naturalny, poniewaz w syt.uacji, gdybysmy chcieli
"wystart.owac" np. t.ylko od równosci 2, bardzo trudno byloby domyslic sie,
ze jest t.o szczególny przypadek jakiejs ogólniejszej t.ozsamosci, kt.órej dowód jest.
prosty.

(3) t (n) = 2nk '
k=O
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n

(4) L(-l)kG) =0.
k=O

Przejdzmy teraz do zapowiedzianych wczesniej dowodów. Otóz, zeby udowodnic
równosc (1), skorzystajmy ze wzoru (l) i troche porachujmy:

~ (n) kakbn-k = ~ !!:. (n - l) kakbn-k =L.J k L.Jk k-l
k=l k=l

= ~ n (n -l) aak-1b(n-1)-(k-1) = na ~ (n - l) ak-1b(n-1)-(k-1) =L.J k-l L.J k-l
k=l k=l

n-l ( )= na L n - l aPb(n-1)-p.
1'=0 P

Korzystajac teraz ze wzoru (2) (gdzie n zastepujemy przez n - l) otrzymujemy
równosc l.

Zeby udowodnic równosc 2 (bez odwolywania sie do równosci l) postepujemy
zupelnie analogicznie: korzystamy z równosci (l) i ze wzoru (3). Mamy:

~ (n) k = ~!!:. (n -l) k = n ~ (n -l)L.J k L.Jk k-l L.J k-lk=l k=l k=l

n-l ( l)= n L 71- = n2n-1.
1'=0 P

Zauwazmy dalej, ze ta sama metoda "pójdzie" dowód równosci 3. Wystarczy
nadal poslugiwac sie tylko trywialnym wzorem (l) (dwukrotnie) i dwumianem
Newtona (2). W szczególach wyglada to nastepujaco:

~ G) k(k - l)akbn-k = ~ ~ (~=D k(k _l)akbn-k =

n ( l)= L n ~ = l (k - 1)aak-1b(n-1)-(k-1) =
k=2

n-l (n-l) n-l n-l (71-2)= na LP apb(n-1)-p = na LP-- 1-1 aal'-1//n-2)-(p-1) =
p=l P 1'=1 P 1

n-2(n_2) .= 71(71- 1)a2 L q aqb(n-2)-q = n(n - 1)a2(a + b)"-2 .q=O

Czytelnik bez trudu udowodni juz teraz równosc 4, nawet jezeli nie zauwazy,
ze jest to szczególny przypadek równosci 3.

Proponujemy równiez Czytelnikowi przeprowadzic dowody wypisanych ponizej
równosci. Wszedzie radzimy korzystac z prostej uwagi wyrazonej wzorem (l)
oraz ze wzorów (2), (3) i (4).

n l n 2n+1 - l
Lk+l(k)=k=O

n

L(-l)k G) k(k -l) = O,
k-')

n

L (~) eakbn-k = nb(a + nb)(a + b)"-2,
k=l

n

L G) k2 = 71(71+ 1)2n-2,
k=l

Literatura
[l] L. Jesmanowicz i J. Los, Zbiór zadan z algebry, PWN, Warszawa. 1975.
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Ankiety ciag dalszy

Wywiad z profesorem Andrzejem BIALYNICI(IM-BIRULA (Instytut Matematyki UW)
jest kontynuacja dyskusji z numeru 250 Delty (3/1995).

Przypominamy pytania przedstawione przez redakcje
z prosba o ustosunkowanie sie do problematyki w nich
zawartej.

1. Jaka korzysc moze odniesc ktos zajmujacy
sie np. hodowla karpi lub malarstweIu
abstrakcyjnym ze znajomosci malego
twierdzenia Fermata, reguly Oersteda czy stalej
Hubble'a'?

2. Skoro byle kalkulator liczy szybciej i lepiej od
czlowieka, to po co uczyc czlowieka liczenia?

3. Nie ma na swiecie gazu doskonalego, prózni,
prostokata ani liczby e itd. Czemu wiec z takim
uporem o takich wlasnie obiektach idealnych
mówia wszystkie nauki scisle"!

4. Fizyka - znaczy to po grecku 7'zeczy
w'idz'ialne, 7'zeczy nat'U.7'alne, zjawisk~a przyrody.
Czenlu nazwa ta uznawana jest dzis za trafna
dla nauki o obiektach bedacych wytworami
ludzkiego umyslu, jakimi sa w szczególnosci
czastki elementarne i pola?

5. O lotach kosmicznych marzyli przed
laty wszyscy. Dlaczego, gdy pierwsi ludzie
wyladowali na Ksiezycu, sprawy podrózy
pozaziemskich przestaly - praktycznie
wszystkich - obchodzic?

6. Dlaczego w dob7'ym tonie jest chwalic
sie szkolnyrlli niepowodzeniallli w
nauce materuatyki czy fizyki, a nie
wypada przyznawac sie do niewydolnosci
w humanistyce?

7. Czemu zawdziecza w chwili obecnej
paranauka swoja przewage nad nauk<l?

Prof. Andrzej Bialynicki-Birula: Na wstepie
chcialem zauwazyc, iz pytania Waszej ankiety sa raczej
prowokacyjne niz glebokie.

Pawel Strzelecki: No cóz, byc moze nalezy najpierw
wyobrazic sobie stan ducha tego, kto te pytania
ukladal, a dopiero potem udzielac odpowiedzi ...

A.B-B.: W takim razie zacznijmy odpowiadac po
kolei. Odpowiedz na pierwsze pytanie jest prosta:
zadnej. Moze przydalby mu sie wzór na obliczanie
pola prostokata, gdyby chcial znac powierzchnie swego
stawu. Ale roli matematyki nie mozna sprowadzac
do znajomosci wzorów i faktów. Sadze, ze wazna jest
szkola myslenia, która daje matematyka kazdemu,
pewna dyscyplina formulowania i wypowiadania
pogladów i argumentów. Brak takiej dyscypliny moze
bardzo w zyciu przeszkadzac. Wezmy jako przyklad
naszego Prezydenta .. Z powodu niejasnosci
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swych wypowiedzi Walesa z wieloma osobami
nie nawiazuje kontaktu; dzieje sie tak byc moze
dlatego, ze w mlodosci nie mial dobrego nauczyciela
matematyki i nie przeszedl przez odpowiednia szkole
scislego myslenia.

P.S.: Czy nie jest to przypadkiem nasza,
matematyków, wina?

A.B-B.: W tym konkretnym przypadku moze (choc
nie musi) byc to kwestia nauczyciela lub wplywu
srodowiska, Wsród polityków mozna wymienic równiez
wzorce pozytywne, lokujace sie na przeciwnym
krancu skali scislosci i klarownosci wypowiedzi
- na przyklad Balcerowicza czy Brzezi1'lskiego. Rad
bym myslec, choc moze to zbytni optymizm, ze do
takiego uksztaltowania ich osobowosci przyczynil sie
dobry nauczyciel matematyki.

Przejdzmy do nastepnego pytania. Sklonny jestem
zgodzic sie z pogladem, ze za pomoca kalkulatora.
liczy sie szybciej niz w pamieci. Moim zdaniem
najwazniejszy cel nauki liczenia to danie wyobrazenia

o liczbach, takiej swiadomosci, ze dziesiec razy
pietnascie to wiecej niz sto, ale mniej niz dwiescie.

P.S.: Podobno wspólczesne nastolatki amerykallskie
nie sa w stanie oszacowac wartosci iloczynu dwóch
liczb dwucyfrowych bez pomocy kalkulatora.

A.B-B.: To jest smutny przyklad, jak czlowiek moze
stac sie niewolnikiem rzeczy. Taki nastolatek, gdy
mu sie kalkulator zepsuje, jest calkowicie bezradny.
Tymczasem prawie kazdy ma w zyciu jakis kontakt
z liczbami, np. podczas robienia zakupów w sklepie:
powinien wtedy przewidziec, ile mniej wiecej zazada
kasjerka. Nie jestem entuzjasta slupków, ale nie jestem
tez ich wrogiem, jesli dawkowane sa w rozsadnej ilosci.
'iV szkole uczono mnie dzielenia pisemnego, uczono
równiez wyciagania pierwiastków kwadratowych
i trzeciego stopnia ... co jest juz przesada.

P.S.: Naprawde?

A.B-B.: Tak; robil to lacinnik uczacy równiez
matematyki (nawiasem mówiac, nie wiem, czy sam
rozumial, dlaczego odpowiednie algorytmy dzialaja).
To wyciaganie pierwiastków w szkole jest przejawem
magii liczenia obecnej w dawnej matematyce szkolnej.

Odpowiedz na kolejne, trzecie pytanie tez .iest banalna.
Te idealne modele: gaz doskonaly, prostokat, próznia,
calkiem dobrze przyblizaja ich realne odpowiedniki
(w kazdym razie pod pewnymi wzgledami). A ze
wzgledu na swa prostote i logiczna strukture
modele te moga byc poddawane intelektualnym
eksperymentom i badaniom. Wykonywane na nich
w mysli doswiadczenia sa latwiejsze, niz doswiadczenia
wykonywane w rzeczywistosci.



z tresci pytania wynika, ze pytajacy uwaza, iz tych
idealnych modeli na swiecie nie ma. To zalezy od tego,
do jakiego swiata sie odwolujemy, w jakim swiecie tych
modeli szukamy. Te uwage traktuje jako zart, ale moze
nie calkiem ...

P.S.: Przejdzmy do kolejnego pytania ~ o zanik
fascynacji lotami kosmicznymi.

A.B-B.: No wlasnie, czy to nie przesada z ta
fascynacj a? J a nie pamietam wcale zadnej powszechnej
fascynacji marzeniami o lotach kosmicznych.

P.S.: A ogromna popularnosc powiesci Stanislawa
Lema?

A.B-B.: Cóz, moje pokolenie wychowalo sie raczej na
ksiazkach Verne'a niz Lema. Ale moze rzeczywiscie cos
IV tym jest ...

Moze kiedys w sferze pozaziemskiej bylo wiecej
miejsca na wyobraznie. Osiemdziesiat lat temu ludzie
czytywali powiesci .Jerzego Zulawskiego z wypiekami
na twarzy - dzis Ksiezyc odarty jest z wszelkiej
tajemniczosci, a Zulawski traci myszka. Nieznanego
trzeba szukac znacznie dalej. Poza tym, Einstein
uswiadomil nam ludzkie i materialne ograniczenia:
nie da sie podrózowac szybciej niz z predkoscia
swiatla. Wreszcie, niedalekie podróze kosmiczne
staly sie w pewnym sensie codziennoscia; dlatego
doniesienia o nich sa prozaiczne: kwestia wody,
zywnosci, wielotygodniowej mrówczej pracy w stacjach
orbitalnych, radzenia sobie z ludzka fizjologia.

Do zmniejszenia tej fascynacji przykladaja sie tez
problemy bardziej ziemskie: nasze zasoby nie sa
nieograniczone. Wydaje sie, ze w takiej sytuacji
np. ochrone srodowiska nalezy postawic przed
podbojem przestrzeni kosmicznej.

Nie znaczy to wcale, ze znika z naszego zycia
fascynacja .. Fascynuja po prostu inne rzeczy,
np. komputery czy inzynieria genetyczna.

P.S.: A co z chwaleniern sie szkolnymi
niepowodzeniami w dziedzinie nauk scislych? Kazdy
z nas móglby przeciez podac wiele przykladów tego
zjawiska. Skad sie to bierze?

A.B-B.: No tak, znam rektorów wyzszych uczelni,
którzy chetnie przyznaja sie do klopotów ze szkolna
matematyka·

Latwiej jest moze zbagatelizowac swe kiepskie postepy
w matematyce czy fizyce, niz przyznac sie do porazki.
Porazki, której nie da sie czesto usprawiedliwiac
niecheci<l-czy niesprawiedliwoscia nauczyciela,
bo kryteria ocen w naukach scislych trudno jest
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podwazac. Pozostaje wiec udawanie, ze nie traktuje sie
tych przedmiotów powaznie, a potem tak to wchodzi
w krew, ze zapomina sie, iz to bylo tylko udawanie.

P.S.: Zapytajmy ponownie o to samo: czy w takim
stanie rzeczy nie ma naszej, matematyków, winy?

A.B-B.: Istotnie. Nudne, nieciekawe lekcje wywoluja
u uczniów odruch obronny i lekcewazaca postawe,
która poprzez swa powszechnosc wchodzi do obiegowej
tradycji. Czy jednak jest to wylacznie nasza wina?

P.S.: A czy jest to nasza specyficznie polska
specjalnosc?

A.B-B.: Nie. W Rosji, gdzie poziom matematyki
szkolnej jest stosunkowo wysoki, tez mozna spotkac
osoby opowiadajace o swych klopotach z matematyka.
W innych krajach jest podobnie.

P.S.: A czy to sie moze zmienic?

A.B-B.: Mysle, ze w Polsce to sie juz zmienia,
za sprawa powstajacego rynku pracy i presji
ekonomicznej. Nikt rozsadny nie pochwali sie
potencjalnemu pracodawcy klopotami z tabliczka
mnozenia czy slabiutka trójczyna z matematyki.
Wielu pracodawców zwraca uwage na osiagniecia
z przedmiotów scislych w szkole i na studiach,
uznajac je za dobra prognoze tego, czy przyszly
pracownik bedzie umial logicznie myslec. oraz
samodzielnie i skutecznie rozwiazywac problemy.
Czysto humanistyczne wyksztalcenie, nieuzupelnione
umiejetnosciami matematycznymi, nie jest najlepszym
z atutów kogos, kto szuka pracy.

P.S.: Zostalo nam ostatnie pytanie ankiety,
o przyczyne przewag paranauki.

A.B-B.: Nauka jest narzedziem poteznym. W duzej
mierze jej wlasnie ludzkosc zawdziecza zdobycze
cywilizacji: komputery, prognozy pogody, telewizje,
i cala mase innych rzeczy.

Z drugiej strony, uczeni mówia o granicach lud7.kiego
poznania. Ludzie nie chca tego zaakceptowac. W.ten
sposób pojawia sie miejsce dla paranauki, która daje
odpowiedzi na niektóre nierozstrzygniete pytania.

W paranauce moze przy tym niekiedy cos byc, chocby
wskazanie na pewne problemy. Moze tez sie zdarzyc,
ze metody i teorie uznawane przez pewien czas za
paranaukowe zdobywaja sobie stopniowo status
rzetelnej wiedzy. By sie o tym przekonac, wystarczy
spojrzec na ewolucje pogladów srodowisk lekarskich na
akupunkture·

P.S.: Bardzo Panu Profesorowi dziekuje za rozmowe.



A oto
wypowiedz K"zysztof" CIESIELSKIEGO, dok\.oranta z UMCS.

Kilka lat temu, gdy chodzi lem jeszcze do szkoly sredniej, bylem
stalym i wiernym Czytelnikiem Delty. Okres studiów przyniósl
pewne rozluznienie moich kontaktów z tym interesujacym
miesiecznikiem. Obecnie skollczylem juz studia i jestem
sluchaczem pierwszego roku Studium Doktoranckiego Fizyki
UMCS. Jako osoba scisle zwiazana ze wspólczesna nauka,
a szczególnie z fizyka, postanowilem odpowiedziec na Panstwa
zaproszenie do dyskusji i podzielic sie swoimi refleksjami
zwiazanymi z poruszonymi przez Parlstwa probleman1i.

1. Na pytanie pierwsze nasuwa mi sie tylko jedna odpowiedz:
znajomosc wymienionych w tym punkcie wielkosci i zjawisk nie
jest do niczego potrzebna ani hodowcy karpi, ani malarzowi
abstrakcjoniscie. Nawet ja, który pretenduje do miarla
fizyka, nie znam dobrze malego twierdzerria Fermata, regule
Oersteda znam na poziomie umozliwiajacym mi objasnienie
jej studentom, a o stalej Hubble'a nie mam zielonego pojecia.
I nie wstydze sie do tego przyznac, gdyz sa to pojecia
specjalistyczne, scisle zwiazane z okreslonymi kierunkami fizyki
i matematyki. Podobnie nie mam pojecia o hodowli karpi
i o technikach w malarstwie abstrakcyjnym. Uwazam, ze kazdy
zawód ma swój specyficzny zasób wiedzy specjalistycznej,
a stopi ell zaawansowania dzisiejszej wiedzy uniemozliwia biegle
opanowanie kilku dziedzin nie zwiazanych ze soba. Wazne jest,
by specjalista-fizyk szanowal specjaliste-hodowce karpi i vice
versa.

2. Pytanie drugie prosi sie o odpowiedz: trzeba uczyc czlowieka
liczenia, bo moze zdarzyc sie sytuacja, ze trzeba bedzie cos
obliczyc, a akurat pod reka nie bedzie kalkulatora. A poza tym
wcale nie uwazam, jakoby Imlkulator liczyl lepiej od czlowieka.
Szybciej - owszem, ale nie lepiej. Pewien znajomy informatyk
z Politechniki Gdarlskiej nazwal kiedys komputer "szybkim
idiota" i nie sposób odmówic mu racji.

3. Odpowiedz na pytanie trzecie jest trywialna: latwiej
przeciez obliczyc calke dla kuli i dodac do niej pewien czynnik
uwzgledniajacy odchylenie rzeczywistego ksztaltu od idealu, niz
od poczatku do konca, wychodzac z definicji, obliczac te sama
calke dla tworu, którego nawet nie mozen1Y zapisac w postaci
funkcji. A jak dlugo opis przyblizony daje nam dobry obraz
otaczajacego nas swiata, tak dlugo mozemy z niego korzystac.

4. Pytanie czwarte zdziwilo mnie bardzo. 'vVI<omitecie
Redakcyjnym i kolegium redagujacym Delte tylu znanych
fizyków, a tu taki kwiatek. Od kiedy to pola i cUfstki
sa wymyslami ludzkiego umyslu? Zawodowo zajmuje sie
anihilacja pozytonów i musze stwierdzic, ze sa to czastki
jak najbardziej realne. Maja mase, ladunek, oddzialuja
z otoczenien1. Po prostu sa. Sa tez naturalne i widzialne.
A mówiac "widzialne" man1 na mysli obserwowalne. Oko ludzkie
jest w stanie zobaczyc tylko niewielki wycinek otaczajacego
nas swiata, do dokladniejszej obserwacji sluza nam lunety,
radioteleskopy, mikroskopy czy inne detektory. To, co widzimy
za ich pomoca, jest równie realne, jak to, co widzimy golym
okiem, moze nawet realniejsze, bo oko ludzkie latwo mozna
oszukac.

5. Mysle, ze o lotach kosmicznych ludzie marza w dalszym
ciagu. Brak im tylko dla t.ych mar·zen pozywki. Po poczatkowym
okresie sukcesów, takich jak pierwszy lot w Kosmos i ladowanie
na Ksiezycu, pojawil sie okres stagnacji. Trwa regularna
eksploracja okolic naszej planety, a ta nie jest juz tak efektowna.
Kolejnym spektakularnym wydarzeniem bedzie ladowanie
na Marsie lub 'vVenus, a zaniln to nastapi trwac bedzie stan
znmiejszonego zainteresowania astronautyka. Podobnie bylo
chociazby z lotami przez Atlantyk. Ile bylo wrzawy, gdy
Lindberg jako jeden z pierwszych przeleci al samolotem przez
ocean - te wywiady, artykuly, nagrody. A teraz? Dziennie
podobny lot odbywany jest w obie strony po kilkanascie, jesli
nie kilkadziesiat razy i nikt, poza pasazerami i obsluga, sie
tym nie interesuje. Czasami jeszcze podobne loty wzbudzaja
zainteresowanie terrorystów, ale to juz zupelnie inna historia.
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A wracajac do lotów kosmicznych, to nawet teraz interesuje
sie nimi calkiem spora grupa ludzi: naukowcy i technicy od
aeronautyki i astrofizyki, kosmonauci, technolodzy, a przede
wszystkim politycy, którzy decyduja o przyznawaniu funduszy.

6. Docieramy do problemu, jak mi sie zdaje, najistotniejszego.
Moim zdaniem, na cywilizacje sklada sie zarówno wiedza,
jak i kultura. Moze nawet w wiekszym stopniu ta druga.
Cywilizacje bez kultury, oparta tylko na wiedzy, przedstawil
George Orwell w Wojnie swi"tów. Nie taka cywilizacje chcemy
chyba tworzyc. Fizyka, matematyka czy chemia to dziedziny
wiedzy i to bardzo wyspecjalizowane. Ich biegla znajomosc
niezbedna jest tylko waskiej grupie fachowców. Inna sprawa
to brak szacunku okazywany naukom scislym. Byc moze jest.
to wina systelnu oswiaty, w kt.órym nauki te "wykladane" sa
w zbyt. szerokim zakresie, nie tylko niepotrzebnym, ale wrecz
niemozliwym do opanowania przez przecietnego czlowieka, który
przez pogarde dla "jajoglowych" odreagowuje wlasne, szkolne
niepowodzenia. Co do nauk tzw. humanist.ycznych, to tutaj
sprawy maja sie zupelnie inaczej. Mozna doskonale sobie radzic
nie znajac np. reguly Oerst.eda czy n1alego twierdzenia Fermata,
a nawet byc uznawanym za fachowca, np. byc znakon1ityn1
lekarzem. Czy mozna jednak uchodzic za czlowieka w pelnym
tego slowa znaczeniu, gdy nie zna sie wlasnych korzeni, jakie
st.anowi hist.oria danego kraju, regionu czy miasta? A cóz to
za czlowiek, kt.óry nie pot.rafi poslugiwac sie biegle wlasnym
jezykiem ojczystym? I nie zgodze sie tu z Panem Ryszardem
Tadeusiewiczem, który twierdzi, ze to matematycy, fizycy
i technicy sa prawdziwymi twórcami wspólczesnej cywilizacji.
To przeciez fizycy, matematycy i technicy dali swiatu bombe
atomowa, a tylko ludziom t.akim jak Chop!n, Picasso czy Eco,
którzy rozwineli w nas wrazliwosc i poczucie zamilowania
do dobra i wstretu do zla, zawdzieczamy, ze ludzkosc jeszcze
istnieje, a nie zostala unicestwiona w nuklearnej hekatOlnbie.
Na zakonczenie mojej wypowiedzi na temat oznaczony nun1erem
szóstym pozwole sobie przytoczyc krótki wiersz Kazimierza
Przerwy- Tetmajera i zadedykowac go Panu Ryszardowi
Tadeusiewiczowi:

Nie rzucajcie sie z krzykiem na piekno,
Nie zadajcie, by czar w zyciu znikl.
Równie swieta jak i niesmiertelna
Wenus z Milo, jak Spartaka krzyk.

7. Paranauka jest o wiele prostsza i przystepniejsza dla
przecietnego czlowieka niz prawdziwa nauka. Ludzie chca
wiedziec mozliwie duzo o swiecie, o zyciu, o sanlym sensie
istnienia. Tymczasem rzetelna nauka jest trudna, a przez to
elitarna. Wykorzystuja to róznego rodzaju "prorocy" ,którzy
daja naiwnym ludziom namiastke wiedzy. Chociaz moze to zbyt
mocne slowa. Paranauka przypomina troche ludowa medycyne.
Jest to swojego rodzaju bladzenie po Olnacku w poszukiwaniu
prawdy. A nie jest tez wykluczone, ze niektóre z pojec czy
zjawisk paranauki sa rzeczywistymi, a nie poznarlymi jeszcze
prawami przyrody. Jak wielkim cudem w czasach Mojzesza
byla zamiana wody w krew, a dzis kazdy nastolatek wie, ze
wystarczy do tego odrobina nadmanganianu potasu. Tak bylo
z wieloma zjawiskami, które musialy przejsc etap herezji, zanim
staly sie prawdami. Zatem lny, jako ci, którym "objawiona"
zostala prawda, musimy byc wyrozumiali dla paranauki
i jej adeptów. Nalezy bezwzglednie demaskowa<': falsz i tepic
hochsztaplerów, ale jednoczesnie dokladnie sprawdza<:, co jest
falszem i hochsztaplerstwem, a co nie.

To chyba wszystko, co mialbym do powiedzenia w ramach
jubileuszowej ankiety Delty. Pragne dolaczyc serdeczne zyczenia
dla wszystkich, którzy przyczynili sie do powstania i istnienia
tego wartosciowego pisma oraz zyczyc kolejnych 250 numerów.
Chcialbym równiez podziekowac za istnienie Delty, gdyz
pomagala mi ona poszerzac horyzonty wiedzy i szlifowac
umiejetnosci w okresie, gdy dopiero ksztaltowalem sie nie tylko
jako naukowiec, ale przede wszystkim jako czlowiek. Za to
jeszcze raz serdecznie dziekuje.

Wszystkiego Najlepszego



Tel'I11in nadsylania I'ozwiazall:
31 I 1996

LI LI
I I

,•--44
Klub 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji DPlly

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadaIl z numeru n w tenninie do kOIlca miesiaca n + 3. Szkice
rozwiazal1 zamieszczamy w numerze n + 4. r...1ozna nadsylac rozwiazania czterech l trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadal) z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do
l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 ­
38/ N, gdzie 8 t>znacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly
rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle
punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek
z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana.
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

Zadania z matematyki lU' 307, 308
307. Liczby dodatnie a, h, c spelniaja nierównosc

(a2 + h2 + C2)2 > 2(a4 + b4 + c4).

Dowiesc, ze sa one dlugosciami boków pewnego trójkata.

Redaguje Marcin B. J(UCZMA
308. Dane sa funkcje t, g : R ~ R o nastepuj;!cych
wlasnosciach: t jest funkcja rózniczkowalna,
f'(x) = g(J(x)) dla x E R. Czy funkcja t musi byc
monotoniczna (niemalejaca lub nierosnaca)"?

Zadanie 308 zaproponowa.l pa.n Przemyslaw Gadzillski ze Srody Slaskiej.

Zadania z fizyki nr 205, 206 Redaguje Jerzy B. BROJAN

205. Male naladowane cialo krazy po okregu o promieniu TO w jednorodnym polu
magnetycznym o indukcji Bo. Jesli pole magnetyczne nie zmieniajac kierunku bardzo
powoli wzrosnie lub zmaleje do wartosci Bl, to cialo nadal bedzie krazyc po okregu.
Znalezc wzór na promien 1'1 nowego okregu.
Wskazówka: Nie pomijac efektów wirowego pola elektrycznego (powstajacego
wskutek zmian B).

206. Na prostokatnym stole bilardowym o wymiarach a x b (a = l m, b = 2 m)
znajduja sie dwie jednakowe bile o srednicy d = 6 cm - jedna na srodku stolu, a druga
przy srodku krótszego boku. Chcemy tak uderzyc w druga bile, aby trafila ona
w srodkowa, dalej jedna z bil odbila sie od dluzszego boku stolu, a druga kolejno od
krótszego, dluzszego i znów krótszego, po czym zderzyly sie ponownie (rys.) Ocenic
niezbedna do tego dokladnosc kierunku uderzenia poczatkowego (w stopniach).

"* Zadania
Redaguje J(rzysztof OLBSZIUBWICZ

M 750. Niech liczby a], U2, ... , (t1O nalez;! do zbioru
{l, 2, 3,1,5, 6}. Wykonujemy nastepujacy eksperyment
losowy: rzucamy dziesiec razy kostka szescienna
i sumujemy wyniki rzut.ów, jednakze jesli w n-tym rzucie
wypadnie a" oczek, t.o nie bierzemy pod uwage zadnego
z nastepujacych po nim rzutów (przyjmujemy, ze ich
wyniki sa zerowe). Jak dobrac liczby al, a2,···, alO,

by wartosc oczekiwana sumy otrzymywanej w naszym
eksperymencie byla najwieksza?
Rozwiazanie na str. 6

M 751. Na nieskonczonej czarno-bialej szachownicy
tak kladziemy prostokat, ze dokladnie polowa nakrytej
nim powierzchni jest biala; zadamy przy tym, by prost.a
zawierajaca jeden z boków prostokata przecinala krawedzie
pól szachownicy pod ust.alonym z góry katem. Czy jest to
mozliwe niezaleznie od wymiarów prost.okata?
Rozwiazanie na str. 6

1995

M 752. Udowodnic, ze liczba S' = L n"n nie jest.
11.=1

szescianem zadnej liczby naturalnej.
Rozwiazanie na str. 6

RedagUJe J(rzysztof RBJMBR

F 413. Dwa punkty materialne o masie m kazdy poruszaja sie bez tarcia: jeden wzdluz
osi x, drugi wzdluz osi y kartezjallskiego ukladu wspólrzednych. Punkty polaczono
szt.ywnym niewazkim pretem o dlugosci A. Wykazac, ze ruch obu punktów jest ruchem
harmonicznym i znalezc czestotliwosc drgall punktów.
Autorem tego problemu jest Jorge B. Szt.rajman (Universidad de Buenos Aires).
Rozwiazanie na st.r. 7

F 414. Pomiedzy ruchomymi okladkami kondensatora plaskiego znajduje sie gaz
doskonaly. Okladki polaczone sa ze zródlem o stalym napieciu U. Znalezc równanie
przemiany, jakiej podlega ten gaz podczas ogrzewania oraz cieplo molowe tej
przemiany. Efekt.y brzegowe zaniedbujemy.
Rozwiazanie na st.r. 7
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o kolejkach
~

Wlodzimierz BIELINSKI, Krzysztof PAROL

3

Rys.!. Zla kolejka typu (5,4). Siódmemu
klientowi kasjer nie lTIOZe wydac
reszty (s = i).

Rys. 2. Kolejka z rysunku l po dodaniu
na poczatku osoby z pieciozlotówka·
Na pierwszych s + l = 8 miejscach
polowa osób Dla dziesieciozlotówki.

W artykule zajmiemy sie nastepujacym zadaniem:
Przed kasa kina stoi (p + d)-osobowa kolejka, przy czym p osób ma monety

pieciozlotowe, natomiast d osób ma banknoty d::iesieciozlotowe. Bilety koszt'uja

piec zlotyclL Przed rozpoczeciem sprzedazy w kasie nie ma pieniedzy. N a ile

sposobów mozna 1lstawic kolejke, aby sprzedaz nie ulegla zahamowaniu, tzn. aby

zadna osoba nie musiala czekac na reszte?

Vv naszym rozwiazaniu bedziemy zakladac, ze osoby sa nierozróznialne. Aby
otrzymac wynik w przypadku osób rozróznialnych, nalezy nasza odpowiedz
pomnozyc przez p!d!.

Powiemy, ze kolejka jest typu (p, d), jesli jest dlugosci p + d oraz p osób ma
pieciozlotówki, a pozostale osoby maja dziesieciozlotówki. Kolejke nazwiemy
dobra, jesli sprzedaz biletów nie ulegnie zahamowaniu, w przeciwnym przypadku
kolejke nazwiemy zla. Oznaczmy szukana liczbe przez K(p, d). Oczywiscie,
K(p, d) = O dla p < d. Mozemy wiec zalozyc, ze p 2: d. Liczbe K(p, d)

znajdziemy odejmujac od wszystkich ustawien p + d osób ustawienia zle,
tzn. takie, dla których kolejka utknie. Latwo zauwazyc, ze liczba wszystkich

kolejek jest równa (Ptd) (sposród wszystkich p + d miejsc wybieramy p i na nich
ustawiamy posiadaczy pieciozlotówek).

Wykazemy, ze liczba zlych kolejek typu (p, d) jest równa (;;tf). Niech s
oznacza numer osoby, na której zatrzyma sie kolejka. Latwo ~auwazyc, ze s
musi byc liczba nieparzysta, gdyz wczesniej do kasy musialo trafic tyle
pieciozlotówek, co dziesieciozlotówek. Dodajmy na poczatek takiej kolejki
osobe z pieciozlotówka, tworzac nowa kolejke typu (p + l, d). Mamy teraz
w kolejce na pierwszych s + l miejscach tyle samo osób z monetami 5 zl
i banknotami 10 zl. Dokonajmy operacji drastycznej z punktu widzenia
posiadaczy dziesieciozlotówek. N a pierwszych s + l miejscach nowej kolejki
zamienmy wszystkim nominaly posiadanych pieniedzy (kto mial x zl, po zmianie
ma. 15 - x zl). Latwo zauwazyc, ze ta operacja nie zmieni typu kolejki.
Po "wymianie pieniedzy" na pierwszym miejscu naszej kolejki typu (p + l, d)

stoi osoba. z banknotem dziesieciozlotowym.
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Z lmzda kolejka mozna (jednoznacznie)
powiazac wykres w ksztalcie lamanej
przedstawiajacy zmiany liczby
pieciozlotówek w kasie podczas
obslugiwania kolejki. Kolejka jest zla
wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajacy
jej wykres ma fragmenty lezace ponizej
osi OX.

Kto nie wierzy, ze opisane przeksztalcenie
jest bijekeja, niech obejrzy w skupieniu
rysunki l, 2 i 3.

Opisane wyzej przeksztalcenie zlej kolejki typu (p, d) na kolejke typu (p + 1, d)
zaczynajaca sie od osoby z dziesieciozlotówka jest, oczywiscie, bijekcja.
Zatem, liczba zlych kolejek typu (p, d) jest równa liczbie takich kolejek
typu (p + l, d), które zaczynaja sie od osoby z dziesieciozlotówka. Latwo

zauwazyc, ze powyzszych kolejek jest (P+l)tld-1)), gdyz na pierwszym miejscu
stoi osoba z dziesieciozlotówka, a p + 1 osób z pieciozlotówkami mozemy
w dowolny sposób ustawic na pozostalych p + d miejscach. Ostatecznie
otrzymujemy

?' . (p + d) (p + d) (p + d)! (p + d) Ih(p,d) = p - p+ l = p!d! - (p+ 1)!(d-1)! =

(p + d)! _ (p + d)! . _d_ = p - d + 1 . (p + d) .p!d! p!d! p + 1 ]J + 1 p

3

1

-1

-3

Podamy teraz kilka wlasnosci liczb K(p, d).

1. K(n, O) = 1.

2. K( n, l) = n. Osoba z dziesieciozlotówka nie moze stac na poczatku kolejki;
mamy dla niej do dyspozycji (n + l) - l = n miejsc.

3. K(n, n) = K(n, n-l). Latwo zauwazyc, ze w dobrej kolejce typu (n, n) na
koncu musi stac osoba z banknotem dziesieciozlotowym.

Rys. 3. Kolejka z rysunku 2 po 1)wymianie

1100ninalówll u pierwszych osmiu osób.
4. K(p, d) = K(p, d - l) + K(p - l, d), gdy p 2: d> O. Rozpatrzymy dwa
przypadki.
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(a) p = d. Nie istnieja wtedy dobre kolejki typu (p - 1, d), czyli K(p - 1, d) = O.

Zatem, teza wynika. z punktu 3.

(b) p> d. Czytelnik zechce zauwazyc, ze w tym przypadku operacja wyrzucania
z kolejki ostatniej osoby jest bijekcja pomiedzy zbiorem dobrych kolejek

typu (p, d) a suma zbiorów dobrych kolejek typu (p - 1, d) i dobrych kolejek
typu (p, d-l). Jest to, oczywiscie, operacja róznowartosciowa. Operacja
odwrotna jest dodanie odpowiedniej osoby na koncu kolejki:

• do dobrej kolejki typu (p - 1, d) dostawiamy osobe z pieciozlotówka

(oczywiscie, otrzymamy dobra kolejke typu (p, d));

• do dobrej kolejki typu (p, d-l) dodajemy osobe z dziesieciozlotówka
(i w tym przypadku dostaniemy dobra kolejke typu (p, d), gdyz d < p i po
obsluzeniu calej kolejki typu (p, d-l) w kasie zostanie przynajmniej jedna
pieciozlotówka) .

Z powyzszych spostrzezerl mamy K(p, d) = K(p, d-l) + K(p - 1, d).

d

5. K(p, d) = 2: K(p - 1, i) dla p> O i O ::; d::; p.
i=O

Dowód prowadzimy przez indukcje wzgledem d (przy ustalonym p).

Dla d = O mamy K(p, O) = 1 = K(p - 1, O). Niech d:::: 1. Zalózmy, ze wzór jest
prawdziwy dla wszystkich liczb naturalnych mniejszych od d. N a podstawie
punktu 4 mamy

d-l d

K(p, d)=K(p, d-l) + K(p - 1, d)= LK(p - 1, i) + K(p - 1, d)= LK(p - 1, i) .
i=O i=O

p

6. K(p, d) = 2: KU, ci - 1). Dowód przez indukcje wzgledem p przy ustalonym d
i=d

przebiega. podobnie jak poprzedni.
d

7. K(p,d) = 2: K(d,k)(P~~kl). Ustawmy najpierw w kolejke osoby
k=O

z pieciozlotówkami. Podzielmy teraz te osoby na dwie czesci: od pozycji 1
do d i od pozycji d + 1 do p. Nastepnie, dostawiamy do kolejki d osób
z dziesieciozlotówkami. Do pierwszej czesci kolejki mozemy wstawic k osób

(k ::; d), w taki sposób, by powstala dobra kolejka typu (d, k). Mozna to zrobic
na K( d, k) sposobów. Pozostale d - k osób mozemy wstawic w dowolny sposób

do drugiej czesci kolejki. Da sie to zrobic na ((p-d)td,:-k )-1) sposobów, gdyz
mamy do dyspozycji p - d miejsc, na których trzeba umiescic d - k osób
z dziesieciozlotówkami, przy czym na jednym miejscu mozemy ustawic wiecej
niz jedna osobe. Sa to wiec kombinacje z powtórzeniami (liczba j-elementowych
kombinacji z powtórzeniami wybieranych ze zbioru n-elementowego jest równa

(n+i-l)). Otrzymujemy wiec
d d

K (p, d) = t; J( ( d, k) ((p - d) : ~ k- k) - 1) = t; K ( d, k) e~~~1) .
n

8. 2: (_l)i K(2n - i, i) = O. Dowód tego wzoru polega na nietrudnych
i=O

przeksztalceniach (z wykorzystaniem wlasnosci 4); Czytelnik zechce go
przeprowadzic samodzielnie.

9. Liczba K(n, n) jest równa tzw. (n + l)-szej liczbie Catalana. Jak to wykazac
i co to sa liczby Catalana, opowiemy Czytelnikom Delty przy innej okazji.

N a zakOllczenie proponujemy Czytelnikom samodzielne rozwiazanie
(z wykorzystaniem liczb K(p, d)) nastepujacego zadania:
N a ile sposobów mozna ustawic w dwuszeregu 2n-osobowa druzyne harcerska, aby

tu kazdym szeregu harcerze byli ustawieni wedl'ug wzrostu oraz aby za kazdym

harcerzem z pierwszego szeregu stal harcerz od niego wyzszy? ('W tym zadaniu
zakladamy, ze harcerze sa rozróznialni.)
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Niebo przez lornetke

Wieczorem na letnim niebie dominuja trzy jasne

gwiazdy: wysoko w poblizu zenitu Deneb - a Labedzia
i Wega - a Lutni oraz nizej w kierunku poludniowym
Altair - a Orla. Przez Labedzia i Orla przechodzi
Droga Mleczna, Lutnia jest troche poza nia ale blisko.
W poludniowej czesci widocznej w sierpniu Drogi
Mlecznej, nisko przy horyzoncie na granicy Strzelca,
Wezownika i Skorpiona lezy centrum naszej Galaktyki.
Przy czystym powietrzu widac wyraznie poszerzenie
Drogi Mlecznej w tamtej okolicy, a przez lornetke
szczególne nagromadzenie clunur gwiazdowych.

Gwiazdozbiór Lutni to charakterystyczny
równoleglobok czterech srednio jasnych gwiazd lezacy
tuz obok Wegi. Juz przy niewielkim powiekszeniu
widac, ze piata, mniej wiecej tak samo jasna gwiazda,
równiez lezaca obok Wegi, jest gwiazda podwójna.
To E Lutni odlegla od nas o 70 pc. Jej skladniki
odlegle sa na niebie o 3;5, a wiec w przestrzeni
o co najmniej 45 000 jednostek astronomicznych. Ale
ponadto kazda z gwiazd skladowych jest tez para
gwiazd odleglych w przestrzeni o 280 i 150 jednostek,
a na niebie o 3" i 2". Tak wiec, niestety, poczwórnosci
E Lutni zwykla lornetka nie zobaczymy.
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Drugi wart uwagi obiekt w Lutni to tzw. Piersciell,
mglawica pla.netarna M57 polozona miedzy gwiazdami
{3i ,. Przy dobrych warunkach atmosferycznych
widac ja w lornetce jako blada tarczke o srednicy
nieco przekra.czajacej 1', co przy odleglosci 700 pc
odpowiada srednicy rzeczywistej 50 000 jednostek
astronomicznych. Jak zapewne wiemy, jest to
przedostatni etap zycia gwiazdy.

Mianowicie, dostatecznie masywne gwiazdy po zuzyciu
paliwa jadrowego pozbywaja sie swoich zewnetrznych
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warstw, które ekspanduj ac tworza przez kilka tysiecy
lat taka wlasnie dosc regularna mglawice. Z czasem
rozplywa sie ona w przestrzeni, a pozostalosc po jej
macierzystej gwiezdzie zamienia sie w stygnacego
powoli bialego karla. Oczywiscie, mglawice takie nie
maja nic wspólnego z planetami - nazwane zostaly tak
dawniej wskutek podobiellstwa do tarczy planety i ta
niefortunna nazwa tak juz zostala.

Tomasz KWAST
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Przestrzenny parkiet az

Pare lat temu, przegladajac zbiór zadalI Zarubieznyje

malematiczeskije olimpiady, natknalem sie na nastepujace
zadanie:

Do kazdej sciany sze.scianu o krowedzi 1 dobudowujemy

szescian vrzystajacy do danego. Oh·zymamy wiec

pl'zestl'zenny "kr·zyz" taki, jak IW rysunku 1. Czy takimi

krzyzami mozna wypelnic szczelnie cola przeslrze·/i?

Rys. 1

Zadanie to bardzo mi sie spodoba.lo, bylem ogromnie

ciekawy jaka jest od powiedz. Niestety, w owym zbiorku

rozwiazanie tego zadania nie zostalo opublikowa.ne. Pare
miesiecy pózniej to Silmo zadanie znalazlem w innym
zbiorku, równiez rosyjskim, t.ym razem jeduirk aut.orzy

umiescili rozwi,tzanie. Odnalazlem wiec je i przeczytalem

- bylo zadziwiaj,tco krótkie' Oto ono:
Mozna. Rozbijmy przest·rzen na "wa·rslwy", kazda

grubosci 1, a kazda wm·sl'tue rozbijmy na jednostkowe

szesciany (jedna z lych warstw - widok z góry - jest

pI'zedstawiona na rysunku 2). Ponumerujmy wa·rstwy

od dolu do góry; jesU warstwa jest oznaczona numel'em

nieparzystyrn, lo krzyze o srodkach w tej wm·slwie -umiescmy

lak, by ich srodkowe sze.5ciany pokrywaly sie z szescianami

o numen/.ch 1, jesli zas w(t'rslwa ma num.er pa·rzysty,

to mniescrny sl·odki k·rzyzy lam, gdzie znajduja sie szesciany
oznaczone nume·rem 2.
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Rys. 2

Rozwiazanie wydalo mi sie niet.rywialne i bardzo

eleganckie. Postanowilem wiec podzielic sie zadaniem
z moimi pa.roma kolegami.

Fragmenty listów czytelników do
gazety "Polityka", opublikowanych
w dniu 28.07.1984

"Im bardziej wglebialam sie w tajniki matemat.yki, tym
wiecej rósl mój niepokój. Poczucie absurdu, bezsensu ... "

"Znalem kilku doskonalych mat.ematyków (podobno
sam bylem w t.ym kierunku uzdolniony), ale na ogól byli
t.o ludzie zyciowo nieporadni, a nawet (co gorsza) nie
znajacy podstawowych zasad wspólzycia miedzyludzkiego,
co w najlepszym razie lokowalo ich w kat.egorii dziwaków."

"Kt.o chce sie zajmowac matematyka dla niej smnej, niech
sie zajmuje, ale niech nie twierdzi, ze bez znajomosci
geometrii tobaczewskiego czy Riemanna, bez znajomosci
calki Lebesgue'a, przestrzeni Banacha i plaszczyzn Hilbert.a
nie mozna sie nauczyc logicznego myslenia. \iVrecz przeciwnie,
jalowe trawienie czasu nad nieprzydatnyrui w prakt.yce
przemysleniami, prowadzi do pat.rzenia na t.en salU przednliot.
z takiej wysokosci, ze poza niewyraznynl konturelTI
obserwowanego przedmiot.u widac tylko sina dal, w która
ulotnila sie logika."

"I\0I1czac, chcialbynl rozpraw;,: sie z rozpropagowanyrn przez
fetyszyst.ów matemat.yki mitem, jakoby matematyka byla
królowa nauk,"

Gdy pare dni pózniej tlumaczylem rozwiazanie jednemll

z nich, zajaknalem sie w pewnym momencie i st.wierdzilem,

ze chyba jednak nie pamietam rozwiazania. Po powrocie do

domu odnalazlem je w owym zbiorku i o~azalo sie, ze jest.
ono nieprawidlowe! Zachecam Czyt.elników do przyjrzenia

sie powyzszemu "rozwiazaniu" i odnalezienia dosc subt.elnie

ukrytego bledu.

Znowu wiec zaczalem sie zast.anawiac, jaka. jest odpowiedz

na postawione w zadaniu pytanie. Tym razem jednak
post.anowilem przyjrzec sie blizej zadaniu i w efekcie

udalo mi sie je rozwiazac, a w zasadzie poprawic powyzsze

"rozwiazanie". Spróbujmy wiec zabudowac przestrzel]

naszymi krzyzami.

Podobnie jak wyzej, zbudujemy najpierw warstwy, kt.órymi

pózniej wypelnimy szczelnie przest.rzeli. W tym celu

umiescmy srodki krzyzy w miejscach oznaczonych na

rysunku 3 numerem 1. Ot.rzymamy wiec wa.rstwe, która

ma ot.wory w ksztalcie kostek domina (na rysunkll ;1
liczby 2 i 3) oraz wyst.ajace z obu st.ron szesciany

jednost.kowe (w miejscach, gdzie na rysunku 3 jest.

liczba 1). Pozost.alo wiec szczelnie zlaczyc warstwy,
co pozostawiam Czytelnikowi.

Rys. 3
Waldem.ar POMPE
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