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n = 1,2,3, ... ,

Nierównosc Fejera-J acksona

Jaroslaw GÓRNICKI

Kilka lat temu od zaprzyjaznionego matematyka niemieckiego

otrzymalem wydana w 1987 roku ksiazke pod znamiennym tytulem
"Die 100 schonsten Aufgaben aus Olympiaden Junger Mathematiker
der DDR mit eleganten Losungen, Klassenstufen 11/12".

Przegladajac ja ostatnio zatrzymalem sie na zadaniu 34:

Udowodnic, ze dla wszystkich x E (O, 7r) prawdziwa jest nierównosc

. 1'21'3 O
sm x + "2 sm x + 3 sm x > .

Zadanie jak zadanie - pomyslalem, wzialem kartke papieru
i nierównosc uzasadnilem. Wystarczyly standardowe wzory

trygonometryczne na sin 2x, sin 3x i kilka przeksztalcen - nic
nadzwyczajnego. Siegnalem do rozwiazan autorów ksiazki.
Zainteresowala mnie uwaga mówiaca, ze "prawdziwa jest ogólniejsza
nierównosc

n 1L "ksinkx > O dla x E (0,7r)
k=l

ale jej dowód jest dosc skomplikowany".

Zabrzmialo to troche jak wyzwanie. Po jakims czasie mialem
równiez i jej uzasadnienie. Dowód, wbrew zapowiedziom, nie okazal
sie trudny, wykorzystalem indukcje i proste fakty z rachunku
rózniczkowego dostepne dla uczniów szkól srednich.

Aby zobaczyc, jak nierównosc ta jest uzasadniana w literaturze,
siegnalem po ksiazke D.S. Mitrinovicia "Elementarne nierównosci",
PWN, Warszawa 1972. Znalazlem ja tam jako Problem 3.15

(str. 155). Ku mojemu zaskoczeniu proponowane tam uzasadnienie
wymaga (zaawansowanej) umiejetnosci calkowania funkcji
zespolonych po krzywych zamknietych!

Zaczalem poszukiwac innych opublikowanych uzasadnien tej
nierównosci. Dowiedzialem sie wtedy, iz w 1910 roku matematyk
wegierski Lipót Fejer (1880-1959) badajac szeregi trygonometryczne
wykazal, ze funkcja

Sn (x) = sin x + ~sin 2x + ... + ~ sin nx , x E (O, 7r) ,

osiaga maksimum dla x = _7r_, a ponadto spelnia warunkin+1

Sn (n: 1) > Sn -l (;), n 2 2 ,

. (7r) frr smxhm Sn --1 = -- dx ~ 1,85193.n-+oo n + x
o

(Wykazanie tych zaleznosci moze byc pouczajacym cwiczeniem.)

Fejer wyrazil równiez przypuszczenie, ze

Sn (x) > O dla x E (O, 7r) i n = 1, 2, 3, ...

Powyzsza hipoteze udowodnili niezaleznie D. Jackson [1] w 1911 roku
i T.H. Gronwall [2] w 1912 roku. W latach nastepnych pojawialy sie
dowody innych autorów, miedzy innymi krótki dowód E. Landaua [3]
z 1933 roku.
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Metale
z ciezkimi
elektronami
Jan KARBOWSKI
Zapewne kazdy ze szkoly pamieta, ze masa
elektronu jest okolo 2000 razy mniejsza
od masy protonu. Kazdy tez wie, ze prad
elektryczny w metalach jest strumieniem
elektronów przewodnictwa oderwanych
od macierzystych atomów (tzw. nosniki
pradu elektrycznego). Zatem nalezaloby
sie spodziewac, ze masa nosników pradu m
oszacowana na podstawie wzoru

mv
(1) - = eET

powinna byc w przyblizeniu równa m(tsie
elektronu wzietej z tablic fizycznych.
W powyzszym wzorze v jest predkoscia
dryfu elektronów, T - srednim czasem
miedzy rozproszeniami elektronów,
e - ladunkiem elektronu, E zas
przylozonym polem elektrycznym.
Ewentualne drobne odstepstwa od
wartosci tablicowej mozna by próbowac
wytlumaczyc wplywem oddzialywania
z siecia jonów (atomów, które utracily
elektrony). Powyzsze rozumowanie
zastosowane do metali alkalicznych
rzeczywiscie daje dobre oszacowanie.

Jednak pod koniec lat 70. i na
poczatku 80. zaczeto syntetyzowac nowe
zwiazki miedzymetaliczne na bazie
pierwiastków ceru i uranu, w których
mierzone masy nosników pradu byly
niezwykle duze, rzedu 100 - 1000 mas
elektronu. Krótko mówiac, "elektrony
przewodnictwa" w tych zwiazkach sa
prawie tak ciezkie jak protony! Stad tez
wziela sie nazwa "ciezkie fermiony" dla
takich ukladów (slowo fermiony oznacza
klase czastek o pewnych wlasnosciach
kwantowomechanicznych, do której
naleza, miedzy innymi, elektrony, protony
i neutrony; druga klase czastek stanowia
tzw. bozony, do której nalezy np. foton).

Spróbujmy zrozumiec, jaki jest mechanizm
powstawania tak wielkich mas. Zanim
zajmiemy sie sytuacja w krysztale,
poswiecmy pare zdan atomom. Wokól
jadra izolowanego atomu (tzn. bedacego
daleko od pozostalych) elektrony poruszaja
sie w pewien uporzadkowany sposób, który
jednak odbiega od klasycznych wyobrazen.
Nie wszystkie rodzaje ruchu sa mozliwe,
lecz tylko pewne wyróznione. Okreslony
rodzaj ruchu jest zwiazany ze stanem,
w jakim znajduje sie elektron. Stan taki
nosi nazwe kwantowomechanicznego
i moze byc opisywany tylko w kategoriach
mechaniki kwantowej.



W krysztale atomy tworza. siec
krystaliczna., tzn. nie mozna juz ich
traktowac jako izolowane. "Czuja." one
nawzajem swoja. obecnosc. Efektem
tej bliskosci jest modyfikacja ruchów
elektronowych (stanów kwantowych) dla
elektronów z dala od ja.dra. Dla niektórych
stanów moze byc ona znaczna, zmieniaja.c
calkowicie charakter ruchu, dla innych
minimalna. W pierwszym przypadku
elektrony moga. poruszac sie pomiedzy
atomami, traca.c wiez z macierzystym
atomem; nastepuje tzw. kolektywizacja
elektronów, a stany takie nazywa sie
rozcia.glymi. W drugim przypadku
ruch elektronów pozostaje zasadniczo
wewna.trzatomowy, bez mozliwosci
przeskoku na inne atomy. Stany takie
nosza. nazwe zlokalizowanych.

W metalach alkalicznych, takich jak lit
czy sód, stany elektronowe z powlok
zewnetrznych atomów ulegaja. takim
zmianom jak w pierwszym przypadku.
Tworza. wiec stany rozcia.gle i elektrony
moga. poruszac sie swobodnie wzdluz
calego krysztalu.

Istnieja. tez zwia.zki, w których realizowany
jest drugi przypadek, tj. gdy stany
elektronowe nie ulegaja. zasadniczym
zmianom. Mimo ze powloki zewnetrzne
nie sa. zapelnione (tak jak dla atomów
metali alkalicznych), elektrony nie maja.
mozliwosci ruchu kolektywnego i po
przylozeniu napiecia otrzymujemy v = O.

Zgodnie ze wzorem (1) prowadzi to do
wniosku, ze masa efektywna nosników jest
nieskonczona. Tak wiec potencjalny metal.
staje sie izolatorem. Ten typ izolatora
(w odróznieniu od tradycyjnego, w którym
powloki zewnetrzne sa. zapelnione)
nosi nazwe izolatora Motta-Hubbarda.
Przykladem jest tu zwia.zek V203.

Twierdzenie 1(nierównosc Fejera-Jacksona).
Jezeli x E (O, 7r), to

S()' 1. 1. On X = sm x + - sm 2x + ... + - sm nx >
2 n

dlan=1,2,3, ...

Dowód. Dla n = 1 i x E (O, 7r) nierównosc S1 (x) = sin x> Ojes!.
oczywista. Gdy n = 2,

S2 (x) = sin x + ~sin 2x = sin x . (1 + cos x) > O2

dla x E (O, 7r). Zalózmy, ze dla x E (O, 7r) i ustalonego n - J 2: ]

mamy Sn-1(X) > O. Wykazemy, ze wówczas dla x E (O, 7r) prawd~i\Va
jest nierównosc

Sn(x) = Sn-1(X) + 2:.sinnx > O.n
Rozwazmy przypadki:

1. Gdy x E {y E (O, 7r) : sin ny 2: O}, to oczywiscie

Sn(x) 2: Sn-1(X) > O.

2. Gdy x E {y E (O, 7r) : sin ny < O} = Bn, to korzystajac

z tozsamosci 2 sin a;f3 cos atf3 = sin a - sin,B, mamy nastepujacy
wzór na pochodna funkcji Sn:

n

S~(x) = L cos kx =
k=l

1 (2' x 2 . x 2 . 2 . x )--o -x- sm - cos x + sm - cos x + ... + S111 - COS 1/.X

2sm 2' 2 2 2

1 ((. 3 . 1) (. 5 . 3 )
= --o - sm -x - sm -x + sm -x - sm -x + ... +

2sm ~ 2 2 2 2

+ ( sin (n + ~) x - sin (n - ~}e))

1 ( (1) ;J:)2 sin ~ sin n + 2' :1: - Sil':.2 =

1 (. x. x ( L))'= 2 sin ~ sm nx . cos 2' + sm 2" cos nx - < U .

Czytelnik, który nie pamieta tozsamosci trygonometrycznych, lec'~ slyszal 7.a (..)
o funkcji wykladniczej w dziedzinie zespolonej, moze zauwazyc, ze

Zatem

Lcoskx= L Re (eikX) =ReLeikX•
k=l k=l k=l

Dalej juz jest latwo - trzeba tylko umiec sumowac ciag geometryczny.

Sn(x) > Sn(b) = Sn-l(b) + 2:.sinnb = Sn-l(b) 2: On
dla x E (a, b), a tym samym dla wszystkich x E Bn. Wobec tego na

podstawie zasady indukcji matematycznej nierównosc Sn(x) > Ojes!.

prawdziwa dla x E (O, 7r) i wszystkich n E N.•

Zauwazmy teraz, ze zbiór Bn sklada sie ze skonczonej liczby

otwartych, rozlacznych przedzialów, np. B4 = (~, l) U e:'7r).

Niech (a, b) bedzie jednym z przedzialów tworzacych zbiór Bn.
Funkcja Sn jest:

1) malejaca w (a, b),

2) ciagla w punktach a i b,

3) sin nb = O.

nnn
Najciekawsza sytuacja powstaje wtedy,
gdy krysztal sklada sie jednoczesnie
z dwóch rodzajów atomów: rozcia.gaja.cych
i lokalizuja.cych stany elektronowe. Wlasnie
ten przypadek ma miejsce dla ciezkich
fermionów. Role atomów lokalizujacych
ruch elektronów pelnia. atomy ceru ba.dz
uranu. Przykladowe zwia.zki z tej klasy
materialów to: UPt3, UBe13, UPd2AG,
CeCu2Si2 oraz CeAb. Aby w pelni
zrozumiec ich wlasnosci, trzeba uzyc
formalizmu statystycznej teorii pola.
My jednak postaramy sie wytlumaczyc
powstawanie duzych mas efektywnych przy
uzyciu znacznie skromniejszych srodków.
Ciezkie fermiony mozna rozpatrywac jako
uklad, w którym elektrony przebywaja
w dwóch stanach kwantowych: IL)
(zlokalizowanym) i IR) (rozcia.glym).
Powyzsze oznaczenie dla stanu

2



W zupelnie analogiczny sposób mozna udowodnic "blizniacza"
nierównosc. Pojawia sie ona, na przyklad, jako zadanie 241 w "The
Otto Dunkel Memorial Problem Book", American Mathematical

Monthly 64, no 7, part II, 1957 (istnieje przeklad na jezyk rosyjski:
"Izbrannyje zadaczi iz zurnala American Mathematical Monthly" ,

Moskwa 1977). Zachecam Czytelnika, by nasladujac dowód
z poprzedniej strony, udowodnil samodzielnie

Twierdzenie 2. Jezeli x E (O, 7l'), to
1 1

Cn (x) = cos x + - cos 2x + ... + - cos nx > -1
2 n

dlan=I,2, ...

Uwaga 1. Jedynie dla n = 1 i x = 7l' ma miejsce równosc
C1(7l') = -1; ponadto

liminf min Cn(x)=-ln2:::::i-0,693147.
n-+oo 0SXS7l'

Uwaga 2. Czytelnik znajacy teorie szeregów Fouriera bez trudu
sprawdzi, ze dla x E (O, 7l')

. 1 . 7l' - X
sm x + - sm 2x + ... = --

2 2

cos x + ~ cos 2x + ... = - In (2 sin ~ )

Literatura

[1] D. Jackson, "Uber eine trigonometrische Summe" , Rendiconti deI
Circolo Matem. di Palermo 32 (1911), 257-262.
[2] T.H. Gronwall, "Uber die Gibbssche Erscheinung und die

trigonometrischen Summen sin x + l sin 2x + ... + ~ sin nx" ,
Math. Ann. 72 (1912), 223-243.
[3] E. Landau, "Uber eine trigonometrische Ungleichung",
Math. Zeitschr. 37 (1933), 36.

Najnowszy 3,5-metrowy teleskop w Apache Point Observatory
w Nowym Meksyku ma byc dostepny dla wielu astronomów
z calego swiata bez potrzeby jechania do obserwatorium. W pelni
zautomatyzowany teleskop bedzie mozna kontrolowac za pomoca
sieci komputerowej Internet. Równiez siecia beda przesylane wyniki
obserwacji.

Po wieloletnich badaniach okolo 20 tysiecy zdjec Saturna zrobionych
przez Voyagera 2 w 19S1 roku M. Gordon i C. Murray z Londynu
doszli do wniosku, ze Saturn ma o 7 ksiezyców wiecej niz sadzono.
Saturn jest wiec w tej dziedzinie niewatpliwym rekordzista z
dwudziestoma ksiezycami. Nastepna okazja do zbadania okolic
Saturna nastapi w 2004 roku, gdy zblizy sie do niego sonda
kosmiczna Cassini.

Poszukiwania w zakresie optycznym galaktyki silnie emitujacej
fale radiowe doprowadzily do odkrycia najbardziej odleglej
galaktyki. Astronomowie z Wielkiej Brytanii, Holandii i USA
za pomoca teleskopu Herschela, znajdujacego sie na Wyspach
Kanaryjskich, odkryli w gwiazdozbiorze Draco galaktyke oznaczona
w katalogu radiozródel symbolem SC 1435+635. Galaktyka ta
znajduje sie w odleglosci okolo S miliardów lat swietlnych od Ziemi
i w momencie, gdy obserwowane przez nas swiatlo opuszczalo
galaktyke, Wszechswiat byl 5 razy mniejszy niz obecnie.
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kwantowego znane jest pod nazwa notacji
Diraca. Okazuje sie, ze np. elektron
w stanie IL) moze przejsc w stan IR) i na
odwrót. Innymi slowy, elektron, którego
ruch poczatkowo byl ograniczony do
najblizszego otoczenia atomu, uagle 1Il0~C

zmienic charakter swojego ruchu i pornsnc
sie w calym krysztale. Powyzszy proces
nosi nazwe mieszania stanów kwantowych.
Zamiast mówic o dwóch rodzajach stanów,
wygodnie nieraz jest mówic o dwóch
rodzajach elektronów A i B (oczywiscie,
w rzeczywistosci istnieje tylko jeden rodzaj
elektronów) .

Po przylozeniu napiecia elektrycznego
przez metal zaczyna plynac prad, którego
wartosc przypadajaca na jeden elekt.1'01I.i
jest dana przez proporcjonalnosc:

(2) j '"nAVA + nBVB,

gdzie VA i VB sa predkosciami dryfu
dla elektronów A i B, a nA i n B s(~ich
odpowiednimi wzglednymi koncentra.cjami,
przy czym nA + nB = 1.

Ostatnia równosc oznacza, ze elektron
moze znajdowac sie wylacznie w stanic lA)

lub IB). Zalózmy teraz, ze elektron
przebywa w stanie lA) czesc a swego
czasu, a w stanie IB) czesc /3. Jesli tak,
to powinna zachodzic równosc a + /3 = l.

Zauwazmy ponadto, ze im dluzej elektrony
przebywaja w stanie lA), tym ba.rdziej
wydaje sie, ze jest ich wiecej w tym stallie.
Czyli mamy relacje

nA '" a oraz nB '" (3.

Wykorzystujac teraz fakt, ze wzór (1) jest
sluszny dla obu rodzajów elektronów, t.w.

mAVA = eE = mBVB
TA TB

i zakladajac, ze czas miedzy rozproszenia.mi
jest taki sam (TA = TB = T), mozemy
napisac, ze prad

(3) j '"ET (..5!-. + L) .mA mB

Z drugiej strony, zamiast mówic o dwócli
rodzajach nosników, równowaznie mozcmy
mlec do czynienia z jednym, który
laczy w sobie cechy obu jednoczesnie.
Takie obiekty nosza nazwe kwaziczastek
(efektywne nosniki) i przypisuje sie
im pewna mase efektywna m". Pra.d
elektryczny dla kwaziczastek opisuje ten
sam wzór, co dla "prawdziwych" czast.ek,
tj.

(4) j '" ET" Im" .

Porównujac wzory (3) i (4) oraz zakladajac
znowu, ze T" = T, dostajemy dla masy
efektywnej nastepujace wyrazenie'

(5) m" = mAmB .
amA + /3mB



..ZamIenIa

lewa,
dolem?

Dlaczego lustro
prawa strone z. ,
a nIe gore z
Zbigniew SEMADENI

Przede wszystkim chcialbym podkreslic, ze odpowiedzi na postawioIle
pytanie nie mozna udzielic opierajac sie wylacznie na wiedzy
z matematyki i fizyki. Przeprowadzmy nastepujacy eksperyment my,;lowy
(a jesli ktos woli - eksperyment prawdziwy). Bierzemy gmszke (IIIb
bryle obrotowa bez zadnych innych symetrii), zaznaczamy na niej kólko
i obok krzyzyk. Stawiamy ja pionowo przed lustrem. Na obrazie grH"7.ki
w lustrze kólko i krzyzyk zamieniaja sie miejscami. Efekt jest taki, jakby
lustro zamienilo strone prawa z lewa, ale nie zamienilo góry z dolelll.
Matematycznie sprawa jest o tyle jasna, ze symetria wzgledem plas7.c7.Y7.llY
lustra musi zmieniac orientacje na przeciwna. Ale dlaczego wlasllie
zamienia lewa z prawa? Zmiane orientacji mozna uzyskac z,uówno pr7.C~.
zamiane lewej z prawa, jak i przez zamiane góry z dolem (ale lIie 1'1"I,C7.

obie te zamiany razem). Byc moze pion jest jakos wyrózniollY dla 111~,tra.
Pion - to kierunek linii sil pola grawitacyjnego. Czy grawitacja lila ja.kis
zwiazek z odbiciem promieni swietlnych?

Zagadnienie lustra omawiane bylo juz w Delcie czterokrotnie (w 1I111l1cra.ch
6/1977, 6/1979, 10/1987 i 7/1993), sadze jednak, ze warto dorzucic jCS7,CZC
kilka uwag.

Widac wiec, ze problem ogromnych
mas efektywnych moze byc stosunkowo
prosto wytlumaczony. Znacznie trudniej
jest wyjasnic inne wlasnosci ciezkich
fermionów, takie jak ich niekonwencjonalne
nadprzewodnictwo czy magnetyzm.
Wlasnie te dwie wlasnosci powoduja,
ze uklady te sa intensywnie badane na
swiecie w ciagu ostatnich lat. Ale to temat
na inne opowiadanie.

W szczególnym przypadku, gdy jedeI).
z wyjsciowych stanów jest calkowicie
zlokalizowany, np. IB), wtedy mB = 00
i wzór (5) upraszcza sie do m* = mA/a.
Jaki wniosek wyplywa z tego prostego
wzoru? Otóz w przypadku, gdy elektrony
znaczna czesc czasu przebywaja w stanie
zlokalizowanym, a jest male i masa
efektywna nosników moze byc znacznie
zwiekszona. Na przyklad, dla ukladów
ciezkich fermionów, elektrony 99%
i wiecej czasu spedzaja w stanach
zlokalizowanych, a tylko 1% lub mniej
w stanach rozciaglych. Wynika stad,
ze m* '" lOOmA - 1000mA.

Teraz kladziemy gruszke poziomo i powtarzamy
eksperyment. Znowu kólko i krzyzyk zamienily sie
miejscami. Ale teraz wyglada to tak, jakby lustro zamienilo
swoja góre ze swoim dolem, a nie swoja strone prawa

. ze swoja lewa. A wiec pion fizyczny nie jest tu istotny,
lecz polozenie osi symetrii gruszki. Tytulowe pytanie
"Dlaczego?" staje sie bardziej intrygujace.

Odpowiedzi, moim zdaniem, nalezy szukac
w psychofizjologii ludzkiego spostrzegania. Promienie
swietlne padaja na siatkówke oka ludzkiego. Zostaja
odebrane przez ponad 100 milionów komórek
receptorowych i przetworzone na impulsy przekazywane
do tzw. kory wzrokowej mózgu, gdzie sa przetwarzane
i interpretowane. Analogicznie dziala kamera video
sprzezona z komputerem. Kamera przetwarza impulsy
swietlne na impulsy elektryczne, wysylane do komputera.
Tam sa poddawane obróbce graficznej i przekazywane na
monitor. Mózg jednak nie tylko przetwarza otrzymywane
obrazy, ale je tez interpretuje, np. rozpoznajac gruszke.
W szczególnosci subtelne róznice obrazu na siatkówce
lewego i prawego oka sa przetwarzane w mózgu na obraz
trójwymiarowy z glebia.

Ta umiejetnosc interpretacji obrazu nie jest czlowiekowi
dana wraz z urodzeniem. Poczatkowo niemowle odróznia
tylko swiatlo od ciemnosci, dopiero po wielu tygodniach
zaczyna uczyc sie rozpoznawania ksztaltów. Interpretacja
obrazu rozwija sie wraz z rozwojem rozumienia ksztaltu
i wzajemnego polozenia widzianych obiektów, wyobrazni
przestrzennej i kszt,altowaniem sie pojec geometrycznych.
Rysunki dzieci szalenie frapuja artystów; prawdopodobnie
wyrazaja one jakos sposób, w jaki mózg dziecka
interpretuje spostrzegane obrazy. Jego siatkówka odbiera
obraz zapewne tak jak i nasza, ale jego mózg inaczej
przetwarza otrzymywane bodzce.

Patrz np.' [2], rozdzialy o rozwoju spostrzezen kolejno w wieku
niemowlecynl, pOlliemowlecym, przedszkolnym, mlodszym wieku
szkolny ITI i w wieku dorastania.

Gdy patrzymy z ukosa na kartke papieru, widzimy j,!
w perspektywie. Aby zrozumiec, jaki obraz pada Ha.
siatkówke oka, wyobrazmy sobie ostroslup, którego
podstawa jest obserwowany prostokat, a wierzcholek
znajduje sie w srodku oka. Obraz padajacy na siatkówkI.:
otrzymamy - w przyblizeniu - biorac przekrój tego
ostroslupa plaszczyzna prostopadla do prostej Ii!Czacej
wierzcholek ostroslupa ze srodkiem podstawy. Latwe
rozumowanie geometryczne pokazuje, ze obra7, ten
jest wprawdzie czworokatem, ale bynajmniej nie jef't
prostokatem, a mimo to w mózgu jest interpretowallY
jednoznacznie jako prostokat, bowiem wiemy lub

podswiadomie zakladamy, ze kartka jest prostokat.rw.

Nawet matematycy bywaja zaskoczeni efektem prostego
eksperymentu: patrzymy na taki skosnie polozony
prostokat (o wyraznym, ale nie przesadnym skosie), wydaje
sie nam, ze widzimy katy proste, po czym przykladamy
do oka ekierke i przekonujemy sie, ze dwa z tych katów
widzimy jako ostre, a dwa - jako rozwarte. Podobllie, gdy
patrzymy z ukosa na okrag, do oka dociera ksztalt elips,Y
(przekrój odpowiedniego stozka, pwstopadly do o"i), ak
mózg nasz interpretuje to jako okrag.

Przylózmy do oka linijke: okaze sie, ze linie piollowc
(takie jak krawedzie scian budynku), które wyua.ja "ie,:
nam równolegle, w rzeczywistosci docieraja do lIaszej
siatkówki jako nierównolegle. Niby to wiemy, uczyli,;,"y
sie o perspektywie, ale mozemy byc zaskoczeui ty m,
co widzimy. Nasz mózg automatyczuie interpretuje taki.e
linie jako równolegle (podobnie jak obecnie, przy tworzelliu
map, komputer przeksztalca skosne zdjecia lotniczc Hit
wyprostowane). Co wiecej, matematycy nieraz kwestioHuja
rysunki prostopadloscianu w perspektywie zbieznej; woJ;,;
perspektywe równolegla. Innymi slowy, nieraz za na.t.Hra.lll,Y
uwazaja rysunek bryly nie taki, jak ja widza, lecz taki, ja.k
ja sobie wyobrazaja·
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Tego typu obserwacje sa podstawa znanych zludzel'i
wzrokowych, wykorzystywanych m.in. z premedytacja
(przez Eschera i innych) do tworzenia nieoczekiwanych
efektów i sprzecznosci wizualnych.

Warto dodac, ze pion jest specjalnie wyrózniony w naszym
spostrzeganiu. Rubel ([1], str. 105), pisze, ze komórki
korowe reaguja przede wszystkim na ustawienie bodzca
wzgledem pionu, niezaleznie od konkretnego polozenia
bodzca na siatkówce.

Jak wiemy ze szkolnej optyki, obraz na siatkówce jest
odwrócony do góry nogami, podobnie jak obraz w aparacie
fotograficznym. Nie zdajemy sobie jednak z tego sprawy,
bowiem tak bylo zawsze od urodzenia. Mózg uczac
sie interpretowania bodzców wizualnych zawsze mial
wszystko odwrócone. Wiele lat temu czytalem, ze w jakims
kraju dokonano nastepujacego eksperymentu. Nalozono
ochotnikowi specjalne okulary, w których wszystko bylo
widac do góry nogami. Czlowiek ten nosil stale te okulary,
wolno mu je bylo zdjac jedynie w ciemnosciach. Nigdy nie
mial prawa spogladac normalnie. Jak sie mozna domyslec,
czlowiek ten poczatkowo mial klopoty z funkcjonowaniem,
w szczególnosci z chodzeniem, ale stopniowo nabral
wprawy i przyzwyczail sie. Coraz latwiej wykonywal
rózne czynnosci. Po wielu miesiacach czlowiek ten czul sie
zupelnie swobodnie. Celem eksperymentu bylo przekonanie
sie, jak sie zachowa ten czlowiek po zdjeciu tych okularów.
Okazalo sie, ze w pierwszej chwili mial on wrazenie,
ze znowu wszystko jest do góry nogami. Od nowa musial
sie przyzwyczajac do patrzenia bez tych okularów.

Podobna nieco sytuacje przezywalem w 1967 roku,
gdy przez jakis czas prowadzilem samochód
w ruchu lewostronnym w Szwecji. Bylo to bardzo
specyficzne przezycie. Po tygodniu moje ruchy juz sie
zautomatyzowaly i potem zaczalem odwazac sie nawet
wyprzedzac inne samochody z prawej strony na szosie.
W koncu przyszedl czas na wjazd do Norwegii i musialem
z kolei - z mniejsza juz trudnoscia - przyzwyczajac sie
do ruchu prawostronnego w Norwegii (wystarczyla na to
niecala godzina).

Powszechnie sadzi sie, ze nie ma zadnego obiektywnego powodu, dla
którego ruch prawostronny mialby byc wlasciwszy od lewostronnego
lub na odwrót. Wszystko, co istotne w tej sprawie, wydaje sie
w pelni symetryczne. Pewien Anglik poda! mi jednak bardzo istotny
argument za ruchem lewostronnym: jezeli jezdziec na koniu I1d)
woznica trzyma bron po swej prawej stronie, a lejce w lewej r\;cc,
to powinien mijac nadjezdzajacych jezdzców od strony broni.

Wiele osób wykonujac czynnosci przed kamera tclewi~yjna
i obserwujac na biezaco swoje ruchy na monitorze
zauwazylo, ze bywa to mylace, np. zamiast przesunac
cos w prawo przesuwamy jeszcze bardziej w lewo.
Monitor bowiem - w przeciwienstwie do lustra - nie
zamienia lewej z prawa. Obraz na monitorze wyglada
tak, jakby naprzeciwko nas znajdowal sie prawdziwy
czlowiek, a nie obraz odbity w lustrze, do którego jestesmy
przyzwyczajem.

Kamerzysci telewizyjni nieraz musza objac dana sytuacje
z góry, np. przy pokazie manipulowania przedmiotami na
stole. Aby nie umieszczac kamery w pionie nad stolem,
co byloby bardzo klopotliwe, umieszcza sie ja poziomo
i nagrywa obraz blatu stolu poprzez skosnie zawieszone
lustro umieszczone nad stolem. Trzeba potem zamienic
prawa i lewa strone na obrazie, czego dokonuje sie
elektronicznie.

Po tych dygresjach przejdzmy do obrazu gruszki. Czlowiek
interpretuje docierajacy do jego oczu obraz gruszki.
Normalna interpretacja jest zachowanie góry idolu
ogladanej gruszki. Wobec tego, z uwagi na zmiane
orientacji, widzimy zamiane lewej z pra:wa, bo to jest
taka interpretacja, do jakiej przyzwyczajony jest Ilas~
mózg. Patrzac na obraz gruszki polozonej poziomo te;'
podswiadomie odnosimy go do gruszki lezacej, obra.carny
ja jakby w mysli.

Literatura
[1] David R. Rubel, Kora wzrokowa w mózgu,
w: Psychofizjologia, Biblioteka Problemów, PWN,
Warszawa 1971.

[2] Maria Zebrowska (red.), Psychologia rozwojowa dzieci
i mlodziezy, wyd. ósme, PWN, Warszawa 1977.

Rys. 1. Dwa
splawiki
A - marchewkowy,
B - gruszkowy. Kazimierz M!KULSK! i Roman BILECK]
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Rys. 2. Splawik
o zlozonych
ksztaltach.

Archimedes i splawik

Jednym z podstawowych elementów wedki jest splawik. Skutecznosc jego dzialania
zalezy w istotny sposób od jego ksztaltu. Na rysunku 1 przedstawiono dwa splawiki;
tak zwany splawik gruszkowy i marchewkowy. Nazwa pochodzi od ksztaltu zanurzonej
czesci. Glebokosc jego zanurzenia jest regulowana olowianymi obciaznikami
znajdujacymi sie pomiedzy splawikiem a haczykiem. Ksztalt zastosowanego podczas
polowu splawika zalezy od gatunku ryby. Niektóre z nich (na przyklad leszcz, karp,
lin czy ukleja) po pochwyceniu przynety wyplywaja ku powierzchni wody, inne zas
(takie jak ploc i okon) uciekaja w glab. Kiedy ryba zaczyna "brac", splawik powinien
stawiac mozliwie jak najmniejszy opór, tak by wedkarz mógl zaciac wedka. Ryslluek 2
przedstawia splawik, którego ksztalt jest zlozeniem ksztaltu marchewkowego
z gruszkowym. Przeprowadzone przez autorów doswiadczenia wskazuja na jego bardzo
duza czulosc zarówno w momencie zanurzania, jak i wystawiania (wynurzania) przez
rybe. Metoda prób i bledów tak dobrano wielkosc zanurzenia, by przypadalo ono
w polowie "antenki" splawika.

Proponujemy nastepujacy problem do rozwazenia przez Czytelników Delty: z jakim
splawikiem najlepiej jest lowic ryby wynurzajace, a jakim zanurzajace sie podczas
polowu? Jak rozmieszczenie ciezarka (moze sie on skladac z kilku czesci) wplywa. na
czulosc splawika?

5



August Kundt (1839-1894) wslawil sie
pracami z dziedziny akustyki. Wykonal
równiez pomiar liczby Avogadra. Jego
nazwiskiem nazwano urzadzenie do
wytwarzania fal akustycznych stojacych,
przeznaczone glównie do pomiaru
wspólczynnika pochlaniania dla róznych
materi alów.

Johann Hittorf (1824-1914) pierwszy
zauwazyl cien rzucany przez obiekt
umieszczony przed katoda w prózniowej
rurze do wyladowan, co swiadczylo,
ze zródlem promieni katodowych jest
katoda. Termin "promienie katodowell

wprowadzil E. Goldstein (1859-1930).
Wielu fizyków uwazalo, ze promienie
katodowe sa fala, mimo ze juz w 1858 r.
Julius Plucker (1801-1868), nauczyciel
Hittorfa, wykazal, ze ich tor mozna
odchylic za pomoca magnesu. Dopiero
Jean Baptiste Perrin (1870-1942) wykazal
w 1895 r. przez skierowanie ich do
"wiaderka FaradayalI , ze jest to strumien
ujemnie naladowanych czastek.

Luminescencja - swiecenie towarzyszace
przejsciu ukladu wzbudzonego (atomu,
jonu, czasteczki) do stanu podstawowego,
którego natezenie jest wieksze od
promieniowania cieplnego w danej
teo1peraturze i o czasie trwania dluzszym
od okresu drgan emitowanej fali
swietlnej. Jesli czas wyswiecania jest
krótki, rzedu 10-5 _10-9 sekundy,
to taki typ luminescencji nazywa sie
fluorescencja. Gdy stan wzbudzony jest
stanem metatrwalym, to wyswiecanie
nastepuje z pewnym opóznieniem,
rzedu 10-3 _10' sekund, i wtedy mówimy
o fosforescencji.

CyjanopIatynin baru
(Ba [Pt (CN).] 4 H20) fluoryzuje pod
wplywem promieni X i katodowych.
Stosowany jest do powlekania ekranów
w aparatach rentgenowskich.

Oliver Joseph Lodge (1851-1940)
stwierdzil w 1893 r., ze predkosc swiatla
nie ulega zmianie na skutek przejscia
miedzy ciezkimi tarczami stalowymi
wirujacymi z duza predkoscia katowa,
co swiadczylo o tym, ze jesli istnieje eter,
to nie jest on wleczony. Doswiadczenie
Lodge'a przyczynilo sie do odrzucenia
hipotezy istnienia eteru.

George Francis Fitzgerald (1851-1901),
na podstawie negatywnego wyniku
doswiadczenia MicheIsona i MorIeya
wysunal hipoteze w 1892 r., zgodnie
z która ciala ulegaja skróceniu
w kierunku ich ruchu.

100 lat promieni Rontgena
W tym roku mija setna rocznica odkrycia przez Rontgena tajemniczych
promieni nazwanych przez niego promieniami X. Bez watpienia bylo to bardzo
doniosle odkrycie, które bardzo szybko znalazlo zastosowania w róznych
dziedzinach nauki, techniki i medycyny.

Wilhelm Conrad Rontgen urodzil sie w Lennep w poblizu Diisseldol'fu
w roku 1845. Gdy mial trzy lata, jego rodzina wyjechala do Holandii (jego
matka byla Holenderka). Studiowal najpierw w Holandii, potem na Politcchnic('
w Zurychu, która ukonczyl w 1868 r., a doktorat uzyskal na UniwersyLecie
w Zurychu rok pózniej. W 1870 r. powrócil do Niemiec, gdzie zostal asysLenLern
profesora Kundta na Uniwersytecie w Wiirzburgu. W 1874 roku zostal docenLcll1
w Strasburgu, a w 1879 roku przeniósl sie do Giessen. W 1888 roku objaf
katedre w Uniwersytecie w Wiirzburgu. Na poczatku listopada 1895 r. RonLgen
mial w swoim dorobku 48 prac naukowych. Wczesniejsze prace dotyczyly
pomiarów ciepla wlasciwego gazów. W 1888 r. wykazal doswiadczalnie,
ze prad unoszonych ladunków jest taki sam, jak prad przewodzenia. Dzisiaj
to stwierdzenie wydaje sie banalne, ale nalezy pamietac, ze wtedy nie bylo Lo
oczywiste. N a przyklad Faraday dlugo badal, czy prad uzyskiwany II ogniw
jest taki sam, jak prad wytwarzany w maszynie elektrostatycznej. Te prace
przyniosly Rontgenowi uznanie (Lorentz mówil o pradzie Rontgena dyskutujac
prad unoszenia), chociaz obecnie sa praktycznie zapomniane. Czterdziesta
dziewiata praca przyniosla mu slawe i trwale miejsce w historii nauki.

Wieczorem 8 listopada 1895 r. Rontgen badal wlasnosci promieni katodowych
(wtedy jeszcze nie bylo wiadomo, ze sa to elektrony) wytwarzanych za pomoca
cewki Ruhmkorffa w prózniowej rurze Hittorfa. W szczególnosci Rontgena
interesowalo przechodzenie tych promieni poza rure prózniowa, co zostalo
wczesniej zaobserwowane przez Philippa Lenarda. W trakcie badall Rontgen
oslonil rure szczelnie czarna tektura. Wtedy w kompletnej ciemnosci zauwa~y l,
ze lezacy nieopodal papier pokryty cyj anoplatyninem baru i sluzacy .iako ck ran
do sledzenia toru promieni katodowych fluoryzuje przy kazdym wyladowanill
cewki Ruhmkorffa. Przez siedem tygodni Rontgen samotnie i w tajemnicy przed
wszystkimi badal przyczyne swiecenia. Doszedl do wniosku, ze musi Lo byc nowy
typ promieniowania bardzo przenikliwego, który pobudza do swiecenia zwi;~zki
cyjanoplatyninu baru. Nie udalo mu sie tych promieni ani odbic, ani zalamac,
ani odchylic za pomoca magnesu czy pola elektrycznego. Dopiero po uzyska.niu
zdjec (jak bysmy dzisiaj powiedzieli - rentgenowskich) swojej dloni, ciezarków
zamknietych w drewnianym pudelku i innych przedmiotów Rontgen, w peln i
przekonany o istnieniu nowych promieni, wreczyl 28 grudnia 1895 r. swoja
prace sekretarzowi Towarzystwa Fizyczno-Medycznego w Wurzburgu. 1 stycznia.
1896 r. rozeslal odbitki swojej pracy wraz ze zdjeciami rentgenowskimi do wielu
fizyków.

Praca Rontgena wywolala olbrzymie poruszenie nie tylko w swiecie nauki. Bylo
to jedno z nielicznych odkryc "czystej" nauki, którego mozliwosci zastosowall
byly natychmiast widoczne - chociazby w medycynie, gdzie promienic
(przeswietlajace cialo ludzkie i zostawiajace cien kosci na kliszy) mogly pomóc
w diagnostyce.

O donioslosci odkrycia Rontgena moze swiadczyc opublikowanie
w samym 1896 r. ponad 50 ksiazek i ponad 1000 artykulów naukowych
i popularnonaukowych na ten temat. Juz 13 stycznia 1896 r. Rontgen
demonstrowal swoje doswiadczenie przed cesarzem Wilhelmem II w Berlinie.
23 stycznia 1896 r. dal swój jedyny wyklad publiczny przed Towarllystwenl
Fizyczno-Medycznym w Wiirzburgu. Na zaproszenia z calego swiata do
wygloszenia wykladów lub przeprowadzenia demonstracji odpowiada.l odrnowni("
gdyz wolal czas swój poswiecic pracy w laboratorium. Nie wyglosil nawet.
wykladu noblowskiego po odebraniu N agrody Nobla w 190 l 1'.

Warto moze wspomniec, ze w swojej pierwszej pracy o odkryciu promieni X
Rontgen wysunal hipoteze, ze te promienie moga byc podluznymi drganiami
eteru; poprzeczne drgania mialy byc odpowiedzialne za swiatlo. Nie byl on

6



Karykatura Rontgena opublikowana okolo
1900 roku w Lustigen Bliittern.

_ Zadania

jedynym naukowcem uwazajacym, ze podluzne drgania musza istniec. Podobne
poglady glosili równiez Fitzgerald, Boltzmann i Lodge. Opinie te swiadcza
o tym, ze 20 lat po pojawieniu sie pracy Maxwella teoria elektromagnetyzmu
byla daleka od zrozumienia.

Natychmiast po odkryciu wielu fizyków próbowalo rozwiklac zagadke dotyczaca
natury promieni X. Jednym z nich byl Hemi Becquerel. Wyszedl on z zalozenia,
ze promienie X byc moze sa przejawem wibracji, które powoduja fosforescencje
lub fluorescencje. Aby to sprawdzic, rozpoczal badania innych substancji
fluorescencyjnych, w tym soli uranu. Chociaz jego hipoteza okazala sie bledna,
to w trakcie badan odkryl 1 marca 1896 r. inny typ promieniowania - naturalna
promieniotwórczosc. To odkrycie tez zostalo uhonorowane N agroda Nobla
w 1903 r., która Becquerel podzielil z malzenstwem Curie.

N atura promieni X zostala odkryta w kilka lat pózniej. W 1906 r. Charles
Barkla uzyskal ich czesciowa polaryzacje. W 1912 r. Max von Laue wpadl na
pomysl uzycia krysztalu jako siatki dyfrakcyjnej, co doswiadczalnie zostalo
zrealizowane przez Waltera Friedricha i Paula Knippinga. Przy okazji tych bada11
okazalo sie, ze promienie X pozwalaja poznac przestrzenna budowe materii.

Chociaz od tamtych czasów wynaleziono nowe metody badania wnetrza
ciala ludzkiego bez uzycia skalpela (jadrowy rezonans magnetyczny, sondy
ultradzwiekowe, tomografia komputerowa, tomografia pozytron owa) ,
to dalej trudno sobie wyobrazic szpital lub przychodnie zdrowia bez aparatu
rentgenowskiego.

J.K

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 747. Dla dowolnej liczby dodatniej p niech Ap = {~np] : n E N}. Udowodnic,
ze jesli p, q > 1 sa. takimi liczbami niewymiernymi, iz - + l = 1, to Ap n Aq = 0p q

i Ap u Aq = N. (Uwaga: [x] oznacza najwieksza. liczbe calkowita. nie przekraczajaca. x;

zera nie uwazamy za liczbe naturalna..)
Rozwia.zanie na str. 10

M 748. Udowodnic, ze ItI(_l)[nV2] I ~ 1 + 2log2k dla dowolnej liczby naturalnej k.
Rozwia.zanie na str. 12

M 7 9 Ud d',' ~ (_I)lnv'21 . t b' .4. owo mc, ze szereg u n Jes z lezny.
n=l

Rozwia.zanie na str. 13

Redaguje Adam KOROCINSKI

F 411. Czy swiatlo padaja.ce na przezroczysty osrodek moze zlamac zasade
zachowania pedu? Aby odpowiedziec na to pytanie, rozwazmy maly szescian doskonale
przezroczystego szkla pokrytego warstwa. zapobiegaja.ca. odbiciu swiatla, umieszczony
w prózni. Szescian ten wisi pionowo na idealnej (niewazkiej) nici. Jesli prostopadle do
jednej ze scianek szescianu pada nan pozioma wia.zka swiatla monochromatycznego,
to z zasady zachowania pedu mamy

pw + psz = p~ + p~z,

wielkosci primowane odpowiadaja. przypadkowi, gdy swiatlo przechodzi przez szklo,
a pw jest pedem wia.zki, psz - pedem szkla. Jesli teraz skorzystamy ze wzoru p = h/>',
to dostaniemy:

h h II + 0= >./n + Pm
gdzie h - to stala Plancka, >. - dlugosc fali padaja.cej, a n - wspólczynnik zalamania
swiatla w szkle. Sta.d dostajemy: P~z = ~(l - n), co dla n > 1 daje P~z < O, czyli
szescian cofnie sie w kierunku, z którego nadbiega wia.zka! Jest to jednak sprzeczne
z idealnym charakterem przezroczystosci szkla, czyli z brakiem wymiany energii i pedu.
Wyjasnic powyzsza. sprzecznosc.
Rozwia.zanie na str. 11

F 412. W która. strone pojedzie rower, jesli na dolny pedal podzialamy sila. skierowana.
w tyl roweru? Dla uproszczenia rozwazyc najprostszy rower (monocykl): jedno kolo
pola.czone z pedalem bez przekladni, srodek masy roweru pokrywa sie ze srodkiem
kola. Zakladamy, ze ruch odbywa sie bez poslizgu.
Rozwia.zanie na str. 11
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mala delia

Nowy plaski wieloscian

W Malej Delcie z numeru 4/1994 byl przedstawiony model dwunastoscianu foremnego. Model byl z tekturki (plus
jedna gumka-recepturka) i mial te wlasnosc, ze po nacisnieciu palcem stawal sie plaski, gdy jednak zabralo sie palec
- znów byl wlasciwej, trójwymiarowej postaci. Mozna go wiec bylo przechowywac w zeszycie i ogladac w pelnej
krasie po otwarciu tegoz. Zadalem tam pytanie, czy istnieja podobne modele innych wieloscianów.

I oto podczas XIV Szkoly Matematyki Pogladowej, organizowanej przez Osrodek Kultury Matematycznej

w Mordach (warto by o nim napisac, ale to juz innym razem), pan Eugeniusz Jakubas z Zamoscia wreczyl mi model
osmioscianu.

G

B

B

B

G

G

Model samorzutnie przybiera dosc trudny do nazwania, ale latwy
do wyobrazenia ksztalt przedstawiony na rysunku obok. Gdy teraz (trzymajac
srodkowy trójkat pierwszej czesci nieruchomo) obrócimy druga czesc zgodnie ze
wskazówkami zegara, to model stanie sie plaski - bedzie to podwójny trójkat
równoboczny o dwa razy wiekszym boku. Gdy zas przeciwnie - uzyskamy
osmioscian foremny.

C-)

G

Sklada sie on z dwóch czesci.
Pierwsza to siedem trójkatów
równobocznych wykonanych
z jednego kawalka tektury tak
ponacinanego wzdluz wskazanych
linii, by mozna go bylo wzdluz
tych linii zginac. Druga czesc
to jeden taki trójkat. Obie
czesci sa polaczone trzema
zylkowymi zawiasami (zylkowy
zawias to po prostu kawalek
zylki mocno przytwierdzony
w odpowiadajacych sobie
punktach - na rysunku A i A,
B i B, C i C - pozwala on na
dowolne obracanie jednej czesci

wzgledem drugiej).

Jak widac, zasada dzialania jest inna niz w przypadku dwunastoscianu, ale ogólna idea: zbudowac model
wieloscianu, który da sie - bez demontazu - przechowywac w zeszycie, zostala zrealizowana.

Mala Delte przygotowal Marek KORD OS
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Niebo przez lornetke

Pisalismy w maju o przejsciu Ziemi przez plaszczyzne pierscieni Saturna. Otóz
Slonce przechodzi przez te plaszczyzne, bedaca zarazem równikowa plaszczyzna
Saturna, niewatpliwie, co pól saturnowego roku w chwili saturnowej równonocy,

tak jak co pól roku (naszego, ziemskiego) przechodzi przez plaszczyzne
równikowa Ziemi. Ale Ziemia ogladana z Saturna dosc szybko "kreci sie"
w poblizu Slonca, zapewne wiec jej ruch na saturnowym niebie jest troche
bardziej zawily. Spróbujmy te sprawe przemyslec.

N azwijmy linie przeciecia sie plaszczyzny pierscieni z plaszczyzna orbity

ziemskiej (tj. plaszczyzna ekliptyki) linia wezlów pierscieni. W kazdej chwili
przechodzi ona, oczywiscie, przez Saturna i porusza sie wraz z nim zachowujac
niezmienny kierunek w przestrzeni, a znikniecie pierscieni obserwujemy, jezeli

trafi ona w Ziemie. Saturn obiega Slonce w sredniej odleglosci 9,55 jednostek
astronomicznych, jego predkosc orbitalna jest wiec J9,55 razy mniejsza od
orbitalnej predkosci Ziemi i wynosi 9,65 km/s. Linia wezlów przemiata zatem
wnetrze orbity ziemskiej z mniej wiecej stala predkoscia w czasie zblizonym clo
300 000 000/9,65 sekund, co wynosi w przyblizeniu rok.

linia wezlów

ku Saturnowi
9,65 km/s

Skoro tak, to sprawa sie rzeczywiscie komplikuje, bowiem w ciagu roku

(oczywiscie, niekoniecznie kalendarzowego, tylko rozumianego jako 365 cini)
moga sie zrealizowac dwie zasadniczo rózne konfiguracje tej linii, Ziemi i Slonca..
Jezeli (polozenie a) w chwili znikniecia pierscieni Ziemia znajduje sie gdzies po

przeciwnej stronie Slonca niz Saturn, to przetnie linie wezlów raz (pomijamy
tu fakt, ze wtedy Saturna w ogóle sie nie zobaczy, bo bedzie sie znajdowal na
dziennym niebie). A jezeli Ziemia przechodzi przez linie wezlów znajdujac sie po

tej samej stronie Slonca co Saturn (polozenie b), to oznacza, ze kilka miesiecy
wczesniej musiala juz takie przejscie wykonac i za kilka miesiecy musi wykonac
jeszcze jedno. Innych mozliwosci nie ma. Przejscie dwukrotne jest niemozliwe,

bo z jednej strony pierscieni na druga mozna przejsc tylko nieparzysta liczbe
razy, ale piec razy juz za dlugo by trwalo, bo wskutek ruchu Saturna linia
wezlów dawno przestalaby przecinac sie z orbita Ziemi.

Okazuje sie, ze w roku 1995 przechodzimy przez plaszczyzne pierscieni
dwukrotnie: raz w maju, a drugi raz wlasnie teraz w sierpniu. Trzecie w tej

serii zjawisko nastapi wiec w przyszlym roku. Niestety, nie ukazal sie jeszcze
zaden rocznik astronomiczny na 1996 r., wiec nie wiemy dokladnie, kiedy.
Na pewno przed majem, ale przewidywanie "na oko" ma prawo byc bardzo
niedokladne, poniewaz Saturn nie porusza sie dokladnie w plaszczyznie

ekliptyki, a wiec linia wezlów pierscieni nie zachowuje dokladnie stalego
kierunku, predkosci planet nie sa stale itd. Jednorazowe przejscie przez
plaszczyzne pierscieni Ziemia wykonala we wrzesniu 1950 r. Poza tym
w rocznikach, jakimi dysponuje warszawskie Obserwatorium Astronomiczne
znajdowalem tylko przejscia trzykrotne, np. pazdziernik 1979 r. oraz marzec

i lipiec 1980 r., kwiecien, pazdziernik i grudzien 1966 r. itd. A ile razy
w jednej serii Ziemia moze przejsc przez plaszczyzne pierscieni Urana?

Tomasz KWAST
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Po co puzoniscie znac paradoks Olbersa?
czyli XIV Krakowska Letnia Szkola Kosmologii w Lodzi

Konrad RUDNICKI

Rozwiazanie zadania M 747. Zalózmy,
ze k E Ap n Aq, czyli istnieja takie liczby
naturalne m i n, ze [mp] = k = [nq].
Wówczas

m + n > [mp] + [nq] =
p q

=kG+D=
mp - 1 nq - 1

=k> ---+--=
p q

=m+n-1,
wiec k znajduje sie miedzy dwiema
kolejnymi liczbami naturalnymi.
To jednak jest niemozliwe, bo k jest
liczba naturalna. Uzyskana sprzecznosc
dowodzi, ze Ap n Aq = 0.

Zalózmy teraz, iz k E N \ (Ap U Aq).

Wsródliczb1,2, ... ,kjest [~]

liczb ze zbioru Ap oraz [~] liczb ze
zbioru Aq, bowiem

mp ~ k {} mp < k + 1 {}

k+1 [k+1]
{}m<--{}m< --

p - p

Poniewaz dla dowolnych liczb
rzeczywistych x i y zachodzi nierównosc
[x] + [y] 2: [x + y] - 1, wiec

[k;l] + [k;l] 2:

2: [(k + 1) G + ;)] - 1 = k.

Skoro k nie nalezy ani do Ap, ani do Aq,

to któras z liczb 1, 2, ... , k - 1 musi
nalezec zarówno do Ap, jak i do Aq,
co przeczy pierwszej czesci zadania.

Zatem Ap U Aq = N.

Uwaga: Czytelnik zechce w powyzszym
dowodzie wskazac wszystkie miejsca,
w których wykorzystano niewymiernosc
liczb p i q.

Grecka muza Euterpe opiekowala sie poezja liryczna, inna, Polihymnia - spiewami
liturgicznymi, Klio - historia, a muza Urania - geometria i astronomia. Ogólem muz
reprezentujacych rózne swieckie oraz sakralne nauki i sztuki bylo dziewiec i wszystkie
pod batuta samego Apolla uprawialy to, co od muz biorac poczatek, do dzis sie
nazywa muzyka. Jeszcze w okresie renesansu zaliczano matematyke i astronomie
do sztuk wyzwolonych, ale od XIX wieku przyjelo sie uwazac nauke za cos róznego od
sztuki.

Jesli sie jeszcze mówilo o sztuce lekarskiej czy matematycznej, to tylko w znaczeniu
przenosnym. Oczywiscie, fizyk mógl kochac sztuke i do sformulowania jakiegos
nowego prawa mógl mu pomóc wysluchany koncert lub obejrzana rzezba, ale to
ostatnie sie zaliczalo do przezyc czysto osobistych. A zasada bylo, aby przy badaniu
natury swiata zewnetrznego nie uwzgledniac czlowieka, a zwlaszcza jego swiata
odczuc, w tym - odczuc artystycznych. Wypadalo badac swiat jako taki tak,
jakby czlowieka na nim w ogóle nie bylo. Slowem, po wiekach przesadnej dumy,
ze swiat zostal stworzony z mysla o czlowieku, nastapila moda na przesadna ludzka
skromnosc. Utrwalilo sie przekonanie, ze istnienie czlowieka wraz z jego mysleniem,
odczuwaniem i impulsami woli, nie ma zadnego znaczenia dla obiektywnie istniejacego
swiata. Nawet badajac psychike artysty, wypadalo wykluczac artystyczne sklonnosci
zglebiajacego ja psychologa. Nauka stala sie rzeczowa i sucha. Tak jak Grecy dzielili
calosc rzeczywistosci na swiat podksiezycowy (z materii wazkiej) i 'ponadksiezycowy
(z materii niewazkiej), tak obecnie podzielono swiat na obiektywny, zawierajacy to,
co fizyczne, oraz subiektywny, zawierajacy ludzkie odczucia artystyczne, wyobrazeuia
i inne, nie istniejace materialnie rzeczy. (Pomijam dla prostoty pytanie, gdzie w tym
podziale umiescic obiekty badan matematycznych.)

Cos sie zmienilo, kiedy odkryto zasade antropiczna. Okazalo sie mianowicie,
ze aby we Wszechswiecie mogly zaistniec twory majace cechy ludzkie, a wiec istoty
inteligentne, majace pasje badawcza i do tego materialne (nie jacys aniolowie!), musza
byc spelnione okreslone warunki. W miare postepu badan przekonano sie, ze sa to
bardzo scisle warunki okreslajace wszystkie prawa fizyki, a nawet stale fizyczne. Dalo
sie to sformulowac w paradoksalnej wypowiedzi, ze dokladna wartosc stalej grawitacji
mozna wyprowadzic z faktu, iz ja znamy. Stalo sie wtedy jasne, ze istnienie czlowieka
z jego psychicznym zamilowaniem do badania rzeczywistosci ma jakis (nadajacy sie do
róznej interpretacji) zwiazek z tej rzeczywistosci istnieniem.

Byl to jeden ze zwrotnych momentów w historii podejsc badawczych. Zlal sie
on czasowo dosc dokladnie z uswiadomieniem sobie, ze podzial nauki na coraz
wezsze specjalnosci prowadzi do pojawienia sie uczonych, co wiedza coraz wiecej
w coraz wezszym zakresie, czyli do takich, którzy w granicy beda wiedzieli wszystko
o niczym. Aby tego uniknac, staly sie modne wszelkiego rodzaju badania i narady
interdyscyplinarne, na przyklad znane, krakowskie Konwersatoria Interdyscypliname
prowadzone w ciagu wielu lat przez Michala Hellera i Józefa Zycinskiego. Niesmialo
zaczely sie tez pojawiac imprezy integrujace nauke ze sztuka. Pojawilo sie przekonanie,
ze aby poznac rzeczywistosc, nalezy ja nie tylko ujac rozumowo, ale i przezyc
artystycznie. Naprzeciw temu wyszli artysci twierdzac, ze nauki takie, jak matematyka
czy fizyka pozwalaja im rozwinac subtelniejsze poczucie piekna. Stad, miedzy innymi,
Halina Tomasik wykladala przez lata teorie antyprzestrzeni i geometrie n-wymiarowa
dla rzezbiarzy i architektów wnetrz w warszawskiej Akademii Sztuk Pieknych.

Zapoczatkowany w roku 1968 przez Jana Jerzego Kubikowskiego i Andrzeja Ziebe cykl
odbywajacych sie co dwa lata Krakowskich Szkól Kosmologii od poczatku nie stronil
od ujec niekonformistycznych. Szkola XIII w roku 1992 byla poswiecona hipotezom
alternatywnym do hipotezy prawybuchu, a XIV, w 1994 r., pod tytulem "Struktura
Czasu i Przestrzeni" omawiala problemy tej struktury z punktu widzenia matematyki,
fizyki, astronomii, kosmologii, biologii (z uwzglednieniem medycyny), teologii, sztuk
plastycznych i muzyki. Tak szerokie ujecie problemu bylo eksperymentem, którego
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realizacje podjely: Wolna Europejska Akademia Nauk (z siedziba w Uniwersytecie
Erazma w Rotterdamie), Uniwersytet Lódzki oraz Fundacja Omega w Lodzi,
korzystajac czesciowo z zasilku Komitetu Badan Naukowych.

W dniach od 29 sierpnia do 3 wrzesnia 1994, w Lodzi sie zjechalo nieco ponad
100 uczestników z 10 krajów (Anglia, Czechy, Francja, Holandia, Polska, Rosja,
Stany Zjednoczone, Szwajcaria, Ukraina, Wlochy) - w tym 22 wykladowców.
W przeciwienstwie do niektórych poprzednich szkól z tej serii nie bylo tu zadnych
rewelacyjnych, odkrywczych wykladów. Bo chociaz prawie wszyscy wykladowcy
nalezeli do czolówki w swoich specjalnosciach, starali sie przede wszystkim przedstawic
dokladnie aktualny stan swiadomosci (naukowej wzglednie artystycznej) w danej
dziedzinie, nie silac sie na popis oryginalnosci, który móglby byc zrozumiany tylko
przez mala czesc audytorium. Wszystkim tez sie udalo uniknac upraszczajacej
popularyzacji. Jesli czasem popelniono bledy w sposobie przedstawiania problemów,
to raczej przeciwnie - zakladano u sluchaczy zbyt gleboka znajomosc spraw.

Mozna bylo stwierdzic, jak scisle problemy sztuki stanowia przedluzenie ciagu
problemów nauki, albo moze odwrotnie - jak probl6my naukowe sa przedluzeniem
artystycznych. Przedstawie przyklad jednego takiego ciagu omówionego w czasie
szkoly: W astronomii badania obiektów coraz to odleglejszych sa zarazem wedrówka
w czas coraz bardziej przeszly. W praktyce obserwacyjnej nie sposób tu calkiem
oddzielic problemów czasowych od przestrzennych (mówili o tym Piotr Flin i Jerzy
Machalski). Podobnie, w laboratoryjnych pomiarach wieku metoda izotopów wegla
na efektywna ocene wieku ma wplyw, gdzie sie znajdowal przez wieki badany obiekt
(Roberto Gallino). Fizyka slusznie laczy przestrzen i czas w jedna czasoprzestrzcll i to
nie tylko w ogólnej teorii wzglednosci (Franco Selleri). Dalej sie okazuje, ze równiez
taka, zdawaloby sie, wylacznie przestrzenna sztuka jak malarstwo, nie mogla rozwinac:
skrzydel, gdy usilowala oddzielic kompozycje przestrzenna od czasowej (Jerzy
Nowosielski), a muzyki nie sposób wlasciwie pojac, gdy sie w niej postrzega tylko
nastepstwo czasowe dzwieków, a nie uwzglednia struktury przestrzennej (Wim Viersen
i Christian Ginat). Wlasciwie dopiero po wysluchaniu tych wszystkich referatów
(i dopelniajacego je koncertu!) czlowiek zaczynal pojmowac, ze czasoprzestrzen
jest nie tylko abstrakcyjna idea fizyków, ale czyms, z czym sie spotykamy zarówno
w konkretnych pomiarach, jak i w przezyciach artystycznych. Podobne ciagi dotyczyly
wzglednosci interwalów czasu (w teologii, fizyce, biologii, ginekologii i muzyce),
wzglednosci odleglosci (w malarstwie i w astronomii pozagalaktycznej) i innych
aspektach czasu i przestrzeni.

Tytul tych rozwazan postawilem balamutnie. Wsród uczestników szkoly nie
zauwazylem ani jednego puzonisty (bylo paru skrzypków i pianistów). O paradoksie
Olbersa tez akurat nikt sie nie rozwodzil. Ale nie idzie o takie konkrety. Mysle,
ze nauka sie rozwinie prawidlowo, kiedy calkiem praktycznie myslacy hodowca karpi
nie bedzie mial watpliwosci, ze poznajac male twierdzenie Fermata, regule Oersteda
czy prawo Hubble'a uczestniczy w rozwoju ludzkosci.

No dobrze, ale czy takie uzupelnienie swiadomosci naukowej swiadomoscia artystyczna
daje cos samej nauce, rozwija ja? Moze pozwala na nowe odkrycia czy na lepsze
sformulowania starych prawd? Odpowiedz zalezy od celu, jaki nauce stawiamy. Jesli
chcemy, zeby nauka dawala tylko jak naj dokladniejszy opis zjawiska (teoria, model,
parametry), to niewatpliwie najlepiej mozna to wszystko zapisac na dysku komputera.
Tam wzruszenia artystyczne nic nie sa w stanie dodac. Ale przeciez nie o to idzie,
zeby "wiedzialy" komputery, lecz zeby wyniki dotarly do swiadomosci czlowieka.
A tu juz nie wolno nam powiedziec, ze swiadomosc artystyczna niczego nie daje.
Wyniki nauki maja znaczenie praktyczne, pozwalaja zwiekszac dobrobyt ludzi (czasem
przeciwnie - burzyc, ale nie komplikujmy sprawy). Jednak takie znaczenie praktyczne
jest malo wazne. W dobrobycie potrafi zyc i do niego dazyc kazde zwierze. Wiele
organizmów potrafi swietnie przetwarzac dane i dostosowywac sie do nich. Pewne
szczepy bakterii gnilnych potrafia w kilka godzin dostosowac wlasna strukture do
rodzaju rozkladanej materii. Natomiast pojmowac sens swiata potrafi sposród istot
materialnych (powtarzam: naukowców nie interesuja aniolowie) tylko czlowiek. W tym
zadaniu pojmowania, uswiadamiania sobie, nikt go nie zastapi. I to jest zadanie
czlowieka. Nie tylko badaczy pierwszej linii, ale calej ludzkosci. Powiecie, ze to sztuczne
postawienie celu czlowieka? Ze moze nie warto niczego byc swiadomym? Moze, ale tak
stawiajac sprawe, mozna przypuscic równie dobrze, ze moze nie warto zyc ...

a=

h·f
c c
E

b1- -
lLFI .

M+ R2
Wobec tego, jesli tarcie jest dostatecznie
duze, by zapobiec poslizgowi, mamy

,
p =

h,(u/A')_ h ~
c - (c/u)· A' - nA'

gdzie n = c/u = A/A'. Wstawiajac to do
równania na ped dostajemy

, h h

p = (A/A')'A' = >: =p,
czyli brak wymiany pedu miedzy
swiatlem a idealnym osrodkiem,
co wyjasnia sprzecznosc.

R>b~a>O,

R=b~a=O,

R<b~a<R,

(Ostatni przypadek odpowiada
przedluzonemu pedalowi, np. na
równowazni.) W przypadku
przedluzonego pedalu ruch nastapi
w kierunku przeciwnym do kierunku
dzialajacej sily.

Rozwiazanie zadania F 412. Z prawa
Newtona dla kierunku poziomego mamy

F-f=M·a,
gdzie a jest przyspieszeniem srodka
masy roweru, M - jego masa, F - sila
przylozona do pedalu, f - sila tarcia
dzialajaca na kolo. Dla ruchu obrotowego
wokól srodka masy (kola) mamy

bF - Rf = I· a,
gdzie a jest przyspieszeniem katowym
kola, b dlugoscia pedalu (odlegloscia
od srodka kola do punktu przylozenia
sily), R promieniem kola, I momentem
bezwladnosci. Dla przyspieszell mamy
w tym przypadku zwiazek a = -aR.
Wtedy

bF - R(F - M . a) = -I!!:. ,R
co daje

Rozwiazanie zadania F 411.
Podstawowymi równaniami dla fotonu,
prawdziwymi zarówno w prózni, jak
i w przezroczystym osrodku sa: E = h . f
oraz p = E/c. Natomiast wzór p = h/A
otrzymujemy korzystajac z równania
predkosci fali c = A . f:

E h·f h(c/A) hp-----------c-c- c-A
Jednak w osrodku przezroczystym
równanie predkosci to u = A'" f, gdzie u
i A' sa odpowiednio predkoscia i dlugoscia
fali swietlnej w osrodku. Czestosc fali nie
ulega zmianie przy przejsciu do osrodka.
Poprzedni rachunek daje wiec teraz
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Powstaja tu jednak inne trudnosci, bowiem reakcje termojadrowe przebiegaja
tylko w bardzo wysokich temperaturach (czastki biorace udzial w reakcji musza
przede wszystkim pokonac sily wzajemnego odpychania elektrostatycznego)
i przy odpowiedniej gestosci reagentów. Próg osiagniecia syntezy termojadrowej
jest okreslany przez kryterium Lawsona:

nT> 1014 sjcm3 ,

gdzie n oznacza liczbe czastek w 1 cm3 plazmy, a T - czas jej utrzymania

W 1995 roku mija 50 lat od uzycia bomby atomowej. W ciagu tych Jat coraz
wiecej panstw stawalo sie posiadaczami tej broni, a sygnaly o przemycaniu
materialów rozszczepialnych dowodza, ze w dalszym ciagu róznych chetnych na
bron jadrowa jest wielu. Spójrzmy blizej na sprawe budowy broni jadrowej.

Bomba atomowa

Jak wiadomo, energia wyzwalana w bombie atomowej pochodzi z rozszczepienia
przez neutrony jader ciezkich pierwiastków (uranu §~5Ulub plutonu §~9pu).
W wyniku rozszczepienia powstaja lzejsze jadra i neutrony, które rozbijaja
kolejne jadra uranu lub plutonu i w ten sposób uzyskujemy reakcje lancuchowa·
Aby spowodowac wybuch, musimy spelnic kilka warunków. Przede wszystkim
musimy starac sie, aby niekontrolowana reakcja lancuchowa, która zachodzi
w bombie, rozwijala sie jak najszybciej; dlatego material bomby musi
byc bardzo czysty. Domieszki bowiem pochlaniaja neutrony potrzebne do
rozszczepien. Dalej, bomba nie wybuchnie sama z siebie, dopóki nie zostanie
przekroczona masa krytyczna, to jest wtedy, gdy na jeden neutron zuzyty na
rozszczepienie powstanie co najmniej jeden nowy neutron. Zadnym sposobem nie
mozna doprowadzic do eksplozji ladunku mniejszego od wartosci krytycznej. Nie
mozna zatem zbudowac malych bomb atomowych, mozna jedynie specjalnymi
srodkami nieco obnizyc procent zuzywanego materialu rozszczepialnego.
Przeciwnie, gdy tylko ladunek bomby osiagnie rozmiary krytyczne, bomba.
wybucha natychmiast.

Jednakowoz samo przekroczenie masy krytycznej nie wystarczy by wybuch
ten byl silny. Jezeli powoli zetkniemy dwa kawalki materialu rozszczepialnego
o sumarycznej masie wiekszej od krytycznej, nastapi slaba eksplozja, która
odrzuci obie czesci i reakcja lanuchowa zostanie powstrzymana. Aby wiec
spowodowac wybuch, masa krytyczna musi byc przekroczona w sposób
gwaltowny. Dlatego bomba atomowa sklada sie w istocie z dwóch ladunków
materialu rozszczepialnego, umieszczonych na koncach dlugiej rury, a eksplozja
jest wywolywana przez wystrzelenie ich naprzeciw siebie za pomoca zwyklego
chemicznego ladunku wybuchowego. Oczywiscie, energia wybuchu powoduje
rozrzucenie masy reagujacej we wszystkie strony i reakcja zostaje zatrzymana,
zanim wiekszosc materialu zdazy wziac w niej udzial, ale i tak wydzielona
energia wystarczy, aby wywolac ogromne zniszczenia. Ocenia sie, ze w reakcji
faktycznie bierze udzial tylko kilka procent calego ladunku. Reszta uzytego
materialu rozszczepialnego wyparowuje tworzac radioaktywne zwiazki,
tzw. promieniotwórcze popioly, powodujace skazenie i choroby popromienne.

m<[khl
mE-A,+h

It(-l)lnhJI:<::: 1+1+2Iog,wk:<:::
k

< 2 + 2 log, In = 1 + 2 log, k .- v2

gdzie w k jest okreslone przez warunek

o broni jadrowej
Tomasz KRZYT

I Bomba wodorowa (H)L (_l)m:<::: Bomba wodorowa ma podobne dzialanie niszczace jak bomba atomowa, jednab.e
wydzielanie energii nastepuje w wyniku reakcji syntezy lekkich pierwiastków.
Synteza termojadrowa w róznych odmianach jest (jak to wykazal Hans Bethe)
glównym zródlem energii gwiazd i Slonca. W bombie H wykorzystuje sie
kilka z podanych rodzajów reakcji: D + D -> 3He + n; D + T -> 4He + n;
6Li + D -> 4He +4 He itp. Reakcje te sa znacznie wydajniejsze energetycznie od

wk'(2 + h) < [khJ < (Wk + 1)(2 + h), reakcji rozpadu, a ponadto najwazniejszy skladnik, deuter, jest latwo dostepny
czyli (jak latwo sprawdzic) Wk < k, - wystepuje dosc powszechnie w zwyklej wodzie.
a nawet Wk < k/h. LIczby [nhJ
i [n(2 + h)J róznia sie o 2n, sa wiec
tej samej parzystosci. Mozemy zatem
skorzystac z zalozenia indukcyjnego
i otrzymac

Rozwiazanie zadania M 748.
Przeprowadzimy dowód przez indukcje.
Dla k = 1 teza zadania jest oczywista.
Zalózmy teraz, ze jest prawdziwa dla
wszystkich liczb naturalnych mniejszych

od k. Poniewaz J, + ,+'.,,12 = 1,
wiec z tezy zadania 747 i z nierównosci
trójkata wynika, ze

It(-l)lnhJI=

I[khl
= L(-l)m-

m=l
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Zaleznosc sredniej energii wiazania E
jednego nukleonu od liczby masowej A
jadra.

E [MeV]

9t-:·:··- 1: ~:( , " , " " " A
o 60 120 180 240

w stanie scisniecia. Zatem, aby bomba wybuchla, trzeba ja podgrzac do okolo
miliona stopni i jednoczesnie silnie scisnac, a to mozna uzyskac tylko przez
zastosowanie bomby atomowej jako zapalnika. Bomba H, w odróznieniu od
bomby atomowej, nie ma masy krytycznej i nawet najwieksza nie wybuchnie
samorzutnie. (Nie mówimy tu o normalnych gwiazdach, które swieca
samorzutnie, ale nie wskutek wybuchu, lecz powolnego przebiegu reakcji
syntezy, a ponadto wyposazone sa w doskonaly regulator - grawitacje.) Tak
wiec, gdy sila wybuchu bomby atomowej jest ograniczona jej rozmiarami,
to sila wybuchu bomby wodorowej jest teoretycznie nieograniczona, choc
w czasie wybuchu przereagowuje zaledwie kilkanascie procent ladunku. Nie ma
technicznych przeszkód w zwiekszaniu sily bomb H. Znaczacym produktem
ubocznym wybuchu bomby H jest duza ilosc "radioaktywnych popiolów" i to
nie tylko z tego powodu, ze zapalnikiem jest bomba atomowa, ale tez dlatego,
ze w samych reakcjach syntezy powstaje ogromna ilosc neutronów, które
przenikajac do jader innych pierwiastków intensywnie "produkuja" radioaktywne
izotopy.

Zródla materialów rozszczepialnych

Jak juz bylo wspomniane, jako materialu do budowy bomb atomowych uzywa
sie izotopu uranu 235 lub plutonu 239. Z nich tylko uran 235 wystepuje
w naturze, ale w bardzo niewielkiej ilosci, tak ze na 1 atom uranu 235 przypada
140 atomów zwyklego uranu 238. Jedyna w zasadzie metoda oddzielenia.
pozadanego izotopu 235 od 238 jest metoda dyfuzyjna lub jej odmiany.
Gazowy zwiazek uranu przepuszcza sie przez cienkie, porowate przegrody;
dyfundujac ulega on rozdzieleniu, gdyz lzejsze czastki przenikaja latwiej niz
ciezsze. Jednak bardzo niewielka róznica mas izotopów powod:uje, ze aby
otrzymac na koncu zwiazek o wymaganej czystosci, trzeba zbudowac ogromna
fabryke liczaca kilka tysiecy przegród o powierzchni wielu hektarów, zuzywajaca
w dodatku ogromne ilosci energii elektrycznej do zasilania.

Pluton 239 nie wystepuje w skorupie ziemskiej tak jak uran, poniewaz ma
znacznie krótszy okres polowicznego rozpadu (24000 lat). Dlatego caly
pluton na Ziemi musi pochodzic z reaktorów. Pluton 239 powstaje bowiem
z uranu 238 przez wychwyt neutronu, co ma miejsce w reaktorze przy okazji
rozszczepienia uranu 235. Jako wybuchowy material rozszczepialny pluton jesl.
tak samo dobry jak uran 235. Jednak jego uzyskanie jest latwiejsze, gdyz jako
pierwiastek ma inne wlasnosci chemiczne, co pozwala wyekstrahowac go dosc
latwo metodami chemicznymi. Mogloby sie wydawac, ze w takim razie nic
prostszego, jak produkowac pluton w zwyklych elektrowniach jadrowych. Jednak
zabierajac pluton z reaktora zubozamy material rozszczepialny, tak wiec ten, kto
chce produkowac materialy wybuchowe do bomb wylaczajac pluton z obiegu
w reaktorze, czyni to kosztem produkcji mocy. Dlatego prawdziwe fabryki
plutonu, nastawione na produkcje plutonu do bomb, nie produkuja z reguly
energii elektrycznej. Widac z tego, ze produkcja materialów rozszczepialnych
do bomb jest czasochlonna, kosztowna i trudna do ukrycia.

Oznaczmy X" = L(-l)[mfiJ.

nierównosc

Rozwiazanie zadania M 749.
Udowodnimy, ze zachodzi warunek
konieczny i dostateczny zbieznosci
szeregu: dla dowolnego e > O zachodzi

m=l
Dla dowolnych liczb naturalnych
e > k > 2 uzyskujemy latwo, poslugujac
sie nierównoscia trójkata i teza Z podanych powyzej rozwazan wynika, ze naj trudniejszym etapem przy
zadania M 748, nastepujace oszacowania: konstrukcji broni jadrowej jest uzyskanie odpowiedniej czystosci materialu

I~ (_l)l"fiJ I-I~ X" _ X"_l I roz~zcz~pi.alnego potrzeb,n~go jako. la.d~nek wybuchowy, a majac bomb~ atomo~eL.-t n - L.-t n :::: mozna JUZ latwo uzyskac Jeszcze sllmeJsze bomby wodorowe. Dlatego WieCnalezy
,,=k ,,=k wszelkimi srodkami przeciwdzialac niekontrolowanej sprzedazy i przemytowi

IXk-11 ILl_1(l l) I lXii materialów rozszczepialnych (glównie plutonu), gdyz skutki moga byc tragiczne
<---+ ---- X" +--<..
- k n n+i e - l meodwracalne.

n=k

( I. k l-l I) Wydzielanie ciepla w reakcjach chemicznych i jadrowych.
<3 ~+ """" og2n .
- k L.-t n2 Rodzaj reakcji Wydzielane cieplo (kcal/kg)

n=k _
Poniewaz k-Ilog2 k -+ O dla k -+ 00, Wybuch dynamitu 1300

a szereg ,,","" IOS2 " jest zbiezny (oba Spalanie wegla kamiennego 8 000
L..,,"=l ,,2 R d lffakty Czytelnik zechce samodzielnie ozpa a a uranu 400 000 000

sprawdzic), to prawa strona ostatniej Rozpad alfa radu 460000000
nierównosci moze byc dowolnie mala, jesli Rozszczepieniejadra uranu 19000000000
tylko k jest dostatecznie duze oraz e > k. Synteza helu z wodoru 170 000 000 000

It (_1)~"V211 < e,

jesli tylko e i k sa dostatecznie duze.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 1995

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do
l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 ­
3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N -liczbe osób, które nadeslaly
rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle
punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w kt.órejkolwiek
z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

Zadania z fizyki nr 201, 202
201. Koralik porusza sie po wygietym
drucie, przy czym dziala na niego tylko
sila oddzialywania ze strony drutu (nie
wystepuje np. sila ciezkosci). Sila
tarcia jest proporcjonalna do prostopadlej do drutu
skladowej sily oddzialywania, a stala proporcjonalnosci
(wspólczynnik tarcia) jest równa f = 0,1. Zatem na
prostoliniowych odcinkach drutu tarcie nie wystepuje.
Jesli ksztalt drutu jest taki, jak na rysunku, a poczatkowa
predkosc wynosi Vo = 1 m/s, to ile wynosi predkosc
koncowa?

202. - Dostalem na urodziny nowy aparat fotograficzny
- opowiadal kolegom Pstrykiewicz. - Sa do niego dwa
obiektywy, jeden o dluzszej, a drugi o krótszej ogniskowej.
Ale mozna tez je zalozyc jeden przed drugim, i wtedy
otrzymuje sie obiektyw o ogniskowej jeszcze krótszej!
Optycki spojrzal podejrzliwie, ale nie zdazyl o nic zapytac,
bo Fotonczyk musial, oczywiscie, pochwalic sie swoim
cudem techniki:
- A mój aparat tez ma dwa obiektywy, i tez jeden ma
krótsza, a drugi dluzsza ogniskowa. A gdy zamontuje sie

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1995
Przypominamy tresc zadan:

197. Statek kosmiczny o masie m zaopatrzony jest w lustro
odbijajace swiatlo. Jesli na to lustro pada prostopadle wiazka
swiatla z nieruchomego lasera o mocy P, to po jakim czasie statek
zostanie rozpedzony ze spoczynku do predkosci v równej polowie
predkosci swiatla? Sila grawitacji ani opory ruchu w zadaniu nie
wystepuja·

Redaguje Jerzy B. BROJAN

oba jeden za drugim, to ogniskowa jest jeszcze dluzsza!
- Zaraz, zaraz - wykrzyknal Optycki. - Zartujecie, którys
z was ...
W pól zdania przerwal mu Kameranski.
- E tam, do chrzanu sa te wasze aparaty - oswiadczyl.
- Do mojego tez sa dwa obiektywy o róznych ogniskowych,
i tez mozna je zakladac jeden za drugim, ale mozna t.o
robic w dowolnej kolejnosci - raz otrzymuje sie obiekt.yw
o najdluzszej ogniskowej, a jesli sie je zamieni miejscami,
to o najkrótszej!
- Tego juz za wiele! - wolal z gniewem Optycki.
- Nabieracie mnie, tak nie moze byc!

Czy mial racje, a jesli tak, to który z kolegów przesadzil
z zaletami swojego aparatu?
Wskazówka. Ogniskowa ukladu optycznego (niekoniecznie
skladajacego sie z cienkich soczewek polozonych blisko
siebie) mozna zdefiniowac np. tak: niech na ukl ad pada
wiazka równolegla pod niewielkim katem (l' do osi; jesli
skupi sie ona w plaszczyznie ogniskowej w odlegLosci h od
ogniska, to ogniskowa f jest dana wzorem f = h / (l'.

198. Szczelne naczynie z gazem jest przedzielone na dwie czesci
o nierównych objetosciach i izolowane termicznie. Grzalka
elektryczna dostarcza do wnetrza pewna ustalona ilosc ciepla Q.
W którym przypadku cisnienie wzrosnie bardziej:
a) gdy podgrzejemy gaz w mniejszej czesci naczynia,
b) gdy podgrzejemy gaz w wiekszej czesci naczynia,
c) gdy polowe ciepla dostarczymy mniejszej czesci, a polowe
- wiekszej?

197. W ciagu czasu dt laser wysyla swiatlo o energii dE=P dt
i pedzie dp=dE / c=(l / c)P dt. Droga przebyta przez swiatlo
w tym czasie wynosi c dt, a przez statek v dt, wiec w czasie dt
(mierzonym w ukladzie nieruchornym) odbije sie od lustra
tylko czesc wspomnianej "porcji" promieniowania, dana
ulamkiem (c - v) / c. Aby obliczyc ped swiatla odbitego,
musimy najpierw przejsc do ukladu odniesienia zwiazanego
ze statkiem. W tym ukladzie promien ma ped mniejszy

o czynnik V(l - (3)/(1 + (3), gdzie (3 = v/c (mozna to ustalic na
podstawie transformacji Lorentza dla pedów, albo tez skorzystac
ze wzoru na relatywistyczny efekt Dopplera). Odbicie od lustra
zmienia zwrot pedu, a w ukladzie nieruchornym promien odbity
ma ped mniejszy znów o ten sam czynnik. Podsumowujac,
zmiana pedu promienia (czyli takze statku) jest dana wzorem

1 (1-(3) 21-(3
dPs=-Pdt(l-(3) 1+-- =---Pdt.

c 1+(3 c1+(3

Po wprowadzeniu "bezwymiarowego czasu" r = Pt/(mcZ)
równanie ruchu statku przybiera postac

d~(h)
14

1-(3

=21+(3'

Równanie to mozna scalkowac analitycznie, ale otrzymane
wyrazenia sa dosc skomplikowane. Stwierdzamy, ze przy
warunku poczatkowym (3(0) = Ofunkcja (3(r) przyjmuje

.;31
wartosc 1/2 dla r = - - - = 0,533. Stad szukany czas2 3
wynosi t = 0,533 mcz/p.

198. Oznaczmy objetosci obu czesci przez YI i Yz, cisnienie
poczatkowe przez p, koncowe przez p', temperatury pocz<!tkowe
przez TI i Tz, a koncowe przez T{ i T~. Wprowadzmy tez
oznaczenia liczby moli: nI i nz na poczatku, a n; i n~ na korlcll.
Z bilansu energii mamy równanie

!:lU = Q = (n;T{ + n~T~ - nlTI - nz12)cv,
gdzie cv jest cieplem molowym gazu przy stalej objetosci.
Podstawiajac z równania Clapeyrona nT = pY /R otrzymujemy

p'YI + p'Yz - pYl - pYz = QR/cv.
Stad widac, ze koncowe cisnienie p' zalezy od Q i cisnienia
poczatkowego p, nie zalezy natomiast od rozkladu temperatur.
We wszystkich opisanych przypadkach cisnienie koncowe bedzie
wiec jednakowe.



-- 303. Wieloscian wypukly W (o wszystkich katach dwusciennych ostrych) ma.
nastepujaca wlasnosc: istnieja takie liczby naturalne p, q :::::3, ze kazdy przekrój
wieloscianu W plaszczyzna przecinajaca wnetrze W jest albo p-katem albo q-ka.tern.
Czy wieloscian W musi byc czworoscianem?

Redaguje Marcin E. KUCZMA

dla n = 2,3,4, ....

304. Ciag liczb (bn) jest okreslony rekurencyjnie:

b b b ( ) ( bn-l bn-2 )
o = 1, 1 = 2, n = n + 1 -- + --n n-l

Zadania z matematyki nr 303, 304

44,•
Obliczyc sume szeregu f ~:.

n=O

Zadanie 304 zaproponowal pan Marcin Sarniak z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1995
Przypominamy tresc zadan:

299. Wyznaczyc wszystkie liczby calkowite n, dla których suma 300. Zbiór S C R jest suma skonczonej liczby przedzialów
domknietych (dlugosci dodatniej, skonczonej), parami rozlacznych.
Dowiesc, ze dla kazdej funkcji ciaglej f: S -+ S istnieje niepllsty
zbiór A C S spelniajacy równosc f(A) = A.

jest liczba calkowita·

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 289 (WT=1,92) i 290 (WT=2,64)

z numeru 11/1994

299. Ustalmy liczbe naturalna n i przyjmijmy

n - [v'k=l]
ak = --jk-k-+-y-k---l .

Rozwazana suma równa sie

Waldemar Pompe - Wa.rsza.wa.
Mirosla.w Ma.tlega. - Skoczów
Ada.m CZQrnik - Bytom
Toma.sz Wietecha. - Ta.rnÓw
Ja.nusz Olszewski - Suwalki

43,89
43.59
39,26
37,98
36,44

k=l m=l k=(m-l)2+1

Jesli (m _1)2 + 1 ~ k ~ m2, to [v'k=ll = m -1, to

n-m+l r. ~
ak = r.- ~ = (n - m + l)(V k - V k -1).k+ k-l

Stad

L ak=(n-m+l) L (Vk-~)=
k=(m-l)2+1 k=(m-l)2+1

= (n - m + l)(m - (m - 1)) = n - m + 1,
i ostatecznie

n2 n

'""' '""' n(n + 1)~ak = ~(n-m+ 1) = ---o
k=l m=l

Dla kazdego n jest to liczba calkowita!

300. Ponumerujmy przedzialy bedace skladowymi rozwazanego zbioru: h, ... , lm. Nicch
M = {l, ... , m}. Dla kazdego numeru i E M funkcja ciagla f przeksztalca przedzial Ii na
pewien przedzial zawarty w zbiorze S, a wiec zawarty w któryms przedziale Ij. NUlllcr j
zalezy od i; oznaczmy go przez cp(i). Zostala w ten sposób okreslona funkcja cp:M -+ M o tej
wlasnosci, ze

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 189 (WT=2,05) i 190 (WT=3,10)

z numeru 12/1994
Artur Gawryszcza.k - Oubeczno 29,31
Aleksa.nder Surma. - Myuków 28,53
Da.riusz Wilk - Rzeszów 22,23
Przemysla.w Gadzinski - Sroda. Sl. 17,96
Przemysla.w Gworys - Czestochowa. 17,64

(*) f(Ii) C I",(i) dla i E M.
Wezmy pod uwage nastepujacy ciag elementów zbioru M:

1, cp(l), cp2(1), cp3(1), ... ,

gdzie symbol cpk oznacza k-krotne zlozenie cpo ... o cp. Zbiór M jest skonczony, wiec w ciagu
tym musza wystapic powtórzenia. Zatem dla pewnych liczb calkowitych k 2: O, 7' 2: 1 zachodzi
równosc cpk(l) = cpk+r(l). Dla j = 0,1, ... , r oznaczmy przez Jj przedzial Ii o numel'ZC
i = cpk+j (1). Tak wiec Jr = Jo oraz, w mysl zaleznosci (*),

f(Jj-d C Jj dla j = l,oo.,r.

W takim razie funkcja fr = f o ... o f (r-krotne zlozenie) odwzorowuje przedzial Jo w ten
sam przedzial. Wobec ciaglosci, istnieje punkt Xo E Jo, dla którego spelniona jcst równosc
r(xo) = xo. Wystarczy teraz przyjac

A = {xQ, f(xo), f2(XO)' ... , r-1(xo)}.

Zbiór A jest przez funkcje f odwzorowywany (cyklicznie) na siebie.

15



I seria

XLVII OLIMPIADA MATEMATYCZNA
Zadania konkursowe zawodów stopnia pierwszego

II seria.. III serIa

1. Wyznaczyc wszystkie liczby calkowite
dodatnie n, dla których równanie
2 sin nx = tgx + ctgx ma rozwiazania
w liczbach rzeczywistych x.

2. Liczba palindromiczna nazywamy
taka liczbe naturalna, której zapis
dziesietny czytany od strony lewej do
prawej jest taki sam, jak czytany od
strony prawej do lewej. Niech (xn)
bedzie rosnacym ciagiem wszystkich liczb
palindromicznych. Wyznaczyc wszystkie
liczby pierwsze, które sa dzielnikami
co najmniej jednej z róznic Xn+l - Xn.

3. W pewnej grupie kn osób kazda
zna wiecej niz (k -1)n innych (k,n
sa liczbami naturalnymi). Wykazac,
ze mozna z tej grupy wybrac k + 1 osób,
z których kazde dwie sie znaja.

Uwaga. Jezeli osoba A zna osobe B,
to osoba B zna osobe A.

4. Prosta styczna do okregu wpisanego
w trójkat równoboczny ABC przecina
boki AB i AC odpowiednio w punktach

• • u ' IADI IAEI

D I E. Dowlesc, ze --I + -I-I = LIDB EC

5. Na plaszczyznie dany jest trójkat ABC,
w którym 1.CAB = a > ~, oraz
odcinek PQ, którego srodkiem jest
punkt A. Dowiesc, ze

a
(IBPI + ICQI) tg"2 2: IBCI·

6. Dane sa dwa ciagi liczb calkowitych
dodatnich: ciag arytmetyczny o róznicy
r > O i ciag geometryczny o ilorazie
q> l; liczby r, q sa wzglednie pierwsze.
Udowodnic, ze jesli ciagi te maja jeden
wspólny wyraz, to maja nieskonczenie
wiele wspólnych wyrazów.

7. Liczby nieujemne a, b, c, p, q, r spelniaja
warunki:

l
a+b+c=p+q+r=l; p,q,r<­

- 2

Dowiesc, ze 8abc ~ pa + qb + re, oraz
rozstrzygnac, kiedy zachodzi równosc.

8. Ze srodka kwadratu wybiega promien
swietlny, który odbija sie od boków
kwadratu zgodnie z zasada kat padania

równy katowi odbicia. Po pewnym czasie
promien wraca do srodka kwadratu .
Promien nigdy nie trafil w wierzcholek
ani nie przeszedl wczesniej przez srodek.
Dowiesc, ze liczba odbic od boków
kwadratu jest nieparzysta.

9. Wielomian o wspólczynnikach
calkowitych daje przy dzieleniu przez
wielomian x2-12x+11 reszte 990,;-889.
Wykazac, ze wielomian ten lIie lila
pierwiastków calkowitych,

10. Wykazac, ze równanie .7;x = y3 + z:)

ma nieskonczenie wiele rozwia1.au
w liczbach calkowitych doclatllich J:, 11, ;;.

11. W konkursie skoków narciarskich
uczestniczy 65 zawodników. Startuja
oni kolejno, wedlug ustalonego wczesniej
porzadku. Kazdy wykonuje jeden skok.
Przyjmujemy, ze uzyskane wyniki
sa rózne, oraz ze kazda kolejnosc
koncowa zawodników jest jednakowo
prawdopodobna. W kazdym momencie
konkursu liderem nazywamy zawodnika,
który do tego momentu uzyskal
najlepszy wynik. Oznaczmy przez p

prawdopodobienstwo tego, ze wczasi,:
calego konkursu dokladnie jeden m'/'
nastapila zmiana lidera. Wykaza.:,. l
ze p > 16

12. Rozstrzygnac, czy istnie.i'~ takie dwa
przystajace szesciany o wspólnym srndku,
ze kazda sciana pierwszego szesciallu ma
punkt wspólny z kazda sciana drugiego
szescianu.

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja byc wyslane
pod adresem wlasciwego komitetu okregowego Olimpiady najpózniej dnia

10 pazdziernika 1995 r. 10 listopada 1995 r. 10 grudnia 1D95 r.

Rozwiazania przeslane w terminie pózniejszym nie beda rozpatrywane.

Adresy komitetów okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla województwa elblaskiego, gdanskiego i slupskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdansku, ul. Abrahama 18,81-825 Sopot ..

Dla województwa bielskiego, czestochowskiego i katowickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla województwa krakowskiego, krosnienskiego, nowosadeckiego i tarnowskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4,30-059 Kraków.

Dla województwa bialskopodlaskiego, chelmskiego, lubelskiego, przemyskiego, rzeszowskiego, siedleckiego, tarnobrzeskiego i zamojskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii
Sklodowskiej-Curie 1, pok. 310, 20-031 Lublin.

Dla województwa kieleckiego, lódzkiego, piotrkowskiego, radomskiego, sieradzkiego i skierniewickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Lódzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lócl~..

Dla województwa koninskiego, leszczynskiego, pilskiego, poznanskiego i zielonogórskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Matejki 48/49, pok. 24, 60-769 Poznan.

Dla województwa gorzowskiego, koszalinskiego i szczecinskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.

Dla województwa bydgoskiego, ciechanowskiego, olsztynskiego, plockiego, torunskiego i wloclawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18,
87-100 Torun,

Dla województwa bialostockiego, lomzynskiego, ostroleckiego, suwalskiego i warszawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8,00-656 Warszawa.

Dla województwa jeleniogórskiego, kaliskiego, legnickiego, opolskiego, walbrzyskiego i wroclawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4,
50-384 Wroclaw.
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(54)

8 sierpnia 1900 roku na Miedzynarodowym Kongresie
Matematyków w Paryzu David Hilbert wyglosil swój slynny
odczyt, w którym zaproponowal problemy, majace inspirowac
rozwój matematyki w dwudziestym stuleciu - dzis mówimy
o Problemach Hilberta.

Jeden z tych problemów, trzeci, zostal rozwiazany w tym samym
roku przez Maxa Dehna. Problem dotyczyl tego, czy dowolny
wieloscian mozna przeksztalcic w dowolny inny o tej samej
objetosci, tnac go na skonczenie wiele wieloscianów i ustawiajac
te mniejsze wielosciany w odpowiedni sposób. Pozytywne
rozwiazanie podobnego zadania dla wielokatów znane bylo juz
w Starozytnosci. Okazalo sie, ze dla wieloscianów analogiczne
twierdzenie nie jest prawdziwe.

A teraz cofnijmy sie o prawie dwadziescia lat. W dniu
12 czerwca 1882 Akademia Umiejetnosci w Krakowie oglosila
(cytujemy za oryginalnymi zródlami) dwa zadania podane
przez Dra Wl. KRETKOWSKIEGO do nagrody przezen
przeznaczonej: Jedno z tych zadan bylo z Algebry wyzszej
z nagroda 1000 franków, drugie z Geometryi z nagroda 500
franków. Tresc zadania geometrycznego brzmiala: Majac
dwa czworosciany równej objetosci zreszta naj ogólniejsze,
przeciac, jezeli da sie to wykonac, plaszczyznami jeden z nich
na najmniejsza mozliwa liczbe kawalków takich, aby przez
stósowne tych kawalków zestawienie mozna bylo zbudowac
czworoscian drugi. W razie, gdyby to dokonac sie nie dalo,
lub bylo mozliwem pod pewnemi zastrzezeniami, d o w i e s c
niemoznosci lub zast"zezenia te dokladnie okreslic.

Poznajemy? Tak, przeciez to dokladnie to samo! A jakie byly
efekty konkursu Akademii Umiejetnosci? W sprawozdaniu
przedstawionym przez prof. Franciszka Karlinskiego na
posiedzeniu w dniu 20 lutego 1884 czytamy: O pierwsza z tych
nagród nikt sie dotad nie zglosil, o druga ubiega sie d w ó c h
jeometrów, którzy prace swe Akademii nadeslali. Jedna z tych
prac opatrzona jest godlem "E u rek a", druga ma za godlo
,,'AEI 'O 8EOE f EOME TPEI". Nastepnie w sprawozdaniu
obie prace zostaja dokladnie omówione, streszczone sa szkice
rozumowan. Jak czytamy po omówieniu pracy pierwszej
autor pracy z godlem "E u ,. e k a" nie pojal zadania w caUj
ogólnosci i donioslosci tegoz, trafil na jeden mozliwy przypadek
i ten jeszcze bezpotrzebnie ograniczyl. (. .. ) Zupelnie inny,
bo scisle naukowy, zakrój ma praca IIga obejmujaca (prócz tytulu
i rysunku potrzebnego do zrozumienia rzeczy) 20 pólarkuszy
pisma, oraz figur 7. Autor dzieli prace swa na trzy rozdzialy.

Potem w sprawozdaniu zostaje streszczone rozumowanie
autora drugiej pracy konkursowej, a z tego streszczonego
przedstawienia rzeczy wynika, ze praca IIga czyni
w s p o s ó b z n a k o m i t y zadosyc warunkom konkursu,
i z a s l u g u j e n a n a g ,. o d e. W efekcie, jak czytamy
w protokole posiedzenia, Wydzial uchwalil zgodnie z wnioskiem
Sprawozdawców, iz wspomni ona wyzej nagroda ma byc
przyznana A utorowi wypracowania z godlem ,,' AEI '0 8EOE
fEOMETPEI", tudziez postanowil te uchwale przedstawic na
Walnem posiedzeniu Akademii do zatwierdzenia.

W protokole posiedzenia w dniu 20 lutego nie jest napisane, kto
byl autorem nagrodzonej pracy. (Swoja droga, jakze inne byly
czasy - dzis jury wszelkiego rodzaju konkursów dotyczacych
prac naukowych wie, czyje prace ocenia.) Wkrótce potem jednak
nie bylo to juz tajemnica - trzeci problem Hilberta zostal
rozwiazany szesnascie lat przed wykladem w Paryzu przez
Ludwika Antoniego Birkenmajera.

WIZUALIZACJA MATEMATYKI

Typy porzadkowe

Nazwisko Birkenmajera znane jest swietnie wielu osobom, ale
nie wszyscy chyba kojarza je z matematyka ... Zainteresowania
mial Birkenmajer nad wyraz wszechstronne; slawny jest glównie
dzieki swoim badaniom w dziedzinie geofizyki, morfologii
Tatr oraz astronomii i historii nauki, a takze - a moze przede
wszystkim - 700-stronicowej ksiedze "Mikolaj Kopernik. Czesc
pierwsza", opublikowanej w roku 1900.

Ludwik Antoni Birkenmajer (1855-1929) doktoryzowal sie na
Uniwersytecie Lwowskim w roku 1879, a jego praca doktorska
byla praca matematyczna (tytul: ,,0 ogólnych metodach
calkowania rózniczek"). Habilitacja w roku 1880 dotyczyla
fizyki matematycznej, od 1881 pracowal na UJ, poczatkowo jako
docent, a od 1897 r. jako profesor historii nauk matematycznych
i fizycznych - te katedre, jedna z pierwszych tego rodzaju
katedr w Europie, utworzono specjalnie dla niego. Opublikowal
Birkenmajer cztery prace matematyczne: trzy dotyczyly teorii
liczb, jedna geometrii, nie byla to jednak praca o podziale
czworoscianów. Byc moze, gdyby ten wynik zostal ogloszony,
mówilibysmy dzisiaj o rozkladach Birkenmajera ... Choc
z drugiej strony zapewne problem ten nie bylby wówczas tak
slawny, gdyz - jako rozwiazany - nie zostalby przez Hilberta
wymieniony.

Warto tez wspomniec o Wladyslawie Kretkowskim, który
problem postawil. Kretkowski byl docentem Politechniki
Lwowskiej, inzynierem, matematyka zajmowal sie w wolnych
chwilach - i opublikowal w czasopismach francuskich
i polskich kilkanascie drobnych prac matematycznych, pod
pseudonimem Wladyslawa Trzaski. Wslawil sie jednak przede
wszystkim dzialalnoscia inna: niemal kazdego roku ofiarowywal
Uniwersytetowi Jagiellonskiemu zbiory cennych monet, ksiazki,
finansowal stypendia dla mlodych matematyków, konkursy
matematyczne. W testamencie (zmarl w 1910 roku) przekazal
Akademii Umiejetnosci ogromna sume z przeznaczeniem
na nowe uniwersyteckie wyklady matematyczne i fundusz
stypendialny z matematyki, Uniwersytetowi zas kolekcje ksiazek
i czasopism matematycznych, liczaca niemal dwa tysiace tomów.

I jeszcze jedno: haslo ,,'AEI '0 8EOE fEOMETPEI"
oznacza w wolnym przekladzie "Bóg tworzy geometrycznie" .
Pojawia sie ono m.in. takze na historycznym emblemacie Kola
Matematyków Studentów UJ (zob. EPSILON 11/1994).

Krzysztof CIESIELSKI

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem o.
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