SPIS TRESCI
NUMERU 7(254)

Miedzy matematyka czysta
1 stosowana
Andrzej Pelezar

Jaki jest mechanizm
segregacji ziaren réznej
wielkodci w materialach
sypkich?

Maria Massalska-Arodz

Drgania powierzchni Ziemi
wywolane przez wodospady

Zadania

Wokal nieréwnosei Younga
Grzegorz Lukaszewicz

Mala Delta
Niebo przez lornetke

Soczewki grawitacyjne
Andrzej Krasinski

Klub 44
Kacik olimpijski

Epsilon

W nastepnym numerze:

Sto lat promieni Rontgena

Oktladke 1 ilustracje wykonal
Bernard BADZIOCH

Wydawca:
Uniwersytet Warszawski

str. 1

str. 1

str. 2

str. 4
str. 8

str. 9

str.10
str.14
str.16

str.17

»Delta” — matematyczno-fizyczno-astronomiczny miesiecznik popularny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Polskiego Towarzystwa I"izycznego
i Polskiego Towarzystwa Astronomicznego,

wydawany przy poparciu Ministerstwa Fdukacji Narodowej.

Wydanie publikacji dofinansowane przez Komitet Badain Naukowych.

Komitet Redakeyjny:
Andrzej Bialynicki-Birula
Bagdan Cichocki
Roman Duda
Jan A. Gaj
Tomasz Hofmokl
Marta Kiciriska-Habior

- przewodniczaca
Krzysztof Maslanka
Andrzej Makowski

— wiceprzewodniczacy
Andrzej Pelczar
Zbigniew Plochocki
Zdzistaw Pogoda

Redaguje kolegium w skladzie:
Krzysztofl Biesaga

Jan Kalinowski — z-ca red. nacz.
Krystyna IKordos — sekr. red.
Marek Kordos — red. nacz.
Tomasz IKwast

Krzysztof Rejmer

Pawel Strzelecki

Joanna Udalska

Adres Redakcji:
ul. Smyczkowa 5/7
02-678 Warszawa

Michal Rézyczka
Konrad Rudnicki
Zbigniew Semadeni
Grzegorz Sitarski
Mieczystaw Subotowicz
Andrzej Szymacha
Andrze) Woszczyk
Waclaw Zawadowski

tel. 43-02-43 wewn. 21
PAWELST@MIMUW EDU.PL
Wydrukowano

w Drukarni Naukowo-Techniczne)

w Warszawie, ul. Minska 65

Sklad systemem TEX wykonala Redakeja.

WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21)

Whplaty przyjmowane sg non-stop, do 10. dnia miesigca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesigce. Cena
jednego numeru w 1995 roku wynosi 1 zl 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)

cena numeru wynosi w 1995 r. 3 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajgcych minimum 10 egzemplarzy kazdego numern AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-wa, nr 1586-T7578-136

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sg tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na IV kwartal 1995 r. wynosi 4 zl 50 gr.

3. Prenumerata ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza; w praypadku
zlecenia dostawy droga lotnicza — koset dostawy lotnicze) w pelni pokrywa
prenumerator.

4. Whplaty na prenumeratg przyjmuja:

— na teren kraju
— jednostki kolportazowe ,Ruch” S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub

siedziby prenumeratora; dostawa egzemplarzy nast¢puje w uzgodniony sposdb,

= na zagranice

- ,Ruch” 5. A. Oddzial Warszawa, 00-958 Warszawa,
konto PBIC XIIT Oddzial Warszawa 370044-1195-139-11 — dostawa odbywa
sie poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem zlecenia
dostawy poczta lotniczg do odbiorey zagranicznego, ktérej koszt w pelni pokrywa
prenumerator,

5. Terminy przyjmowania prenumeraty:

— nakraj i zagranice —  do 20 XI na I kwartal roku nastepnego
do 20 IT na IT kwartal
do 20 V na IIT kwartal
do 20 VIII na IV kwartal.

Cena 1 egzemplarza 1 zt 50 gr, 15 000 z}1



Miedzy matematyka czysta

Jaki jest

1 stosowans e
1 stosowang mechanizm

Andrzej PELCZAR segregacji ziaren

Tresé bedzie przekorna w stosunku do tytulu. Uwazam bowiem, ze nie
mozna przeprowadzi¢ Zadnego rozsadnego rozgraniczenia migdzy :
tzw. matematyka czysta a stosowana. Przede wszystkim bardzo ryzykowne |
byloby kazde stwierdzenie o ,niestosowalnosci” jakiego$ wyniku czy
nawet teorii, ,niestosowalnoéci w ogdle”, nawet w takim przypadku,
gdy w tej chwili nie widaé zadnych zastosowai praktycznych (o takich
zastosowaniach myéli si¢ przeciez méwiac o ,matematyce stosowanej” }.
Historia zna przypadki bardzo dlugiego czekania na zastosowania.

Jako podrecznikowy i spektakularny przyklad przytacza sig teorig
krzywych drugiego stopnia (stozkowych) pochodzaca od Apoloniusza
(okolo 200 lat przed Chrystusem), ktéra w poczatkach wieku XVII, a wigc
po okolo 1800 latach, zastosowal Kepler poprawiajac teorie kopernikaiiska.
Znacznie blizszy przyklad mozna znaleZé w polskiej historii matematyki.
W latach trzydziestych dwaj matematycy — Stanistaw Krystyn Zaremba
w Krakowie i A. Marchaud w Paryzu zaproponowali pewne nogdlnienia
réwnan rézniczkowych (jeden nazwal je réwnaniami kontyngensowymi,
drugi paratyngensowymi). Opowiadal mi Profesor Wazewski o bardzo
wstrzemigzliwym (delikatnie méwiac) przyjeciu tych pomysléw przez
wickszoé¢é matematykéw w owym czasie; uwazano je za ,sztuczne” i bez

roznej wielkosci
w materialtach

sypkich?

Maria

MASSALSKA-ARODZ

Piasek intrygowal obserwatoréw przyrody
od bardzo dawna. Ponad trzysta lat

temu Robert Hooke analizujac prawo
Archimedesa dla cieczy zauwazyl,

Ze mozna je zastosowaé réwniez do piasknu,
.~ jedli tylko wprawimy naczynie z piaskiem
w drgania (patrz Mala Delta 10/1992).
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zadnych widokéw na jakiekolwiek rozsadne zastosowania. A byly to, Stwierdzil, ze w ukladzie drgajacych ziaren %
jak si¢ okazalo po mniej wiecej éwieréwieczu, poczatki teorii inkluzji ciala o wigkszym cigzarze wlasciwym
rézniczkowych 1 teorii optymalnego sterowania, majacych, oczywidcie, tona, lzejsze zas wydostaja sie na “?‘
teraz multum zastosowan. Pokazal to, w latach pieédziesiatych, whaénie powierzchnie¢ zupelnie tak, jak to sie dzieje ?{}
Tadeusz Wazewski. Inny przyklad to zastosowania w konstrukcjach w cieczach. Piasek postuzyl Hooke’owi ‘L‘
komputeréw beznawiasowej notacji Lukasiewicza, a wigc niezwykle do wysunigcia rewolucyjnej hipotezy, %

iz wszystkie substancje, bez wzgledun na
stan skupienia, skladaja si¢ z malych
drgajacych kulek. Poglad ten stanowi do
dzi§ podstawe kinetyczno-molekularnej
teorii budowy cial. Jednak, jak to czesto
bywa, prawda okazuje si¢ bardziej zlozona,
gdy przejdziemy do szczegéléw. Prawo
i Archimedesa opierajace si¢ na bilansie

. jedynie dwdch sil, tj. sily ciezkosci
i wyporu, nie wystarcza do opisu zjawiska,
ktére obserwowali Pafistwo zapewne sami
stwierdzajac, ze w czesto potrzasanym
wiaderku z piaskiem na powierzchnig
wydostaja sie stopniowo wszystkie wieksze
kamyczki i juz tam pozostaja pomimo
dalszych potrzasaii. A zatem w ukladach
nawet sypkich ciala o wiekszym ciezarze
wlasciwym nie tona, ale ,wyplywaja”
na powierzchnie, jesli tylko ich ziarna
sa wigksze od ziaren ukladu sypkiego,
w ktérym sa ,zanurzone”.

»abstrakcyjnego” pomyslu z logiki formalnej. Znane sa dobrze sytuacje
odwrotne. Rozwdj teorii nie nadazal za potrzebami fizyki czy techniki

i matematycy musieli czasem, ex post niejako, ,dorabiaé” podstawy do
czego$, co... funkcjonowalo nieformalnie. Tak bylo z teoria dystrybucji,
ktéra tworzono po tym, jak Dirac juz zdazyl posluzyé sie swymi
Hiunkcjami”.

Jest jeszcze inny argument za tym, by uznaé za praktycznie niemozliwe
rozgraniczenie matematyki ,czystej” i stosowanej”. Jesli przyjmiemy,

ze teoria réwnali rézniczkowych jest ,stosowalna”, to trudno bedzie
powiedzieé, ze nie sa stosowalne te czesci topologii ogélnej i algebraicznej |
lub analizy funkcjonalnej czy algebry liniowej, dzigki ktérym otrzymujemy
wazne i mocne twierdzenia o réwnaniach rézniczkowych (w tym

np. twierdzenia o stabilnosci majace bezpoérednie zastosowania
techniczne). Tak wiec okaze sig, ze bardzo ,abstrakcyjne” wyniki bardzo
yabstrakcyjnych” teorii maja zastosowania.

Y

A PR

To, co powiedziano wyzej, powinno stanowi¢ dostateczny argument na
1zecz takiego pogladu: nie powinno sie méwié¢ o matematyce ,czystej”

i ,stosowanej”, lecz o matematyce i o zastosowaniach matematyki.
No i trzeba zauwazyé, iz nie bedzie chyba zbyt ryzykowne stwierdzenie,
ze — po prostu — matematyka jest stosowalna, a na pewno bardzo
ryzykowne byloby orzekanie o niestosowalnoéci jakiej$ jej czesci. Do niedawna za przyczyne takiego
zachowania sie wiekszych ziaren uwazano
fakt, ze kazdy wstrzas popycha ziarna ku
gbrze, a pusta przestrzen pozostawiona
przez duze ziarno latwo wypelniaja
mniejsze ziarenka. Duze ziarno jest w ten
sposéb wynoszone coraz wyzej. Taki
mechanizm prowadzacy do segregacji

Mingly na szczeécie (sceptycy moga mieé watpliwodci. .. ) czasy, gdy
,nauki stosowane” uwazano za lepsze od tych innych, ,niestosowanych”.
Dlatego powyzszych uwag nie nalezy traktowaé jako obrony matematyki
przez ndowadnianie, Ze jest stosowana lub raczej stosowalna. Jestem

od takiego stanowiska bardzo daleki. Po prostu... nie podobaja mi sie
terminy czesto uzywane, a wymienione w tytule!



ziaren ze wzgledu na ich rozmiar,
niezaleznie od ciezaru wladciwego,
potwierdzily przeprowadzone nie tak
dawno eksperymenty komputerowe.
Znalezli sie jednak dociekliwi, ktérzy

z kolei postanowili zweryfikowaé rezultaty
modeli komputerowych w prawdziwym
eksperymencie z kolorowymi kulkami
szklanymi réznej wielkosci.
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Rys. 1

Na rysunku la przedstawiony jest
cylinder, ktéry poddawano regularnym
sinusoidalnym drganiom o amplitudzie
przyspieszenia réwnej 7g (g = 9,81 m/s?),
czyli wyraZnie wigkszej niz stosowana

w do$wiadczeniach z transmisja drgai
akustycznych (patrz Delta 6/1995).
Wypelniono go malymi przezroczystymi
kulkami o érednicy 0,2 cm, ktére
zaznaczono na rysunku kropkami.

Do cylindra wlozono dodatkowo kulke
znacznie wieksza — o $rednicy 1,9 cm

— umieszczajac wokél niej mate kulki,
takie jak te, ktére wypelnialy caly
cylinder, ale dla ulatwienia obserwacji
zabarwione na czarno (na rysunku sa

one kolorowe). Rysunek la przedstawia
poczatkowe ulozenie kulek w cylindrze.
Kolejne rysunki (1b i 1c) pokazuja, jak to
ulozenie zmienia sie w miare uplywu czasu, |
gdy cylinder byl poddawany regularnym |
wstrzasom. Autorzy doéwiadczenia,

James B. Knight, H.M. Jaeger oraz
Sidney Nagel [1], stwierdzaja wyraZnie,

ze w wyniku wstrzasan duze ziarno
podaza ku gérze wraz z otaczajacymi

je malymi ziarnami (zaznaczonymi na
rysunku 1 grubszymi kropkami) wbrew
powszechnemu oczekiwaniu, ze beda

one spada¢ w dél. Natomiast w dél
zmierzaja — ku zaskoczeniu obserwatoréw
— ziarna odlegle od ,olbrzyma”, polozone
w poblizu écian naczynia. Ponadto,

mozna zauwazy¢, ze gdy dojda one do
dna naczynia, wéwczas same zaczynaja
réwniez uczestniczyé w ruchu ku gérze,
ktéry to ruch trwa nieprzerwanie Srodkiem
naczynia. Gdy duze ziarno dotrze do
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W jednym z zadaii zamieszczonych w Delcie 2/1995 postawilem
nastgpujace pytanie: jaka jest wysoko§é wodospadu, jeéli stojac w jego
poblizu czujemy drgania gruntu o czestotliwodci f7 Rozwiazanie zadania
opieralo si¢ na zalozeniu, ze w spadajacej kolumnie wody powstaje fala
stojaca o wezle u podnéza i strzalce przy gérnej krawedzi wodospadu.
Wtedy wysokosé wodospadu jest réwna jednej czwartej dlugosci fali

diwiekowej, czyli
v

h=§,

gdzie v jest predkoscia diwieku w wodzie. Powyzszy wzdr nie jest Scisly:
postugujac sie nim zakladamy, ze woda spada pionowo, a krawed?
przelewu jest ostra, co nie zawsze jest prawda.

W naturalny sposéb moze pojawié

sie nastepujace pytanie: czy jest tak
rzeczywiscie, czy tez jest to problem
wydumany? Odpowied? na nie przynosza
dane doéwiadczalne. Pod koniec lat
sze$édziesiatych John S. Rinehart

z Boulder w stanie Colorado (USA)
zbadal dokladnie drgania gruntu

w poblizu dziewieciu wodospaddéw

(o wysokosci od 5 m do 93 m) Islandii,
Alaski i kontynentalnej czesci USA.
Okazuje sie, ze widmo drgan powierzchni
Ziemi charakteryzuje sie istnieniem

silnie dominujacej czestotliwoéci oraz
nieregularnego tla, jesli tylko spadek
wody nie jest zbyt zaklécony, na przyklad
przez wystepy skalne. Silne tlo istnieje

w przypadku szerokich wodospadéw,
takich jak Niagara, ale nadal towarzyszy
mu dominujaca czestotliwosé. Jesli
wodospad ma kilka kaskad, obserwuje
si¢ kilka dominujacych czestotliwosci
odpowiadajacych kazdej z nich.
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Rys. 1. Widmo drgai gruntu
wywolanych przez wodospad
Gullfoss. Wykresy pochodza
z artykulu Johna Rineharta
+Waterfall-Generated Earth
Vibrations”, Science, vol. 164
(1969).
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Rys. 2. Dominujaca czg¢stotliwosé drgani gruntu w zaleznoéci od odwrotnosci wysokosci

wodospadu.



Przykladem moze byé szeroki dwuczesciowy islandzki Gullfoss (widmo

jego drgan przedstawia rys. 1), charakteryzujacy sie dwiema dominujacymi

czestotliwo$ciami: 6 Hz 1 40 Hz, odpowiadajacymi dwu kaskadom

o wysokoéciach 27 m i 7,5 m. Pierwsza z tych czestotliwosci nalezy

do kategorii infradZwigkéw, druga miesci sie¢ w zakresie akustycznym.
Rysunek 2 przedstawia dane dotyczace szczegélowo zbadanych przez
Rineharta wodospadéw, a dokladniej, zaleznoéé czestotliwodci drgani od
odwrotnosci wysokoéci wodospadu.

Zaleznos¢ te w zadowalajacym przyblizeniu mozna okreslié jako liniowa.
Nachylenie prostej z rysunku 2 jest réwne 250 m/s, czyli okolo jednej

czwartej predkosci diwicku w wodzie. Najwieksze odstepstwa od liniowoéci

obserwuje si¢ dla niskich wodospadéw, co prawdopodobnie bierze sie stad,
ze W rzeczywistosci strzaltka powstaje ponizej gérnej krawedzi wodospadu,
a zatem wzgledny blad jest tym mniejszy, im wyzszy jest wodospad.

W przypadku wodospadu Gullfoss latwo mozna sprawdzié, ze jest akurat

odwrotnie; zgodnodé z doéwiadczeniem jest dobra dla nizszej kaskady, dla
wyzszej blad wynosi okolo 50%. ..

Nieregularne tlo szuméw czesciowo jest zjawiskiem zewnetrznym,
czgéciowo zas takze efektem dzialania wodospadu. Na rysunku 1 widaé,
ze jest ono podwyzszone w obszarze niskich czestotliwosci; jest to
charakterystyczne szczegélnie dla wysokich wodospadéw. Przyczyny tego
zjawiska nalezy upatrywaé w fakcie, ze spadek wody jest przeplywem

turbulentnym; strumien rozpada si¢ na liczne wiry, ktérych rozmiary rosna
podczas spadania. Efektem turbulencji sa do$é nieregularne silne uderzenia

duzych mas wody o podstawe wodospadu, generujace drgania o niskich
czestotliwosciach.

i Zadania

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 744. Podzieli¢ kolo na trzy czesci o réwnych polach, z ktérych kazda
ma taki sam obwéd, jak cale kolo.
Rozwigzanie na str. 7

M 745. Stosujac nieréwno$é¢ Younga (patrz artykul Grzegorza
Lukaszewicza ,Wokél nieréwnosci Younga” na str. 4) udowodnié, ze dla
wszystkich =,y > 0 oraz dowolnej liczby naturalnej k& mamy

(2 +9)F <2744
Rozwiazanie na str. 7

M 746. Niech z; = 1995'%%*. Dla n > 2 definiujemy =, = S(zn_;),
gdzie S(m) oznacza sume wszystkich cyfr liczby naturalnej m (zapisanej
w ukladzie dziesiatkowym). Obliczyé zs.

Rozwiazanie na str. 6

Redaguje Adam KOROCINSKI

F 409. Oszacowa¢ liczbe czasteczek w atmosferze Ziemi. Dany jest
promieii Ziemi R = 6400 km, masa molowa powietrza g = 0,029 kg/mol
1 ciénienie atmosferyczne na poziomie morza po = 1 atm.

Rozwiazanie na str. 6

F 410. Do naczynia nalano pewna iloéé czterochlorku wegla CCly,

a nast¢pnie warstwe wody tak, by nie zmieszaé obu substancji. Przy
normalnym ciénieniu atmosferycznym woda wrze w temperaturze 100°C,
a czterochlorek wegla w temperaturze 76,7°C. W trakcie powolnego
ogrzewania naczynia na granicy rozdzialu cieczy wrzenie rozpoczyna sie
w temperaturze 65,5°C. Wyjasni¢, dlaczego.

Rozwiazanie na str. 6

MRS R

Krzysztof REIMER |

powierzchni, juz tam pozostaje, bo nie
moze sie wlaczyé w waski strumien, jaki
przy $cianie naczynia tworza male ziarna
przemieszczajace sie ku dolowi. Jesh
natomiast do powierzchni dotra male
ziarna, to nic nie stoi na przeszkodzie,

by kontynuowaly ruch ku écianie naczynia,
a nastepnie wzdluz Scian w kierunku

dna. Okazuje sie, ze w wibrujacym
. 7z odpowiednia amplituda cylindrze ruch

konwekcyjny ziaren odbywa sie regularnie
Srodkiem naczynia, jak w fontannie,

i bokami naczynia w ddl, nawet wéwczas,
gdy wszystkie ziarna maja jednakowa
wielkos¢. Wigksze ziarna sa jedynie
porywane przez strumieri malych ziaren
wedrujacych ku gérze!

Co bylo przyczyna, ze modele
komputerowe potwierdzaly wezeéniejsza
interpretacje zjawiska segregacji ziaren?
Aby to rozstrzygnaé, powtérzono
poprzednie do$wiadczenie, ale dla cylindra
o wypolerowanych $ciankach. Okazalo
sig, ze wéwczas ruch konwekcyjny jest
wyraznie utrudniony. Konwekcja moze
zachodzi¢ dzigki oddzialywaniom kulek
(ziaren) ze §ciankami naczynia, a wiec
dzigki silom tarcia. Tego oddzialywania
nie uwzglednialy modele komputerowe!
Segregacja byla w nich wynikiem zderzefi
sasiadujacych ze soba kulek o réznych
rozmiarach.

Po stwierdzeniu faktu, Ze segregacja ziaren
Jjest nastgpstwem ruchu konwekcyjnego,
ciekawa wydala sie analiza samego
zjawiska konwekcji. Powtérzono zatem
doswiadczenie zmieniajac kazdorazowo
rozmiary wigkszych kulek. Poréwnanie
przebiegu ruchu konwekcyjnego
przedstawia rysunek 2.

150 250
¢ [s]

Rys. 2

Funkcja A(t), czyli odlegloséé A

duzego ziarna od powierzchni naczynia

w zaleznosci od czasu, jest identyczna dla
réznych rozmiaréw ziaren az do momentu,
gdy osiagna one powierzchnie naczynia.
Potem ziarna o rozmiarach 1,9 cm
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oraz 0,6 cm (ktérych ruch pokazuja
odpowiednio kétka i krzysyki) juz tam

_ pozostaja, a male ziarna (dla ktérych A(t)
oznaczono kwadracikami) podazaja coraz
wolniej w dél. Rysunek pokazuje ciekawy

- fakt: Otéz zaleznodé A(t) jest wyraZnie
nieliniowa. Inacze] mozna powiedziec,
ze predkos¢ dA(t)/dt przemieszczania
si¢ duzego ziarna nie zalezy od stosunku
promieni ziaren duzych i malych,
natomiast roénie wraz ze zmniejszaniem
sie odleglosci duzego ziarna od gérnej
powierzchni. Im wiecksza amplituda drgai,
tym bardziej stroma jest zalezno$¢ A(2),
czyli tym szybciej narasta tempo zbhzama
si¢ ziarna do powierzchni naczynia.
Natomiast istnieje pewna krytyczna
amplituda potrzasania cylindrem, ponizej
ktdrej konwekcja przestaje zachodzié.
Nie mozemy tez wywolaé¢ ruchéw
konwekcyjnych dla upakowania ziaren
wigkszego niz pewne upakowanie krytyczne
(np. gdy ubity piasek zamkniemy ciasno
w naczynju). MoZna réwniez zauwazyc,
ze gdy' wypdler_u_jemj._jedynie jedna
écianke naczynia, wéwczas wzory, jakie
W naczyniu tworza poruszajace si¢
zmma, przestana by¢ symetryczne, jak
to pokazuje rysunek 3a. Zaleinosé ruchu :
konwekcyjnego od oddzmlywan ziaren ze

_ Sciankami potwierdza inna obserwacja. =
Kiernnek przcmieszéza.ni’a sie wickszego
ziarna mozna zmieni¢, gdy doswiadczenie -
przeprowadzimy w naczyniu zwezajacym
sig ku dolowi. Przy takiej geometrii
wicksze ziarna beda na stale uwiezione na
dnie naczynia (rys. 3b).

Rys. 3

Sprébujcie Paiistwo zbadaé, jak ruch
konwekcyjny zalezy od nachylenia scian
potrzasanego cylindra. Pytanie, pray
jakim nachyleniu §cian naczynia ruch
konwekcyjny ustanie, nadal czeka na
odpowied#! '

[1] James B. Knight, H.M. Jaeger i Sidney
R. Nagel, Physical Review Letters, T0, 3728
(1993).

Wokél nieréwnosci Younga
Grzegorz LUKASZEWICZ

W miesieczniku Delta co pewien czas pojawiaja sie artykuty
o waznych nierownosciach i ich dowodach. Niniejszy artykut
nawiazuje do tej tematyki.

Bedziemy rozwazaé pewna nieréwnosé, zwana nieréwnoscia
Younga, i jej naturalne otoczenie, czyli kilka innych waznych
nieréwnosci bedacych bardzo bliskimi jej konsekwencjami.

Przedstawiamy

Nieréwnosé Younga
Jesli z iy sq dowoln‘ymz liczbami meujemnyms a liczby dodatmc P, q
spetniajq warunek 1 > +; =4, e

1 1
1 : zy < —af + —y?
1) s+ 2,
przy czym réwnosé zachodzi witedy i tylko wtedy, gdy y = xP~1.

Zanim udowodnimy nieréwnoé¢ Younga, rozejrzyjmy sie nieco
wokdl niej. Zauwazmy przede wszystk1m ze mozna ja zaplsa,c takze
w postam
(2) aft -
gdzie ay,as > 0, q1,92 > 0,/q1 + q2 = 1 (réwnosé¢ zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy ay = a3).' Nieréwnosé (2) powinna si¢ wydaé bliska
Czytelnikom Delty, ktadac bowiem ¢, = q3 = , destajemy debrze
znana nierownosé dla éredniej arytmetycznej i geometrycznej
dla dwoch skladnikéw: : :

ay + ag

@) - A 5

Szczegolnym przypadkiem nieréwnosci Younga jest bardzo czesto
uzywana, elementarna nieréwnosé

a“<q1-a]+q-rag,

cag)t? <

1
4 . s
(4) YL

bedaca takze przypadkiem szczegdlnym nieréwnoéei
Cauchy’ego—Schwarza

i e 1/2 = 1/2
t=1 i=1 i=1

Ostatnia nierownos$¢ wyraza fakt, ze iloczyn skalarny wektoréw

a=(ay,...,an)1b=(by,...,bn) W n-wymiarowej przestrzeni

euklidesowej jest nie wiekszy niz iloezyn dlugosei tych wektoréw

(jest mniejszy, jedli wektory te nie sa réwnolegle). Uogdlnieniem

nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza jest bardzo wazna nieréwnoéé

Holdera
= 1/p - 1/q
We=1

(6)
i=1 i=1

prawdziwa dla a; > 0, 6; >0,i=1,..
7e %+%:1.

1
2,1 2
£+2yl

[

.,nidla takich p,¢ > 0,

7 nieréwnosci Holdera wynika tatwo podstawowa nieréwnodé
Minkowskiego

n 1/p n 1/p n 1/p
(7) (Z(ag +b§)P) < (Z af) +(Z bf) :

=1



prawdziwa dla @; > 0,b; >0,i=1,...,nip > 1. Dla p = 2 nieréwnoé¢ (7)
redukuje sie do nieréwnosci tréjkata

i 1/2 - 1/2 e 1/2
(8) (Z(a,'-f-bg)?) S(Zaf) +(be) ,

=1 =1
ktéra méwi, ze suma diugosci dwu bokéw tréjkata jest nie mniejsza niz dtugoéé
trzeciego boku.

Jedli w nieréwnosciach Holdera 1 Minkowskiego polozyé n = oo, to dosta_]r‘rny
nieréwnoéci prawdziwe dla sum nieskonczonych:

i/p 55 1/q
9) Zai-bsg(Za’:) (qu)

oraz

oo 1/p = 1/p o . 1/p
(10) (Z(Gi o bi)p) . (Z ﬂf) + (Z bf) :
=1 s "

i=1
gdzie (a;) 1 (b;) sa teraz dowolnymi ciagami liczb nieujemnych.

Mozemy wreszcie zastapi¢ w (9) i (10) sumy nieskonczone catkami po dowolnych
zbiorach, a ciagi (a;) i (b;) dowolnymi funkcjami catkowalnymi na tych zbiorach,
z odpowiednimi potegami. Niech np. I bedzie dowolnym przedzialem na prostej

liczbowej, a f i1 g dowolnymi funkcjami catkowalnymi na I. Wtedy

w  [Ues@ies ([P dz)”p- (f |.a(x)|**dz)”q

oraz

w ([ue +g(a‘r)1pd$)w <([ise |de)w (f1ste m)”p.

Zauwazmy, ze jeSli znamy nieréwnosci dla catek, to mozemy z nich wyprowadzié
nieréwnosci dla sum (skoniczonych czy nieskonczonych).

Whikliwemu Czytelnikowi proponujemy teraz przerwe w czytaniu tego artykutu,
samodzielna prébe udowodnienia jak najwiekszej liczby zaleznosci miedzy
powyzszymi nieréwnoéciami i zbadanie, przy jakich zalozeniach zachodza
nierownosci ostre.

Ponizej podamy trzy pogladowe dowody nieréwnosci Younga oraz udowodnimy
nieréwnosci Holdera (11) 1 Minkowskiego (12).

Trzy dowody nieréwnoéci Younga.
Bedziemy rozwazaé przypadek nietrywialny, gdy =,y > 0.

1) Poniewaz funkcja f(z) = e” jest $cisle wypukla, sieczna przecinajaca wykres
funkeji w punktach o odcietych ®, i x5 lezy w tym przedziale nad wykresem tej
funkeji, co zapisujemy w postaci nieréwnosci '
(13)  flerzi + qe22) S i f(21) + 2 f(22), (91,02>0, 1 +¢q2=1),

przy czym réwnosdé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy =, = x4. Proste
podstawienia daja nieréwnoéé (2).

2) Niech ¢; bedzie liczba z przedziatu (0,1). Rozwazmy krzywa bedaca wykresem
funkeji t — 9t (t € R) 1 styczna do niej w punkcie t = 1. Jest oczywiste,

ze wzgledu na wklestodé krzywej, ze styczna lezy nad krzywa. Fakt ten wyraza
nierownosé 11 < g1t + (1 — q1), przy czym réwnosé zachodzi wtedy 1 tylko
wtedy, gdy t = 1. Kladac g2 =1 — ¢1 i t = a1/az dostajemy znowu (2).

N b | : Ay
3) Niech p > 11 = + — = 1. Rysujemy krzywa y = zP~1 i dwie proste z = xg,

Y = Yo, gdzie &g 1 Yo sa dowolnymi ustalonymi liczbami dodatnimi (rysunek).
Rozwazmy pola figur 0AB, 0C'E i prostokata 0ADE. Jest widoczne, ze
pole 0ADE < pole0AB + pole 0C'E

(réwnoéé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy yo = ah~ ) Wyrazajac pola
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Rozwigzanie zadania F 409. Satelita
krazacy po orbicie na wysokoéci 200 km
nad Ziemig praktycznie nie doznaje oporu
powietrza, mozemy wiec uwazad, ze cala
masa atmosfery jest skupiona ponizej

tej wysokodci. Ziemskie przyspieszenie
grawitacyjne zmienia sie w tym obszarze
o okolo 3%,
za stale. Cisnienie atmosferyczne na

mozemy je wigc uwazaé

poziomie morza jest réwne ciezarowi
powietrza w stlupie o jednostkowej
podstawie F' = mg, gdzie m jest masa
powietrza zawartego w tym slupie. Masa
atmosfery jest zatem rowna

F 2

M =~ —4n7R™.

B
A wige liczba czasteczek wynosi
M
~—Nx
H HE
gdzie N jest liczba Avogadry

N = = 41"“““‘]"“

Na = 10*,

=

Rozwigzanie zadania F 410. Wrzenie
polega na tworzeniu sig¢ pecherzykéw
pary wewnatrz cieczy, gdy cisnienie
pary nasyconej staje sig réwne cidnieniu
cieczy na tej glebokosci, na ktérej
znajduje sie pecherzyk pary. Na granicy
rozdzialu cieczy pecherzyki zawierajg
zardwno pary H20, jak i CCly.
Cisnienie pary w pecherzykach jest
réwne sumie ciénien parcjalnych par
obu cieczy (prawo Daltona). Dlatego
ciénienie réwne atmosferycznemu
wytworzy sig na granicy obu cieczy

w temperaturze mniejszej od 76,7°C.
(Cidnjenie hydrostatyczne cienkiej
warstwy wody jest zaniedbywalnie
male w poréwnaniu z atmosferycznym).
W temp
ci§nienie nasyconej pary wodnej

aturze 65,5°C

wynosi 192 mm Hg, a ciinienie
pary nasyconej czterochlorku wegla
wynosi 568 mm Hg, co razem

daje 760 mm Hg (cidnienie
atmosferyczne).

-3

Rozwigzanie zadania M 746. Poniewaz
T, = ]rj',._—il'b"ﬂ.: < {1{J4]2{JFJ"] - lOs'm“

to o = S(x;) < 8000 - 9 = 72000

Zatem, r3 < 5-9=45,r4 £3+9=12

i wreszcie x5 < 9. Mamy tez, oczywiscie,
zs > 1.

Ponadto, liczby m i §(m) daja réwne
reszty 2 dzielenia przez 9. Liczba 1995
jest podzielna przez 3, zatem =z, dzieli
sie bez reszty przez 9, a wiec dla
dowolnego n liczba x, takze dzieli sig
przez 9. Stad x5 = 9. Wszystkie dalsze
wyrazy ciggu (ry) tez s réwne 9.

za pomoca calek dostajemy
To Yo
ToYo S/ z"‘ldx+/ ¥~ dy,
0 0

co po scatkowaniu daje nieréwnosé (1) z = = zo, ¥ = yo-

Udowodnimy teraz nieréwnosé¢ (11). Dla prostoty zapisu wprowadimy oznaczenie

i1 = ([ 1P az) "

Jesli || fllp # 01 lgllg # 0, to korzystajac z nieréwnoéci Younga mamy

U o)y, ¢ [ (LU, L)
1 1flle llgllg r\p lIflIE  a llgllg

co jest innym zapisem nieréwnoéci (11). Jesli prawa strona nieréwnosci (11)
jest réwna zeru, to lewa strona takze jest zerem. To koiczy dowéd nieréwnosci
Holdera.

(14) iy

PrzejdZzmy do dowodu nieréwnosci (12). Korzystajac z nieréwnosci Holdera (11)
mamy

f; 1£(z) + g(2)]P dz =

(15) = [1#@)+s@P 1@ de + [ 1)+ st~ la(e)] dz <

< IIf +gll5~ Ml + Hlallp),

i po podzieleniu obu stron nieréwnosci przez ||f + g[lg‘l dostajemy
nieréwnosé (12). :

W nieréwnosciach Holdera 1 Minkowskiego dla calek mozna dobraé funkeje f i g
oraz zbidr, po ktérym calkujemy w taki sposdb, aby dosta¢ nieréwnosei dla sum:

(6), (9) oraz (7), (10).

Pierwsze dwie nieréwnosci otrzymujemy zakladajac, ze np. I jest przedzialem
(0,n], a funkcje f i g sa funkcjami schodkowymi:

f(z)=a;, g(z)=0b; dla z€(i—1,i], 1<i<n, (a,b>0).
Nieréwnosci dla sum nieskonczonych otrzymujemy bezposrednio z odpowiednich
nieréwnosci dla sum skoriczonych, w granicy, gdy z n zbiegamy do
nieskonczonosci. Zauwazmy, ze postepujac w ten sposéb nie otrzymamy w (9)
1 (10) nieréwnosci ostrych, wychodzac z nieréwnosci ostrych w (6) 1 (7).

Chcac zbadaé¢ warunki, przy ktérych w (9) i (10) zachodza nieréwnoéci ostre,
mozemy np. zbadaé te warunki dla nieréwnoéci catkowych (11) i (12), a potem
wyrazié¢ je w jezyku ciggdw.

Stosujac nasze gléwne twierdzenie o nieréwnosci (1) do nieréwnosci (14) widzimy
bez trudu, ze w nieréwnoéci Holdera dla calek zachodzi nieréwnoéé ostra,

jesh tylko ey fP # cag? dla kazdych dwu stalych ¢;, ¢, 2z ktérych przynajmniej
jedna jest rézna od zera. Dla p = ¢ = 2, w przypadku nieréwnoéci (5), warunek
ten sprowadza sie do warunku orzekajacego, ze wektory a = (ay,...,a,)
ib=(by,...,b,) nie sa réwnolegle.

Korzystajac z warunku, przy ktérego spelnieniu w (11) zachodzi nieréwnosé
ostra i patrzac na nieréwnoéé¢ w (15) widzimy, ze w nieréwnosci Minkowskiego
dla calek mamy nieréwnoé¢ ostra, jesli tylko ¢y f # cag dla kazdych dwu stalych
c1, ¢z, gdy przynajmniej jedna jest rézna od zera. W przypadku nieréwnosci
tréjkata (8) nieréwnos$é ostra ma przejrzysta interpretacje geometryczna.

Gdy juz méwimy o geometrii, prosimy podaé elementarny dowéd geometryczny
nieréwnosci (4), z wynikajacym z niego warunkiem na nieréwnoéé ostra
(por. dowéd 3) nieréwnoéci Younga.
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Rozwigzanie zadania M 744. Dzielimy
érednice AB tego kola na szes¢ réwnych
czedci punktami €', D, O, E, F. Pélokrggi
o érednicach AD, AE, BE i BD (patrz
rysunek) dziela kolo w zadany sposéb.

£

Rozwigzanie zadania M 745,
Z dwumianu Newtona mamy

-
. . . k L g
@ty =a o+ (j ) I
1=1

- . s . k—-
Kazdy z iloczynéw z’y
wykorzystujac nieréwnosé Younga

z wykladnikami p = k/j, ¢ = k/(k = J).

1 szacujemy

Daje to w efekcie nierdwnosdé

,\_
X e
7

i=1

i
N[k k-
e k(j)+y %

i=1 i=1

jewas X (E) = (¥=1
Poniewaz #+ (r) = (3—1

J
stronie jest réwna

e ey

Stad juz od razu wynika teza zadania.

Uwaga. Uwazny Czytelnik spostrzegl
zapewne, 2e nierdwnosé z tezy zadania

) oraz

pociaga za soba wypuklosé funkeji
potegowej i ma prosta interpretacje

graficzng (patrz rysunek).

L]

(]
1
]
1
1
]
1
]
]
]
1

fl@) ==*

(5?) = (1':1‘ ) kazda z sum po prawej

k-1
k-2

k=1

¥

Srodek odcinka siecznej lezy nad

wypukloédci.

wykresem funkeji f(x) = =*

cigglej ta wlasnoé¢ jest réwnowazna

dla funkcji

Na zakonczenie artykulu oméwimy krétko przedstawione trzy dowody
nieréwnoéci Younga. Czytelnik méglby zadaé¢ w tym miejscu uzasadnione
pytanie, dlaczego podano az trzy dowody, podczas gdy zupelnie wystarczylby
jeden z nich. Niepelna odpowiedz na takie pytanie zawiera sie w stwierdzeniu,
ze wszystkie trzy dowody sa krétkie, proste 1 geometryczne w tym sensie,

ze mozna je zobaczyé na rysunku i latwo zapamietaé, ze podobaja sie autorowi
i d]atego zostaly przedstawione.

Oczywidcie, jeden dowdd wystarczylby dla wykazania prawdziwosci

nieréwnoéci (1). Mozna jednak spytaé, ktéry z przedstawionych dowoddéw
mialby by¢ tym wybranym i dlaczego. Ktos moze tez powiedzieé, ze zna inny
dowdd, lepszy od kazdego z przedstawionych powyzej. Dochodzimy tu do
zagadnienia kryteriéw, wedlug ktérych mozna poréwnywacé i oceniaé rézne
dowody tego samego twierdzenia. Moga to byé kryteria réznej natury, od bardzo
subiektywnych (np. estetyczne czy filozoficzne), do calkiem obiektywnych, gdy
rozwazamy zalety danego dowodu patrzac np. na potencjalnie ogélne metody
lub na analogie i powigzania z innymi teoriami matematycznymi, jakich jest
nosnikiem. :

Moze ktos kiedys napisze na tamach Delty artykut o kryteriach wartosciujacych
dowody w matematyce. ..

Po tych uwagach ogdlnych przejdzmy do krétkiego omdwienia przedstawionych
trzech dowoddéw nieréwnosci Younga. Jak juz wspomnielismy, zaleta kazdego
z nich jest krotkosé, prostota i obrazowosé.

Zaleta pierwszego dowodu jest mozliwosé jego prostego i plodnego uogdlnienia:
wykorzystujac nieréwnosé Jensena dla funkeji wypuklych
flazr+- -+ anza) S f(z1)+ -+ anf(zn), (>0, i +---+g=1),
bedaca konsekwencja nieréwnoéci (13), dostajemy nastepujace uogélnienie
nieréwnosci (2) -
ﬂglagz '---'a,?;" < qia1 4+ -+ gnay, (ai > Osqi = 0: g1+ +qn = 1)
i, w szczegolnosel, nieréwnoéé o Srednich, arytmetycznej 1 geometrycznej, dla
n skladnikéw
ay+as+---+an
= g

(ayas ‘.‘.-an)l‘m <

W drugim z podanych dowoddéw nieréwnosei (1) korzystamy ze wzoru na
réwnanie stycznej do krzywej gladkiej, ktdre najlatwiej jest znalezé uzywajac

~ pojecia pochodnej funkcji, nalezacego do analizy matematycznej. Dla wielu

Czytelnikéw, by¢ moze, ten dowdd jest najbardziej naturalny.

Dowdd trzeci nieréwnoséci Younga prowadzi bezposrednio do innego waznego
uogdlnienia tej nieréwnosci. Jeéli zamiast funkcji y = zP~1, p > 1, wezmiemy
dowolna funkcje f : [0, 00) — [0, 00), ciagla, écisle monotoniczna i taka,

ze limy_. o f(t) = 0o i f(0) = 0, to dla z, y > 0 zachodzi nieréwnosé (znana takze
jako nieréwnoséé Younga)

z y
. f £(u) du +/ £ (v) dv,
0 0
przy czym réwnoéé ma miejsce wiedy i tylko wtedy, gdy y = f(x).

Uwagi:

(1) Znaczne poglebienie i rozszerzenie rozwazan zawartych w tym artykule
mozna znalez¢ w klasyczne) monografii : G.H. Hardy, J.E. Littlewood

i G. Pdlya, Inequalities, Cambridge, 1934.

(2) Bardzo ciekawym artykulem przedstawiajacym kryteria, ktérych spelnienia
mozna zada¢ od dowodéw matematycznych, jest ,,Bolzano’s Analytic
Programme”, autor: V.H. Parshall, Mathematical Intelligencer, vol. 14, no. 3,
1992, str. 45-53.
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Mata delic

Oplywowe ksztalty

W wielu zadaniach z fizyki autorzy kaza pominaé
opory ruchu zwiazane z tym, ze rozpatrywane ciala
poruszaja sie w powietrzu lub cieczy. Pozwala to

w istotny sposéb uproscié¢ rozwiazanie zadania.
Oczywicie, nie zawsze mozna pominaé opory. Sa
sytuacje, w ktérych ich pominiecie prowadziloby do
absurdu. Na przyklad rozpatrywanie ruchu samolotu
czy ptaka z pominieciem oporéw powletrza jest bez
sensu.

Opory oesrodka, w ktérym odbywa sie ruch, zaleza

od wielu czynnikéw. Jednym z nich jest ksztaltt
poruszajacych sie cial. Ma on szczegdlnie istotne
znaczenie, gdy chcemy osiagnac duze predkosci ruchu.
Projektanci samochoddw i samolotéw dobrze o tym
wiedza. Na przyktad wszystkie czeSci samolotu maja
grube, zaokraglone 1 gladkie ksztalty z przodu, a ostre
z tytu. O ciatach majacych takie ksztalty méwimy,

ze sa oplywowe. Oplywowy ksztalt maja ptaki,
spadajace krople wody, ryby itp. Taki ksztalt pozwala
zminimalizowac opory osrodka.

Wydawaé by sie mogtlo, ze cialo ostre z przodu
powinno napotykaé mniejszy opér, gdyz powinno
tatwiej ,pru¢” osrodek, w ktorym si¢ porusza. Taki
ksztalt maja, na przyklad, samoloty ponaddiwickowe.
W tym przypadku dochodza jednak dodatkowe
problemy zwiazane z tworzeniem sie bariery
dzwiekowe], o ktorych tutaj nie bedziemy dyskutowaé.

Latwo sie samemu przekonaé o ,wyzszosci” ksztaltéw
oplywowych nad ostrymi z przodu. Wystarczy
wykonad bardzo proste doswiadczenie, ktére opisal
Arkadiusz Piekara w ksigzeczce ,,Ciekawe historie
o powietrzu”. Wezcie dwa kawalki sztywnego papieru
o wymiarach okolo 10 em x 25 cm. Jeden kawalek
spinamy tak, aby mial ksztalt oplywowy, a drugi
— ksztalt klina (patrz rysunek). Mozna to zrobi¢ za
pomoca spinacza. W dolnej czesci nalezy umiescié
obciazniki wykonane, na przyktad, z kawaltkdw gwozdzi
i przyklejone do paskéw papieru tasma klejaca.
W obu przypadkach uzyjcie takich samych spinaczy
i obciaznikow. Teraz puszczamy jednoczesnie oba
ciata z wysokosci kilku metréw. Wyscig wygra cialo
o ksztalcie opltywowym. Cialo klinowate napotyka wiec
wiekszy opdr powietrza.

Matq Delte przygotowat Jan KALINOWSKIT
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Niebo przez lornetke

Tak si¢ sktada, ze w lipcu, w pelni lata, jesteSmy odrobine dalej od Stornca

niz zima. Jawny to dowdd, ze o aktualnej sytuacji atmosferycznej decyduje
nastonecznienie zalezne od kata padania promieni stonecznych. Zmiany
odleglosci Ziemi od Stonca sa za male, by odegraé tu jakas role. Najmniejsza
1 najwieksza odlegloé¢ od Storica to odpowiednio a(l — e) i a(l + ¢), gdzie

a oznacza odleglos¢ srednia réwna, jak wiadomo, 150 mln km (jednostka
astronomiczna), e = 0,016 jest mimo$rodem orbity. Zmiany odlegtosci
‘procentowo réwne sa mimosrodowi, a wiec rzeczywiscie niewielkie. Najdalej od
Stonca Ziemia znajduje sie 4 lipca.

Lipiec 1995 1. to akurat najlepsza pora do zaobserwowania Urana; 21 lipca
nastapi jego opozycja, tzn. znajdzie si¢ on w kierunku przeciwnym niz

Stoiice, a wtedy najwyzej na niebie widaé go o pétnocy. Jest on siédma

(liczac od Slorica) planeta obiegajaca je w $redniej odlegloéci 19,2 jednostek
astronomicznych. Uran odkryty zostal przypadkowo przez Fredericka

W. Herschela w 1781 r. Okazalo sie wtedy, ze planeta jest, a w kazdym razie
bywa, widoczna goltym okiem, co prawda jako punkt z trudem juz dostrzegalny.
Majac jednak lornetke mozna go zlokalizowaé na niebie bez wielkiego trudu,
wystarczy troche cierpliwosci. Mianowicie, cho¢ przez lornetke tarczy planety
sie nie zobaczy (za male powiekszenie), to zauwazy sie jej ruch w dhuzszym
odstepie czasu, jezeli si¢ wie, gdzie jej szukaé. W lipcu tego roku Uran znajduje
si¢ na granicy Strzelca i Koziorozca, oczywiscie, w poblizu ekliptyki. Niestety,
ekliptyka na letnim niebie w naszej szerokosci geograficznej przebiega doéé nisko,
warto jednak sprébowaé obserwacji. Najlepiej jest narysowaé widziany przez
lornetke uktad gwiazd w okolicy nieba, gdzie spodziewamy sie znalezé Urana,

1 §ledzi¢ zmiany w tym obszarze z uplywem czasu. Po kilku dniach powinno

sie zauwazy¢ przesuniecie jednej z ,gwiazd” i to bedzie Uran. Dla ulatwienia
obserwacji zamieszczamy mapke wickszego obszaru nieba, gdzie w lipcu jest
Uran. Na mapce sa, oczywiscie, tylko gwiazdy najjasniejsze.
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Przyblizone polozenie Urana w lipcu 1995 roku zaznaczone kolorowym kélkiem.

Z réznych wzmianek o Uranie zamieszczanych w naszym miesieczniku
Czytelnik zapewne pamigta, ze jest to duza planeta typu jowiszowego, a wiec
zbudowana gléwnie z wodoru (gazowego 1 cieklego) ze skalnym jedynie jadrem.
Porusza sie niemal w plaszezyznie orbity ziemskiej 1 obiega Stonce w 84 lata.
Ma bardzo rzadkie pierscienie pytowe i 15 satelitéw, a jej osobliwoscia jest to,
ze plaszczyzna réwnika jest niemal prostopadta do plaszczyzny orbity.

Tomasz KWAST



Na podstawie wzoru (1) mozna latwo
wyprowadzié¢ ,réwnanie soczewki
grawitacyjnej”, podobne do znanego
wszystkim ze szkoly réwnania soczewki
optycznej.

Z R, s

Promieni éwietlny wyemitowany

ze Zrédla Z przebiega w poblizu
soczewki 5, ugina sie o kat ¢ i trafia
w obserwatora O. Odlegloéé érédla

od soczewki wynosi Rz, odleglosé
obserwatora od soczewki wynosi R,.
Obserwator, soczewka i Zrédlo
umieszczone sa na jednej prostej.
Droge promienia mozna w przyblizeniu
opisa¢ jako dwa odcinki ZU i UO,
tworzace kat ¢. Punkt U lezy na proste)
prostopadlej do ZO i przechodzacej
przez srodek soczewki §, w odleglosci d
od §. W ukladach, ktérych dotyczy
réwnanie (2), katy ez, ao i ¢ s3
bardzo male (do kilku sekund luku),

a odlegloéci Rz (duza odleglosé
miedzygwiezdna) i Ro (co najmniej
rozmiar ukladu planetarnego) sa
wielokrotnie wieksze od d (promienia
gwiazdy). Dzieki temu mozna stosowad
przyblizenia opisane w tekscie.

W tym celu zrobimy dwa inne zalozenia
upraszczajace, spelnione tylko
w przyblizeniu:
1. W rzeczywistoéci tor promienia
swietlnego w polu grawitacyjnym
jest zakrzywiony na calej dlugodci
i przypomina ksztaltem hiperbolg. Poza
bezposrednim sasiedztwem soczewki
jego krzywizna jest jednak niewielka.
Zalézmy wiec, ze promien biegnie od
zrédia Z po linii prostej do punktu U,
po czym zalamuje sie i biegnie dalej do
obserwatora O po innej prostej. Punkt U
* lezy na prostej prostopadlej do ZO
przechodzacej przez srodek soczewki 5.
2. Wysokoéé tréjkata ZU O, réwna d,
jest w przyblizeniu réwna dlugosci luku
okregu o érodku w Z zawartego miedzy
odeinkami Z5 i ZU i jest réwnoczesnie
w przyblizeniu réwna dlugoéci tuku
okregu o $rodku w O zawartego migdzy
odcinkami OS5 i OU.

Te upraszczajace zalozenia sa spelnione
w sytuacji, w ktérej wzdér (1) ma
zastosowanie. Jesli d jest odpowiednio
duze, to kat ugigcia jest niewielki (kilka
sekund tuku!) i odcinki Z5 oraz SO sa
wielokrotnie dluzsze od d. Z rysunku
powyzej mamy wtedy

4G M

Gz+ao=¢=w,

d= Rzaz = Roao,
i stad
1 1, az + ap ¢ 4GM

(2) —+—= ===—==.

Rz  HRo d d = c3d
W analogicznym wzorze dla soczewki
optycznej, po prawej stronie réwnania
stoi wielkoéé zalezna tylko od ksztaltu
soczewki (1/f, gdzie [ jest odleglodcig
ogniskows soczewki). W powyzszym
wzorze natomiast miejsce powtérnego

By 0

Soczewki grawitacyjne

Andrzej KRASINSKI

Przewidywania teoretyczne i odkrycie soczewek grawitacyjnych

Najstarsze sugestie, ze $wiatlo powinno oddzialywaé z polem grawitacyjnym
pochodza z XVIII wieku. W roku 1783 angielski geolog i astronom John
Michell napisal w liscie do Henry’ego Cavendisha, ze cialo swobodnie

spadajace z nieskonczonosci na obiekt o tej samej gestosci co Slonice, ale

o promieniu 500 razy wigkszym, mialoby przy jego powierzchni predkosé
wieksza od predkosci $wiatla. Wywnioskowal stad, ze $wiatlo nie mogloby uciec
z powierzchni takiego obiektu.

Do podobnej konkluzji doszedt w roku 1796 Pierre Simon Laplace: jesli obiekt
o danej masie ma wystarczajaco male rozmiary, to predkosé ucieczki z jego
powierzchni bedzie wieksza od predkosci swiatla. Z perspektywy dzisiejszej
wiedzy mozemy powiedzieé, ze Michell i Laplace przewidzieli istnienie czarnych
dziur.

W roku 1801 monachijski astronom J. Soldner obliczyl kat ugiecia promienia
swietlnego w polu grawitacyjnym gwiazdy. Jego obliczenie opieralo sie

na spostrzezeniu, ze kat ugiecia toru ciala masywnego nadlatujacego

z nieskoriczono$ci nie zalezy od masy tego ciala, lecz tylko od jego predkoéci

w nieskoriczonej odleglosci od gwiazdy. Do odpowiedniego wzoru wystarczy wiec
podstawi¢ predkosé swiatta — 1 wynik gotowy. Dla promienia przeslizgujacego sie
po powierzchni Slorica kat ten wynositby 0,85 sekundy hiku.

Ten sam wynik uzyskal Einstein w roku 1911, nieco inng metoda.

Wszystkie opisane wyzej wyniki byly sugestiami opartymi na nie catkiem
scistych wywodach, wykraczajacych poza zakres stosowalnosci teorii grawitacji
Newtona. Poza tym, rozumowania Soldnera i Einsteina opieraly sie na zalozeniu,
ze promien $wietlny porusza sie w plaskiej przestrzeni. Kat ugiecia promienia
Swietlnego §lizgajacego sie po powierzchni Stonca, obliczony za pomoca ogélnej
teorii wzglednosci przy uwzglednieniu krzywizny przestrzeni, jest dwukrotnie
wiekszy 1 wynosi 1,75 sekundy luku. Ta wlasnie wielko$¢ jest réwna, w granicach
bledu obserwacji, katowi zmierzonemu w roku 1919 przez A. Eddingtona.
Pomiar Eddingtona byl pierwszym obserwacyjnym potwierdzeniem mozliwosci
istnienia soczewek grawitacyjnych.

Pierwszego odkrycia soczewki grawitacyjnej dokonali D. Walsh, R.F. Carswell

1 R.J. Weymann w roku 1979. Zaobserwowali oni dwa kwazary o identycznych
widmach i jednakowym przesunieciu ku ezerwieni (wskazujacym na te

sama odlegloi¢), oddalone o 6 sekund tuku jeden od drugiego. Postawili
hipoteze, ze sa to dwa obrazy tego samego kwazara utworzone przez soczewke
grawitacyjna. Hipoteza ta zostala potwierdzona rok pézniej, gdy dwa zespoly
obserwatoréw wykryly galaktyke uginajaca swiatto kwazara. Ksiazka Schneidera,
Ehlersa 1 Falco o soczewkach grawitacyjnych, wydana w 1992 roku, wymienia
22 obiekty, co do ktérych astronomowie nie maja watpliwosci, ze sa soczewkami
grawitacyjnymi. Teoretyczny opis soczewek grawitacyjnych jest dzis bardzo
obszernym dzialem astronomii, ktéry wyksztalcil wlasne metody obliczen
podobne do stosowanych w optyce geometrycznej.

‘Nieprzezroczysta soczewka kulista

Historycznie najstarszym modelem soczewki grawitacyjnej jest sferycznie
symetryczna masa uginajaca promienie $wietlne przechodzace w jej poblizu.
W takim przypadku kat ugiecia promienia wynosi:

AGM
(1) é — ng 1
gdzie G jest stala grawitacyjna, ¢ — predkoscia swiatlta, M — masa obiektu

10



przeciecia promienia z osig zalezy od
kierunku promienia (d jest inne dla
kazdego kierunku). Widaé, ze Ro maleje
przy wzroscie Rz i przy zmniejszaniu d.
Najmniejsza mozliwa wartosé d jest
réwna promieniowi obiektu uginajacego
swiatlo. Wartos¢ Rz moze by¢ dowolnie
duza. Biorac d réwne promieniowi
Storica, M réwne masie Slorica i Rz
nieskoriczenie wielkie, mozemy obliczyé
najmniejszg odlegloéé obserwatora

od Slofica, pray ktdérej méglby on
wykorzystaé Slotice jako soczewke
grawitacyjna, tzn. méglby zaobserwowad
dwa rézne obrazy tej samej gwiazdy

lub galaktyki po przeciwnych stronach
tarczy slonecznej. Wynosi ona okolo
8,2-10'" km (jest to dlugoéé obszaru I
z rysunku 3). Odlegloéé ta jest okolo

12 razy wicksza niz promien orbity
najdalszej planety, Plutona.

Rys. 2. Promien $wietlny przebiegajacy
blisko powierzchni czarnej dziury moze
wykonaé wiele obiegdw wokdl niej

i oddalié sie w dowolnym kierunku.
Kierunek koricowy jest jednoznacznie
wyznaczony przez kierunek poczatkowy,
ale wzér (1) nie stosuje sig do tej
sytuacji. Kazdy promien, ktéry trafi

w powierzchnie kuli o promieniu
réwnym 3/2 promienia czarnej dziury,
zostanie nieodwracalnie pochloniety przez
czarng dziure.

Rys. 4. Taki obraz zobaczylby obserwator
umieszczony na prostej przechodzacej
przez srodek sferycznie symetrycznego
zrodla dwiatla i sferycznie symetryczne)
soczewki grawitacyjnej. Szerokosé
piericienia jest tym wicksza, im wickszy
jest rozmiar grédla.

Rys. 5. Taki obraz zobaczylby obserwator
umieszczony w obszarze Il z rysunku 3,
ale w pewnej odleglodci od osi symetrii.

(soczewki), d — najmniejsza odlegloscia promienia od srodka soczewki (rys. 1).

Rys. 1. Promien §wietlny przebiegajacy w odlegloéci d od srodka kulistego ciala o masie M ugina sie
o kat ¢ dany wzorem (1).

Wzér (1) zostal wyprowadzony przez Einsteina z ogdlnej teorii wzglednosci,
ale przy kilku upraszczajacych zalozeniach, o ktérych nalezy pamietaé

przy postugiwaniu sie nim. Najwazniejszym zalozeniem jest, ze jest
wielokrotnie mniejsze od d, tzn. Ze obserwowany promien $wietlny nie
przebiega zbyt blisko srodka soczewki. Dla Storica zalozenie to jest spelnione

automatycznie, poniewaz dla Stoiica wynosi okoto 3 km, promieri zas

Storica jest réwny okoto 700 000 km. Promieii $wietlny wycelowany w punkt
lezacy blizej srodka Storica niz 700 000 km trafi w powierzchnie Stoiica,
zostanie pochloniety i obserwacja ugiecia nie bedzie mozliwa. Promienie gwiazd

neutronowych sa jednak niewiele wieksze od 2 2 promien czarnej dziury

wynosi . Promienie §wietlne przebiegajace blisko takich obiektéw nie

spelniaja wigc warunku, przy ktérym wzér (1) zostal wyprowadzony i nie mozna
go w tych sytuacjach stosowaé (rys. 2).

Nalezy tez zwréci¢ uwage, ze soczewka grawitacyjna opisywana wzorem (1),

w przeciwienstwie do soczewki optycznej, nie potrafi skupié wiazki promieni
swietlnych wyemitowanej z punktu z powrotem w jeden punkt (rys. 3 i tekst na
marginesie strony 10).

Rys. 3. Wigzka promieni $wietlnych wystanych z jednego punktu, ugieta przez sferycznie
symetryczng mase, nie przecina si¢ powtdrnie w jednym punkcie. Punkty powtdrnego przeciecia
réznych promieni znajdujga sig wszedzie w obszarze I1. Kazdy obserwator umieszczony w obszarze 11
zobaczy Zrédlo dwiatla Z jako pierscien taki, jak na rysunku 4 albo pare pélksiezycéw taka, jak

na rysunku 5. Obserwator umieszczony w obszarze | nie zobaczy #rédla Z weale. Poza obszarami I
i IT kazdy obserwator zobaczy tylko jeden obraz #rédla Z; obserwatorzy umieszezeni blisko granicy
obszaru I beda widzieli obraz przemieszczony i zdeformowany

Zgodnie ze wzorem (1) promienie dalsze od osi optycznej uginaja sie o mniejszy
kat niz promienie bliskie osi — na odwrét niz w soczewce optycznej. ,,Obrazem”
zrédla punktowego utworzonym przez kulista soczewke grawitacyjna jest caly
obszar II na rysunku 3. Mimo to obserwator umieszczony za soczewka odbiera
swiatto o wigkszym natezeniu niz odbieralby bez udzialu soczewki: promienie,
ktére rozbieglyby sie w dal, zostaja skupione z powrotem do malego kata.
Soczewki grawitacyjne moga wiec pozwoli¢ na obserwacje dalszych obiektéw,
ktérych wiatto docierajace do Ziemi bez posrednictwa soczewki byloby zbyt
stabe, aby je wykry¢.

Jesli sferycznie symetryczne 7rédlo swiatla i sferycznie symetryczna soczewka
sa umieszczone na jednej osi z obserwatorem, to obserwator zobaczy Zrédlo jako
Jasny pierscien dookota soczewki (rys. 4). Szerokos§é pierscienia jest zalezna od
rozmiaru 7rédta, przy irédle punktowym pierécien bylby okregiem (o zerowej
grubosci). Gdy obserwator nie znajduje si¢ na jednej prostej ze zrédlem

1 soczewka, ale jest blisko tej prostej, obraz rozciaglego 7rédta deformuje sie

w dwa pdlksiezyce (rys. 5). W obserwowanych przez astronoméw soczewkach
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Rys. 6. Przyklad sytuacji z rysunku 5
obserwowanej w rzeczywistosci. Luk
wokdl gromady galaktyk Abell 370.

Rys. 7. Inny przyklad sytuacji
z rysunku 5. Buk wokél gromady galaktyk
Abell 963.

Rys. 8. Soczewka Huchry (G223740305),
nazywana tez krzyzem Einsteina.
Srodkowy jasny krazek jest jadrem
galaktyki-soczewki, cztery pozostale
krazki sa obrazami tego samego
kwazara. Wszystkie cztery obrazy
widoczne sg poprzez peryferyjne obszary
galaktyki-soczewki i mozna dla nich
obserwowaé mikrosoczewkowanie przez
pojedyncze gwiazdy w soczewce (patrz
rys. 11).

widaé tylko jeden z nich, tak cienki, ze wyglada jak tuk okregu (rys. 61 7).

W przypadku 7rédla punktowego obserwator umieszczony blisko osi symetrii
zobaczytby dwa punkty po przeciwnych stronach soczewki. Obserwator
umieszczony dalej od osi symetrii widzialby tylko jeden obraz, drugi obraz bytby
zasloniety przez sama soczewke (rys. 3, poza obszarami I i II).

Soczewki przezroczyste

Przyktadem soczewki przezroczystej jest gromada galaktyk uginajaca
przechodzace przez nia $wiatlo dalej potozonego obiektu. Innym przykladem jest
galaktyka, w ktore] pojedyncze gwiazdy uginaja $wiatlo dalszego obiektu.

Wtiasnosci soczewki przezroczyste] zaleza od rozkladu masy wewnatrz niej

i dlatego nie mozna podaé jednego wzoru opisujacego wszystkie soczewki.

Kat ugiecia promienia $wietlnego przechodzacego przez taka soczewke oblicza
sie sumujac katy ugiecia spowodowane przez poszczegolne male elementy jej
objetosei; obliczenie takie mozna w wiekszosci przypadkéw wykonaé tylko za
pomoca komputera. Obliczenia te pokazuja, ze soczewki przezroczyste powinny
mie¢ dwie ogdlne wlasnosci:

1. catkowita liczba obrazéw malego (tzn. prawie punktowego) zrédla swiatta jest
nieparzysta;

2. jeden z obrazéw ma wieksza jasnos¢ niz miatby obraz obserwowany bez
posrednictwa soczewki.

Nie wszystkie obserwacje potwierdzaja pierwsza wlasnodé. Zaktada sie, ze w tych
przypadkach, w ktérych liczba obrazéw jest parzysta, przynajmniej jeden
z obrazow ma jasnos¢ mniejsza od progu wykrywalnosci.

Najlepiej znanym przykladem soczewki przezroczystej jest soczewka Huchry,
zwana tez krzyzem Einsteina (rys. 8), w ktdrej zaohserwowano cztery obrazy
kwazara odlegltego o 400 000 000 lat swietlnych, utworzone przez galaktyke
znajdujaca sie w odlegtosci 20 000 000 lat swietlnych. Miara odleglosei jest
w obu przypadkach przesuniecie widma ku czerwieni.

Soczewki grawitacyjne jako przyrzad obserwacyjny

Niektérzy astronomowie twierdza, ze odkrycie soczewek grawitacyjnych jest
kolejnym obserwacyjnym potwierdzeniem teorii wzglednosci. Nie jest to $cidle
zgodne z prawda, fizycy stawiaja swolm teoriom ostrzejsze wymagania niz
zgodno$¢ z obserwacja na pierwszy rzut oka. Potwierdzeniem teorii wzglednosci
bytaby zgodnosé katéw ugiecia w uktadzie obserwowanym z ich wartosciami
obliczonymi z teorii. Aby dokonaé takiego poréwnania, musieliby§my znaé
odleglosci zrodla swiatla i soczewki od nas, rozklad masy w soczewce i rozklad
jasnoéci w zrédle. Tego wszystkiego, oczywiscie, nie wiemy.

Soczewki grawitacyjne moga jednak by¢ w zasadzie wykorzystane do zdobywania
réznych informacji o Wszechéwiecie, choé¢ sa to na razie tylko plany na
przysztosé. Na przyklad, jesli obserwator nie znajduje na jednej prostej ze
zrédlem swiatla i soczewka, to sygnaly wystane ze zrédla réwnoczeénie,

ale biegnace do obserwatora po réznych drogach, docieraja do niego
nieréwnoczesnie, opoznienie zas jednego sygnalu wzgledem drugiego zalezy

od stalej Hubble’a. Sygnalem moze by¢ jakakolwiek zmiana jasnosci Zrédla.
Mechanizm tego zjawiska jest nastepujacy. Sygnaly wystane réwnoczesnie

ze zrodla Z 1 biegnace do obserwatora po drogach ZP,0 1 Z P,0O wychodza

z soczewki nieréwnoczednie (rys. 9). Gdy ezolo prawego sygnalu znajduje sie

w punkcie P;, ma jeszcze do przebycia droge OP; = OP), zanim dobiegnie do
obserwatora. W tej samej chwili czolo lewego sygnahu znajduje sie w punkcie Py
1 ma do przebycia droge OP; > OPs. Odleglosé¢ miedzy punktami P i P,

zalezy od kierunkéw poczatkowych promieni ZP; i ZP) i od rozkladu masy

w soczewce. Pdzniej, w drodze miedzy soczewka i obserwatorem, obydwa sygnaly
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Rys. 9. Mozliwosé wyznaczenia

stalej Hubble'a za pomoca soczewki
grawitacyjnej. Frédlo Z wysyla do
obserwatora O réwnoczesnie dwa sygnaly
po drogach ZP;0 | ZP,0. Gdy prawy
sygnal znajduje si¢ w punkeie P i ma
do pokonania droge OPy = OP,, lewy
sygnal znajduje sie w punkecie P 1 ma do
pokonania dluzsza droge OP;. Wskutek
rozszerzania sig Wszechswiata rdznica
dhugosci dréog OP> i OP,; roénie z czasem.
Sygnatem moze by¢ jakakolwiek zmiana
jasnosci grédla.

poruszaja si¢ w rozszerzajacym sie Wszech$wiecie. Wskutek rozszerzania

sic Wszechswiata powieksza sie odleglo§¢ miedzy ich czotami, a zmiana tej
odleglosci jest proporcjonalna do stalej Hubble’a. W zasadzie mozna by
wykorzystaé te zaleznoéé do wyznaczenia stalej Hubble’a i bytby to pomiar
calkowicie niezalezny od tradycyjnych metod. Aby zrobié¢ to w praktyce,
musielibyémy jednak mie¢ informacje o opdznieniu powstalym w samej soczewce
(tzn. o réznicy drég OP; — OP»), a do tego potrzebna jest dokladna znajomosé
rozkladu masy w soczewce, niestety, niedostepna.

Najwazniejszym chyba teoretycznie mozliwym zastosowaniem soczewek
grawitacyjnych jest wykrywanie za ich pomoca ciemnej (nieswiecacej) materii
we Wszechswiecie. Pomiary predkosci ruchu gwiazd w galaktykach 1 galaktyk
w gromadach pokazuja, ze jest we Wszechswiecie okolo 10-krotnie wiecej
materii, niz widaé w teleskopach. Ta ciemna materia ugina przechodzace przez
nig promienie swietlne. Aby wykorzystac to zjawisko do pomiaru rozkladu
ciemnej materii w przestrzeni, trzeba znaé wiele parametréw Zrédla dwiatla,
ktérych nie znamy, choé stale prébujemy je poznaé. Symulacje komputerowe
pokazuja, jak mogthy wygladaé obraz zbioru dalekich galaktyk obserwowanego
przez soczewke z nieSwiecacej materii (rys. 10).

Rys. 10. Komputerowa syrflular_‘ja pokazujaca wplyw soczewki grawitacyjnej z ciemnej materii na obserwowany rozktad galaktyk.
(a) Wygeneérowany przez komputer obraz zbioru galaktyk, na ktérego tle nie ma soczewki grawitacyjnej; (b) ten sam zbidr widziany przez
soczewke o malej masie; (c) ten sam zbidr widziany przez soczewkg o wigkszej masie.

Mikrosoczewki

Mikrosoczewkami grawitacyjnymi nazywane sa uklady,
w ktorych ugiecia swiatta dokonuja pojedyncze gwiazdy.
Efekt ten mozna zaobserwowaé w dwu sytuacjach:

1. Ugiecie §wiatta kwazara przez pojedyncze gwiazdy

w widocznej na jego tle galaktyce.

2. Ugiecie $wiatla gwiazdy przez obiekt lezacy blizej nas.

W pierwszym przypadku powstaje bardzo skomplikowany
obraz, ktérego przyklad wygenerowany przez komputer
pokazuje rysunek na okladce. Jest to obraz zrédla swiatla
przestonietego przez oblok gwiazd o jednakowych masach
rozmieszezonych chaotycznie w przestrzeni. Obserwowanym
w rzeczywistosci przykladem takiej sytuacji jest wspomniany
wezesniej ,krzyz Einsteina”, w ktérym galaktyka-soczewka
jest widoczna na tle wszystkich caterech obrazow (rys. 11).

W drugim przypadku nie widaé¢ podwdjnego obrazu zrédla,
poniewaz promienie dobiegajace do obserwatora po réznych
drogach tworza ze soba zbyt maly kat. Jasno$¢ obserwowanej
gwiazdy zmienia si¢ w momencie jej przejscia za soczewka
wskutek nalozenia si¢ dwu obrazéw. O zjawisku tym oraz

o jego pierwszych obserwacjach napisal obszerniej T. Kwast

w Delcie 5/1994.

widzianego poprzez blizsza galaktyke. Jest to jeden

z obrazdw z ,krzyza Einsteina" (rys. 8). Cztery zdjecia
pokazuja fragmenty tego samego obrazu kolejno w coraz
wickszych powickszeniach, zaczynajac od lewego gérnego
rogu zgodnie z ruchem wskazdwek zegara, Kwadrat
zagnaczony na pierwszych trzech zdjeciach jest obszarem
powickszonym na nastepnym zdjeciu.

Jak widac z tego krotkiego przegladu, obserwacje soczewek grawitacyjnych sa nowym, malo jeszcze zaawansowanyin
dzialem astronomii, ale maja przed soba bardzo obiecujaca przyszlosc.

i 22



Czoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 187 (WT=2,46) i 188 (WT=1,56)
z numeru 11/1994

Andrzej Nowogrodzki — Chociandw 44,44
Tomaszs Wietecha = Tarndw 44,35
Aleksander Surma = Myszkiw 26,98
Artur Gawryszczak = Dubeczno 25,09
Przemyslaw Gworys - Czestochowa 17,64
Przemyslaw Gadziniski— Sroda S 15,91

Gratulacje dla p. Andrzeja
Nowogrodzkiego, ktéry uzupelnia liczbe
czlonkéw Klubu 44F do dwudziestu

— tym goretsze, ze od poprzedniej

takie] okazji uplynglo sporo czasu
(przypomnijmy, ze byl to p. Leszek
Motyka z Krakowa). Pan Tomasz
Wietecha zaliczyl natomiast drugie
okrazenie.

o
/ S
Yy
1
i

5 B,
B d d

P F

Skrét regulaminu )

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadari z numeru n w terminie do korica miesigea n 4+ 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwdéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do

1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 —
35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N - liczbe oséb, ktére nadeslaly
rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) =i tyle
punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie 1 w ktorejkolwiek
z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2 /1995,

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tresé¢ zadan:

195. Istnieja dwie mozliwosci ruchu rowerka: 1) przednie kolo toczy sie bez poslizgu, a élizgaja
si¢ tylne (jak wykazemy, musza sie wtedy élizgaé oba), 2) élizga sie kolo przednie, a oba tylne
si¢ tocza. W przypadku 1) na élizgajace sie kolo dziala sila tarcia kinetycznego T' = % nme
(gdyz ciezar rozklada sie po polowie na przednie kolo i tylna o$, czyli na kazde z tylnych
kél przypada 1/4). Gdyby $lizgalo sie tylko jedno z tylnych kél, kierunek podlizgu, a wiec
i kierunek sily tarcia dla tego kola bylby réwnolegly do sily F' (dalej oznaczymy te oé jako y).
Ze wzgledu na polaczenie obu kél t¢ sama wartoéé musialaby mieé¢ réwnolegla skladowa T},
sily tarcia statycznego dzialajacej na drugie tylne kolo. Jednak na to drugie kolo dziala
takze sila prostopadla réwnowazaca odpowiednia skladowa sily S dzialajacej na przednic
kolo (rys.) — zatem calkowita sila tarcia bylaby wieksza od T'. Poniewaz zalozyliémy réwnosé
wspolczynnikéw tarcia statycznego i kinetycznego, taka sytuacja jest niemozliwa i musi
nastapi¢ poélizg obu kél. Obie sily tarcia T beda jednakowe, a ponadto — jak poprzednio
— jednakowe (z przeciwnym zwrotem) sa skladowe Ty, czyli jednakowe sa tez i drugie
skladowe, a takze katy kierunkowe #. Aby wyznaczyé wartoéé 3, przyjmijmy, ze podczas
powolnego poslizgu sily spelniaja warunki takie, jak w stanie réwnowagi. Suma momentdw
sil jest wigc réwna zeru, a obliczajac ja wzgledem osi przedniego kola stwierdzamy, ze proste
zawierajace obie omawiane sily T' przechodza przez te of, czyli tg 8 = l/d. Dalej z warunku
2T cos 3 = S cosa latwo juz znajdujemy S, a szukana sila F' jest réwna
i 1 d

F=Ssina=2Tcosftga = Eg;mgﬁ tgo
Powyzszy dowdd obowiazuje wtedy, gdy przednie kolo nie $lizga sie, tzn. S < 2T (obciazenie
jest tu podwdjne), czyli o < 8. W przypadku o > 8 mamy do czynienia ze wspomnianym na
poczatku przypadkiem 2). Wspélrzedne y sil tarcia statycznego dzialajacych na tylne kola sa
tu — jak poprzednio - przeciwne, a S = 2T, wiec

. 1
F=Ssina= E,umgsina‘

196. Prawidlowe dzialanie rzutnikéw i reflektoréw wymaga wytworzenia silnie skupionej
wiazki §wiatla, co mozna osiagnaé tylko wtedy, gdy dysponujemy bardzo malym (idealnie
- punktowym) Zrédlem. Wlékno zaréwki do rzutnika musi wige mieé niewielkie rozmiary,
czyli mala dlugosé. Grubosé wlékna jest zapewne podobna do grubodci widkna zardwki
ofwietleniowej lub wicksza (jesli zalozymy te sama temperature, to przy ustalonej mocy
wypromieniowanej ustalona jest powierzchnia wlékna). Opdr elektryczny takiego drutu jest
wiec maly — stad nizsze napiecie zasilania, a wicksze natezenie pradu.
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® Redaguje Marcin E. KUCZMA

Czoléwka ligi zadaniowe]
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzar

— Przypominamy tre$é zadan:

zadan 287 (WT=1,60) i 288 (WT=2,87) 297. Przyklad takiej permutacji:

z numeru 10,/1994

Waldemar Pompe — Warszawa 43,89

Mirostaw Matlgga — Skocaéw 43,59 Ma ona wymagana wlasnosé
Adam Czornik -~ Bytom 36,62

Janusz Olszewski — Suwalki 33,80 k

Tomasz Wietecha — Tarndw 33,68

j=1

z1 =250, x2s0=1, w2i=i+1, Toiy1 =i+125 (dla i=1,...,124).

Dla k =1 suma ij = 1 = 250 dzieli si¢ przez x4 = z2 = 2.

Dla k parzystego (k = 2m, 1 < m < 124):

k

j=1

m—1 m m=—1
Zx,- — Zm:m 3 Z Z2i41 = 250+ Z{s‘ +1) 4 Z{€+ 125) =
=1 =1 =1 =1

=m? +126m + 125 = (m + 1)(m + 125) = TomToamt1 = Tkrts -
Dla k nieparzystego (k =2m + 1, 1 < m < 124):

k 2m
D wi= D 7+ zamer = (m+ 1)(m +125) + (m + 125) =

j=1 =1

T249T3 = LT3

= (m+125)(m +2) = {I2m+1"‘2m+2 =oxorr gdy m < 123,

gdy m = 124.

W kazdym przypadku rozwazana suma dzieli si¢ przez zj,;.

298. Dla n = 1 mamy réwnosé. Ustalmy n > 2; przyjmijmy indukcyjnie, e teza jest sluszna

dla dowolnych dwéch ciagéw dlugoéci n — 1, o wyrazach z przedzialu (—1; 1), i wefmy pod
uwage dwa takie ciagi dlugosci n: a1,...,an oraz by,...,bn. Oznaczajac

A:ﬁa;, B=ﬁb.‘

i=1 =1
mamy % zalozenia indukcyjnego:
n—1
(1) |A-B|< ) lai - bil.
i=1
Ponadto _
(2) |Aan — Bbn| = 1|(A ~ B)(an + bn) + (A + B)(an — bs)| <

< 1A= Bl |an +bn|+ LA+ B| - [an — bn| <
<|A=B|+|an = byl

(bo |an 4+ bn| < 2, |4 + B| < 2). Dodajac stronami (1) i (2) otrzymujemy nieréwnoéé

czyli teze indukcyjna.

n
|Aan — Bby| < Z las — b¢],

=1

Dowodzona nieréwnosé zachodzi wigc dla ciagéw dowolnej diugosci n, na mocy zasady

indukcji.

ywaclizna kwadratu’

Jedno ze slyrinych zagadnieni Starozytnosci, tzw. kwadratura
kola, polega na wyznaczeniu boku kwadratu, tak aby jego

pole byto réwne polu danego kofa. Od 1882 roku wiadomo

(P. Lindemann), ze problemu tego nie mozna rozwiazaé przy
wylacznym uzyciu cyrkla i linijki (choé mo#na to zrobié,

na przyklad, za pomoca kwadretrysy, jak uczynil to Dinostratos
w IV w.pmn.e.). Konstrukeyjnie (tzn. przy wylacznym uzyciu
cyrkla i linijki) potrafimy wskaza¢ jedynie przyblizone
rozwiazania tego problemu.

15

Blizniaczy problem — wyznaczenie promienia kola, aby jego
pole bylo réwne polu danego kwadratu — ma wyjatkowo proste
przyblizone rozwiazanie konstrukeyjne.

Weimy kwadrat jednostkowy i podzielmy jego przekatna na 5
réwnych czesci. Kolo, ktérego promient ma dlugosé dwéch takich
czgdci, ma pole réwne 1,005309... Dokladnoéé tej konstrukeji
mozna teoretycznie zwigkszaé, Gdy przekatna kwadratu
podzielimy na 1000 réwnych czeéci, to pole kola o promieniu
réwnym dlugosci 399 takich czeéci wynosi 1,000289.. .

Jarostaw GORNICKT



Kacik olimpijski (11)

Dowody kombinatoryczne ..

Czesto musimy udowodni¢ réwnosé, w ktére) wystepujg tzw. symbole
Newtona (}). Na przyklad
n
Yok (:) =n.2"1,
k=1

Jednym ze sposobéw dowodzenia takich tozsamosci jest przeprowadzenie

tzw. dowodu kombinatorycznego. Polega on na tym, ze zliczamy na dwa sposoby
elementy jakiego$ odpowiednio dobranego zbioru. Obie strony réwnosci wyrazaja
wlaénie te liczbe elementéw, postaé kazdej strony zalezy od sposobu zliczania.
Liczba elementéw zbioru, oczywiscie, nie zalezy od sposobu zliczania, wigc mamy
réwnosé. Oto dowod kombinatoryczny powyzsze) réownosci.

Mamy n oséb i chcemy sposréd nich wybraé grupe co najmniej jednoosobowa,
ktéra wyjedzie na wycieczke. Oczywiscie, musimy tez wybraé kierownika tej
grupy. Na ile sposobéw mozna to zrobié¢? Mozemy najpierw zdecydowaé, ile
0s6b chcemy wybraé. Przypusémy, ze chcemy wybraé k oséb; oczywiscie,

1 < k < n. Z definicji symbolu Newtona k 0séb spoéréd n oséb mozemy wybraé
na (}) sposobéw, kierownika grupy na k sposobéw. Zatem k-osobowa grupe

z kierownikiem mozemy wybraé na k - (;) sposob6w. Teraz wystarezy dodaé te
liczby (dla k od 1 do n), by stwierdzi¢, ze lewa strona réwnosci wyraza wlaénie
te szukana liczbe sposobéw. Prawa strone otrzymamy zliczajac te sposoby
wyboru w inny sposéb. Najpierw mozemy wybraé kierownika grupy, oczywiscie,
na n sposobéw. Potem mozemy do niego dobra¢ reszte grupy: dowolna liczbe
0séb spoéréd pozostatych n — 1 oséb. To mozemy zrobié na 2"~ ! sposobéw.
Razem na n - 2"~ sposobéw. To konczy dowdd réwnoéci.

W powyzszym dowodzie indeks k wyrazal liczebnoéé grupy oséb, ktore
wybieramy. Czasami mozemy nada¢ indeksowi k inne znaczenie. Udowodnimy

réwno$é
"E*l (k—l) = (n-f—l)
k=m+1 n ik 1
Tym razem b?dziemy wybiera¢ m + 1 oséb sposréd n + 1 oséb. Mozemy to
n+

zrobié na (m +1) sposobdw i to jest prawa strona wzoru. Aby otrzymaé lewa
strong, nadajmy najpierw osobom numery od 1 do n + 1. Niech k bedzie
najwieksza liczba spoéréd numeréw wybranych oséb. Jeéli chcemy wybraé m + 1
os6b tak, by najwyzszym numerem byla liczba k, to, oczywiscie, musimy wybraé
osobe o tym numerze, a pozostale osoby (bedzie ich m) musimy dobraé sposréd
0séb o numerach od 1 do k — 1. Mozemy to zrobi¢ na (') sposobéw. Teraz
wystarczy tylko dodaé te liczby (dla & od m + 1 do n + 1, bo takie tylko moga
byé najwieksze numery tych wybranych m + 1 oséb), by otrzymaé lewa strone
réwnoSci.

Gdy wybieramy m + 1 0s6b sposréd n + 1 oséb, to indeks k& moze tez oznaczaé
liczbe numeréw mniejszych od najwiekszego wybranego numeru; wtedy latwo

otrzymamy rownosé

i (k) _ (n +1 )

— \m m+ 1
Te réwnosé mozna tez otrzymaé z poprzedniej przez zamiane wskaznika
sumowania. Nadajac indeksowi k inne znaczenia (np. moze to byé drugi od géry
numer), otrzymamy podobne tozsamosci. A teraz proponuje zadania:

1. (Zadanie z XLVI OM) Dane sg liczby naturalne n > m > 1. Ze zbioru
{1,2,...,n} losujemy bez zwracania m liczb. Obliczyé wartoéé oczekiwana
réznicy miedzy najwieksza a najmniejsza wylosowana liczba.

2. Udowodnié tozsamosé:

n n
Z( —k)(k)=(ﬂ+1) o 2(21’1—&7)_2&::4“-
ey M m 2m+1 — n
Wojciech GUZICKI
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Zabawy z zapaltkami

7/95
(53)

Istnieje wiele lamigléwek zwiazanych z ukladaniem zapalek.
Jedna z najbardziej znanych jest zadanie: z szesciu zapalek
ulozyé cztery przystajace tréjkaty. Oczywiscie, nie wolno
zapalek lamaé ani klasé w ten sposdb, zeby jedna zapalka
lezala na drugiej. A zatem musza to by¢ tréjkaty réwnoboczne,
bokami ktérych sa zapalki. Zadanie rozwiazuje si¢ prosto, lecz
nietypowo. Slowem, ktére myli, jest ,ulozyé”; gdyby napisac
wzbudowaé” , sprawa, byé moze, bylaby zupelnie jasna. 7 szesciu
zapalek mozna zbudowaé czworoécian foremny — trzeba

po prostu ,wyjé¢” z plaszczyzny.

A oto zadanie podobne: uzywajac dziesigciu zapalek ulozy¢
dziesigé tréjkatéw réwnobocznych. Czy jest to wykonalne?

Tu zamiana ,ulozyé” na ,zbudowad” niewiele daje,

bowiem takiej konfiguracji nie da sie uzyskaé w przestrzeni
tréjwymiarowej, co weale nie znaczy, ze cos takiego nie istnieje
w ogole.

Zeby rozstrzygnaé powyzszy problem, wystarczyloby znalezé
pieé takich punktdw, ze kazdy z nich jest tak samo odlegly
od pozostalych. Zauwazmy, ze trzy punkty o tej wlasnosci
wyznaczaja tréjkat réwnoboczny, cztery — czworoscian
foremny, a pigé... Tak, konfiguracja jest mozliwa w przestrzeni
czterowymiarowej. Wspomniane pig¢ punktéw wyznacza
figure, ktéra jest nogdlnieniem na cztery wymiary trojkata
réwnobocznego i czworoscianu foremnego — nazywa si¢ ja
sympleksem czterowymiarowym (foremnym) lub 5-komdrka.
Druga nazwa bierze si¢ stad, ze twér ten sklada si¢ z piecin
czworosciandw foremnych (rys. 1).

Zabawe z zapalkami mozna kontynuowaé, choc¢ juz raczej tylko
teoretycznie, gdyz liczba potrzebnych zapalek staje sig coraz
wicksza i potrzeba coraz wiecej wymiardw. I tak z pigtnastu
mozna (teoretycznie) skonstruowaé dwadziescia tréjkatow,

a z dwudziestu jeden zapalek — trzydziedci pieé tréjkatéw. Beda
to odpowiednio sympleksy piecio i szedciowymiarowe, naturalnie
wszystkie foremne (rys. 2).

Rys. 1

Rys. 2

Nietrudno podaé ogdlny przepis tworzenia n-wymiarowych
symplekséw foremnych. Nalezy wzia¢ n + 1 punktéw
jednakowo odleglych od siebie i polaczy¢ kazdy » kazdym
odcinkami (zapalkami); jest ich (“;H ) . Beda to krawedzie
sympleksu. Uzyskamy réwniez w ten sposcéb (”;1 ) tréjkatow

— dwuwymiarowych écian. Scian k-wymiarowych bedzie (:Ii )

W ten sposdb zabawa z zapalkami doprowadzila nas do
stosunkowo prostych obiektéw wielowymiarowych, ktdére jednak
w matemalyce odgrywaja istotna role — ale to juz zupelnie inna
historia.

Zdzistaw POGODA

Kazdy wie, jak najprosciej podzieli¢ tort na dwie réwne
czgsci. A na cztery czeéci? To takze nie jest trudne, dwa cigeia
wystarcza — wzdluz dwdch prostopadlych plaszczyzn tniemy
przysmak na cztery réwne kawalki.

Latwo mosna powyzsza metode zastosowaé w przypadku
podzialu tortu na osiem czeéci, choé moze nie bedzie to
klasyczne krojenie tortu — robimy to trzema cigciami, przy czym
trzecie ciecie wykonujemy plaszczyzna prostopadla do dwéch
poprzednich, réwnolegle do plaszezyzny podstawy.

A jedli zachodzi potrzeba pokrojenia tortu na szesnascie
kawalkéw czterema cieciami? Wydaje si¢ to niemozliwe, ale

(gdy tort jest czterowymiarowy) matematyk sobie z tym
poradzi. Wystarczy w czterowymiarowej przestrzeni euklidesowej
wykonaé cztery cigcia plaszczyznami do siebie wzajemnie
prostopadlymi. Moral — gdy przyjdzie duzo gosci, potrzeba
wigce] miejsca.

Wiedé niesie, ze gdy wybitny fizyk, Leopold Infeld, przyjechal
do Polski po okresie wspdlpracy z Einsteinem, wyglosil

w Krakowie dla licznie zgromadzonych sluchaczy wyklad o teorii
wzglednosci. Zaangazowany emocjonalnie w przedstawiany
material méwil w sposéb zaawansowany, trudny, nie zdajac
sobie sprawy z tego, ze sluchacze siedza ,,jak na tureckim
kazanin”. W dyskusji jako pierwszy zabral glos inny

znakomity fizyk, Jan Weysenhoff, ktéry oznajmil prelegentowi,
ze wyklad byl niezrozumialy. ,,Ja, na przyklad” - powiedzial

. — zrozumialem z tego wszystkiego, no, moze pigé procent.”

w»Jak to, pie¢ procent?” — obruszyl sie Infeld. - ,Przecies to
bardzo proste! Czterowymiarowa przestrzen, rozwazamy ten
czterowektor...” — i gestykulujac przedstawil jeszcze raz kilka
swoich gléwnych mysli.

»No tak, rzeczywiscie” — odpowiedzial zamysélony Weysenhoft.
— ,Bierzemy ten czterowektor, racja... No, niech bedzie szesé
procent!”.
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