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Stanislaw MRÓWCZYNSKI

K wantowy olówek

Vo

x(t) = xochwt + -shwt .w

Radioweglowy
zegar
odmierza
tysiaclecia
Maria KACZMARCZYK

W tkanki zywego organizmu wbudowany
jest niezwykly zegar, który moze
odmierzac tysiaclecia. Rozpoczyna
on swój bieg w chwili, gdy tkanki
obumieraja. Nie wymaga on nakrecania
ani zasilania z baterii. Jest to zegar
radioweglowy. Odkryl go amerykanski
chemik, W.F. Libby, uhonorowany
w 1960 r. Nagroda Nobla.

W latach 1945-1955 Libby zaproponowal
i opracowal metode absolutnego
datowania znalezisk wykopaliskowych
o pochodzeniu organicznym. Glównym
skladnikiem takich przedmiotów jest
wegiel. W próbce wegla naturalnego
stabilny izotop 12C stanowi 98,89%
jej masy. Drugi stabilny i'zotop, 13C,
wystepuje w ilosci 1,11%. W zawierajacych
wegiel zwiazkach organicznych pochodzenia
roslinnego znajduja sie sladowe
ilosci promieniotwórczego izotopu
wegla 14C. Jego okres polowicznego
zaniku wynosi 5730 lat. Izotop ten jest
wytwarzany w wysokich warstwach
atmosfery w reakcji typu neutron-proton
w atmosferycznym azocie

(1) 14N +n --+ 14C+p.

Neutrony wywolujace te reakcje
sa wytwarzane w atmosferze przez
promieniowanie kosmiczne. Wytworzone
jadra 14C rozpadaja sie przez emisje
czastek (3- i antyneutrin przeksztalcajac
sie w jadra azotu 14N:

(2) 14C --+ 14N + (3- + ii.
Atomy wegla latwo lacza sie z tlenem
atmosfery w dwutlenek wegla, który jest
przyswajany przez rosliny w procesie
fotosyntezy. Rosliny oraz zwierzeta
i ludzie spozywajac pokarmy roslinne
lub mieso roslinozernych zwierzat
przyswajaja wszystkie izotopy wegla
wraz z promieniotwórczym 14C. Libby
zauwazyl, ze zachodzace w ciagu milionów
lat w atmosferze ziemskiej reakcje jadrowe
14N(n,p)14C i jednoczesny rozpad
wytworzonych radioaktywnych jader
wegla 14C prowadza do ustalenia sie
równowagi, w której szybkosci zachodzenia
obu procesów staja sie jednakowe.
W wyniku tego przy niezmiennym
natezeniu promieniowania kosmicznego
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Jako model olówka rozwazmy

kulke o masie m umocowana
na sztywnym niewazkim

ramieniu o dlugosci l. Analize

ograniczymy do sytuacji,
gdy kat wychylenia naszego
odwróconego wahadla jest
niewielki. Wówczas sila

dzialajaca na kulke stycznie
do okregu, po którym sie ona

porusza, wynosi mgx/l, gdzie
x jest wychyleniem od pionu,

g zas przyspieszeniem ziemskim.

Stosujac druga zasade dynamiki
Newtona otrzymujemy równanie
ruchu

d2

(1) dt2 x(t) - w2x(t) = O,

w którym t jest, oczywiscie, czasem; w = ViJl. Równanie to
rózni sie jedynie znakiem od równania oscylatora harmonicznego,

w którym w pelni role czestosci. Jesli warunki poczatkowe przyjac
w postaci

Sinus i cosinus hiperboliczny definiuje sie nastepujaco:

shz = _e_z e_-_z_ chz = _e_z_+_e_-_z_
2 2

Z definicji natychmiast wynika, ze
d d

-shz = chz, -chz = shz.
dz di

Zauwazmy równiez, ze dla z :;p l mamy shz ::::;chz ::::;eZ /2.

d

x(O) = Xo , dt x(O) = Vo ,

rozwiazanie równania (1) zapiszemy za pomoca hiperbolicznego
sinusa i cosinusa jako

Postawiony pionowo olówek niemal natychmiast sie wywraca,

jesli tylko przestajemy go podtrzymywac. Dzieje sie tak dlatego,
ze nie umiemy go ustawic dokladnie pionowo badz odrywajac reke
nadajemy mu niewielki ped. Zdaje sie jednak, ze gdyby pokonac
te "techniczne" trudnosci, olówek móglby pozostawac w pionie

w nieskonczonosc. Tak przynajmniej orzeka fizyka klasyczna, o czym

jeszcze ponizej. Zakladam oczywiscie, ze olówek jest idealnie osiowo
symetryczny i odizolowany od wszelkich zaburzen zewnetrznych.

Mechanika kwantowa, jak pamietamy, wyklucza, dzieki zasadzie
nieoznaczonosci, mozliwosc jednoczesnego okreslenia polozenia

i pedu obiektu z dowolna dokladnoscia. A zatem, jesli nawet
ustawimy olówek precyzyjnie pionowo, jego ped bedzie sie wahal

wokól zera, co spowoduje upadek. Zachodzi pytanie, jak dlugo
olówek moze utrzymac sie w pionie pomimo kwantowych fluktuacji
pedu i polozenia.
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ustala sie takze wzgledna zawartosc He
w atmosferze, a co za tym idzie
- procentowa zawartosc atomów He
w weglu z zywych organizmów
wspólczesnych, jak i zyjacych tysiace
lat' temu jest praktycznie taka sama.
Jest ona równa okolo 10-10%. Oznacza
to, ze na bilion atomów wegla zywej
tkanki srednio wystepuje jeden atom He.
w organizmach, które obumarly, naturalna
wymiana wegla ustaje i zawartosc
atomów He maleje nieodwracalnie
w wyniku ich rozpadu promieniotwórczego.
Na przyklad, po uplywie okresu równego
czasowi polowicznego zaniku (Tl/2)'
równego 5730 lat, liczba ta zmniejsza sie
o polowe. Po uplywie 50 tys. lat staje
sie ona juz okolo 1000 razy mniejsza.
Metoda radioweglowego datowania
pozostalosci organicznych opiera sie na
bardzo prostej statystycznej prawidlowosci
opisujacej, w jaki sposób zmniejsza
sie z biegiem czasu liczba atomów
promieniotwórczych w izolowanej
próbce. Jesli w chwili poczatkowej liczba
atomów izotopu promieniotwórczego
wynosi No, a po uplywie czasu t jest ona
równa N, to wymieniona prawidlowosc ma
nastepuja.ca postac matematyczna

(3) N = No . 2-t/T1/2 •

Biorac pod uwage to, ze aktywnosc,
to znaczy liczba rozpadów
promieniotwórczych w jednostce czasu,
badanej próbki A jest proporcjonalna
do liczby atomów pierwiastka
promieniotwórczego N, tj. A = A' N,
gdzie A jest stala rozpadu zwiazana
z czasem polowicznego zaniku wzorem
A = In 2/Tl/2' równanie (3) mozna zapisac
w równowaznej postaci

(4) A = Ao . Tt/T1/2 .

Pomiar aktywnosci He próbki
archeologicznej pochodzenia organicznego
pozwala wyznaczyc wiek próbki,
a scislej mówiac - liczbe lat, które
uplynely od chwili obumarcia organizmu.
Aktywnosc Ao jest równa aktywnosci
zmierzonej dla zywego obecnie organizmu,
np. drzewa scietego przed chwila dla
dokonania pomiarów. Na przyklad, próbka
o zawartosci 1 grama wegla zawiera
5,014.1022 wszystkich atomów wegla,
a w tym jest No = 5,014 . 1010 atomów
wegla He. Wobec tego, ze stala rozpadu
dla He wynosi A = 3,83 . 10-12 S-l,
aktywnosc jest równa Ao = ANo = 11,5
rozpadów na minute. Wiek znaleziska
mozna okreslic przez pomiar aktywnosci
pr~bek organicznych lub skamielin
pobranych w wykopaliskach, a wiec
ze szczatków organizmów lub tkanek,
które od wielu lat przestaly pobierac
wegiel z otoczenia. Wartosc te oblicza sie
z równania

(4)

(5)

(3)

x(t) ~ ~ (ó.x + _li _) ewt .2 mwÓ.x

Rozwiazujac równanie x( T) = l znajdujemy

1 ( 2l )

T ~ ~ In li
ó.x+ --­

mwó'x

Jak widzimy, czas upadku T w równaniu (3) niemonotonicznie zalezy
od ó'x i przyjmuje najwieksza wartosc

1 (l2mw)Tmax ~ 2w In -,;-

Ó.x = V :w = ;p'
Maksymalny czas upadku (4) dazy do nieskonczonosci w granicy
klasycznej, tj. kiedy li -+ O. Podstawiajac do wzorów (4) i (5)

l = 0,1 m, m = 0,01 kg, g = 10 m/s2 oraz li = 10-34 J . s
otrzymujemy Tmax ~ 4 s oraz Ó.x ~ 3 .10-17 m, A zatem,
by osiagnac maksymalny czas upadku, nalezaloby ustawic polozenie
olówka z dokladnoscia do wielkosci 107 razy mniejszej niz srednica
atomu. Nie musze wyjasniac, ze jest to zupelnie niemozliwe.

Jesli wybierzemy "makroskopowa" wielkosc ó'x (tzn. duzo wieksza
od rozmiaru atomu), to przy "makroskopowych" wartosciach
pozostalych parametrów wahadla l i m mozemy zaniedbac

w równaniu (3) czlon zawierajacy stala Plancka i odtwarzamy
rezultat klasyczny odpowiadajacy zerowej predkosci poczatkowej
i wychyleniu poczatkowemu ó.x.

gdzie li jest stala Plancka.

Pelna kwantowo-mechaniczna analiza ruchu odwróconego wahadla
jest bardzo skomplikowana. Ograniczymy sie tutaj jedynie do
podania "kwantowych" warunków poczatkowych rozwiazania
klasycznego równania ruchu (1). Wybierzmy te warunki w postaci

d li

x(O) = Ó.x , -d x(O) = -- ,t mó'x
tzn. zakladamy naj mniejsze odchylenie od wartosci zerowych
dopuszczane przez zasade nieoznaczonosci.

Rozwiazanie równania (1) wyglada teraz nastepujaco
li

(2) x(t) = ó.xchwt + --shwt .mwó'x

Olówek jest przewrócony, jesli wychylenie osiaga jego dlugosc,
A zatem czas upadku T znajdujemy z równania X(T) = l. Poniewaz
interesuje nas jedynie oszacowanie tego czasu, nadal korzystamy
z równania ruchu (1), które jest poprawne tylko dla malych
wychylen. Przyjmujemy dalej, ze czas upadku jest na tyle dlugi,
iz WT jest duzo wieksze od jednosci. (Prawdziwosc tego zalozenia
sprawdzamy po wykonaniu obliczen i znalezieniu T.) Wówczas sinus
i cosinus hiperboliczny z równania (2) mozemy przyblizyc funkcja
wykladnicza, tzn.

Dla Xo = Vo = O mamy x(t) = O, a zatem odwrócone wahadlo
pozostaje w spoczynku. Tyle mechanika klasyczna. J ak juz jednak
wspomnialem, taki wybór warunków poczatkowych przeczy
kwantowej zasadzie nieoznaczonosci. Jesli polozenie okreslone jest
z dokladnoscia Ó.x, to ped jedynie z dokladnoscia

li
ó.p> ­- ó'x'

dla

Tl/2 Ao

t = In 2 ·ln A(t)
(5)
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********************************************************

wynikajacego z przeksztalcenia
wzoru opisujacego prawo rozpadu
promieniotwórczego.

Mozna powiedziec, ze wszelkie szczatki
organiczne i skamieliny zyjatek, jak
np. korale i mieczaki, zawieraja w sobie
specyficzny zegar radioweglowy, który
rozpoczyna swój bieg w chwili zakonczenia
zycia organizmu. Praktycznie zegar ten
chodzi wiecznie. Jego "wskazówkami" sa
pozostale atomy radioaktywnego wegla HC
wchodzace w sklad organizmu lub obecne
w wytworzonym wapieniu, w którym
wegiell4C zwiazany jest z wapniem
w weglan wapnia CaC03. Omawiana
metoda byla sprawdzana przez analize
czasowej zaleznosci wzglednej zawartosci
atomów 14C w próbkach sporzadzonych
z fragmentów grobów faraonów, których
date smierci ustalono wedlug zapisków
odczytanych na papirusach. Ta metoda,
tak jak kazda inna metoda naukowa,
ma szereg ograniczen zakresu swojego
zastosowania. Tylko przy spelnieniu
wynikajacych z nich wymagan i pokonaniu
trudnosci natury eksperymentalnej moze
dawac poprawne wyniki. Wymaga ona
bezpowrotnego zniszczenia szczatków
organicznych poprzez ich spalenie.
Nie zawsze to wymaganie moze byc
latwo spelnione ze wzgledu np. na
mozliwe znaczenie historyczne znaleziska.
Z otrzymanych po spaleniu pozostalosci
sporzadza sie próbki i w postaci
np. cienkiej warstwy grafitu wprowadza
sie je do gazowego detektora lub umieszcza
przed okienkiem licznika. Ze wzgledu
na to, ze w rozpadzie l4e emitowane
sa czastki f3- o niewielkiej energii
(maksymalna energia Q{3 = 0,156 MeV),
zarówno badana próbka, jak i okienko
licznika czastek f3 musza byc bardzo
cienkie. Jesli natomiast badana jest próbka
wegla w postaci gazu, to trudnosc wynika
z koniecznosci stosowania detektora
o bardzo duzej objetosci. Objetosc e02
zawierajaca zaledwie 1 gram wegla (przy
cisnieniu atmosferycznym) to okolo 2 litry.

Metoda Libby'ego zaklada, ze strumien
promieniowania kosmicznego (warunkujacy
wytwarzanie neutronów w atmosferze)
ma stale natezenie. Tylko wtedy, o ile
to zalozenie jest prawdziwe, proces
aktywacji neutronowej atomów azotu,
zachodzacy ciagle w atmosferze, moze
prowadzic po czasie 6· Tl/2 do obecnosci
w niej praktycznie stalej wzglednej
zawartosci wegla He. Biorac pod uwage
to, ze wiek Ziemi jest znacznie dluzszy niz
okres 6· Tl/2 = 34 380 lat, mozna uznac
istnienie swoistego stanu nasycenia ella
ilosci promieniotwórczych atomó'Y 14e
w atmosferze. Stan taki opisuje sie stala
wartoscia aktywnosci Ao, która mozna
nazwac aktywnoscia nasycenia

(Science, vol. 246, 1989) • -
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Wybieramy sie na bal maskowy, Gerald idzie jako twierdzenie

Pitagorasa.

+00

l J l l _ l [ ]s=+oo _ 7r
- --2 CS - - arctg s s-o - - ,2 l+s 2 - 4

o

skad O = ~J7f.Z parzystosci funkcji podcalkowej wynika wzór (*).
Jaroslaw GÓRNICKI

Calka Gaussa

Wskazujac palcem na to, co napisal, zwrócil sie do uczniów:
"Matematyk to ktos, dla kogo to jest tak oczywiste jak to, ze dwa

i dwa daje cztery" .

Calka, o której tu mowa, w literaturze zwana jest calka

Poissona, calka Laplace'a lub wlasnie calka Gaussa. Ma ona
istotne zastosowania w teorii prawdopodobienstwa, statystyce

matematycznej i teorii funkcji specjalnych. Jej obliczenie wcale nie

jest klopotliwe, o ile znamy calke podwójna. Oznaczmy
+00

0= J e-x2 dx
o

i niech y = sx. Wtedy dy = x ds oraz
+00 +00

02 = J (J e-(x2+y2) dY) dx =
o o

+00 +00 +00 +00

J (J e-x2(Hs2)x ds) dx = J (J xe-x2(Hs2) dx) ds =
o o o o

+00 x-+oo

J [ l 2 e-X2(1+S2)] - ds =-2(1+s) x=o
o

E.T. Bell w swojej ksiazce Men oj Mathematics (Simon and Schuster,

New York 1937) przytacza nastepujaca anegdote o lordzie Kelvinie

(wlasciwie: Williamie Thomsonie, 1824-1907). Mial on zapytac
uczniów w klasie: "Czy wiecie, kto to jest matematyk?" Podszedl

do tablicy i napisal na niej
+00

(*) J e-x2 dx = Vii·
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i która jednoczesnie okresla wartosc
poczatkowa aktywnosci archeologicznych
próbek wegla. Tak wiec podstawowa
hipoteza Libby'ego jest stwierdzenie,
ze wzgledna zawartosc atomów 14 e
w próbce wegla z atmosfery byla stala
w przeciagu ostatnich dziesiatków
tysiecy lat. Tymczasem, tak naprawde
nie wiadomo, czy w tym okresie
utrzymywala sie niezmienna intensywnosc
promieniowania kosmicznego. Nauka nie
jest w stanie potwierdzic tej stalosci.
Nawet stwierdza, ze w przeszlosci
formowanie sie 14 e bylo zmniejszone,
a obecnie uznaje, ze natezenie
strumienia promieniowania kosmicznego
ulega zmianom, chociaz niewielkim
- w granicach 1% - w zwiazku ze
zmianami aktywnosci Slonca.

Innym z czynników, który powoduje,
ze aktywnosc poczatkowa Ao
w rzeczywistosci zalezy zarówno od
czasu, jak i od miejsca na Ziemi, jest
to, ze koncentracja He w dwutlenku
wegla moze zmieniac sie w rejonach
przemyslowych podczas spalania takich
paliw, jak nafta czy wegiel kopalny.
Spalanie wegla kopalnego, wydobywanego
z pokladów lezacych gleboko pod
ziemia, a wiec nie majacych kontaktu
z radioaktywnym weglem z po~ietrza,
powoduje zmniejszanie koncentracji He
w atmosferze. Równiez nie bez znaczenia
dla powstawania nadmiaru radioaktywnego
wegla sa próbne wybuchy bomb
termojadrowych. Wszystkie te czynniki
powinny byc uwzglednione w wyliczeniach
wieku próbek archeologicznych, a to jest
mozliwe, jesli znana jest zaleznosc
koncentracji 14 e, odpowiadajacych
aktywnosci Ao, od czasu i miejsca
na Ziemi. Zaleznosc te badano pobierajac
próbki z róznych slojów wieloletnich
drzew, które narastaly rok po roku. Jesli
w któryms roku w danym miejscu na Ziemi
dwutlenek wegla w powietrzu zawieral
anomalnie duzo lub malo atomów He,
to odpowiadajacy temu okresowi slój
w drzewie, poddany badaniu ze wzgledu
na jego radioaktywnosc, bedzie wykazywal
wzglednie wieksza lub mniejsza aktywnosc
niz warstwy sasiednie. Mozna obliczyc,
ze przy niedokladnosci okreslenia No,

wynoszacej 3%, blad okreslenia wieku
próbki dochodzi do ±250 lat.

Znaleziska archeologiczne (czy tez
geologiczne) zazwyczaj wydobywane
sa z glebokich warstw ziemi i na tej
podstawie mozna uznac, ze nie wnikaja
w nie atomy 14 e aktualnie wytw.orzone
w atmosferze. Jesli równiez to zalozenie
mozna uznac za prawdziwe, to metoda
datowania weglem He pozwala otrzymac
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Kontynuujac dyskusje z 250 numeru Delty (3/1995)

przedstawiamy wypowiedz

Andrzeja SZYTULY (Kraków, Instytut Fizyki UJ),

który wybral 3 sposród 7 pytan redakcyjnej ankiety.

o lotach kosmicznych marzyli przed laty wszyscy.
Dlaczego, gdy pierwsi ludzie wyladowali na Ksiezycu,
sprawy podrózy pozaziemskich przestaly - praktycznie
wszystkich - obchodzic?

Na przykladzie tego problemu mozna przesledzic pewien oczywisty
fakt, ze nauka nie jest prowadzona w prózni, ale odbywa sie
w realiach i to realiach XX wieku, kiedy Nauki przez duze "N"
nie mozna prowadzic bez duzych srodków finansowych. Problem
ten jest przez srodowiska naukowe traktowany jako wstydliwy,
o którym nie mówi sie glosno w rozmowach, w szczególnosci
z osobami spoza srodowiska. Problem, kto pierwszy wyladuje na
Ksiezycu, stal sie w latach szescdziesiatych polem, na którym
rozgrywala sie rywalizacja miedzy dwoma supermocarstwami,
z których kazde chcialo pokazac swoja wyzszosc. W sytuacji, gdy
z punktu widzenia wojskowego kazde z nich moglo zniszczyc drugie
ponoszac jednoczesnie samo dotkliwe straty, lacznie z perspektywa
calkowitego zniszczenia, powrócono do dobrych przykladów
z przeszlosci, gdzie pojedynczy herosi scierali sie w boju na oczach
armii. Badania kosmiczne staly sie punktem dogodnym do realizacji
takiego planu. Aby wykazac wyzszosc nad strona przeciwna, nie
szczedzono srodków finansowych na rozwój badan. Juz dawno nie
bylo takiego zaangazowania srodków finansowych przez wladze
panstwowe (podobne zaangazowanie wystapilo tylko w trakcie
wyscigu przy budowie potencjalu jadrowego). Efektem tego bylo,
ze juz w roku 1969 pierwszy czlowiek wyladowal na Ksiezycu.
Postawiony przez polityków cel zostal osiagniety i strumiell srodków
finansowych przestal plynac, tym bardziej ze wyladowanie na
innych planetach wiaze sie z rozwiazaniem róznych, dotychczas
nie znanych, problemów zwiazanych z dlugotrwalymi lotami
w kosmosie, np. wplywu niewazkosci na organizm ludzki, problem
zycia grupy ludzi w zamknietym kregu. Problemy te sa obecnie
przedmiotem badan, jednak ze wzgledu na fakt, ze wymagaja
zmudnych i czasochlonnych badan, a przeznaczone na nie srodki
finansowe sa znacznie skromniejsze, to i efekty kOllcowe sa mniej
spektakularne.

Nalezy równiez zwrócic uwage na role srodków przekazu
w ksztaltowaniu opinii publicznej przez naglasnianie pewnych
faktów. Srodki przekazu odegraly wielka role naglasniajac problemy
zwiazane z "podbojem Kosmosu" w latach szescdziesiatych.
W latach nastepnych problematyka ta znika ze srodków przekazu
lub jest przesuwana na dalsze miejsce w informacjach.



Dlaczego w dobrym tonie jest chwalic sie szkolnymi
niepowodzeniami w nauce matematyki czy fizyki,
a nie wypada przyznawac sie do niewydolnosci
w humanistyce?

Powyzszy problem dotyka jednego z waznych zagadnien dla Polaków,

postawy romantycznej i pozytywistycznej. N a postawione pytania
dostajemy jednoznaczna odpowiedz w momencie, kiedy przyjmiemy,
ze 90% naszego spoleczenstwa zalicza sie do pierwszej grupy, a tylko
10% do drugiej. Wymogi stawiane przy nauczaniu przedmiotów

przyrodniczych i humanistycznych sa rózne. W przypadku pierwszym
wymagana jest systematyczna ciagla praca od podstaw, bo tylko
w takim przypadku mozemy liczyc na koncowy sukces. W drugim

przypadku wystarczy tylko chwilowy zryw, a juz uzyskamy
sukces. W swiadomosci wiekszosci Polaków brak zakodowanej

checi do prowadzenia systematycznych prac. Jest to zwiazane
z faktem, ze teren naszego kraju, z wyjatkiem krótkich okresów,­

od czasu "potopu szwedzkiego" , tzn. od przeszlo 300 lat, jest
terenem niespokojnym (wojny, przemarsze wojsk). Stworzylo to
w mentalnosci Polaków brak poczucia pewnosci, wymóg zycia chwila·

Dlugotrwalosc tego okresu spowodowala trwale zmiany w psychice
Polaków.

Czemu zawdziecza w chwili obecnej paranauka swoja
przewage nad nauka?

Odpowiedz na to pytanie moze byc prosta, ale nie zawsze wszystkich
usatysfakcjonuje.

Zyjemy w czasie wielkich zmian, które nie wszystkie prowadza
do pozytywnych skutków w odczuciu przecietnego czlowieka.
To wywoluje w nim niepokój i chec szukania przyczyn negatywnych
skutków. Jak w takich poszukiwaniach jest obserwowana nauka?

Z jednej strony "prawdziwy" naukowiec nie moze dac jednoznacznej
i ostatecznej odpowiedzi, poniewaz dochodzenie do prawdy naukowej

to droga malych lub duzych kroków. Najlepiej to widac np. w fizyce
przy badaniu skladników materii. Drugim czynnikiem wplywajacym

na negatywna ocene nauki w oczach wspólczesnego czlowieka jest
fakt, ze przy okazji wielkich odkryc równiez w fizyce obiecywano,
ze przyniosa one wielkie korzysci zmieniajace oblicze naszej Ziemi.
Praktycznie jednak efekty byly znacznie mniejsze, co spowodowalo,
ze obecnie nie bierze sie pod uwage faktu ogromnego postepu

technicznego, jaki mial miejsce w XX wieku, a niektóre osiagniecia

stara sie zdewaluowac wykorzystujac niewiedze przecietnego
czlowieka. Wiaze sie to z faktem, ze za szybkim rozwojem
technicznym nie nadaza rozwój intelektualny przecietnego czlowieka,

glównie z powodu zlego systemu edukacyjnego.

Wspólczesny czlowiek znalazl sie w prózni, która musi zostac
zapelniona. Zapelnia ja paranauka dajaca odpowiedz i sposób
rozwiazania problemów, co nie zawsze na okreslonym etapie rozwoju
poszczególnych nauk moga dac te ostatnie. Przewaga paranauki
nad nauka jest wyrazem glebokiego kryzysu, jakim dotkniety jest
wspólczesny swiat.
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poprawna wartosc wieku badanej próbki.
Jednak istnieje tez mozliwosc, ze próbki
badane moga byc wzbogacone weglem He
z atmosfery przez niekontrolowany z nia
kontakt. Nieswiadomosc tego faktu
i nieuwzglednienie go w obliczeniach
prowadzi do istotnych znieksztalcen
wyniku obliczen, do "odmlodzenia"
znaleziska o wiele lat. Przykladowo,
jesli smierc organizmu miala miejsce
5000 lat temu, ale szczatki nie byly
dostatecznie zabezpieczone przed
kontaktem z atmosfera, co spowodowalo,
ze zawartosc wegla "mlodego" (14 e)
zwiekszyla ogólna ilosc zawartego w nich
wegla o np. 0,1% wartosci No, to, jak
latwo obliczyc, otrzymany ze wzoru (5)
wiek próbki jest o 15 lat krótszy od
rzeczywistego. Daje to blad okreslenia
wieku rzedu 0,3%.

Podobnie, wyliczenie wieku próbki, której
rzeczywisty wiek jest np. równy 50 tys.
lat, i która przez kontakt z atmosfera
zwiekszyla zawartosc 14 e tez o 0,1%,
prowadzi do wyniku, który "odmladza"
próbke o okolo 2900 lat. Próbka sprzed
miliona lat wzbogacona weglem He
w tej samej ilosci zostanie' odmlodzona
do 57 000 lat, a wiec wiek jej zostanie
skrócony 17,5 razy.

Moze zaistniec tez sytuacja odwrotna.
Na przyklad, w rejonach, gdzie
wystepuje rozrzedzenie He w atmosferze,
próbka absorbujac wegiel ubogi
w radioaktywny 14 e moze okazac sie
starsza niz jest w rzeczywistosci. Niektóre
czasopisma naukowe podaja przyklady
takich "pomylek", czasem tez dla
rozweselenia czytelników. Na przyklad,
liscie platanu zerwane w Rzymie rok przed
testem 14 e wskazaly wiek 400 lat.

Z przeprowadzonej analizy wynika, ze im
starsze jest znalezisko, tym bardziej
niebezpieczne jest skazenie go weglem
mlodym. Wtedy równiez omawiana
metoda prowadzi do blednych wyników.

Aby pokonac te trudnosc, opracowano
metody oczyszczania próbek z zawartosci
"mlodego wegla". Jednak metody te
pozostawiaja w starszych próbkach "wegiel
mlody" w takiej ilosci, ze obliczenie
(na podstawie metody datowania
weglem He) wieku próbki daje wyniki
70 000 lat. Radioweglowy zegar pozwala
odmierzac czas wstecz, nie dalej jednak
niz do 70 tysiacleci. "Izotopowa" historia
zapisana w materiale archeologicznym
przez wieki, uwarunkowana dzialaniem
na niego róznych czynników, np. wody,
dymu ze spalin, promieniowania,' nie
pozostaje bez wplywu na wynik datowania
metoda 14 e i jego wiarygodnosc.



Kwasne deszcze zostaly odkryte w 1852 roku przez Anglika Agnusa
Smitha; który napisal pózniej na ten temat ksiazke "Air and Rain"
(Longmans, London, 1872), ale jego odkrycie i jego praca ulegly
zapomnieniu. Ponownego odkrycia kwasnych deszczy dokonano w latach
50. naszego wieku.

NASA planuje wystrzelenie w okreeie'1998-2012'serii satelitów majacych
za zadanie monitorowanie zmian klimatycznych i czynników mogacych
wplywac na klimat, takich jak pokrywa chmur, deszcze, sniegi,
cyrkulacje wód w oceanach, emisje gazów mogacych powodowac efekt
cieplarniany itp. Szacuje sie, ze satelity beda przekazywaly na Ziemie
miliardy bajtów informacji dziennie (okolo 106 bajtów na sekunde).

Metoda datowania znalezisk oparta o wegiel 14C pozwala cofnac sie
w czasie o 60 do 70 000 lat i stosowana jest do oceny wieku substancji
pochodzenia organicznego. W geologii interesuje nas znacznie szersza
skala czasu, rzedu miliardów lat. Stosowane sa do tego izotopy o znacznie
dluzszym okresie polowicznego zaniku, w zaleznosci od rodzaju (przede
wszystkim skladu cherp.icznego) badanej skaly czy mineralu.

W osrodku GSI w Darmstadt (RFN) uzyskano pierwiastek o rekordowej
liczbie atomowej 110, którego masa atomowa wynosi 269. Odkryto
go w trakcie bombardowania tarczy olowianej wiazka jader niklu.
Na poczatku lat 80. naukowcy z Darmstadt odkryli pierwiastki o liczbach
atomowych 107, 108 i 109. Chociaz jadro nowo odkrytego pierwiastka 110
rozpada sie po kilku milisekundach, naukowcy sadza, ze jeszcze ciezsze
pierwiastki, w szczególnosci pierwiastek o liczbie atomowej 114, powinny
byc bardziej stabilne i ich czasy zycia moga byc rzedu miesiecy i lat.

K.R.

Okres polowicznego
zaniku

(w miliardach lat)
4,49
0,71

14,1
50,0
1,3

206, Pb
207 Pb
208 Pb

87 Sr
40 Ar

Trwale jadro
koncowe

238 U
235 U
232 Th
87 Rb
40 K

Naturalne jadro
promieniotwórcze

Swiatowe zapasy plutonu wyniosa pod koniec tego wieku 1700 ton.
Reaktory atomowe produkuja pluton jako produkt uboczny procesu
rozszczepienia paliwa jadrowego. Rocznie wszystkie reaktory atomowe
produkuja okolo 60 ton tego pierwiastka. Do produkcji bomby jadrowej
potrzeba okolo 5 kg plutonu o dostatecznej czystosci. Oddzielenie
plutonu z wyeksploatowanego paliwa jadrowego jest niebezpiecznym
i skomplikowanym procesem. Ale z okolo 10 kg plutonu reaktorowego
tez mozna wyprodukowac bombe o mocy takiej, jaka miala bomba
zrzucona na Nagasaki. W USA przeprowadzono próbny wybuch tak
wyprodukowanej bomby.

Jako przyklad izotopowej metody datowania znalezisk geologicznych
wybierzmy mineral zawierajacy olów. Naturalny olów jest mieszanina
izotopów o liczbach masowych 204, '206, 207, 208. Z tych czterech
izotopów trzy ostatnie produkowane sa w rozpadach promieniotwórczych
uranu i toru. Jesli w badanej próbce nie wystepuje izotop 204Pb,
natomiast wystepuja uran lub tor, stanowI to dowód, ze istniejacy
olów jest produktem rozpadów promieniotwórczych tych nuklidów.
Na podstawie proporcji, w jakiej wystepuja rózne izotopy, mozemy
okreslic wiek próbki. Analiza zawartosci olowiu i uranu w wodzie morskiej
pozwolila oszacowac wiek naszej planety.

Obliczenie to wskazuje, jak uciazliwe sa
tego rodzaju pomiary. Skrócenie czasu
pomiaru mozna uzyskac przez zwiekszenie
masy badanej próbki, co jednak stwarza
nowe trudnosci techniczne w wykonywaniu
pomiarów, takie jak koniecznosc
zwiekszenia objetosci licznika gazowego.

Obecnie uwaza sie, ze górna granica
wieku próbek organicznych, jaka mozna
wyznaczyc metoda datowania za pomoca
wegla 14C, jest rzedu 10· Tl/2'

Ciekawe, ze zastosowanie metody
Libby'ego do wyznaczenia wieku
calunu z Turynu pozwolilo okreslic jego
pochodzenie na przelom XIII i XIV wieku.
W przypadku tkaniny calunowej problem
jest niezwykle zlozony, poniewaz, jak
stwierdzono, przez wieki oddzialywaly na
nia liczne znane i mniej znane czynniki,
wnoszac w strukture plótna wegiel
"mlody". To kontrowersyjne zag<l:dnienie
nie zostalo dotychczas ostatecznie
rozstrzygniete.

Nie zmienia ona jednak wartosci Tl/2'
Istotne dla metody datowania weglem 14C
jest to, ze charakterystyka pierwiastka
promieniotwórczego, jaka jest okres T1/2,

jest wielkoscia stala. Nie zalezy ona od
zwiazku chemicznego, w którym dany
pierwiastek promieniotwórczy wystepuje,
ani tez od warunków okreslonych przez
temperature i cisnienie. Wielkosc ta
jest cecha nuklidu promieniotwórczego
zalezna od struktury jadra atomowego.
Wartosc liczbowa tej wielkosci fizycznej
ustala sie na podstawie pomiarów
statystycznych liczby zliczen impulsów
licznika od promieniowania próbki
zawierajacej pierwiastek promieniotwórczy.
Opracowanie statystyczne takich
pomiarów pozwala tez okreslic dokladnosc
wyznaczenia Tl/2' która to wartosc dla
wegla 14C zostala ustalona na 40 lat.

Z obliczen mozna ocenic, jaka minimalna
liczba rejestracji (n) promieniowania
jadrowego z badanej próbki jest
potrzebna, aby wyznaczyc wiek z zalozona
dokladnoscia. Na przyklad, jesli zalozyc,
ze wystarczajace jest wyznaczenie wieku t

próbki z dokladnoscia 2% od wartosci Tl/2
dla 14C, co odpowiada I.::1t = 114 lat,
to nmin = 5260. Jak wiadomo, próbce
o zawartosci 1 grama wegla odpowiada
Ao = 12 rozpadów /3- na minute. Dla
próbki, której przYPllszczalny wiek
wynosilby 10· Tl/2' zmierzenie A(t),
z zalozona dokladnoscia I.::1t = 114 lat,
wymagaloby przeprowadzenia pomiaru
w ciagu okolo 310 dni.
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Empedokles i Darwin

Swiat filozofii greckiej to nie tylko róznorodnosc
idei, które daly poczatek europejskiej nauce, ale
takze galeria barwnych i niezwyklych postaci ..
Do najbardziej fascynujacych nie tylko bogactwem
mysli, ale takze nietuzinkowa osobowoscia nalezal
Empedokles, filozof szkoly italskiej. Empedokles
zajmowal sie nie tylko nauka, byl równiez politykiem,
lekarzem, poeta. Nieprzejednany zwolennik demokracji
mial jednoczesnie teatralne i wyniosle maniery,
pozowal na królewskosc czy tez wrecz sugerowai swe
boskie pochodzenie. Hippobotos podaje, ze aby je
uwiarygodnic, Empedokles skoczyl do krateru Etny.
Istnieje takze wiele innych, niezwyklych wersji jego
smierci. Gdyby Empedokles zyl dzis, móglby zostac
popularnym, ekscentrycznym profesorem - bozyszczem
studentów albo tez uznano by go za dziwaka.

Poglady Empedoklesa bliskie byly milezyjskiej filozofii
przyrody i stanowily swoisty kompromis miedzy
heraklitejska doktryna zmiennosci a eleacka koncepcja
jedynego, wiecznego i niezmiennego bytu. Zdaniem
Empedoklesa wszystkie ciala podlegaja wprawdzie
zmianom, jednak zbudowane sa z czterech prostych,
wiecznych i niezmiennych elementów, które nazwal
"korzeniami wszechrzeczy". Te cztery elementy, znane
powszechnie pod nazwa czterech zywiolów, to: ziemia,
woda, powietrze i ogien. Empedokles torowal droge
greckim atomistom, a "korzenie wszechrzeczy'.' sa

archetypami pojecia pierwiastka chemicznego.

Niezwykle ciekawa jest empedoklejska dynamika.
W swiecie dzialaja dwie przeciwstawne sily: milosc
(filia) i nienawisc (neikos). Dzis powiedzielibysmy:
przyciaganie i odpychanie. Obie sily ksztaltuja
ewolucje Wszechswiata oscylujacego miedzy dwoma
przeciwstawnymi stanami. Gdy dominuje milosc,
wszystkie elementy lacza sie i rpieszaja. Powstaje
jednorodny twór o symetrii sferycznej, nazwany przez
Empedoklesa Sfajrosem. Potem nastepuje okres
dominacji nienawisci, która powoduje separowanie
sie elementów. W tym etapie powstaja róznorodne,
zlozone struktury; rodzi sie Kosmos. Nastepnie znów
milosc zaczyna przewazac nad nienawiscia, co konczy
sie powstaniem kolejnego Sfajrosu, zacierajacego
wszelka wiedze o tym, co bylo wczesniej. I tak
ad infinitum, Wszechswiat nieustannie oscyluje
pomiedzy kolejnymi Sfajrosami i Kosmosami.

Jeszcze bardziej zaskakujaca jest empedoklejska
wizja powstania zycia, które odradza sie na nowo,
wraz z powstaniem nowego Kosmosu. Poczatkowo
tworza sie zaledwie fragmenty zywych istot: same
oczy, glowy bez szyi, tulowie bez konczyn ... Czesci
te lacza sie w przypadkowy sposób, powstaja zatem
rózne potwory: ryby z ludzkimi glowami, hipopotamy
ze skrzydlami ptaków i jeszcze bardziej monstrualne
hybrydy. Istoty te jednak w wiekszosci przypadków nie
sa zdolne do zycia, dlatego gina. Przezywaja jedynie
te, które samorzutnie zdobyly odpowiednia budowe.

Trzeba przyznac, ze poglady Empedoklesa zywo
przemawiaja do wyobrazni wspólczesnego czlowieka.
Pulsujacy Wszechswiat, którego skrajnymi stanami
sa Kosmos i Sfajros, przypomina periodyczny
model Friedmana, w którym po okresie ekspansji.
nastepuje kontrakcja zakonczona pojawieniem sie
osobliwosci, potem nastepuje kolejna ekspansja
i tak dalej ... Empedoklejska wizja rozwoju zycia
(pomijajac szczególy anatomiczne) przypomina
teorie ewolucji i doboru naturalnego Darwina.
Mysl o istnieniu ewolucji nie byla, oczywiscie,
oryginalnym "wynalazkiem" Empedoklesa. W tradycji
greckiej wspólistnialy dwie przeciwstawne koncepcje.
Platonska, zgodnie z która swiat materialny jest
odbiciem swiata wiecznych i niezmiennych idei, oraz
jonska, zgodnie z która swiat rozwinaJ sie z pramaterii,
która dla Talesa byla woda, Anaksymenesa powietrze,
dla Anaksymandra zas nieokreslony, pozbawiony
jakosci apeiron.

Czyniac porównania miedzy filozofia grecka
i wspólczesna nauka musimy jednak zachowac daleko
idaca ostroznosc, aby uniknac narzucajacego sie
balamutnego stwierdzenia: a wiec juz starozytni
wiedzieli, ze ... ! Byloby ono nieuzasadnione.
Empedokles nie poparl swoich idei zadna wiedza
szczególowa, wynikajaca z doswiadczenia, ani tez
zadnym rozumowaniem. Jest chyba raczej tak, ze
- podczas gdy wiedza empiryczna rozwija sie szybko
- sposoby, którymi ludzka wyobraznia posluguje sie
w celu uporzadkowania tej wiedzy, nie zmieniaja
sie albo tez zmieniaja sie bardzo powoli. Rewolucje
swiatopogladowe, takie jak przewrót kopernikanski
czy powstanie mechaniki kwantowej, zdarzaja sie
bardzo rzadko i przez dlugi czas ich skutki maja
znaczenie jedynie dla waskich srodowisk. Naukowe
i swiatopogladowe paradygmaty sa odporne na uplyw
czasu. A wiec to nie tyle Empedokles przeczul to,
co my dzis wiemy, ile raczej nasza wyobraznia kroczy
tymi samymi drogami, co w V wieku przed nasza era.

K.R.

Rozwiazanie zadania M 739. Posluzymy sie (latwa do udowodnienia przez indukcje) nierównoscia Bernoulliego

(1+ x)n 2:: 1+ nx dla x 2:: -1 i n EN.
Rozwazmy dwa przypadki. Albo liczba n jest parzysta, n = 2k, wtedy

(1_ 2-) 2k = ((1 _ 2-) k) 2 > (1_ ~) 2 = ~ > 2-2k 2k - 2k 4 10 '

albo n jest nieparzysta, n = 2k + 1 i wtedy

( 1) 2k+' ( 1) 2k+2 ( k + 1) 2 (1 1) 2 ( 1 1)2 1
1--- > 1--- > 1--- - ---- > --- >-

2k + 1 - 2k + 1 - 2k + 1 - 2 4k + 2 - 2 6 10
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Rysujemy choinke,
czyli jak komputer moze przyczynic sie do ochrony lasów

Plot[Pi/2+ArcTan[Tan[x-Pi/2]],{x,O,10}] ;

Nie wyszlo nic specjalnego, spróbujmy je zlozyc w odwrotnej
kolejnosci.

10

5

10

20

25

15

Zobaczmy, co wyjdzie, jesli postawimy to pionowo i obrócimy
dookola osi z. Trzeba przy tym wykonac pare operacji:
l. Zamienic x na z, zeby sie nie mylilo.
2. Zamienic z na (10 - z), zeby choinka nie stala do góry
nogami.
3. Przypomniec sobie, jak wyglada walcowy uklad
wspólrzednych. Potem piszemy po kolei wspólrzedne. Wysokosc
choinki bedzie równa 10 jednostek, a jej szerokosc okolo 60,
trzeba wiec ja troche zwezic, na przyklad mnozac wspólrzedne
x i y przez 0,2. Wynik jest na rysunku.

Teraz pomnozymy wszystko przez x, zeby skrócic galezie, które
maja byc blizej czubka.

Plot[x(Pi/2+ArcTan[Tan[x-Pi/2]]),{x,O,10}];

30

108642

2

4

6

8

Plot[ArcTan[Tan[x]],{x,O,10}];

Najpierw trzeba jakos narysowac kontur choinki, czyli cos
w rodzaju pily. Moga sie do tego przydac funkcje tangens
i arcus tangens.
Zobaczmy, co wyjdzie, jak zlozymy je ze soba·

Plot [Tan [ArcTan[x]] ,{x,O,10}];

10

Mimo iz swieta Bozego Narodzenia dawno minely, dobrze
pamietamy, jak wyglada choinka. Spróbujmy wiec narysowac
choinke, by miec wspomnienie swiat w komputerze, a. zagorzali
obroncy srodowiska naturalnego uciesza sie, bo sosenki i jodelki
pozostana w ziemi.

To jest chyba to, o co chodzi, trzeba teraz wybrac odpowiedni
odcinek tej pily. W tym celu przesuniemy wykres w prawo
o 1r/2.

Plot[ArcTan[Tan[x-Pi/2]],{x,O,10}];

ParametricPlot3D[

{O.2(10-z)(Pi/2+ArcTan[Tan[(10-z)-Pi/2]])Cos[r] ,

O.2(10-z) (Pi/2+ArcTan[Tan[(10-z)-Pi/2]])Sin[r] ,

z},
{z,O,10},{r,O,2Pi},

Boxed->False,Axes->False];

-1. 5

10

Dodajemy do wszystkiego 1r/2, zeby wykres tylko dotykal osi. Kazimierz NAPIÓRKOWSKl
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Zadanie na poprzedniej stronie pochodzi z

Nauczycielskiego Kolegium Fizyki
bedacego czescia Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego,
o którym jest mowa na tylnej stronie okladki.

Studia w Kolegium sa dwustopniowe:

- po pierwszych trzech latach zdobywa sie tytul licencjata i kwalifikacje do
nauczania fizyki, matematyki i chemii w szkole podstawowej;

- po licencjacie mozna kontynuowac studia i uzyskac tytul magistra, a z nim
kwalifikacje do nauczania fizyki w szkolach srednich.

Nie ma egzaminu wstepnego do Kolegium;

rekrutacja odbedzie sie na podstawie
rozmowy kwalifikacyjnej

z kandydatami

W dniach 22 i 23 czerwca 1995 roku
w Nauczycielskim Kolegium Fizyki

przy ulicy Smyczkowej 5/7.

Dokumenty sklada sie
w Dziekanacie Wydzialu Fizyki
ul. Hoza 74, 00-682 Warszawa.

_ Zadania
Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 738. Zalózmy, ze g : (O, (0) -+ R jest taka funkcja wypukla, ze lim g(x) = O. Niech",-0+
4>(x) = g(x)/x dla x > O. Wykazac, ze 4> jest funkcja niemalejaca.
Rozwiazanie na str. 16

M 739. Udowodnic, ze dla kazdej liczby naturalnej n ~ 2 zachodzi nierównosc

( l)n 11 - ;; > 10 .
Rozwiazanie na str. 7

M 740. Przedstawic przestrzen trójwymiarowa R3 jako sume parami rozlacznych
okregów.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Adam KOROCINSKI

F 405. Oszacowac, o ile opózni sie wschód Slonca pierwszego dnia wiosny na 50.
stopniu szerokosci geograficznej pólnocnej, jesli 3 kilometry na wschód od obserwatora
rozciagaja sie wzgórza o wysokosci 100 m ponad poziom, na którym sie znajduje.
Rozwiazanie na str. 11

F 406. Moment bezwladnosci osiowo symetrycznego rozkladu mas zwykle wyznaczamy
mierzac wartosc przyspieszenia a spadku ciezarka w maszynie Atwooda (rysunek)
korzystajac z równania m . g = (m + 1/ R2) . a, gdzie I to moment bezwladnosci
rozkladu mas, m to masa ciezarka, a R to promien rolki, na która nawinieta jest nic
ciezarka.
Popelniamy tutaj blad systematyczny pomijajac opory tarcia na osi (oraz opór
powietrza, który jest w tym przypadku znikomy).
Jak nalezy uzupelnic pomiary przyspieszenia oraz dane o maszynie w tym
eksperymencie, aby otrzymac wynik uwzgledniajacy tarcie? Wyprowadzic poprawne
wzory na I oraz sile tarcia na osi.
Rozwiazanie na str. 11
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Placek i sprawiedliwosc

mala delia

Zróbmy tak: A - jak poprzednio - odcina kawalek

placka. Ten kawalek przechodzi nastepnie do B, który

moze - ale nie musi - zmniejszyc go odcinajac jakas
czesc. Pomniejszony lub nie kawalek przechodzi do e,
który znowu zmniejsza go lub nie i przekazuje D itd,
az do N.

Ostatecznie pomniejszony kawalek dostaje osoba,

która odkroila cos z niego jako ostatnia, a pozostali

zbieraja reszte placka i-dziela ja miedzy siebie tak jak

poprzednio. Gdy wreszcie dojdzie do dzielenia placka

miedzy dwie osoby, mozna skorzystac z tradycyjnej

metody przytoczonej na poczatku. Latwo mozna

sie przekonac, ze przy takim podziale nawet zmowa

wszystkich przeciw jednemu nie ma szans powodzenia

- przy dzieleniu miedzy n osób kazdy moze po prostu

nie brac czesci, która uwaza za mniejsza od l/n-tej
calosci.

Pozostaja tylko dwa problemy. Po pierwsze,

indywidualne przekonanie o tym, ze cos jest 1/ k-ta

czesci placka pozostalej po (n - k) podzialach, nie
musi byc zgodne z wrazeniem, ze cos jest l/n-ta

calosci placka. Stad moze sie okazac, ze rózne osoby
dostana kawalki niejednakowej wielkosci. Jednak

przeciez nie o równy, ale sprawiedliwy podzial

chodzilo. I drugi problem: przy wiekszej liczbie osób

po kilku podzialach placek moze byc juz, niestety,

mocno poszatkowany. Moze zatem byloby lepiej dzielic
ciasto przed upieczeniem go w piekarniku? Spróbujcie

bowiem podzielic tym sposobem konkretny, upieczony

tort chocby miedzy trzy osoby.

Mala Delte na podstawie artykulu H. Steinhausa

,;The problem oj Jair division" (Econometrica 16(1948), str. 101-104)
opracowal Bernard BADZIOCH

Dobrze wiadomo, co zrobic, gdy ma sie ciastko, które
trzeba sprawiedliwie podzielic miedzy dwie osoby.

Jednej z nich (np. starszej) kaze sie przeciac ciastko
na dwie czesci, po czym druga osoba moze wybrac

sobie te czesc, która woli. Co jednak zrobic, gdy

chetnych do dzielenia ciastka (czy calego placka)
jest wiecej? Mozna spróbowac uogólnic procedure

dla dwóch osób: ustawiamy amatorów placka (niech

bedzie ich n) po kolei: A, B, e, ... ,M, N. Kazda

z osób od A poczynajac, a na M konczac kroi
kawalek. Po tym, jak zrobi to M, bedzie juz n
kawalków (n - 1 odkrojonych i jeden - pozostalosc

po placku). N, który nie kroil, wybiera sobie teraz
jedna czesc, a po nim kolejno po kawalku biora

A, B, e, ... ,M. N a pierwszy rzut oka wyglada to

niezle, bo nikt nie moze byc pewny, ze przypadnie

mu ten kawalek, który sobie odkroil, ale naprawde
mozliwosc i pokusa popelnienia oszustwa jest spora

- bo niech tylko pierwsza i ostatnia osoba umówia

sie miedzy soba ... Co gorsza, nawet zakladajac dobra

wole wszystkich dzielacych trzeba pamietac, ze ocena

- co jest, a co nie jest l/n-ta placka ~ to rzecz
subiektywna, a tu, jesli juz ktos odkroi mniej lub

wiecej niz - jak beda sadzili pozostali- powinien,
to nikt na to nic nie poradzi i wrazenie, ze calkiem

sprawiedliwie nie bylo, pozostanie. Widac stad,
ze trzeba by dac kazdemu mozliwosc wnoszenia

poprawek do tego, co odkroili inni.
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Europejski Konkurs Prac Mlodych Naukowców

Rozwiazanie zadania F 406. Jesli
uwzglednimy tarcie, to równanie przyjmie
postac

,. ( I )m . g - f Fi = m + R2 a ,

gdzie ,. to promiel1 osi, na której obraca
sie ramie maszyny, a f to sila tarcia na

~ej osi.

Mamy tutaj zatem równanie z dwiema
niewiadomymi: I oraz .f. Potrzebujemy
wiec dodatkowego niezaleznego równania.
Dostajemy je rozpatrujac faze nawijania
nici na walek maszyny, czyli proces
podnoszenia sie ciezarka. Dla tego
procesu równanie ma postac

,- ( I )m· g + f - = m + - a'. R R2'

gdzie a I to opóznienie ciezarka w ruchu
do góry.

Dodajac oba równania stronami
i przeksztalcajac wynik otrzymujemy
moment bezwladnosci

2 (2g )
I=m·R ----1

a + a'

Odejmujac równania stronami
i przeksztalcajac wynik otrzymujemy
tarcie

Rmg a' - a.1-- --
- 2,- a' + a .

Rozwiazanie zadania F 405.
Slol1ce opóznia sie, gdyz musi
wyjsc ponad wzgórza. Predkosc
katowa ruchu Slol1ca wynosi
w = 1 (obrót/doba) = 7,27· 10-5 rad/s.
Nalezy takze uwzglednic, ze dla
rozpatrywanego czasu i polozenia
geograficznego Slol1ce rozpoczyna swoja
wedrówke pod katem 50 stopni do
pionu. Stad rozpietosc katowa odcinka
drogi Slol1ca, który bedzie zasloniety
przez wzgórza o wysokosci h bedace
w odleglosci d (mniejszej od promienia
horyzontu obserwatora') wynosi (dla
malych katów) rp = h/(d· cos 50°). Stad
czas potrzebny na przebycie tej drogi
przez SIOllce jest równy

t = rp/w = h/(w· d· cos500) ~

~ 713 s ~ 12 min.

Stowarzyszenie Polski z Unia Europejska stworzylo mozliwosc udzialu Polski
w Konkursie Mlodych Naukowców. Konkurs ten organizowany jest przez
Komisje Europejska od 1989 roku i obejmuje wszystkie dziedziny nauk scislych
i przyrodniczych. Przeznaczony jest glównie, choc nie tylko, dla uczniów szkól
srednich: w chwili uczestnictwa w konkursie nie mozna miec wiecej niz 21 lat.
Zadaniem konkursu, podobnie jak olimpiad przedmiotowych, jest zachecenie
uczniów do ciekawej i ciezkiej pracy oraz wyszukanie utalentowanych mlodych
ludzi.

W krajach Unii Europejskiej konkurs ma bardzo duza range: zdobycie nagrody
w Konkursie Europejskim jest cenione wyzej niz laury z miedzynarodowych
olimpiad. Range konkursu zapewnia z jednej strony wysoki poziom
nagradzanych prac, z drugiej - Jury zlozone z wybitnych naukowców. Nie bez
znaczenia sa wysokie nagrody: trzy pierwsze nagrody po 5000 ECU, trzy drugie
nagrody po 3000 ECU, szesc trzecich nagród po 1500 ECU i nagrody pocieszenia
po 120 ECU (Czytelnicy zechca siegnac do dowolnej gazety po tabele kursów
i przeliczyc te sume na stare i nowe zlotówki).

Konkurs polega na wspólzawodnictwie napisanych wczesniej prac uczestników.
Szanse na nagrody maja prace stanowiace kompletne rozwiazanie ciekawego
zagadnienia. Na konkurs trafiaja, oczywiscie, prace o rozmaitym poziomie,
jednakze zdobywcy nagród prezentuja dziela na poziomie (co najmniej) niezlej
polskiej pracy magisterskiej. Stanowi to powazne wyzwanie dla ewentualnych
polskich uczestników.

Zgodnie z decyzj a Komisj i Unii Europ ej skiej oraz polskiego Ministerstwa
Edukacji Narodowej od tego roku w Konkursach Europejskich ;moga brac udzial
(na pelnych prawach) Polacy. Oznacza to mozliwosc wywalczenia nagrody,
a takze oplacenie przez Unie Europejska kosztów podrózy i udzialu w finalach
konkursu.

Wyboru polskich uczestników Konkursu Europejskiego dokonuje (pracujace
przy Ministerstwie Edukacji Narodowej) Jury zlozone z wybitnych polskich
naukowców. Regulamin polskich eliminacji stwierdza m.in., ze do konkursu
mozna zglaszac wylacznie prace spelniajace co najmniej jeden z ponizszych
warunków

• nagrodzone w jednym z konkursów organizowanych w Polsce
(np. w Olimpiadzie Biologicznej lub Konkursie Prac Uczniowskich

-z Matematyki itp.);

• opublikowane lub przyjete do druku w czasopismach naukowych;

• polecone przez samodzielnego pracownika nauki lub instytucje opiekujace
sie mlodzieza wybitnie uzdolniona.

W tym roku prace na konkurs nalezalo nadsylac do 15 marca pod adresem
Krajowego Funduszu na rzecz Dzieci (ul. Chocimska 14, 00-791 Warszawa).
Przez miesiac, do 15 kwietnia, ocenialo je Jury. Nastepny miesiac przeznaczony
jest dla zwyciezców eliminacji, którzy do 15 maja powinni przygotowac wersje
swojej pracy wedlug wymagan Konkursu Europejskiego (tekst po angielsku lub
w innym oficjalnym jezyku Unii Europejskiej - najwyzej 30 stron maszynopisu;
wykresy i rysunki na dodatkowych stronach; streszczenie po angielsku na jedna
strone maszynopisu). Niewykluczone, ze w chwili, gdy Czytelnik przebiega
wzrokiem niniejszy tekst, ktos starannie pakuje wypieszczone dziela polskich
uczestników w gruba koperte i wysyla ekspresem do Brukseli, by do 1 czerwca
dotarly na odpowiednie biurko. Finaly odbywaja sie co roku we- wrzesniu,
za kazdym razem w innym miejscu (w tym roku w Newcastle w Wielkiej
Brytanii). Przyszloroczne terminy zapewne beda takie same lub bardzo
podobne.

Zatem, (mlody) Czytelniku: mysl, pracuj, pisz i wygrywaj.
P.S.
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Kacik olimpijski (10)

I I

~' ~f(x)

~---------- ~~x).. I
I I

.&- - - I
I I

ming(x)

minf(x)

a b

Nierównosc Cauchy'ego dla srednich pomaga,
lecz ... nie zawsze!

Mogli sie o tym przekonac uczestnicy zawodów stopnia drugiego
XLIV Olimpiady Matematycznej, kiedy przyszlo im zmagac sie m.in. z takim
oto zadaniem:

Udowodnic, ze dla liczb dodatnich x, y, u, v zachodzi nierównosc
xy + xv + uy + uv xy uv-------- > -- + -- .

x+y+u+v - x+y u+v

Z zainteresowaniem przygladalem sie "walce" z tym zadaniem uczniów
próbujacych "strzelac" do niego z nierównosci Cauchy'ego, Czebyszewa,
a bywalo, ze i z takiej "armaty" jak nierównosc Jensena. Niestety, na prózno!
Tym razem ten arsenal nie przydal sie.

Najszybciej uporali sie z tym zadaniem ci uczniowie, którzy te nierównosc
po prostu przeksztalcali. Co robili? Ano, najpierw pomnozyli obie strony
tej nierównosci przez iloczyn mianowników wystepujacych w niej ulamków
i po prostym przeksztalceniu otrzymali nierównosc

(xu + yu)[(xv + yu) + (xu + yv)] 2 (u + v)2xy + (x + y)2uv,

równowazna, oczywiscie, wyjsciowej.

Nastepnie wykonali wskazane dzialania, czyli "zlikwidowali" wszystkie nawiasy,
przeniesli wszystkie wyrazy na lewa strone i po redukcji otrzymali nierównosc

x2v2 - 2xvyu + y2u2 2 O, czyli nierównosc (xv - yu)2 2 O

i mieli ... "po zadaniu" .

Z nierównoscia ta, jak równiez z jej uogólnieniem, wiaze SIe pewna metoda
dowodzenia nierównosci, o której teraz troche opowiemy.

Zalózmy, ze mamy dwie funkcje f i g, okreslone na pewnym przedziale (a, b),

osiagajace w nim swoje wartosci najmniejsze (najwieksze). Jesli równie f + g

osiaga swoja wartosc najmniejsza (najwieksza), to

minf(x) + ming(x) :S min(J(x) + g(x)),

maxf(x) + maxg(x) 2 max(J(x) + g(x)).

Istotnie, jesli Xo E (a, b) jest punktem, w którym funkcja f + g osiaga swa
wartosc najmniejsza (najwieksza), to, oczywiscie,

f(xo) 2 minf(x) i g(xo) 2 ming(x),

f(xo) :S maxf(x) i g(xo):S maxg(x).

Stad otrzymujemy natychmiast zadana nierównosc.

Latwo stwierdzic tez, ze równosc w nierównosci tej ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcje f i g osiagaja swoje wartosci najmniejsze (najwieksze) w tym
samym punkcie.

Analogiczna nierównosc mamy dla n funkcji fr, h,· .. , fn:

~minfi(X)" min (~Ii(X))' ~maxJ;(X) ~ max (~J;(X))
Dowód tego otrzymujemy przez oczywista indukcje.

Rozwazmy teraz funkcje f; : R -+ R okreslone wzorem

f;(x) = (a; + b;)x2 + 2aix + ai, gdzie

ai > O, bi > O, i = 1,2, . : ., n .

Kazda z tych funkcji osiaga, oczywiscie, wartosc naj mniejsza, równa

Ll _ 4a; - 4a;(ai + bi) _ ~
4a- 4(ai+ bi) -ai+bi'

Równiez funkcja

n (n n) (n) nF(x)=t;fi(X)= t;ai+t;bi x2+ 2t;ai x+t;a;
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Pokazemy teraz, jak rozbic na parami
rozlaczne okregi kule otwarta z jednym
dolaczonym punktem X na brzegu.
Rozwazmy okrag o srednicy DX, gdzie D
jest srodkiem owej kuli.

F(x) = L fi(X) =
i=l

n

Widzimy zatem, ze nierównosc Lminfi(x) :S min(L fi(X))to, w tym
przypadku, nierównosc

Rozwiazmy na koniec, ta sama metoda, jeszcze dwa zadania.

< C~ai) C~bi)

(f. ai) + (f. bi) ,,=1 ,=1

która dla n = 2 jest nierównoscia przedstawiona na poczatku tego Kacika.

Rozwiazanie. Rozwazmy funkcje

h(x) = aixz + 2bix, i = 1,2, ... , n, gdzie ai > O, bi ER.

Otóz kazda z nich osiaga swoja wartosc najmniejsza równa -b-; / ai, natomiast
najmniejsza wartosc funkcji

Zadanie 1. Udowodnic, ze jezeli al, az, ... , an sa liczbami dodatnimi,
h, h, ... ,bn - dowolnymi liczbami rzeczywistymi, to

bi b~ (h + bz + ... + bn)Z-+ ...+->--------
al an - al + az + ... + an

osiaga swoja wartosc najmniejsza, równa

(t ai) (t bi),=1 ,=1

(tai) + (f. bi),=1 ,=1

x

Rozwiazanie zadania M 740.
Sfere bez dwóch biegunów mozna,
oczywiscie, rozbic na surne parami
rozlacznych okregów. Rozbicie takie daja
równolezniki. Ogólniej, sfere bez dwóch
punktów nie lezacych na koncach jednej
srednicy tez mozna rozbic na parami
rozlaczne okregi - rozbicie otrzymujemy
przecinajac sfere plaszczyznami, jak na
rysunku.

Po "wyjeciu" z kuli owego okregu
widzimy, ze z kazdej sfery osrodku D

zawartej w naszej kuli ubyly dwa
punkty, a taka sfere potrafimy rozbic
na parami rozlaczne okregi. A wiec ów
okrag o srednicy DX oraz rozbicie na
okregi kazdej z "poprzekluwanych" sfer
daje rozbicie calej kuli z dolaczonym
punktem X na parami rozlaczne okregi.
Ustawmy teraz tak ciag kul otwartych
o jednakowych promieniach, aby srodki
tych kul lezaly na jednej prostej p i aby
kolejne kule byly styczne.

Dolaczmy do tych kul wszystkie punkty
stycznosci (do kazdej po jednym). Te kule
wraz z punktami stycznosci umiemy juz
rozbic na parami rozlaczne okregi. Reszte
przestrzeni R3 wypelniamy okregami
lezacymi w plaszczyznach prostopadlych
do p i majacymi srodki na tej prostej.

(b1 + ... + bn)Z
wynosI ---------

al + az + ... + an

Przyjrzyjmy sie teraz nierównosci L min fi (x) :S min L fi (x), a okaze sie,
ze w tym przypadku jest to nierównosc z zadania.

Zadanie 2. Dowiesc, ze jezeli ai oraz bi sa liczbami dodatnimi (i=l, 2, ... , n), to

(*) (~)bl+ (!!2)b2 ..... (bn)bn 2:: (bl+ +bn)bl+b2+ ... +bnal az an al + + an

Rozwiazanie. Rozwazmy funkcje fi(X) = aiex - bix - bi, gdzie ai > O,

bi > O, i = 1,2, ... , n. Kazda z tych funkcji osiaga swoja wartosc najmniejsza

k· l bi, b l bi P d b .... uw pun Cle n -, rowna - i n -. o o me wyznaczamy naJmmeJsza wartosc
ai ai

n

funkcji L h (x). Zatem nierównosc L min h (x) :Smin L h (x) to w tymi=l
przypadku nierównosc

t bi In bi 2:: (tbi) In b1 + + bni=l ai i=l al + + an

z której wprost wynika nierównosc zadania.

Uwaga. Z nierównosci (*) otrzymujemy:
1. nierównosc Cauchy'ego dla srednich, jesli podstawimy

h = bz = ... = bn = l/n,

(b+ +b)bl+ .. +bn

, u b 1 ... n . , ..

2. nierownosc bI' ..... b~n 2:: n ' Jesh podstawImy w (*)
al = az = ... = an = 1.

Henryk PA WLOWS'K!
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Klub 44

!=44
Termin nadsylania rozwiazan:

31 VIII 1995

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 283 (WT=2,19) i 284 (WT=2,36)

z numeru 8/1994
Waldema.r Pompe - Wanza.wa. 43,89
Krzysztof Jedziniak - Ka.towice 43,59
Mirosla.w Ma.tl~ga. - Skoczów 40,30

A

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do
l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 ­
3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N -liczbe osób, które nadeslaly
rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle
punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek
z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

Zadania z matematyki nr 301,302 Redaguje Marcin E. KUCZMA

301. Wielomian P(x) = Co+ ClX + ... + cnxn + Cn+lXn+l jest podzielny bez
reszty przez wielomian Q(x) = ao + alx + ... + anxn ; wspólczynniki obu
wielomianów sa liczbami rzeczywistymi, cn+! = an #- O. Dowiesc, ze

max(laol,···, lanI) ~ (n + 1) max(Jcol,···, ICn+ll).

302. Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag. Na pólprostych AD-+,
AC-+, BG-+, BD-+ odkladamy odpowiednio odcinki AK, AL, BM, BN
o dlugosciach lAKI = IAEj, lALI = IADI, IBMI = IBDI, IBNI = IBEJ.
U dowodnic, ze czworokat KLM N jest równoleglobokiem wtedy i tylko wtedy,
gdy IGDI = IDEI·

Zadanie 302 zaproponowal pan Waldemar Pompe z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 1/1995

Przypominamy tresc zadan:

293. Ciag wielomianów Po(x), P,(x), P2(x), ... jest okreslony wzorami

Po(x) = l, P,(x) = x,

nPn+'(x) = (n + l)xPn(x) - Pn_,(x) dla n = 1,2,3,.

Dowiesc, ze wszystkie pierwiastki rzeczywiste kazdego z wielomianów Pn(X) sa liczbami z przedzialu
(-l; l).
294. Udowodnic, ze wewnatrz dowolnego czworokata wypuklego ABCD istnieje punkt, którego rzuty
na proste AB, BC, CD, DA leza najednym okregu.

D

293. Ustalmy liczbe rzeczywista x taka, ze lxi:::: l, i oznaczmy wartosc Pn(X) przez ano Tak
wiec lali:::: lao I. Przyjmijmy indukcyjnie, ze dla pewnego n zachodzi nierównosc lani:::: lan-ll.
Wówczas, tym bardziej, Ixanl :::: lan-ll; zatem liczby xan oraz xan - an-l sa obie nieujemne
lub obie niedodatnie i wobec tego

In+1 l I I l Ilan+ll::: -n-xan - ;-an-l ::: xan + ;-(xan - an-r) :::
l

::: Ixanl + -Jxan - an-ll :::: IxanJ ::::Janl·n
Przez indukcje wnosimy, ze l ::: lao I ~ lali ~ la21 ~ la31 ~ ... Stad wniosek, ze dla lxi:::: l
zadna z liczb Pn(X) nie jest równa zeru.

D Jesli punkt P lezy na odcinku BC (a wiec P2 pokrywa sie z P), to ILP21 :::: 180°. Jesli punkt P
lezy na odcinku CD (a wiec P3 pokrywa sie z P), to ILP31 ::::180°. Suma ILPII + ILP3/ jest
w pierwszym przypadku mniejsza od 180°, a w drugim - wieksza od 180°. Gdy punkt P
zmienia swoje polozenie, miary katów czworokata Pl P2P3P4 zmieniaja sie w sposób ciagly.
Jezeli wiec punkt P przebiega dowolny odcinek, którego jeden koniec lezy na boku BC, a drugi
na CD, to suma ILPII + ILP31 przyjmie przy pewnym polozeniu punktu P wartosc 180°.
Na czworokacie PIP2P3P4 da sie wówczas opisac okrag.

A 294. Nie tracac ogólnosci przyjmijmy, ze ILABCI + ILBCDI ::::180°
oraz ILBCDI + ILCDAI ::::180°. Dla punktu P lezacego wewnatrz lub na brzegu
czworokata ABCD, nie pokrywajacego sie z zadnym z wierzcholków, oznaczmy przez Pl, P2,

P3, P4 rzuty P odpowiednio na proste AB, BC, CD, DA, a przez ILPII. ILP21, ILP31. ILP41
miary katów wewnetrznych czworokata Pl P2P3P4.
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199. Miedzy okladki plaskiego kondensatora powietrznego wpuszczono ciecz
dielektryczna w ilosci niewystarczajacej do wypelnienia przestrzeni miedzy okladkami.
Jesli kondensator naladowac, to czy ciecz utworzy warstwe równolegla do okladek
(rys. la), czy tez zajmie czesc powierzchni okladek (rys. 1b)? Nalezy pominac efekty
brzegowe, tzn. przyjac, ze rozmiary okladek (zarówno w czesci zajetej przez ciecz na
rysunku 1b, jak i w pozostalej czesci) sa znacznie wieksze od ich wzajemnej odleglosci,
a ponadto pominac efekty sily ciezkosci oraz napiecia powierzchniowego.

200. Cialo o masie m porusza sie po linii prostej pod wplywem sily wywieranej
przez niewazka sprezyne o stalej sprezystosci k. Punkt zamocowania drugiego koiica
sprezyny tak sie obluzowal, ze sprezyna drgajac porusza nim; jego predkosc jest
proporcjonalna do sily, a stala proporcjonalnosci Q' jest dana. Zakladajac, ze Q' jest
male (obluzowanie jest niewielkie) obliczyc, po jakim czasie amplituda drgan ciala
zmaleje 2 razy w stosunku do amplitudy poczatkowej.

aj

~

Rys. 1.

Zadania z fizyki nr 199, 200 Redaguje Jerzy B. BROJAN

192. Male cialo o masie m
przymocowano do cienkiej obreczy
o masie M i promieniu r. Obrecz
postawiono pionowo (rys. 3)
i bardzo lekko pchnieto w lewo
lub w prawo. Jesli podczas ruchu
obreczy nie wystepuje poslizg ani
straty energii, to jaka musi byc
wartosc stosunku 111Im, aby obrecz
"podskoczyla" , tzn. oderwala sie od
podloza? Rys. 3.
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30

20

20

30

30

10
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191. Obliczyc przyblizona
wartosc oporu zastepczego
obwodu przedstawionego na
rysunku 2 (liczby oznaczaja I 20
opornosci w omach). Nalezy podac
ocene dokladnosci przyblizenia
i uzasadnic ja. Rozwiazanie
powinno byc mozliwie dokladne, I 30
a jednoczesnie jak najmniej
pracochlonne. Uzycie komputera
do obliczel1 jest wykluczone. Rys. 2.

Rozwiazania zadall z fizyki z numeru 1/1995
Przypominamy tresc zadan:

30

I 20 Y:~,271I 12 V30lO I

~

20 15

20

20
20 II I 30 V20l060 T 10

6020 80

Posluzymy sie wiec trickiem: kazdy z tych. oporników 10 n
zastapimy dwoma równolegle polaczonymi opornikami po 20 n
(rys. 4b) i - zgodnie z zasada oszacowania od góry - przerwierny
polaczenia oznaczone krzyzykami. Standardowe przeksztalcenia
(50 aJ 60 = 27,273) prowadza do schematu z rysunku 4c.
Nastepny trick polega na zalozeniu, ze prad plynacy przez
opornik 30 n jest 2 razy mniejszy od pradu przechodzacego
przez opornik 20 n i zgodnie z tym na zastapieniu opornika
R = 27,273 n przez dwa równolegle: 3R = 81,82 n
i 1,5R = 40,91 n. Po "rozcieciu" wyliczamy 81,82 + 30 = 111,82,
111,82 aJ 50 = 34,55, 44,55 aJ 60,91 aJ 80 = 19,47.

Poprawione oszacowanie od dolu rozpoczynauw od zwarcia
tych samych co poprzednio pionowych oporników 10 n
i 20 n. Na otrzymanym schemacie (rys. 4d) przyjmijmy,
ze spadki napiecia na górnym oporniku 10 n i na pionowym
oporniku 30 n sa zblizone - zastapmy wiec opornik 12 n
dwoma po 6 n polaczonymi szeregowo i zewrzyjmy punkty
majace - jak sadzimy - zblizony potencjal. Taka sama operacje
zróbmy z opornikiem 30 n na dole, dzielac go na dwa po 15 n
i zwierajac zlacze jak na rysunku 4e. Dalsze przeksztalcenia
sa banalne, a w wyniku otrzymujemy 19,14 n. Jak widac,
niewielkim nakladem pracy ograniczylismy mozliwy przedzial
do wyniku [19,14,19,47].

50 d) 10 20 e) 10 20

Zawezenie przedzialu wymaga zastosowania bardziej subtelnego
podejscia. Zacznijmy od oszacowania od góry. Usuwamy tym
razem tylko dwa oporniki pionowe: prawy górny 10 n i lewy
dolny 20 n (ich okolica wydaje sie zblizona do zrównowazonego
mostka). W powstalym obwodzie (rys. 4a) mozna zauwazyc,
ze prad przeplywajacy przez srodkowy opornik 10 n dzieli
sie w przyblizeniu równo na prawy opornik 30 n i pionowy
opornik 20 n; tak samo wydaje sie, ze prad plynacy przez
prawy dolny opornik 10 n pochodzi w polowie z oporników 20 ni 60 n.
a) 10 50 h) 10 50 e) 10

191. Skorzystamy z oczywistego twierdzenia, ze przerwanie
któregokolwiek polaczenia w obwodzie nie zmniejsza oporu
zastepczego calosci, a zwarcie dowolnych dwóch punktów
nie zwieksza oporu. Aby uzyskac oszacowanie od góry,
przerwijmy wiec wszystkie polaczenia pionowe na schemacie.
Wtedy mamy trzy opory: 60 n, 60 n i 70 n polaczone
równolegle, a ich opór zastepczy wynosi 21 n (zapiszmy to
w skrócie tak: 60 aJ 60 aJ 70 = 21, gdzie znakiem aJ oznaczono
operacje a aJ b = (a -1 + b-l) -1). Dla oszacowania od
dolu zewrzyjmy wszystkie polaczenia pionowe; poniewaz
10 aJ 20 aJ 30 = 5,455, a 30 aJ 30 aJ 10 = 6, wiec calkowity
opór wynosi 2·5,455 + 6 = 16,91 n. Taka "brutalna" metoda
zamknelismy szukany opór w przedziale [16,91,21].

192. Oznaczmy przez et kat obrotu obreczy wzgledem polozenia
poczatkowego. Predkosc katowa w jest równa det/dt, a predkosc
liniowa v malego ciala jest suma predkosci srodka obreczy
i predkosci ruchu obiegowego wzgledem srodka:

v = [wr, O] + [wr cos et, -wr sin et] = wr[l + cos et, - sin et] .

Calkowita energie kinetyczna l1w2 + lM(wr)2 + lmv2
przyrównujemy do spadku energii potencjalnej mgr(l - cos et)
i podstawiamy moment bezwladnosci obreczy I = M r2•

Otrzymujemy

(1) mg(l - COSet)= w2r(M + m(l + coset)).
Rózniczkujac to równanie wzgledem czasu wyznaczymy
przyspieszenie katowe:

Rys. 4

( ) m(M + 2m)gsinet2 e = --~---~--
2r(M + m(l + cow))2

Pionowa skladowa sily reakcji podloza znajdziemy ze wzoru
N = (M + m)g+ may = (M + m)g + mdvy/dt, czyli po
podstawieniu Vy = -wr sin et mamy

N = (M + m)g - mer sin et - mw2rcos et.

Analiza numeryczna wyrazenia otrzymanego po podstawieniu tu
wzorów (1) i (2) prowadzi do wniosku, ze sila N jest dodatnia
dla wszystkich wartosci et tylko wtedy, gdy M /m > 0,0769.
Jesli ten warunek nie jest spelniony, to obrecz "podskoczy"
(gdy M /m jest nieznacznie mniejsze od 0,0769, podskok nastapi
w okolicy kata et równego 113°).
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Niebo przez lornetke

Rozwiazanie zadania M 738. Niech
y ~ x > O, a € niech bedzie dowolna
liczba dodatnia. Wówczas

4>(x) = g(x) =x

W maju w kierunku poludniowym widzimy wysoko na niebie gwiazdozbiory Warkocza
Bereniki i Panny. W pierwszym z nich, nie zawierajacym jasnych gwiazd, lezy
pólnocny biegun Galaktyki oraz regularna, bogata gromada galaktyk (okolo 1000
czlonków), odlegla o 100 Mpc. Przez lornetke mozna próbowac zobaczyc najjasniejsza
z galaktyk tej gromady, M 64. Natomiast w Pannie lezy inna gromada galaktyk, której
centrum jest odlegle od nas o 20 Mpc i do której najprawdopodobniej nalezy nasza

. Galaktyka. Wchodzace w jej sklad galaktyki M 49 i M 104 (a moze nawet jeszcze
jedna - M 87) moga byc widoczne przez lornetke. Ta ostatnia jest tzw. galaktyka
aktywna, co oznacza, ze w jej centrum tocza sie burzliwe procesy, którym towarzyszy
np. wyrzucanie materii z jadra.

a(~(Y-7€)+(1-~)€) <
x -

< ~9(Y-7€)+(1-~)9(€)
- x

Ostatnia nierównosc zachodzi dzieki

wypuklosci funkcji g, bowiem ~ i 7 sa

dodatnie oraz -; + 7 = 1. Poniewaz e
mozemy dobierac dowolnie, to po prawej
stronie nierównosci mozemy przejsc
do granicy € -+ O. Poniewaz ciaglosc
funkcji g na pólprostej (0,00) jest
konsekwencja wypuklosci, otrzymujemy

4>(x) = g(x) :::; g(y) = 4>(Y) ,
x y

co bylo do wykazania. Wszystko to
mozna bez trudu zauwazyc na wykresie.y

x

Gdy przemieszczamy punkt A po
wykresie funkcji wypuklej g w prawo,
to tangens zorientowanego kata miedzy
osia OX a pólprosta OA rosnie .

Wlasciciele silnych lornetek moga w maju zaobserwowac dosc rzadkie zjawisko.
Jak wiadomo, wszystkie cztery wielkie planety maja pierscienie, ale metodami
amatorskimi mozna zobaczyc tylko pierscienie Saturna. Ich plaszczyzna (bedaca
zarazem plaszczyzna równikowa Saturna) nie pokrywa sie z plaszczyzna orbity
planety; kat miedzy nimi wynosi 27°. Wynika z tego, ze na niebie Saturna Slonce
w ciagu jego roku (trwajacego 29,4 lat ziemskich) porusza sie podobnie jak na niebie
ziemskim, w szczególnosci odbywa sie cos w rodzaju zmian pór roku. "V rezultacie
dwa razy w ciagu saturnowego roku Slonce przechodzi przez plaszczyzne równikowa
planety, a skoro zawsze w poblizu Slonca znajduje sie Ziemia, to dwukrotnie w ciagu
saturnowego roku Ziemia przechodzi przez plaszczyzne pierscieni. Pierscieni wtedy po
prostu nie widac! Jest to bowiem twór niezwykle cienki, ich grubosc wynosi kilkaset
metrów, przy srednicy 340 000 km. Wlasciwe proporcje mialby papierowy krag
o rozmiarach co najmniej sali gimnastycznej.

Okazuje sie, ze kolejne przejscie Ziemi przez plaszczyzne pierscieni bedzie mialo
miejsce 22 maja. Warunki obserwacyjne nie beda najlepsze, ale próbowac mozna.
Praktycznie przez caly rok Saturn bedzie znajdowal sie na granicy Wodnika i Ryb,
a wiec w maju widac go bedzie nad ranem dosc nisko nad wschodnim horyzontem.
Z biegiem czasu warunki jego widocznosci beda sie wprawdzie polepszac (opozycja,
czyli ustawienie w kierunku przeciwnym do Slonca, nastapi 14 wrzesnia; wtedy planeta
bedzie górowac o pólnocy), niestety, najwazniejsze beda dni tuz po 22 maja. Majac
silna lornetke mozna próbowac zaobserwowac, w ile dni po tej dacie pierscienie zaczna
byc widoczne, co moze nie byc latwe wlasnie ze wzgledu na bliskosc wschodzacego
Slonca. Pamietajmy tez, ze Galileusz za pomoca swoich lunet o mocy porównywalnej
z moca wspólczesnych lornetek widzial wprawdzie pierscienie Saturna, ale nie zdawal
sobie z tego sprawy. Nie rozpoznal ich jako pierscieni - myslal, ze widzi trzy blisko
polozone ciala niebieskie. My jestesmy w lepszej sytuacji, bo wiemy, czego szukamy.
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5/95

(51 )

Przeciecia
Zacznijmy od pytania: czy istnieja dwa takie podzbiory
plaszczyzny, ze jakkolwiek polozymy je na. tej plaszczyznie,
to zawsze beda mialy dokladnie jeden punkt wspólny?
Uzywajac uczonego matematycznego jezyka, powyzsze
proste zdanie formuluje sie w nastepujacy sposób:
czy istnieja takie A, B C R?, ze dla dowolnych izometl'ii

plaszczyzny f i g: cardU (A) n g( B)) = l ?

Problem mozna uogólnic - zamiast o zbiory przecinajace
sie w dokladnie jednym punkcie zapytac o zbiory
przecinajace sie w dokladnie n punktach. I tu odpowiedz
jest zabawna. Gdy n jest liczba parzysta, istnieje
elementarne rozwiaza.nie. Dla n równego 2 wystarczy wziac
jako pierwszy zbiór okrag o srednicy l, a jako zbiór drugi
rodzine takich prostych równoleglych, ze dwie kolejne
proste sa odlegle o 1. Latwo zauwazyc, ze jakkolwiek
polozymy na plaszczyznie czy okrag, czy te proste, dwa
zbiory beda mialy dokladnie 2 punkty wspólne. Cztery
punkty wspólne? Nic latwiejszego; wystarczy rozwa.zyc
okrag o srednicy równej 2. I tak dalej. A co z liczbami
nieparzystymi? O ile mi wiadomo, problem jest WClaZ
otwarty.

Otóz, odpowiedz jest znana, ale nie w pelni
satysfakcjonujaca - wiadomo, ze takie zbiory istnieja,
ale nikt nie potrafii, jak dotad, pokazac konkretnych
przykladów ... Problem postawil nie byle kto, bo Hugo
Steinhaus, a rozwiazal tez nie byle kto, bo \iVadaw
Sierpillski. Moze wymienienie tych nazwisk bedzie pewnego
rodzaju "prztyczkiem w nos" dla osób, które uwazaja,
ze tego rodzaju problemy mozna traktowac jedynie
jako zabawe i szanujacy sie matematycy nie powinni im
poswiecac uwagi. Dowód istnienia odpowiednich zbiorów
opiera sie na powaznej machinerii teoriomnogosciowej
- nie wszystkim Czytelnikom to cos powie, ale korzysta
sie z aksjomatu wyboru i indukcji pozaskOllczonej.
Otwarte pozostaje pytanie, czy istnieja "porzadne" zbiory
o szukanych wlasnosciach.

Mozna tez zastanowic sie nad zadaniem latwiejszym:
zamiast podzbiorów plaszczyzny rozwazac podzbiory
prostej. Pozostawiam je Czytelnikowi do samodzielnego
rOZWlazama.

Gdy sie chwile nad ta zagadka pomysli, odpowiedz szybko
sie nasunie. Oczywiscie, twierdzenie jest prawdziwe
- wystarczy wziac ja.ko jeden zbiór punkt, a jako drugi
cala plaszczyzne. Dobrze; to jest jednak przypadek ra.czej
banalny, odrzucmy go wiec i zapytajmy o istnienie innego
przykladu. Co wtedy?

=t>AN,l'ANIE

iTWIERDZ E..N\FI ~
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Wirusy komputerowe, opisane w poprzednim numerze
EPSILONA, nie istnieja; byl to zart primaaprilisowy,
który, mamy nadzieje, nie stanie sie inspiracja twórcza
dla au torów wirusów.

Dwa zamieszczone ponizej rysunki wykonal Rafal Rogala,
uczer't Liceum Ogólnoksztalcacego w Bochni; gdy je
rysowal, uczeszczal do I klasy.

Kr'zysztof CIESIELSKI

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem €
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