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Teoria liczb i geometria

Piotr Wojciech SNIADY

Jest to skrét pracy ,Geometryczne dowody dwéch twierdzeii dotyczacych
utamkéw Fareva”, za ktéra Auntor zdobyl srebrny medal na Konkursie
Uczniowskich Prac z Matematyki w 1994 roku.

Niekiedy twierdzen z teorii liczb dowodzi sie wykorzystujac metody
geometryczne. Zilustrujemy to podajac nowe dowody dwéch
twierdzen dotyczacych tzw. utamkéw Fareya.

Niech N bedzie dowolna, ustalong liczba naturalna.
E%, @,. i ik wszystkich utamkéw nieskracalnych
ng Ng Nk

z przedziatu [0, 1], o mianownikach nie przekraczajacych N,
ustawionych w porzadku rosnacym, nazwiemy ciaggiem ulamkéw
Fareya. Dla N = 7 takim ciagiem jest

0 1 1112124143325

I: ‘.f: 6: g) Z: ?: ga g: ?! 5) '?_,: 51 g: 7
Az do konca artykulu wszystkie utamki Fareya beda odpowiadac
jednej ustalonej liczbie N.
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Twierdzenie 1. Niech = i = [ = < Ld bedg dwoma kolejnymi
n al \n n!

wyrazami ciggu utamkéw Fareya. Wowczas

m'n—mn' =1.

Dowéd. Rozwazmy w ukladzie wspélrzednych dwa punkty

A= (n,m)i B = (n',m'). Niech O oznacza poczatek uktadu
wspétrzednych. We wnetrzu odcinka AO nie ma zadnego punktu
kratowego (tzn. punktu o obu wspélrzednych catkowitych).

W przeciwnym bowiem przypadku punkt kratowy (a,b) z wnetrza

b
odcinka AO spelniatby e f?:-; (twierdzenie Talesa) oraz a < n,

3 e m 5 z . .
co przeczy nieskracalnoéci utamka —. Analogicznie nie ma punktéw

kratowych we wnetrzu odcinka BO.

Udowodnimy teraz, ze réwniez we wnetrzu odcinka AB, jak 1 we
wnetrzu tréjkata OAB nie ma punktéw kratowych. Przypusémy
bowiem, 7ze mozna znalezé punkt kratowy (a,b) nalezacy do
brzegu lub wnetrza tréjkata OAB, nie lezacy jednak na zadnym
z bokéw OA i OB. Stad a jest mniejsze od wigkszej z liczb n, n’
i w konsekwencji a < N. Poniewaz punkt (a,b) lezy miedzy
pétprostymi OA i OB, wiec wobec twierdzenia Talesa mamy

m b m

—<-<—.

n a n

v e e T I ity e :
Przeczy to zalozeniu, ze — i —- sa kolejnymi utamkami Fareya.
n n

Podsumowujac, udowodnili$émy, ze na brzegu tréjkata OAB leza
doktadnie trzy punkty kratowe: O, A, B, oraz ze we wnetrzu
tréjkata O AB nie ma punktéw kratowych.

ékorzystamy teraz z nastepujacego $licznego twierdzenia Picka (jego
dowéd mozna znalezé w Delcie 4/1993).

Niech S oznacza pole powierzchni dowolnego wielokgta

o wierzchotkach w punktach kratowych, B - liczbe punkiow kratowych
lezgeych na jego brzegu, a W — liczbe punktow kratowych w jego
wnetrzu. Wowezas S=W + 1B — 1.

Jak fizyk
gra na gieldzie
albo

od upadku do

rozmagnesowania

adiabatycznego
Jan GAJ

Artykul ten ukazal sie¢ w piSmie studentdw
Nauczycielskiego Kolegium Fizyki Mioda Fizyka.

Kazdy, kto kiedykolwiek przewrdcil

sie albo spad} skadkolwiek, zgodzi sie,

7e uklad fizyczny dazy do osiggniecia
minimalnej energii.

Chwila zastanowienia nprzytomni

nam, ze dodwiadczenia prowadzace

do sformulowania powyzszej zasady
dotycza ukladéw makroskopowych.
Naturalne pytanie, czy dotyczy ona takze
mikroskopowych stopni swobody, mozna
zaatakowaé poslugujac sie powszechnie
uznawanym rozkladem kanonicznym.
Okreéla on prawdopodobieristwo tego,

ze uklad w réwnowadze znajdzie sig

w okreslonym stanie a (o energii Fa). Jest
ono wyktadnicza funkcja stosunku energii
do temperatury,

Py ~exp(—Eq4/ksT),

gdzie kp oznacza stala Boltzmanna. Zbyt
tatwy bylby jednak wniosek: ,alez tak,
zasada stosuje sie zawsze, przeciez przy
najnizszej energii prawdopodobiefistwo
jest najwieksze!”. Nie ostaje sie on
w konfrontacji ze §wiatem, w ktérym
morza nie sa zamarzniete, powietrze
nie zestalilo sie, a wnetrze Sloica
dysponuje ogromna nadwyzka energii
hojnie rozsylanej wokél od miliardéw
lat. A wiec rozklad kanoniczny
w niebezpieczenistwie? Nietrudno go
uratowaé zauwazajac, ze czym innym jest
prawdopodobieristwo P, zajecia stanu o,
a czym innym prawdopodobiefistwo P(F)
tego, ze uktad bedzie mial energi¢ E,
czyli ze zajmie jakikolwiek stan o tej
energii (moze by¢ ich wiele). To drugie jest
wieksze od pierwszego tyle razy, ile wynosi
liczba N(E) stanéw ukladu o energii £
P(E) ~ N(E)exp(—E/ksT).
Uklad przyjmie wigc energie bliska
wartosci, dla ktérej powyzsze wyrazenie
osiaga wartoéé najwicksza. Przykladem
moze byé uklad n mikroskopowych
momentéw magnetycznych o spinie 1/2,



7 ktérych kazdy moze zajm.éwa;é:'.t.'_gi':.l_];&'d-ﬁr;'

stany o energiach rézniacych sig 0 upB,

gdzie pup - ma.gneton Bohra oraz B - pole

.magnetyczne, w: ktotym UIMIESZCZON0
te spiny. Liczba mozliwych realizacji

stanu, w ktérym k sposréd ﬂ_Spinc’)“_r Jest .

wzbudzonych (o wyzszej energii), wynosi

P 16 18 ¥ &

Na rysunkn (gdzié P(E)i N(E) .'
przedstawiono w réznej skali) widaé,

7e choé¢ P, ma maksimum dla najnizszej

energii (energia jest proporcjonalna

do k), P(E) jest najwieksze przy innej
Jjej wartosci. Mozna widzie¢ decyzje
ukladu, jaka energig przyjac, jako .

wynik walki dwéch tendencji: energia .

przez czlon exp(—E/kpT) ciagnie
w strone swojej najnizszej wartosci,

natomiast nieporzadek uosobiony przez
funkcje N(F) prébuje zwickszy¢ energie |

do polowy zakresu jej wartosci, bo tam

Jest najwiekszy. Walke f.Q mozna jé'gz'fj'ze' .

proéciej przedstawié¢ po zlogarytmowamu

: Bqdmemy wtedy szukali ma.kmmum funkc‘u'.'-".'

~—E{kBT+1nN(E) _
albo, réwnowaznie, minimum funkcp
' F=E-kThN(E).

Widaé teraz, Ze to nie energia nkla.du
ma przyja¢ minimum, ale inna

funkcja stanu: energia pomniejszona
o wartos¢ kpT'In N(E). Nosi ona

nazwe energii swobodnej. Omawiana
poprzednio walke widaé tu jak na

dloni: energia chce byé jak najmniejsza, -

natomiast nieporzadek — jak najwiekszy.
Miara nieporzadku jest tu wielkos¢

S = kg In N(FE) - nazywamy ja entropia, _.

natomiast temperature T' mozemy teraz
zobaczyé jako kurs, po jakim ,sprzedaje
sie” entropia, albo jako (energetyczna)
cene jednostki nieporzadku (jednostki

entropil). Po tych wszystkich rozwazaniach

mozemy wiec powiedzie¢, ze prawo, ktdre
zostalo sformulowane na poczatku tego
tekstu, jest prawdziwe pod warunkiem
uzupelnienia go stowem ,,swobodnej”.

Stad pole tréjkata OAB jest réwne 3 7 drugiej zas strony nietrudno

obliczy¢ (korzystajac z geometrii analitycznej), ze pole tréjkata
o wierzchotkach (0,0), (n,m) i (n',m’) jest réwne |m'n — mn’|/2.
Poréwnujac oba wyniki i korzystajac z faktu, ze m'n > mn/’,
ostatecznie otrzymujemy
mn—mn =1.
! "

Twierdzenie 2. Niech %, beda trzema kolejnymi wyrazami

R AT
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ctagu utamkdw Fareya. Wowczas

! m + mﬂ

n' n 4+ n' =

m

Dowdéd. Niech A, B, C D ma,‘]ad takle wspélrzedne jak na
m'
rysunku 1. Poniewas — Al o

pSlprostymi OA i OB Udowodnimy, ze lezy on na brzegu lub we
wnetrzu réwnolegloboku OBDA.

wiec punkt C' lezy miedzy

D = (n+n", m+m")~

B - (ﬂ.ﬂ" mﬂ}

C."= (nf_ nu, mf_ mﬂ')
A= (n,m)

Rys. 1

Przypu$émy bowiem, ze lezy on poza réwnolegtobokiem.
Wéwezas nalezy on do obszaru kolorowego badz zakreskowanego.
Przypus$émy, ze nalezy on do obszaru kolorowego. Wéwezas punkt
C' = (n' —n",m' —m") powstaly z C' w wyniku przesuniecia

o wektor BO nadal lezy miedzy pélprostymi OA i OB. Stad

m m' —m'" m’
n n' — n't n
m , m" m'
Poniewaz jedynym ulamkiem Fareya mlgdzy — 4, —=Jest —, wngs
n' n'

m' —m" m
n—nt n
To za$ oznacza, ze punkty O, C' i C' leza na jednej prostej. Prosta ta

. . ipmopemes —_

jest réwnolegla do wektora C'C' = OB i przechodzi przez punkt O.
A wiec jest to prosta OB. To daje zas sprzeczno$é, gdyz punkt C
lezy miedzy pélprostymi OA4 i OB, a wigc nie lezy na prostej OB.

Analogicznie punkt C' nie moze lezeé¢ w czedei zakreskowanej. Tym
samym udowodnilismy, ze C' nalezy do brzegu bad# do wnetrza
réwnolegloboku OBDA.

Jezeli C = D, ton’ =n+n", m' = m+ m", skad teza. Mozemy wiec
zalozyé, ze C # D.



Przypuéémy, ze C lezy w tréjkacie ABD. Niech C’ bedzie
obrazem C' przy symetrii érodkowej wzgledem érodka
réwnolegloboku. Punkt C” = (a,b) jest punktem kratowym
nalezacym do tréjkata O AB. Powtarzajac R?czqtek dowodu

Przywolane powyzej rynkowe poréwnanie
‘mozemy eksploatowaé szerzej zauwazywszy,
7e dla paramagnetyka w polu
 magnetycznym (a wiec dla naszego ukladu)
 energia spelnia réwnos¢

E--MB,

gdzie M jest namagnesowaniem, a B
indukcja pola magnetycznego. Mozemy
poszukaé teraz maksimum funkcji —F,
ktéra jest suma dwéch bogactw

—F=MB4TS.

Kandydat na Rotschilda (nasz

uklad fizyczny) bedzie sie staral te

sume powiekszy¢é. Sklada si¢ ona

z namagnesowania i nieporzadku.
Cena pierwszego jest pole magnetyczne,
drugiego — temperatura. W procesy
rynkowe moze jednak wkroczyé
cksperymentator zmieniajac cene jednostki
namagnesowania, czyli przylozone

pole magnetyczne. Jezeli zrobi to
adiabatycznie (tak, aby spiny nie

zdazyly sie przeorientowad), to entropia
(miara nieporzadku) sie nie zmieni.
Namagnesowanie tez nie, bo jest
proporcjonalne do réznicy liczby spinéw

w stanach 112

M= pa((n— k) — k).

Maksimum sumy, ktére uklad osiagal
- przy okreslonej proporcji cen B : T,

moze teraz byé osiggniete przy zmianie
temperatury w takiej samej proporcji,

w jakiej zmieniono pole magnetyczne.
Gracz na gieldzie mogltby to uj;é

w stowach ,,wzrost cen jest zarazliwy”.
Istotnie, przy sieci wzajemnych powiazaii,
cechujacej gospodarke rynkowa, wzrost cen
jakiego$ towaru pociaga za soba wzrost
cen innych produktéw. Takze przeciwnie:
spadek pola magnetycznego obniza
temperature.

) . . ..om ;
twierdzenia 1 otrzymujemy, ze — < — < ——, oraz ze po
n n

sprowadzeniu do postaci nieskracalnej g jest utlamkiem Fareya.

[

- E m
Poniewaz jednak % jest jedynym ulamkiem Fareya pomiedzy =

.m” . b m ! g ; ; .
i —, wiec — = —, czyli punkty O, C'1 (" leza na jednej prostej.
n G un

"
Na tej same] prostej lezy érodek réwnolegloboku, a stad réwniez
punkt D. To zaé w poltaczeniu z twierdzeniem Talesa daje réwnosé
m! m+ m!!
n ntn’’
Pozostal nam do rozpatrzenia przypadek, gdy C nalezy do
tréjkata OAB (rys. 2). Niech k bedzie najmniejsza liczba naturalng,
dla ktérej C' (bedacy obrazem punktu C' w jednoktadnosci
o érodku O i skali k) nie nalezy do tréjkata OAB. Latwo zauwazy¢,
ze C' nalezy do tréjkata OF G bedacego obrazem tréjkata OAB
w jednoktadnoéci o srodku O i skali 2.

G

Rys. 2

W przeciwnym bowiem przypadku obraz C' w jednokladnosci
o érodku O i skali k — 1 tez nie nalezalby do tréjkata OAB
(bo k — 1 > k/2), co przeczy minimalnosci liczby k.

Punkt C’ musi nalezeé¢ do jednego z przystajacych tréjkatéw:
BGD, ADF, ABD. Wystarczy rozwazy¢ tylko dwa przypadki:

C’ nalezy do AABD lub C’ nalezy do ABGD (przypadek, gdy C’
nalezy do AADF jest analogiczny do przypadku, gdy C’ nalezy
do ABGD).

Jezeli punkt C” nalezy do tréjkata BGD, to punkt H = (a,b) — obraz
punktu €’ w translacji o wektor BO — nalezy do tréjkata OAB.
"
b

W ten sposéb wyjasnilismy
zasade stosowanego w kriogenice
chlodzenia metoda adiabatycznego
rozmagnesowania. Wlaczenie pola
magnetycznego, aby nie zagrzaé przy
tym paramagnetyka, musi sie przedtem
odby¢ izotermicznie — powoli i przy
dobrym kontakcie cieplnym z otoczeniem
(termostatem). Zechciej, Czytelniku,
zauwazyé, ze taki proces (sprébuj
sprawdzi¢, ze dla T = const., wzrost B
spowoduje wzrost M i spadek S) moina
widzieé¢ jako run na akcje, ktore

ida w gbére. Metoda kaskady laczac

na przemian izotermiczne wlaczanie

z adiabatycznym wylaczaniem otrzymuje
sie temperatury w obszarze milikelwinéw.
Troche to pracochlonne, ale czyz nie
 zabawne?

Podobnie jak wyzej, mozna wykazaé, ze — < — < —- oraz —
7otas T n

(po ewentualnym skréceniu) jest utamkiem Fareya, skad — = —-.

To za$, analogicznie jak na poczatku dowodu, implikuje, ze punkt C'
lezy na proste] OB — sprzecznosé.

Do rozwazenia pozostal tylko przypadek, gdy C’ nalezy do
tréjkata ABD. Modyfikujac powyzsze rozwazania (odbijamy C
symetrycznie wzgledem $rodka réwnolegtoboku) tatwo dochodzimy
do wniosku, ze O, C' i D leza na jednej prostej, skad

m m+m”

n n4nat’

3




Tekst ten jest kontynuacja dyskusji

z numeru 250 Delty (3/1995).
Przypominamy pytania przedstawione
przez redakcje z prodbg o ustosunkowanie
sie do problematyki w nich zawarte]j.

1. Jaka korzy4é moie odniesé ktod
zajmujacy sie np. hodowla karpi
lub malarstwem abstrakcyjnym
ze znajomosdci matego twierdzenia

Fermata, reguly Oersteda czy stalej
Hubble’a?

2. Skoro byle kalkulator liczy szybciej
i lepiej od czlowieka, to po co uczyé
czlowieka liczenia?

3. Nie ma na Swiecie gazu
doskonatego, préini, prostokata ani
liczby e itd. Czemu wiec z takim
uporem o takich wilasnie obiektach
idealnych méwig wszystkie nauki
Sciste?

4. Fizyka — znaczy to po grecku rzeczy
widzialne, rzeczy naturalne, zjawiska
przyrody. Czemu nazwa ta uznawana
Jjest dzis za trafng dla nauki o
obiektach bedaecych wytworami
ludzkiego umystu, jakimi sg w
szczegdlnosci czastki elementarne i
pola?

5. O lotach kosmicznych marzyli
przed laty wszyscy. Dlaczego,

gdy pierwsi ludzie wyladowali

na Ksieiycu, sprawy podréiy
pozaziemskich przestaly —
praktycznie wszystkich — obchodzié?

6. Dlaczego w dobrym tonie

jest chwalié si¢ szkolnymi
niepowodzeniami w nauce
matematyki czy fizyki, a nie wypada
przyznawaé sie do niewydolnosci w
humanistyce?

7. Czemu zawdziecza w chwili
obecnej paranauka swojg przewage
nad nauka?

Dlaczego ludzie nie znaja

i nie lubig nauk przyrodniczych?

Krzysztof FIALKOWSKI
Krakow — Instytut Fizyki UJ

Dano mi, jak innym, kilka pytan do wyboru. Uznalem jednak, ze dwa
najciekawsze — o przyczyny towarzyskiego chlubienia si¢ szkolnymi
niepowodzeniami z matematyki czy fizyki oraz klesk nauki w starciach

z paranauka — sa tak blisko zwiazane, ze chetnie sprébuje zastanowié sie nad
oboma réwnoczesnie.

Zaczal wypadnie, niestety, od win wlasnych 1 wspdlnych. Z przeprowadzanych
przed laty w szkotach badan wynikalo, ze przed rozpoczeciem nauki fizyki
uczniowie uwazali ten przedmiot za jeden z najciekawszych. Juz po roku ocena
ta dramatycznie spadala, a po dwu latach fizyka wygrywala jedynie z jezykiem
rosyjskim (ciekawe, jaki przedmiot jest dzi§ na tym miejscu?). A wiec juz

w szkole podstawowej zte programy i stabi nauczyciele zniechecali do fizyki

1 innych przedmiotéw Scistych, a u wiekszosci uczniéw wyrzadzone wtedy szkody
nigdy nie daly sie nadrobié. Czy dzis jest lepiej? Chcialbym w to wierzyé
patrzac na kolorowe podreczniki i atrakcyjne zeszyty ¢wiczen, ale obawiam sie,
ze najwieksze nawet wysitki nie zmienia sytuacji w istotny sposéb, dopdki zawdd
nauczyciela nie doczeka si¢ odpowiednich wynagrodzen i skutecznego systemu
oceny pracy. Pozornie dotyczy to wszystkich przedmiotéw, ale w naukach
Scistych szczegdlnie szkodliwe i skuteczne jest zniechecanie ucznia przez zlego
nauczyciela: kazdy (prawie) czyta niezaleznie od szkoly ksiazki czy choéby
gazety, wielu nawet pisze co$ dla wlasnej potrzeby, ale nikt (znéw: ,prawie”)
nie siggnie sam po popularna ksiazke, a tym bardziej nie wykona dodwiadczenia
z fizyki. Naturalna ciekawo$é §wiata, ktéra mozna i trzeba wykorzystaé w celu
zainteresowania ucznia naukami przyrodniczymi, szybko ustepuje miejsca
zadomowieniu w ,$wiecie zastepczym” filméw akcji, gier komputerowych

i komikséw, do ktorego tak tatwo uciec od klopotéw i obowiazkéw dnia
codziennego. Dawniej w wiekszym stopniu $wiat ten tworzyly ksiazki, stad tez
obawiaé si¢ mozna, ze za pare lat ,w dobrym tonie” bedzie takze ignorancja

w dziedzinie literatury i historii. . .

Czy przed ewentualna radykalna ,naprawa szkoly” mozna co$ zrobié?
Oczywiscie — 1 tu dochodzimy do drugiej przyczyny naszych klopotéw.
Przynajmniej znaczna czesé absolwentéw szkdl podstawowych jest jeszcze

»,do uratowania”, jesli w liceach trafi na istotnie lepszych nauczycieli

i atrakcyjny program. Sadze jednak, ze niezbednym warunkiem sukcesu jest

tu wyrazne zréznicowanie wymagan. Minimum programowe, obowiagzujace

dla wszystkich, musi byé naprawde tatwe do opanowania, cickawe, a przede
wszystkim nie moze obejmowaé wszystkiego, co my uwazamy za wazne.
Wybieraé nalezy raczej patrzac na codzienne zastosowania, a nie na spéjnosé
logiczna 1 kompletnosé programu. Trudne problemy, kompletne rozwiazania

1 wzajemne powiazania réznych zjawisk mozna i nalezy przedstawiaé uczniom,
ale nie od wszystkich mozna wymagac pelnego opanowania tej cze$ci programu.
Jesli zréznicujemy wymagania, bedziemy mogli uczciwie odpowiadaé na
o$wiadczenia typu ,ja nigdy nic nie rozumialem(am) z matematyki (fizyki,
chemii, biologii)” prostym stwierdzeniem ,musial(a) Pan(i) byé okropnie tepym
uczniem”.

Na koniec tych uwag zostawilem sprawe ,edukacji dorostych”. Czy mozna
jeszcze co$ zrobié z kims, kto nie wynidst ze szkoly wiedzy z nauk Scistych, a co
gorsza, zywi do nich nieche¢? Oczywiscie! Trzeba tylko umiejetnie apelowaé do
dwu najsilniejszych pobudek: instynktu samozachowawczego 1 ambicji.
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Trzeba pracowicie propagowaé 1 naglasniaé nie tylko wszystkie sukcesy

nauki, ale ich zastosowania, a zwlaszcza indywidualne sukcesy ludzi dobrze
wyksztalconych, niekoniecznie uprawiajacych nauke. Dlaczego tyle czytamy

o miliarderach bez wyksztalcenia, a tak malo o fizykach ezy matematykach
robigcych wielka kariere w dwiecie biznesu czy polityki? Dlaczego nie pokazuje
sie czedciej, do jakich katastrof prowadzi wiara w pseudonauke? Dlaczego nie
wyjaénia sie dokladnie, ze kleski ekologiczne i kryzysy nie sa wina nauki, ale
jej ztego stosowania, a czesto wlasnie wynikiem niedouczenia decydentéw

i podporzadkowania decyzji inwestycyjnych i ekonomicznych takiej czy innej
ideologii?

Wszyscy mozemy i powinniémy wnieéé wkiad w edukacje spoteczenstwa
nie tylko w szkotach 1 uniwersytetach, ale takze w prasie, radiu i telewizji.
Sprébujmy przyczynié sie do tego, aby na stale juz Nikodem Dyzma zostal
bohaterem negatywnym, a dzieci bawily si¢ czedciej w Mac Gyvera niz

w Conana barbarzynce. ..

i Zadania

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 735. Udowodnié, ze pole rzutu prostokatnego szedcianu o objetodci 1 na plaszczyzne
jest nie mniejsze niz 1 i nie wieksze niz V3.
Rozwiazanie na str. 10

M 736. Na wszystkich polach nieskoriczonej szachownicy zapisano liczby naturalne
w taki sposéb, ze liczba napisana na kazdym polu jest srednia arytmetyczna o$miu
liczb z sasiednich pdl. Udowodnié, iz liczba 1995 albo wcale nie pojawia sig¢ na
szachownicy, albo wystepuje na niej nieskoiiczenie wiele razy.

Rozwiazanie na str. 10

M 737. W jest érodkowosymetrycznym wielokatem wypuklym o polu 3. Udowodnié,
ze W moina zawrze¢ w pasie miedzy dwiema prostymi réwnoleglymi odleglymi o mniej
niz 2.

Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Adam KOROCINSKI

F 403. Przy dobrej pogodzie natgzenie pola elektrycznego skierowanego w dél wynosi
przy powierzchni Ziemi okolo 150 V/m, a na wysokosci 100 m okolo 100 V/m. Gestosc
jonéw w powietrzu blisko powierzchni Ziemi wynosi wtedy ny ~n_ ~6 - 108 m™?

i poruszaja si¢ one ze érednia predkoécia proporcjonalng do natezenia pola (wartosé

wspélczynnika proporcjonalnoéci wynosi okoto 1,5-107* m—:] Znaleié caltkowity

ladunek Ziemi, jego érednia gestoéé powierzchniowa, s',redrria, gestos¢ objetodciowa
wypadkowego ladunku w atmosferze do wysokosci 100 m oraz obliczyé, ile czasu
potrzeba, aby strumien jonéw zneutralizowal polowe ladunku Ziemi, przy zalozenin
braku innych Zrédel tadunku.

Z punktu widzenia elektrostatyki powierzchni¢ Ziemi mozemy uwazaé za dobry
przewodnik.

Rozwiazanie na str. 11

F 404. Wszyscy, ktérzy zajmuja sie fotografia, doskonale wiedza, ze im silniej
przyslaniamy obiektyw, tym wigksza gl¢bie ostrosci uzyskujemy na zdjeciu. Oszacowal
glebie ostroéci przy fotografowaniu odleglego obiektu (mozna przyja¢, ze znajduje sig
on w nieskoficzonoéci) obiektywem Helios-44M-4 o ogniskowej f = 58 mm i jasnosci 1:2
przy pelnym otworze i przy obiektywie maksymalnie przysionietym (jasnos¢ 1:16).
Jasnoscia nazywamy stosunek érednicy przeslony do ogniskowej obiektywu. Przyjaé,

ze érednia dlugoéé fali $wietlnej wynosi 5800 A.

Rozwiazanie na str. 12
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Rys. 1. Zderzenie elipsoidalnej pitki
z plaskim podlozem.

O odbiciu pewnej pitki
Arkadiusz KOWALSKI

Artykutl jest skrécona wersja pracy nagrodzonej w Pierwszym Ogélnopolskim
Konkursie Uczniowskich Prac Naukowych z Fizyki

W najprostszym przypadku odbicia pitki od przeszkody kat odbicia jest réwny
katowi padania. Najprostsze przypadki maja jednak to do siebie, 7e realizuja
si¢ raczej rzadko. Jezeli pitka wiruje, a powierzchnia, od ktérej odbija sie, nie
Jest gladka — a tak jest najczedciej — kat odbicia rézni sie od kata padania.

Ma to wiele waznych konsekwencji, o ktérych dobrze wiedza sportowcey i kibice.
Zwyczajna pitka, taka, jakiej uzywaja siatkarze czy tenisiéci, ma ksztalt kuli.
Istnieje jednak dyscyplina sportowa, ktdrej zawodnicy postuguja sie nietypowa
pitka o ksztalcie elipsoidy obrotowej (a przynajmniej my przyjmiemy, ze jest to
elipsoida) — jest nig rugby. Jak odbija sie taka pilka i czy jej ksztatt ma istotny
wplyw na odbicie? Sprébujmy to zbadaé.

Oznaczmy przez a i b dtugosci duzej i matej pétosi pitki-elipsoidy. Pitka
porusza si¢ z predkoécia ¥ i uderza pod katem o w plaska przeszkode (rys. 1).
Dodatkowo niech wiruje z predkoscia katowa w wokél osi réwnoleglej do
podloza, bedacej jednoczesnie osig symetrii. Oznaczmy przez m mase pilki,

a przez I jej moment bezwladnosci. Dzieki symetrii mozemy rozwazaé
zagadnienie dwuwymiarowe: odbicie od przeszkody nie elipsoidy, ale elipsy

o zadane] masie i momencie bezwladnogci.

Podczas zderzenia na pitke dzialaja dwie sity wplywajace na jej ruch: sita
reakcji podloza N i silta tarcia T. Druga zasade dynamiki dla sktadowej pedu
prostopadtej do przeszkody mozemy zapisaé w nastepujacej postaci

t
va_-—mvcosa:/N(‘r)d‘r,
0

gdzie vy jest sktadows predkosci prostopadta do przeszkody po odbiciu, t zaé
jest czasem trwania odbicia. Na poczatek zajmijmy sie sytuacja, w ktdrej nie
wystepuje sila tarcia, czyli podloze jest gladkie. Wtedy sktadowa predkoéci
réwnolegta do podtoza nie ulega zmianie. Zapiszmy teraz drugg zasade dynamiki
dla ruchu obrotowego w przypadku bez tarcia

Tl / D(r)N(r)dr,

gdzie w; jest predkoscia katowa pitki po odbiciu, D za$ jest ramieniem sily N.
Znak + odpowiada rotacji prostej, znak — odpowiada rotacji wstecznej.
Zapiszmy jeszcze zasade zachowania energii, ktéra jest spetniona w przypadku,
gdy tarcie nie wystepuje

1
lm(v cosa)® + -;—Iwz = -l-mvi + —Iw?,

2 2 2
Uktad réwnai, ktére otrzymaliémy, jest malo przydatny, gdyz nic nie wiemy ani
o sile reakcji podloza, ani o jej ramieniu. Zrébmy wiec upraszczajace zalozenie,
ze zderzenie trwa na tyle krétko, ze ramie sily reakcji w tym czasie sie nie
zmienia. Jesli D jest stale, szczegélowa wiedza na temat sity reakeji nie jest
potrzebna. Wartos¢ jej ramienia mozemy obliczyé znajac geometrie zderzenia.
Rozwiazujac uktad réwnan otrzymujemy

mD? — I

= mvcosa — Qme :
Jesli przyjmiemy, ze w trakcie zderzenia ruchy pitki w kierunkach prostopadtym
1 réwnolegtym do przeszkody sa niezalezne, co na ogél jest zatozeniem
sensownym, to istnienie lub nieistnienie sily tarcia nie wplywa na wartoéé
predkosci vy . Pozostaje nam zatem wyznaczenie sktadowej predkosci réwnoleglej
do przeszkody v po odbiciu.
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Rys. 2. Zaleznoéé kata odbicia od
kata padania w przypadku spelnienia
prawa odbicia (linia ciagla) i dla pitki
elipsoidalnej dla wartosci parametréw
opisanych w tekscie (gwiazdki).
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Rys. 3. Zaleznoé¢ kata odbicia od
predkoéci padajacej pitki przy ustalonym
kacie padania (45°) w przypadku
spelnienia prawa odbicia (linia ciggla)

i dla pitki elipsoidalnej (gwiazdki) dla
wartoéci parametréw opisanych w tekécie.

Sila tarcia jest proporcjonalna do nacisku wywieranego przez pitke na podloze,
a zatem
T(t) = pN(t).
Rozwazymy dwa przypadki: pierwszy, gdy ruch pitki w kierunku réwnoleglym
do przeszkody nie ustanie (na skutek dziatania tarcia) w trakcie Zderzenia oraz
drugi, gdy ruch ten ustanie. W pierwszym przypadku druga zasada dynamiki
Newtona dla sktadowej ruchu réwnoleglej do przeszkody ma postac
t
my| — musina = /T('r) dr;
0

natomiast druga zasada dynamiki dla ruchu obrotowego okreslona jest wtedy
rownaniem

1 t
I,—Iw=:I:‘/DN(1')d’rq=‘/LT(’r)d'r‘
0 0

W drugim przypadku spelnione sa réwnania
t
v =0, —musina:/T(r)dr.
0
Jesli ruch pitki w kierunku réwnoleglym do przeszkody nie ustanie na skutek
dzialania sily tarcia, przy przyjetych zalozeniach mozemy wyznaczyé v) 1 wy
2p

’U" =vsina — m

(veosa+wD),

vcosa + wD)

I+ mD? :

gdzie L jest ramieniem sity tarcia. W przypadku, gdy ruch pitki wzdhuz
przeszkody ustaje, réwniez mozna wyznaczy¢ obie te wielkosci. Sa one réwne

w=w-—(D- Lp)zm(

y =0,
E 2Dm(vcosa+wD) Lmvcosa
= I+ mD? 1

Znajac ruch pilki po odbiciu mozemy wyznaczy¢ zaleznosé kata odbicia od kata
padania wyznaczajac D 1 L z geometrii zderzenia. Jest oczywiste, ze
Ul
B = arctg Fo
W przypadku, gdy ruch w kierunku réwnolegtym do przeszkody nie ustaje,
otrzymujemy niezwykle skomplikowany wzor
v(I + mD?)sina — 2ulv cos a — 2uwlD
v(I —mD?)cos e +wlID
W drugim przypadku jest, oczywiscie, duzo prosciej, gdyz
B=0,
Skoro wzor okreslajacy zaleznos¢ kata odbicia od kata padania jest albo
zagmatwany, albo banalny, zbadajmy te zaleznosé¢ w konkretnym przypadku.
W tym celu przyjmijmy:v=1m/s,w=1s"!, m=1kg, u=0,1, D=0,1m,
I =0,1kg-m?2 Wyniki obliczeri dla kata a z przedziatu (0, 90°) przedstawia
rysunek 2. Ciekawe jest tez, jak zmienia sie wartoéé kata odbicia przy ustalonym
kacie padania w zaleznosci od wartosci predkosci v. Tu przyjalem p = 0,3
oraz o = 45°, natomiast pozostale parametry sa takie jak poprzednio. Wyniki
przedstawia rysunek 3. Mozna takze postawi¢ inne pytania, na przyklad: kiedy
spelnione jest prawo odbicia méwiace, ze kat odbicia jest réwny katowi padania?

B = arctg

Przedstawiony przeze mnie model odbicia elipsoidalnej pitki od plaskiej
przeszkody jest bardzo uproszczony, pokazuje jednak, jak skomplikowany jest
opis zderzenia, gdy nie zaniedba sie sil tarcia, a cialo uderzajace w plaska
przeszkode nie jest sferycznie symetryczne.
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Promien $wietlny przechodzac przez pryzmat o malym
kacie tamiacym ¢ doznaje odchylenia o kat 6, ktérego

wartos¢ jest réwna

§=(n-1)¢,
gdzie n jest wspétezynnikiem zalamania pryzmatu.
Obraz przedmiotu ogladanego przez optyczny
klin jest zatem przesuniety o kat § w stosunku
do obrazu ogladanego golym okiem. Dwa kliny
polaczone podstawami tworza tak zwany bipryzmat
Fresnela (rys. 1) czesto stosowany w uktadach
optycznych. W fotografii, do zdjeé trickowych
wykorzystuje sie filtry bedace polaczeniem kilku
bipryzmatéw Fresnela, umieszczonych centralnie

a rozszerzaé na zewnatrz.

Maia gelld

Bipryzmat Fresnela

Rys. 1. Uklad klinéw polaczonych podstawami, czyli
bipryzmat Fresnela:

s — irédlo swiatla,

w kole. Kazdy klin musi zwezaé sie ku érodkowi, s1,82 — dwa #rédla pozorne,

E - ekran.

[v]

: 2 s SO0 ; i ; : j
Rzut poléwki takiego klina na plaszczyzne jest wycinkiem kola o rozwartoéci ——, gdzie k jest liczba bipryzmatéw.
Zwykle srodek ukladu bipryzmatéw Fresnela jest Sciety, najczesciej plasko. Taki filtr, przy odpowiednim ustawieniu

w stosunku do ogladanego przedmiotu daje maksymalnie 2k 4 1 obrazéw pozornych, 2k jest tworzonych przez
bipryzmaty, ostatni pochodzi od $cietej czesci uktadu.

a)

b)
bipryzmat obudowa oko
w przekroju

Rys. 2. Dwunastokatny bipryzmat z oszlifowanym srodkiem. a) obraz widziany przez oko, b) schemat w przekroju.

Matqg Delte przygotowali: Kazimierz MIKULSKI i Dariusz Jacek RUSZKIEWICZ
8



Niebo przez lornetke

Droga Mleczna ze swoimi licznymi gromadami
otwartymi jest w kwietniowy wieczdr praktycznie
niewidoczna. Widaé jednak, i1 to golym okiem, jeszcze
jedna gromade. To Praesepe (M 44) w gwiazdozbiorze
Raka. Jak kazda gromada otwarta lezy ona niemal

w plaszezyznie Galaktyki, widzimy jednak ja poza
Droga Mleczna, poniewaz znajduje sie blisko nas,

w odlegtosci 180 pc — jest to mniej, niz wynosi grubosé

dysku galaktycznego. Jest to gromada juz niemloda,
jej wiek oceniany jest na blisko p6l miliarda lat.

W lornetce zobaczymy kilkadziesiat gwiazd w polu
widzenia.

W kierunku poludniowym wysoko na niebie mamy
teraz obszary nieba polozone w poblizu pélnocnego
bieguna galaktycznego. Patrzymy wiec pod duzym
katem do plaszczyzny nasze] Galaktyki i nasz wzrok
skierowany jest na inne galaktyki. Nie da sie jednak
ich zobaczyé, gdyz galaktyki sa obiektami zbyt
stabymi, by mozna je zauwazy¢ goltym okiem czy
nawet za pomoca lornetki.

Kto poznal niebo zimowe, zauwazy zapewne,

ze wieczorem na poludniowym zachodzie znika
gwiazdozbiér Oriona oraz lezaca na przedtuzeniu jego
Pasa najjasniejsza gwiazda Wielkiego Psa, Syriusz.
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Jego jasnoéé okresla sie na —1,45 mag. Ogladanie
go przez lornetke niewiele zmienia — widac po
prostu bardzo jasna gwiazde. Tymeczasem jest

to doéé osobliwy uktad podwéjny, w dodatku
polozony blisko nas, mianowicie w odlegloéci 2,7 pc.
To, co widaé, to tzw. Syriusz A, biatlawa gwiazda

o rozmiarach dwukrotnie przekraczajacych wielkosé
Stofica. Nie widaé natomiast Syriusza B, slabej
gwiazdy 6smej wielkosci gwiazdowej. Dla wielkich
teleskopéw zarejestrowanie gwiazdy 6smej wielkosci
jest, co prawda, fraszka, jednak Syriusz B zawsze
ginie w blasku Syriusza A i dlatego uchwycenie jego
obrazu wymagalo zastosowania nietypowej techniki
obserwacyjnej.

W kazdym razie okazalo sie, ze Syriusz B, przy
rozmiarach stosownych dla éredniej planety, ma mase
zblizona do stonecznej. Fatwo sprawdzié, ze gestosé
takiej gwiazdy jest rzedu tony na centymetr
szescienny. Syriusz B, odkryty w 1862 r. przez

A. Clarka, stal si¢ pierwszym przedstawicielem

klasy gwiazd zwanych bialymi kartami. Podobnego
towarzysza ma réwniez Procjon, najjasniejsza gwiazda
Malego Psa, polozona w kwietniowy wieczér niemal
pionowo 30° nad Syriuszem.

Dwie najjasniejsze gwiazdy Blizniat to, oczywiscie,
Kastor («) i Polluks (3), przy czym wyjatkowo w tym
gwiazdozbiorze najjasniejsza jest §. Kastor natomiast
(odlegly o 14 pc) jest gwiazda szeSciokrotng. Gwiazdy
uwazane do niedawna za najciasniejsza par¢ jego
sktadnikéw same okazaly sie jeszcze ciasniejszymi
gwiazdami podwdjnymi, o ezym §wiadcezy juz tylko
dopplerowskie rozdwojenie ich linii widmowych (méwi
sie, 7e sa to gwiazdy spektroskopowo podwdjne).
Czwoérke te obiega w wiekszej odleglosci jeszeze jedna
para, ktérej skladniki obiegaja sie w plaszczyinie
przechodzacej przez Ziemie — para ta tworzy wigc
tzw. uklad zaémieniowy. Ale tego wszystkiego przez
lornetke nie zobaczymy.

Gdybyémy w kwietniu péznym wieczorem mogli

bardzo szybko przelecieé¢ pare tysiecy kilometréow na

poludnie, wylonitby sie spod horyzontu gwiazdozbiér

Centaura, ktérego najjaéniejsza gwiazda, Toliman,

jest najblizsza sasiadka Storica w Galaktyce (jego

odlegloéé wynosi 1,3 pc). Jest to uktad podwdjny,

a w gruncie rzeczy potrdjny, tylko ze trzeci sktadnik

znajduje sie w tak wielkiej odleglosci od Tolimana,

ze ma nawet wlasna nazwe: Proxima Centauri.

Na niebie dzieli te gwiazdy odlegloéé ponad 2°,

w przestrzeni 12 000 j.a. To whasnie Proxima obecnie

jest najblizsza nam (po Sloncu) gwiazda, co za

wiele lat przestanie byé¢ aktualne, gdy mianowicie

znajdzie si¢ ona w odleglejszej czedci swojej orbity

ijej ,funkcje” przejmie podwdjna czesé Tolimana.
Tomasz KWAST



Dajcie mi grant, a porusze Ziemie

Ian STEWART

=

el nda sacienia. AL TRR. 1 ofe © Copyright The Mathematical Intelligencer
rzutu szedcianu S stanowl, oczywiscie,
polowe sumy pdl rzutdw w c;z\.gtk[(‘h Przekl’adll 1 dl‘llkll dOkOIIaJIO Za ZgOdQ Autora i Re(lakc_]l CZaSOpisma,.
=§cianu, a wiec jest réwne sumie
pdl rzutéw trzech &cian o wspdélnym
wierzcholku. Rozwazmy uklad ek sk e sk ok s s ok o ok sk ok sk sk kb seskok ok kb ok kel sk skokok sk skl okl ok skl ko sk ok sk ok ek sk sk sk shok sk ko sk sk R ek ok

\\'spt_’;ll"f,&_‘.(h’:)’t‘i], w ktérym ten wierzcholek

trzedne (0,0,0), wspdlne zas >

kraw c‘fizn. owych trzech dcian zawieraja Prof. Archimedes

sie w osiach ukladu. Wéwczas pole rzutu Instytut Ma.tematykl Stosowanej
sciany zawarte] w plaszczyinie z = 0 na .

CZYZNE O réwns: Aniu ax +by4+ecz=0 Unlwersytet w Syrakuza'(:h
i |a ||{'\, a2 + b2 + c2. Zatem

wyno: . »
lal + 5] + || Komitet Badan Naukowych
5 = I - - - » e
‘ : Zespét Metalurgii
Oczywiscie, S 1, a z drugiej Aleksandria
strony

5= % = Whiosek o sfinansowanie projektu badawczego nr KBN/MET /778/0043

Ii1,1,1)} - cosr < V3, Temat projektu: Analiza wykrywalnosci obecnoéci metali nieszlachetnych

ﬁd’lm.i-ll.-]_r loT]n:ur_[--_I/.n]kqliJ miedzy wektorami w prébkach zlota 1 srebra.
al, ol jei) 2 |1,1,1).

Jakie oszacowanie moZna podaé na Wymagane wyposazenie: Wykladany marmurem zbiornik hydrostatyczny
pole rzutu prostokatnego czworoscianu gz zajnstalowanymi dwoma zaworami wodnymi (zawér wysokich temperatur,
foremnego o objetosci 17 3 e - . ‘

zawér niskich temperatur) i jednym odplywem; jeden korek.

Kosztorys (w drachmach)

Aparatura 276
Materialy i przedmioty nietrwate (woda, mydlo, reczniki) 115
Inne koszty bezpoérednie (ogrzewanie) 98
OGOLEM 489
Wynagrodzenia 400
KOSZTY BEZPOSREDNIE OGOLEM 889
Koszty posrednie 423% 382
KOSZTY OGOLEM 1271

e ok st sk o ke ok o ok o ok sk ok ok ok ok ok ok ok ke sk sk skeskok ok sk s sk ok ok sk skokok sk sk skok skok skok sk sk skok ok skokok ok sk ke skok ko skok sk kok ok

Hipokrytes
Zespdl Metalurgii

.} KBN Aleksandria

Rozwiazanie zadania M 736.
\.c ch m bedzie najmniejszg sposréd

Hipnarchus ze Smyrny

i Wyt Prezes Cechu Zlotnikéw
Z IMusi }I'l'\]'{u\“"t

[L|\ latwo zauwazy
iednich p ol ach t

Drogi Narku,
Jakis facet z matematyki w Syrakuzach przystal mi podanie o grant. Wydaje
mi sie, ze to cos z Twojego podwdrka. Bytbym wdzieczny za szybka recenzje,

15, spelniony jest | r'l-_ n lub drugi

z wariantdéw tezy.
. bo termin mija za miesiac.
Czy teza zadania pozostanie prawdziwa, .
Jesli w jego sformulowa zastapimy HlpOkl‘yteS
slowo  naturalne” przez ,dodatnie"? sk sk sk sk ok ok ok s sk sk sk sk sk o ok ok sk skt s sk sk sk ok ok s sk sk sk sk sk s stk sk ke st sk sk sk sk sk skt sk sk kb ok sk sk sk ks stk ok ok kb sk kb ok ok

10



&

Rozwiazanie zadania F 403. Gestosc¢
tadunku powierzchniowego ¢ obliczamy

awa Gaussa zastosowanego do cienkiej
warstwy zawierajgce] powierzchnig Ziemi
o =¢co-Eom—13-10"7 Cfm”.
Calkowity tadunek Ziemi wynosi wigc
Q=4rR’ o —6,7-10° C.
Aby znalezé érednia gestosé objgtosciowy
wypadkowego ladunku w powietrzu do
wysokosci 100 m, rozwazmy pionowy
cylinder o polu przekroju A, pomigdzy
poziomami 01 100 m. Z prawa Gaussa
zastosowanego do tego cylindra
otrzymujemy
Eu[/l E(U} - A L‘[loﬂ}] =
= fwewn.walca = v E.; '
gdzie g, to Srednia gestosé objgtosciowa
tadunku w walcu. Dostajemy wige
_  eolE(D) — E(100)]
Pg = e
. 100
=12 v 3
A s gim®,

Rozwazmy teraz przewdd o n nosnikach
pradu w jednostce objetosci, kazdy

o ladunku e. Niech poruszajg sig one

z predkoécia v. Wtedy przez jednostkowa
powierzchnie tego przewodu przeplywa
prad o wartosci natezenia j = n-e-v.

W polu Ziemi tylko ladunki dodatnie
docieraja do je] powierzchni zmieniajac

jej tadunek (przy zalozeniu braku innych
zrédet tadunku). Wige
deo .
(_!_ﬁ =J]4 =fg4ev =
T
=184 1071 B o
Przy powierzchni Ziemi mamy,
oczywiscie, B = Ep = —o/eo, dostajemy
wiec réwnanie zaniku ladunku
?_r}_ = —1,44 - 1:)_“.(1, ~ _L_ .
dt £q 600 s

ktérego rozwiazaniem jest
aft) = rrnt—._'f'r’, T = 600s. Dla
a(t) = o9/2 dostajemy czas

polowicznej neutralizacji ladunku Ziemi
T min.

t=7-In2= 4158 =

Hipnarchus ze Smyrny
Prezes Cechu Zlotnikéw, Srebrnikéw,
Brazownikéw i Zawodéw Stowarzyszonych

Dr Hipokrytes
Zespol Metalurgii
KBN Aleksandria

Recenzja projektu badawczego nr KBN/MET /778/0043
Szanowny Panie Doktorze,

Po uwaznym przestudiowaniu projektu stwierdzam, ze nie przedstawia on
wielkiej wartoéci. Co prawda, lista publikacji kierownika projektu jest dosyé
dhuga, ale wyglada na to, ze nie ma wiele wspdlnego z tematem badan. Trudno
mi dostrzec, jaki zwiazek ma teoretyczna analiza objetosci sfery czy tez
numerologia ziaren piasku z falszowaniem zlota metalami nieszlachetnymi.
Sugeruje wstrzymanie si¢ z finansowaniem projektu do czasu wyjasnienia
metodologii.

Hipnarchus ze Smyrny

[odreczny dopisek]

Hipku, ten goéé jest stukniety. Wywal to.
kb ok ok ko sk ok ek ok ok kb ok ok ok bk ko sk o ok skttt o ok bk ok ok kok

Ood:
Do:

Krollikis
Kleopatka

Kleo, skarbie, pchnij do tego Archomenidesa formularz z prosba o uzupelnienie
danych.
B L e

Komitet Badan Naukowych
Aleksandria

Prof. Archimedes
Uniwersytet w Syrakuzach

Projekt badawczy nr KBN/MET /778/0043
Szanowny Panie Profesorze,

Ze wzgledu na prosbe naszych recenzentéw bedziemy zobowiazani za nadestanie
nam bardziej szczegdlowego wyjaénienia metod, ktére zamierza Pan zastosowaé.
Hipokrates
(podpisane): z up. Kleopasta
T Lt L L L L e L L L

Apoloniusz
Instytut Matematyki Teoretyczne]

Drogi Apoloniuszu, mam problemy z podaniem o grant. Tak naprawde,
to chee uzywaé tego zbiornika hydrostatycznego jako wanny. Jak wiesz,
w kapieli przychodza mi do glowy najlepsze pomysty. Watpig jednak, czy takie
uzasadnienie zadowoli KBN. Masz doswiadczenie w pisaniu takich podan; co mi
doradzisz?
Archimedes

Instytut Matematyki Stosowanej

L L R e e
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Rozwigzanie zadania F 404. Dla

Uproszczenia p tyw

yjmijmy, ze obi
. 2 soczewki skupiajace]
o ogniskowe] f 1 umieszczonej przed

zbudowany je

nia przestony z kolowym otworem

o srednicy D.

| klisza

I 1
Rozwazmy wigzke promieni réwnoleglych
do osi optycznej, padajacych na
soczewke. Jesli klisza filmowa znajduje

sie w odleglodel Ay od ogniska soczewki,
powstanie na niej obraz o rednicy

a=

“A
—Ay.
f

Gdyby dwiatlo stosowalo sie 4cisle

do praw optyki geometrycznej,

to umieszczajac klisz¢ w ognisku
otrzymalibyémy obraz punktowy. Tak
jednak nie bedzie, gdyz ze wazgledu

na dyfrakcje na przeslonie otrzymamy

plamke o rednicy

SZ szy dokladnie w ognisku
daje rozmycie dyfrakecyjne, poza
ogniskiem wplyw dyfrakeji nie jest

istotny, ale pojawia sie rozmycie
geometryczne. Odsuwajac klisze o Ay

od ogniska nie pogarszamy jakosci
obrazu, jesli tylko rozmycie geometryczne

nie stanie si¢ zbyt duze. Oznacza to,

Ze a nie moze o
nie chcemy pogorszy¢ jakodel obrazu.

Z warunku a = b otrzaymujemy

f 2
Ay = 2A ()
i D

(stala o zastapilidmy jedynka). Na zdjeciu
ekt

{znajdujacy sie w nieskoriczonoéci), jak

jednakowo ostry bedzie odlegly o

danej réwnaniem

1 1 1
=

iekt w odleglosei ;

f+8y [
Uwszgledniajac, ze Ay € f dostajemy

Dla pelnego otworu przeslony dostajemy

r="T25m:.

Dla maksymalnie przyslonietego
obiektywu mamy

11 m

=

Archimedes
Instytut Matematyki Stosowanej

Drogi Arku, z dnia na dzien jest coraz gorzej. Ja tez mam klopoty. Nikt nie
wierzy w mozliwosé jakiegokolwiek zastosowania krzywych stozkowych; moga
mi nie odnowi¢ w tym roku mojego trzyletniego grantu. Wam, ,stosowanym”,
jest latwiej. Sprébuj im weisnaé jakis kit.
Apoloniusz
Instytut Matematyki Teoretyczne)
T T T T S R R e s e T T T

Prof. Archimedes
Instytut Matematyki Stosowane]
Uniwersytet w Syrakuzach

Hipokrytes
Zespol Metalurgii
KBN Aleksandria

Szanowny Panie Doktorze,

W nawiazaniu do Paiiskiego listu z dn. 23. bm.; proponowana metodologia jest
uogdlnieniem technik badawczych wprowadzonych przez wielkiego zlotnika
babilonskiego Habberkaddaszera (Proc. Babyl. Acad. Sci. 93 (337 p.n.e.)
173-224), w polaczeniu z moja wlasna koncepcja framnifikacji gramnulatéw
bozwolpianowych poddanych bombardowaniu neutrinami. Mam nadzieje, ze to
wyjasnia wszelkie watpliwosci. :

Archimedes
e ek ke ok o ok ok sk ok ok ok ok sk R ko sk sk Rk ok sk bk Rk sk sk k ok sk kb ok sk sk bk ok ok sk ok ok sk b okok sk sk kb ok kb sk sk ks ok oskok ok ok sk ook ok

0Od: Krollikis

Do: Kleopatka Kleo, kochanie, poslij to do dziadka Pryszcza w Smyrnie.
T T T T

Hipnarchus ze Smyrny
Prezes Cechu ZSBZS

Dr Hipokrytes

Zesp6l Metalurgii

KBN Aleksandria
Recenzja uzupelnienia projektu badawczego nr KBN/MET /778/0043

Przedstawiona propozycja jest ewidentnie nierealistyczna i oparta na zasadach
od dawna uznanych za nie zwiazane z tematem. Uwazam, ze projekt nalezy
odrzucic.

Hipnarchus ze Smyrny

[odreczny dopisek)
Hipku, nie rozumiem z tego ani stowa, a jestem ekspertem, wiec to musza by¢
bzdury.

sk ok ok ok ok ok e sk ok ks k kol sk ok skeok skok ok ko ok sk skok sk sk sk koo skskok sk sk sk skokok kok skok sk ok skoksk ok skok sk sk kok skeokokok ok skeokkok

Od:
Do:

Krdliczek
Kleopatka

Kleo, zlotko, zalatw odmownie tego calego Akrymoniusa z US. Stokrotne dzieki.
Przy okazji, czy jestes wolna w czwartek wieczorem?
kAR Rk KRk ok ok ok ok ok ok ok ok ook ok ok ok ok ko skok ok ok o ok koo ok koo
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Rozwigzanie zadania M T37. Niech

r oznacza odlegloéé miedzy srodkiem
symetrii wielokata W i jego brzegiem,
czyll promien najwigkszego spodrdd
zawartych w W kél o srodku w drodku
symetrii. Kolo to jest styczne do co
najmniej jednego z bokéw wielokata W,
a stad takze do drugiego boku bedacego
obrazem pierwszego w symetrii wzgledem
srodka symetrii W, Przedluzajac te

dwa boki otrzymamy zadane proste.
Istotnie, odleglosé kazdej z nich od
srodka symetrii W jest réwna r, szeroko$é
pasa pomiedzy nimi wynosi 2r. Teraz
wystarczy wykazad, ze r < 1. Szacujac
pole kola przez pole wielokata W mamy
<3<, wiec r < 1.

Czy w sformulowaniu zadania mozna
pominaé zalozenie o drodkowej
symetrii W?

Komitet Badan Naukowych
Aleksandria

Prof. Archimedes
Uniwersytet w Syrakuzach

Projekt badawczy nr KBN/MET/778/0043
Szanowny Panie Profesorze,

Z przykroscia informuje, ze po dokladnej analizie Panskiego wniosku recenzenci
stwierdzili, Ze nie spelnia on wymogdéw stawianych projektom badaweczym
dofinansowywanym przez Komitet.
Hipokrates
(podpisane): z up. Kleopasta

Do wiadomoéci:
Diplodonkus, Dziekan Wydzialu Matematyczno-Fizycznego Uniwersytetu
w Syrakuzach

Kierownik Dzialu Finansowania Badan Naukowych, Uniwersytet w Syrakuzach
etk otk ko sok ook sk sk sk kR ok ko sk ok sk ks kot sk ok sk sk sk sk sk ok ok sk ok o o

Dziekan
Diplodonkus

Anarchimonius
Przewodniczacy Komisji
ds. Awanséw 1 Zatrudnienia

Szanowny Panie Profesorze,

Zauwazylem, ze w przyszlym miesiacu Komisja rozpatruje przedtuzenie
zatrudnienia dr. hab. Archimedesa. Pragne zauwazy¢, ze jego podanie

o grant KBN zostalo odrzucone. Jak Pan wie, Rektor uwaza za sprawe
niezwyklej wagi utrzymanie wysokiego poziomu badan na naszej uczelni,

co oznacza, ze uniwersytet powinien zatrudniaé¢ jedynie naukowcéw tak wysokiej
klasy, by zapewni¢ doptyw duzych funduszy. Sadze, ze powinien Pan wziaé¢ pod
uwage zalecenia Kolegium Rektorskiego, choé, oczywiscie, nie jest moja intencja
wtracanie si¢ w sprawe dr. hab. Archimedesa. . .
S L T

Przektad: Krzysztof CIESIELSKI i Marcin POZNIAK

Od Redakcji. Mozna si¢ zastanawiaé, czy w zamieszczonym tekécie Tana Stewarta
nalezalo thumaczy¢ angielska nazwe National Science Foundation na Komitet Badari
Naukowych. W koiicu kazdy, kto choé troche zna angielski (albo po prostu ma pod reka
stownik), stwierdzi, ze dostowny odpowiednik polski to nie Komitet Badari Naukowych,
lecz Narodowa Fundacja Nauki.

Tlumaczenie nie polega jednak na mechanicznym zastepowaniu stéw jednego jezyka
ich wyszukanymi w slowniku odpowiednikami w drugim jezyku. Umberto Eco, chcac
ukazaé $miesznoé¢ takiej procedury, pisal o kimé, kto wloskie Lo spirito é pronto ma la
carne € debole (duch ochoczy, ale cialo mdle) przettumaczyl za pomoca stownika na
angielski jako coé w rodzaju whisky nie brak, ale migso nieswieze. Wydaje si¢ wiec,

ze thumacze dokonali wyboru whasciwego. Polski Czytelnik tego tlumaczenia moze,
podobnie jak amerykaiiski czytelnik Intelligencera, pomyéleé¢ z rozbawieniem (lub
gorycza):

A lo ci zbieg okolicznosci, nadeta firma, z ktérg boryka sie Archimedes, nazywa sie tak
samo, jak najwieksza w moim kraju instytucja przyznajgca granty na badania naukowe.

O ile nam wiadomo, bedzie to w pelni zgodne z intencja lana Stewarta.

Mamy ponadto nadzieje, ze nikt rozsadny o przypadkowa zbiezno$é nazw obrazaé sie
nie bedzie. W koncu Archimedes nie zyje od ponad 2200 lat, a swoje podania o grant
pisal w Aleksandrii. Zaréwno amerykaiiska National Science Foundation, jak i polski
Komitet Badani Naukowych sa za$ instytucjami dwudziestowiecznymi, z Aleksandria
i Archimedesem nie majacymi, Drogi Czytelniku, nic wspélnego. ..
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Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VII 1995

®

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korfica miesigca n 4+ 3. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan 2 matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajge na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do

1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélezynnik trudnodel danego zadania: WT = 4 —
35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe osdb, ktére nadeslaly
rozwigzanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle
punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek
z dwdéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

Zadania z matematyki nr 299, 300 Redaguje Marcin E. KUCZMA
299. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n, dla ktérych suma

2
i n—[vE=1]
— VE+VE—1
jest liczba catkowita. (Symbol [z] oznacza najwigksza liczbe catkowita nie
przekraczajaca z.)

300. Zbiér S C R jest suma skoiiczonej liczby przedzialéw domknietych (dlugosci
dodatniej, skoiiczonej), parami rozlacznych. Dowiesdé, ze dla kazdej funkcji
ciagglej f:S — S istnieje niepusty zbiér A C S spelniajacy réwnosé f(A) = A

Zadanie 300 zaproponowal pan Lestaw Skrzypek z Rzeszowa.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 12/1994
Przypominamy treéé¢ zadan:

291, Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite z, dla ktérych =2 4 192 + 94 jest kwadratem liczby
caltkowite].

292. Udowodnié, ze dla kazdych liczb z,,%2,...,2. € {0; '.'Tl.f"’i} zachodzi nieréwnosé
sin?zy +s8in?x34 ...+ sin?z,

i/tgzy tgea ... tgTa < - = 2 r
r = cos?zxy 4+ cos?xa+4 ...+ cos?w,

291. Mamy rozwiazaé w liczbach calkowitych z,y (y > 0) réwnanie 2? 4 19z + 94 = 32,
réwnowazne nastepujacemu:

(29)% - (204 19)* =15
—czyli (u + v)(u — v) = 15, gdzie u = 2y > 0, v = 2z + 19.
Rozwazajac wszystkie rozklady liczby 15 na iloczyn dwdch czynnikéw calkowitych znajdujemy
cztery pary (u, 'u) (u >0) spelmajqcc to réwnanie: (8,7), (4,1), (4,-1), (8,—7). Kazda z nich

wyznacza rozwiazanie (z,y) wyjéciowego réwnania. Szukanymi wartosciami niewiadomej = sa

(odpowiednio) liczby: —6, —9, —10, —13.

292. Podstawiajac tg? z; = a; oraz korzystajac z tozsamodci cos? z = (14 t.g2 x)—l,
2 2 ¢, sprowadzamy dowodzona nieréwnos¢ do postaci

sin‘x =1 — cos
n 1/n n i -1
(H“‘) < R(Z1+a,-) — 1

=1 =1

réwnowaznie:

1 n 1 n 1/ny =1
= F <4 b : .
g mas (i () )
i=1 =1
Jesli liczby z; naleza do przedzialu (0;7/4), to liczby a; naleza do przedzialu (0;1). Mozna
przyjac, ze sa to liczby dodatnie (gdy ktdras jest zerem, teza jest oczywista). Wykonujemy
kolejne podstawienie:

a; = exp(—t;) dla ‘=M. . on t; > 0.
Nieréwnosé () przyblera postaé

n e |
1 -1 3
;E(l +exp(—t.')) < (1+exp(—;2t;)) :
i=1 =1
Jest to wiec po prostu nieréwnoéé Jensena dla funkeji f(t) = (1 + exp(—t))~*!, wkleslej

w przedziale (0;00) (o czym latwo sie przekonaé obliczajac jej pochodna pierwszego i drugiego
rzedu).
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Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzarn

Zadania z fizyki nr 197, 198

Redaguje Jerzy B. BROJAN

197. Statek kosmiczny o masie m zaopatrzony jest w lustro odbijajace swiatlo. Jesl
na to lustro pada prostopadle wiazka $wiatla z nieruchomego lasera o mocy P, to po
jakim czasie statek zostanie rozpedzony ze spoczynku do predkodci v réwnej polowie
predkodci §wiatla? Sila grawitacji ani opory ruchu w zadaniu nie wystepuja.

198. Szczelne naczynie z gazem jest przedzielone na dwie czesci o nieréwnych
objetosciach (rys. 1) i izolowane termicznie. Grzaltka elektryczna dostarcza do wnetrza
pewna ustalona ilos¢ ciepla Q. W ktérym przypadku ci$nienie wzrosnie bardziej:

a) gdy podgrzejemy gaz w mniejszej czesci naczynia,

zadan 183 (WT=2,91) i 184 (WT'=2,65) b) gdy podgrzejemy gaz w wickszej czedci naczynia,

z numeru 9/1994

Andrzej Nowogrodzki - Chocianéw 41,74
Tomasz Wietecha = Tarndw 40,49
Andrzej Borowski — Aleksandréw K. 38,48
Aleksander Surma = Myszkdw 25,32
Diariusz Wilk — Rzeszdw 20,18 Przypominmy treéé Z&d&ﬁ:
Artur Gawryszczak - Dubeczno 17,55

Przemyslaw Gworys - Czgstochowa 14,61

c) gdy polowe ciepla dostarczymy mniejszej czedci, a polowe — wiekszej?
Ciénienie odczytujemy, zanim temperatury w obu czedciach naczynia sie wyrdwnaja.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 12/1994

189. Gdy wlaczono rotacyjna pompeg prézniowa, cisnienie pod kloszem spadio w czasie ¢, = 30 s
od cidnienia atmosferycznego paim do wartodci %htm. Po dlugim czasie praca pompy doprowad
do obnizenia cisnienia do wartodci px = (1/100)paim; nizszego ciénienia nie udalo sie osiagnaé
wzgledu na nieszczelnodci klosza. Jesli pompg wytaczyé, to po jakim czasie doplyw powietrza przez
nieszezelnodel spowoduje werost cidnienia do %p_‘m'_’

190. Ocenié orientacyjnie maksymalng wysokoéé, na jaka moze sie wzbié latawiec o powierzchni

ptatu § = 0,5 m? i masie m = 400 g uwigzany na lince o masie na jednostke dlugodci ¢ = 10 g/m,
Rys. 1 jesli predkos¢ wiatru wynosi v = 15 m/s. Gestosé powietrza jest réwna g = 1,3 kg/m?®.
189. W rotacyjnej pompie prézniowej — podobnie jak E e
w tlokowej — gaz wypelnia wolna przestrzen komory roboczej, &
ktéra zwicksza swoja objetosé, po czym nastepuje zamkniecie "
otworu wlotowego. Ilodé gazu (liczba moli) dn odpompowana v

w czasie dt jest wigc proporcjonalna do cignienia p panujacego
wewnatrz klosza. Poniewaz zmiana cisnienia dp jest z kolei
proporcjonalna do dn (zmiany temperatury pomijamy), wiec
(1) dp = —Apdt,
gdzie A — stala zalezna od wydajnosci pompy i objetosci
klosza. Rozwiazaniem tego réwnania jest p = patme ™!, a stad
nietrudno powiazac stala A z danym czasem 1;:

In 2
(2) A= S §

ty
Doplyw powietrza przez nieszczelnosci mozna pominaé

w poczatkowe] fazie odpompowywania, ale dalej jego rola rosnie.

Jedli przyjmiemy, ze doplyw jest proporcjonalny do réznicy
ci$nien patm — p, Lo wynikajacy z niego wzrost cisnienia jest
rowny
(3) dp = ¥(patm — p) dt,
gdzie v — stala zaleina od nieszczelnodci i objetoéci klosza.
W stanie réwnowagi, gdy cis$nienie osiagnie minimalna
wartosé py, suma przyrostéw opisanych réwnaniami (1) i (3)
jest réwna zeru, skad wynika
Apg Apk

(4) Y=

Patm — Pk Patm

Po odlaczeniu pompy wzrost cidnienia jest dany réwnaniem (3).
Rozwiazujac je znajdujemy

P = Patm — [Patm e A )E_T: R Patm [1 = E_‘r:) .

Ciénienie wzroénie do wartosci %pagm po czasie o, ktéry
1 .
wyznaczymy z warunku e~ 72 = o czylita = v 1In2, a po

podstawieniu réwnari (2) i (4) mamy

A 5000 s = 58 i

Pk
Odnotujmy jeszcze, ze typowe pompy rotacyjne osiagaja
cisnienia rzedu 1 Pa, zatem ograniczenia technologiczne
(parowanie oleju itp.) nie maja istotnego wplywu na
réwnowagowa wartosé cignienia py.

ig A2t

190. Sile dzialajaca na latawiec obliczymy ze wzoru
dg d
Pt TR
di dt
gdzie dm — masa powietrza, ktére w czasie dt zmienilo predkosé
o Af.

15

Rys. 2

Zalézmy, ze plat noény jest ustawiony pod katem o do poziomu,
a strumien powietrza o przekroju poprzecznym Ssin « trafiajac
na plat zmienia kierunek o ten kat nie zmieniajac wartosci
predkosci (rys. 2).

Te zalozenia moga budzié watpliwosci; poza tym dla duzych katéw a
nie jest pewne, czy cala masa dm ulegnie odchyleniu w dél (a nie

w bok lub nawet w gére). Dlatego dalej nalezaloby przyjaé, ze kat o
jest niezbyt duzy — np. mniejszy niz 45°.

Wtedy
dm

o
— = puSsina Av = 2vsin —
dt Q 1 2!

zatem

. L
F= QUZS-251rlcx'51nE 4

a kierunek sity F jest zgodny z kierunkiem wektora A4, czyli

tworzy z pionem kat o/2. Aby znale#é sile N dzialajaca na

linke, wystarczy odjac od P ciezar latawca, tzn.
Nz = Fpoz = Fsin% = 29U235inasin2 &

Ny = Fpion — mg = Fcos% —mg = gv?Ssin? o — mg.

QOcena wysokoéci latawca wymaga uwzglednienia wplywu ciezaru
linki i dzialajacej na nia sily wiatru na jej ksztalt; jesli dla
uproszczenia sile wiatru pominiemy, to linka ma ksztalt linii
lanicuchowej (wykresu cosinusa hiperbolicznego). Zauwazmy tu,
ze gdy latawiec jest na maksymalnej mozliwej wysokosci, to przy
dolnym koricu linka jest pozioma. Mozna sprawdzié, ze dla linki
poziomej na dole, a na gérze napietej sila o skladowych Nz i Ny,
wysokoéé jest réwna

S (\/m - N,,) :
og

Numeryczna analiza otrzymanego wyrazenia prowadzi do
wniosku, Ze przy danej wartoéci parametru mg/(gv?S) = 0,0268
maksimum jest osiggane dla kata o wynoszacego 73%;
wtedy h = 0,44pv?S/(cog) = 655 m. Wyniku tego nie mozna
jednak uwazaé za dokladny ze wzgledu na niezbyt dobra
stosowalnosdé wspomnianych uprzednio przyblizen do tak
duzych wartosci «; ponadto sita oporu powietrza dzialajaca
na latawiec i linke , przygina” latawiec do ziemi, czyli
rzeczywiste h bedzie mniejsze od wyliczonego. Orientacyjnie
mozna przyjac h & 400 m.



Kacik olimpijski (9)

Zadanie 5 podoba sig, jak widaé, wielu
osobom. Czytelnicy Delty mieli okazje
znale%é je w numerze 10/1994, jako
zadanie M 719.

Mala Olimpiada Matematyczna

Mala Olimpiada Matematyczna odbywa si¢ w tym roku juz po raz czwarty.
»Mala”, gdyz gtéwnie biora w niej udzial uczniowie tylko dwéch szkét: IV LO
im. T. Ko$ciuszki w Toruniu i ITI LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni.
Poza tym prawie wszystko jest w niej takie, jak w olimpiadzie ogdlnopolskie;j.
Sa wiec zawody I stopnia, ktére polegaja na pisemnym rozwiazywaniu w domu,
w czasie od 10 czerwca do 10 wrzesnia kilkunastu zadan, dwudniowe zawody

II stopnia (na przetomie I i II dekady grudnia w Toruniu) oraz zawody

III stopnia (na przetomie II i I1I dekady lutego w Gdyni).

W kazdym dniu zawoddw II i III stopnia uczniowie maja do rozwiazania

w ciagu b godzin zegarowych po trzy zadania. Zadania na wszystkie etapy

Malej Olimpiady sa przygotowywane dla uczniéw dwéch grup wiekowych: klas I
i klas II-1V. Podyktowane to zostalo tym, iz Mala Olimpiada ma przygotowaé
uczniéw do udzialu w zawodach Olimpiady Matematycznej, a tych najmtodszych
(ktérzy w czasie trwania zawodéw I stopnia sa bardziej jeszcze uczniami

»po VIII klasie” niz uczniami klasy I liceum) — zacheci¢ do sprébowania swoich
sit w olimpiadzie juz na poczatku swej nauki w szkole sredniej.

Ponadto Mala Olimpiada Matematyczna uatrakcyjnia zajecia kot
matematycznych dzialajacych w obu liceach.

Cala impreze mlodziez obu szkdl sobie wymarzyla i w duzej mierze sama

ja organizuje. Przygotowuje sniadania dla zawodnikéw w kazdym dniu
zawodéw II i III stopnia oraz po zawodach — podwieczorek, zwany ,herbatka”,
poswiecony omdwieniu rozwiazywanych przed poludniem zadan oraz pogawedce
towarzyskiej. Rozgrywane sa réwniez mecze koszykéwki i siatkéwki miedzy
druzynami goéci 1 gospodarzy, a wieczorem (po kolacji) — turnieje brydzowe.
Ponadto organizowane sa tez wspdlne wyjscia do teatru lub kina czy po prostu
na spacer po miescie.

Nauczyciele — opiekunowie klas i dzialajacych we wspomnianych liceach két
matematycznych (Wojciech Tomalezyk z II1 LO w Gdyni i Henryk Pawlowski

z IV LO w Toruniu) sprawuja nad cala impreza opieke i sa odpowiedzialni za
sprawy merytoryczne (wybor zadan, sprawdzanie prac, ustalanie wynikéw itp.).
Uroczyste zakoriczenie olimpiady polaczone z wreczeniem nagrod i dyploméw jej
laureatom odbywa sie wiosna na przemian w Toruniu i Gdyni.

Cala impreze trudno byloby zorganizowaé, gdyby nie hojnosé rodzicéw ucznidow
bioracych w niej udzial, Krajowego Funduszu na Rzecz Dzieci w Warszawie,
prezeséw firm torunskich: Fabryki Cukierniczej ,,Kopernik”, Zakladéw Miesnych
»Lormies”, ,ECCO-CEZA”, a takze wszechstronne poparcie dyrekcji obu
liceow.

O tym, ze Mala Olimpiada Matematyczna nie jest impreza zamknieta dla
uczniéw spoza IV LO w Toruniu i III LO w Gdyni §wiadczy fakt uczestnictwa
w zawodach III Malej Olimpiady Matematycznej uczniéw z I LO w Gdansku,
II LO w Grudziadzu, II LO w Jeleniej Gérze oraz XIV LO, VI LO, XI LO

11 SLO w Warszawie.

Na koniec podajemy zadania, ktore rozwiazywali uczniowie klas II-IV drugiego
dnia zawodéw III stopnia III Malej Olimpiady Matematyczne;j.

4. Wewnatrz czworoécianu ABC D obrano punkt O. Udowodﬁij, ze jezeli
czworo$ciany OABC, OBCD, OACD, OABD maja réwne objetosci,

to OA+OB+0C+0D=T1.

5. Wyznacz wszystkie funkcje f : R — R spelniajace dla wszystkich z,y,z € R
nieréwnoséé f(zy) + f(zz) — 2f(=) f(yz) > 1/2.

6. W pewnej szkole uczy sie 1995 uczniéw. Kazdy z nich ma wéréd pozostalych
co najmniej 45 znajomych. Wykaz, ze zawsze znajdziemy takich czterech

uczniéw tej szkoly, ktérzy moga usias¢ przy okraglym stole tak, by kazdy
siedzial obok swoich znajomych. Henryk PAWEOWSKI
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Refleksja jubileuszowa

4/95
(50)

Ten numer EPSILONA jest piecdziesiaty. Gdy kilka

lat temu podjeliémy sugestie Marka Kordosa (,chetnie
wydzierzawilbym strone w Delcie”) 1 wystartowalidmy
troche .z marszu” — pierwszy EPSILON dostarczony byl
Redakcji w chwili, gdy cala reszta numeru byla juz gotowa,
tuz przed wystaniem do drukarni - nie przypuszczalem,

ze wyjdzie piecdziesiat FPSILONOW 1 pewnie beda dalsze.
Po przystanin dziesiatego zapytaliémy Naczelnego, czy
Delta nas dalej chee, cheiala — a potem juz na wszelki
wypadek nie pytalismy. .. Przy okazji — jubilensz jest
niejako podwdjny, ten numer Delty otwiera druga ¢wiartke
tysiaca. Delty z EPSILONAMI to okolo 20% wszystkich

— no, to juz zauwazalny kawatek.

W dotychczasowych numerach wiekszoséé napisaliSmy
sami, ale kilka ciekawych tekstéw dostarczyly nam

osoby spoza redakcji — i to nie tylko od nas, z Krakowa!
Wydrukowaliémy artykuly oséb z Poznania, Wroclawia,
Torunia. .. Nie opublikowalidmy jeszcze tekstu
warszawskiego, ale wiele wskazuje na to, ze ten brak
wkrétce zostanie naprawiony. Poza tym dostaliémy sporo
ciekawych listéw z réznych stron Polski — serdecznie
dziekujemy i prosimy o dalsze.

Tylko raz Delta nie przyjeta nam dostarczonego materialu
(cho¢ chyba kilka numeréw zashugiwato na odrzucenie).
Inna rzecz, ze akurat ten nie przyjety byl, moim zdaniem,
jednym z najcickawszych EPSILONOW: Redakeji Delty
tez si¢ zreszta podobal, ale uznala, ze nie wypada go
zamieszezal., (Uest la vie.

A teraz bedzie rekomendacja. Tak sie zastanowitem

— jakie artykuly w tych 250 Deltach podobaly mi sig
najbardziej, jakie do dzié éwietnie pamigtam? Oczywiscie,
dobrych rzeczy Delta wydrukowala wiele. Ale niektére

sa, wedlug mnie, szczegdlnie warte zareklamowania.
Chcialbym je polecié tym, ktérzy ich jeszcze nie czytali.
Poszperajcie w bibliotekach, wérdd starych numerdw

~ skoro mnie sie bardzo podobalo, to moze 1 Wy nie
pozalujecie, ze przeczytacie? Ciekawe — z reguly sa to
teksty, powiedzmy, niestandardowe. .. Wiec tak: Egzamin
(nr 5/1977), Dyskusja o popularyzacji matematyki (4/1982),
Klopoty sprzedawcdw zlotey folit (9/1974), Podpieramy
stary dom (1/1984 i 8/1984), Dziwny wieczdr (T/1987),. ..
no, moze wystarczy, zwhaszcza ze przypomina mi sie coraz
wiecej.

A czego zyczylbym sobie 1 EPSILONOWI z okazji
jubilenszu? Przez pierwsze cztery lata swojego istnienia
Delta byla dla mnie niezwykle ciekawa. Potem jednak,
wlaénie mniej wiecej po ukazanin si¢ pie¢dziesiatego
numeru (bytem wtedy w polowie studiéw matematycznych)
zaczal sie dla mnie, jako czytelnika, trwajacy kilka lat
gorszy okres Delty. Przez pewien czas Delta byla dla mnie
zbyt trudna, nkazywalo sie w niej coraz mniej tekstéw
mnie interesujacych, za to coraz wiecej takich, ktére mi sie
ile czytato... I bardzo chcialbym, by sie¢ to w przypadku
EPSILONA nie powtdrzylo. K.C.

Nowe wirusy atakuja

Ostatnio jakby mniej sie slyszy o groZnych wirusach
komputerowych. Tymczasem jest to ,cisza przed

burza”. Rozpoczynaja bowiem swoja dzialalnosé pewne
nowe, niebezpieczne wirusy. Nie sa one jeszcze szeroko
rozpowszechnione, ale prawdopodobnie wkrétce rozpoczna
swa niszczycielska dzialalnosé na szeroka skalg. Nie powoduja
one wprawdzie zamiany klasy komputera, np. z 386

na AT (przewidzianej ongis przez jednego z ekspertow od
spraw wiruséw), niemniej jednak moga by¢ dokuczliwe

— niektdre z nich — zwlaszcza dla matematykdw. Oto krdtka
charakterystyka kilku najnowszych wirnséw:

Celala. Wirus, ktéry kasuje teksty, jego zdaniem,
bezwartosciowe. Mozna przypuszczad, ze poczyni spustoszenia
w dorobku naukowym wielu instytutéw w kraju i za granica.

Syndrom Wilesa. Dziala w plikach z rozszerzeniem .lLex,
bezblednie rozpoznajac prace z dziedziny teorii liczb.

Po przedostatnim twierdzeniu pracy dopisuje wniosek,

ze 7 powyzszego twierdzenia w sposdb prosty wynika Wielkie
Twierdzenie Fermata.

SCI-booster. I ten wirus atakuje pliki z rozszerzeniem .tex

— dopisuje do pracy wspdlautora, np. zamienia ,\begin{author}
A.POSMIECHDWSKI \end{author}" na ,\begin{author} M.ATIYAH
and A.POSMIECHOWSKI \end{author}".

Dura lex sed lex. Wirus, ktéry przerabia teksty matematyczne
na jezyk prawniczy. Zabdjczy! Choé zdarzaly sic wypadki,
ze autor tekstu nie zauwazyl zmiany.

Trading places. Po kazdym wlaczeniu komputera losowo
zamienia " i ,,6”. Na szczedcie nie opanowal jeszcze
komputerdw uzywanych przez redakcje Delty 1 EPSILONA.

J-23. Specyficzny wirus, uaktywniajacy sie dopiero pray
drukowaniu; na wydruku pojawia sie ni stad, ni zowad (gdzies
w érodku) napis: ,Brunner, ty $winio” lub ,\W Paryzu najlepsze
kasztany sa na placu Pigalle”.

» Zyezliwy”. Wirus dzialajacy w poczcie elektronicznej; wraz

z wyslanym listem przekazuje adresatowi dziesieé¢ poprzednich
listdw wyslanych e-mailem przez tego samego nadawce. Wirus
tylko pozornie wydaje sie stosunkowo nieszkodliwy; jednym

z ubocznych efektdw jego dzialalnosci byl szybki rozwadd
pewnego mlodego doktoranta, ktéry wyjechal na stypendium
do Amsterdamu. Do jego zony wraz z listem informujacym

o jego wytezonej pracy naukowej dotarly listy inne, opisujace
szezegolowe wrazenia ze zwiedzania dzielnicy czerwonych
swiatel.

Mis z okienka. Kolejny wirus grasujacy w poczcie elektroniczne],
do kazdego wyslanego listu dopisuje w przedostatniej linijce
(nad podpisem nadawcy) propozycje pocalunku wraz

z dokladnym wyszezegdlnieniem miejsca, w ktdre adresat ma
nadawce pocalowac.

Zaniepokojonych pragniemy pocieszyé — przygotowywane sa
pewne specjalne programy antywirusowe niszczace wirusy
opisane powyzej. W chwili, gdy przesylamy EPSILONA do
druku, nie sa one jeszcze gotowe, prawdopodobnie jednak

w kwietniu 1995 r. rozpocznie sie ich rozpowszechnianie.
Zainteresowanych prosimy o kontakt z redakcja EPSILONA
— obiecano nam kilkadziesiat dyskietek z tymi programami
do bezplatnego przekazania innym, w celach reklamowych.
Zamawiajacy dyskietke oplaci jedynie koszty przesylki
pocztowej. [Kto pierwszy, ten lepsay!

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzistaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin PoZniak,
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakdw, z dopiskiem «.
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