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Bilard Weyla, czyli raz jeszcze

o metodzie obrazéow
Krzysztof REJMER

... Oto jest korytarz. Jezeli otworzysz drzwi
naszego salonu, zobaczysz malusienki skrawek
korytarza w Domu po Drugiej Stronie Lustra:
i jak glteboko wzrok siega, jest on bardzo podobny
do naszego korytarza, tylko, wiesz, tam dalej
moze byé zupelnie inny. Och, Kiciu! Jak milo
bytoby przedostaé sie do Domu po Drugiej Stronie
Lustra! Jestem pewna, ze sa tam, och, takie piekne
rzeczy! Sprobujmy udad, ze znalezlidmy sposab
przedostania sie tam, Kiciu.
Lewis Caroll
O tym, co Alicja odkryta po drugiej stronie lustra
ttum. Macieja Stomezynskiego

Rozwazmy stol bilardowy w ksztalcie kwadratu, ktérego bok

ma jednostkowa dlugosé. Po stole porusza sie bez tarcia kula,
odbijajac sie sprezydcie od band. Pomiedzy kolejnymi zderzeniami,
zgodnie z prawami mechaniki klasycznej, kula porusza sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym. Zderzenia ze Scianami sa sprezyste,
co oznacza, ze warto§é predkosci kuli nie zmienia sie, zmianie ulega
jedynie kierunek jej ruchu w taki sposéb, ze kat odbicia jest réwny
katowi padania. W naroznikach stotu znajduja sie otwory (male,
czarne dziury), w ktére kula wpada, jesli tylko trafi w naroznik.

Wyobrazmy sobie, ze z jednego z naroznikéw (na przykltad A, rys. 1)
wylatuje kula pod katem « do boku AB. Interesowac nas bedzie
nastepujace zagadnienie: jakie warunki musza by¢ spelnione, by kula
wpadla w jeden z otwordw znajdujacych sie w naroznikach, a takze,
jak dlugo bedzie trwatl jej ruch.

D i c

Rys. 1. Ruch kuli na kwadratowym stole bilardowym. Katy padania i odbicia na
sciankach BC' | AD sa zawsze réwne o, natomiast na éciankach AR i DC sa zawsze
réwne 90° — a.

Na poczatek rozwazmy przypadek, gdy tg « jest liczba wymierna,
to znaczy, gdy:

tga = 4 )
q
gdzie p 1 ¢ sa liczbami wzglednie pierwszymi. Kiedy kula zderzy
sie ze Sciana BC' (to moze nastapi¢ od razu albo po kilku

odbiciach od §cian AB 1 C'D), dokonajmy zwierciadlanego odbicia
kwadratu ABCD wzgledem prostej BC.
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Posredni
stan skupienia:
materia sypka

Maria
MASSALSKA-ARODZ

Materialy sypkie, takie jak piasek,

s6l, cukier, wszelkiego rodzaju zwiry,
proszki czy granulaty skladaja sie z wielu
malych ziaren. Stykamy sie z nimi

w zycin codziennym, sa powszechnie
stosowane w przemyséle. W przyrodzie
wlasnosci materialéw sypkich sa prazyczyna
kataklizméw, takich jak osuwanie si¢ ziemi
czy lawiny. Poznanie wlasnodci materialéw
sypkich, a sa one czesto zagadkowe, wydaje
sie zatem bardzo istotne.

Zacznijmy od pytania o stan skupienia
piasku wsypanego do naczynia. Wydaje
siec oczywiste, ze uktad taki jest w stanie
stalym. Sprébujmy jednak obrécié
naczynie! Otéz, gdy tylko nachylenie
powierzchni piasku przekroczy pewien
kat (nazywany maksymalnym katem
stabilnoéci ©, - rys.), to dalszy, nawet
nieznaczny obrét naczynia spowoduje
jakby przejicie fazowe (podobnie jak
ogrzanie lodu powyzej 0°C) do stanu,
w ktérym ziarenka piasku zaczynaja
spontanicznie tworzy¢ ,lawiny”.

5N

maksymalny
kat stabilnosci ©,

kat odpowiedzi




Obserwujemy wyrazny efekt plynigcia,

a wiec zjawisko charakterystyczne dla
stanu cieklego. Réwnoczesnie mozna
zauwazyc, ze przebiega ono w bardzo
ciekawy sposéb, na pewno inaczej

niz w zwyklej cieczy. Otéz, w ruchu
uczestnicza jedynie ziarna z cienkiej
warstwy znajdujace] sie bezposrednio
przy powierzchni piasku. A wiec tak
naprawde w stanie cieklym jest jedynie
ta warstwa ziaren. Pozostale ziarna sa
nieruchome, a wiec ta cze$é ukladu jest
nadal w stanie stalym. ,Lawiny” biorace
udzial w zjawisku plyniecia zmniejszaja
kat nachylenia powierzchni piaskn.
Proces plyniecia ustaje, gdy nachylenie
powierzchni zmaleje do kata zwanego
katem odpowiedzi ©, < ©,. Uklady
sypkie maja zatem dwa katy graniczne

— pomiedzy tymi katami nachylenia uktad
znajduje sie w stanie metastabilnym. To,
czy uklad pozostanie stabilny w danym
stanie skupienia, czy tez nastapi przejscie
fazowe do innego stanu, zalezy od historii
eksperymentu. Potwierdzeniem takiej
obserwacji moze byé do$wiadczenie

z sypaniem pryzmy piasku. Spontaniczne
plyniecie ziaren nie wystapi, jesh kat
nachylenia © powierzchni pryzmy bedzie
mniejszy od kata ©,. Natomiast mozna go
oczekiwaé zawsze, gdy kat nachylenia ©
przekroczy maksymalny kat stabilnosci O,
nawet gdyby$émy ostroznie dokladali do
pryzmy po jednym ziarenku.

Zastandwmy sie teraz nad tak
podstawowym parametrem
charakteryzujacym uklady materialne jak
gestosé. Otéz dla piasku wsypanego do
cylindra zaskoczy nas brak jednoznacznosci
wyniku otrzymanego z do$wiadczenia.
Wystarczy potrzasnaé cylindrem, aby
pierwotna wysokos¢ stupka piasku
wypelniajacego cylinder obnizyla si¢
wyraznie — okazuje sig, ze gestosé piasku
moze si¢ tym sposobem powiekszy¢ az
0 10%. Zmienia sie przy tym wspélczynnik
npakowania ziaren u, czyli ulamek
catkowitej objetosci prébki, ktora zajmuja
ziarna. W stanie stalym upakowanie u nie
moze przekroczyé wartosci umax = 0,74,
ktéra charakteryzuje najdoskonalsze
upakowania jednakowych kul (jak to
wykazal Kepler). Natomiast najluzniejsze
upakowanie, ktére jednak zapewnia
jeszeze mechaniczna stabilnodé nktadn,
charakteryzuje znacznie mniejsza wartosé
wspétczynnika upakowania #min = 0,56.
Jedli upakowanie jest mniejsze od tej
progowej wartosci, to piasek zaczyna
plynaé. Zatem efekt plyniecia lub

" jakiejkolwiek deformacji w materiale
sypkim jest zwiazany z mozliwoscia
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Rys. 2. Stél bilardowy i jego zwierciadlane odbicie.

Od tego momentu bedziemy rozwazaé¢ ruch zwierciadlanej kuli na
zwierciadlanym stole bilardowym A! BC' D! tak dlugo, az wreszcie
kula uderzy w éciane A' D'. Dokonamy wtedy zwierciadlanego
odbicia naszego zwierciadlanego stotu wzgledem prostej A' D!
otrzymujac kolejny stét bilardowy A B'C1 D!, ktéry jest tozsamy
(z dokladnoscia do translacji) z wyjsciowym stotem ABCD.
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Rys. 3. Kwadratowy stél bilardowy 1 jego dwa kolejne zwierciadlane odbicia.

Oczywiscie, przez caly czas $ledzimy ruch kuli, ktéra na przemian
] o »
jest prawdziwa kula, to znowu jej zwierciadlanym odbiciem.

Zapomnijmy teraz o zwierciadlanych swiatach 1 wyobrazmy sobie
nieskonezenie dlugi stél bilardowy ograniczony odcinkiem AD

1 polprostymi AB 1 DC'. Zamiast analizowa¢ ruch kuli

na kwadratowym stole, zajmiemy sie jej ruchem na stole
nieskonczonym, ktéry jest mu rownowazny. Stoly zwierciadlane
byly tylko posrednim elementem konstrukeji. Kazdemu odbiciu
od boku DC' (AB) kwadratowego stolu wzajemnie jednoznacznie
odpowiada odbicie od pétprostej DC' (AB) na nieskoriczonym
stole. Kazdemu odbiciu od boku BC' (AD) stotu kwadratowego
takze wzajemnie jednoznacznie odpowiada przejscie przez odcinek
B'C' (A'D") na nieskoniczonym stole; linie te powstaja w trakcie
zwierciadlanych odbié¢ jako wielokrotne obrazy bokéw BC' (AD)
pierwotnego stohu.

Z rysunku 4 widzimy, ze i-ty punkt odbicia kuli od nieskoriczonych
band jest odlegly od boku AB o i - g. W szezegdlnosel dla i = p
otrzymamy liczbe catkowita p, co odpowiada trafieniu kuli

w naroznik w naszym wyjsciowym zagadnieniu. A zatem, zanim kula
trafi w naroznik, p — 1 razy odbije si¢ od band AB 1 CD oraz ¢ — 1



Jego rozprezenia, czyli zmniejszenia
wspélezynnika upakowania. Dla ilustracji
przywolam tu eksperyment, ktéry pewnie
kazdy przeprowadzil sam stapajac po
wilgotnej, piaszczystej plazy. Deformacja
wywolana cisnieniem postawione] na
piasku stopy powoduje, ze powstaje
wokdl niej wzgdrek suchego piasku.
A "o Ry Al Ky Ry B! Jest to wywolane rozsunigciem sig
¥ ziarenek, co pozwala wodzie znajdujacej
, ; s , ) - si¢ w wolnych przestrzeniach pomiedzy
Rys. 4. R; oznaczaja punkty kolejnych odbi¢ kuli od band AB i DC nieskonczonego . i e .
stolu bilardowego, natomiast K ich rzuty prostopadle na réwnolegly bok. Jedli ziarenkami przedostaé sig glebiej. Dla
tger= £, to AKy = RiKip1 = KiRiys = 2. ukladdéw sypkich istotna jest zardwno
wlasnosé sztywnosci, charakterystyczna
dla stanu stalego, jak i wlasnosé plyniecia,
wzajemnie jednoznacznie odbiciu kuli od boku kwadratowego typowa dla cieczy. To, z jakim zjawiskiem
stolu. Wynika stad, ze kula doznaje p + ¢ — 2 zderzein z bandami - mamy w konkretnym przypadku
do czynienia, jest uwarnnkowane
geometrycznym upakowaniem takich
nieuporzadkowanych ukladdéw.

razy przetnie linie A'D? lub BiC?; kazde z tych zdarzeni odpowiada

kwadratowego stolu bilardowego, zanim wpadnie w naroznik.
Dhugosé odcinka AR, (a takie kazdego z odcinkéw R; Rit1) jest

réwna;
Juz podkreslatam, Ze nie jest sprawa

2
e (Q) _ oczywista, do jakiego stanu skupienia
D zaklasyfikowaé¢ materialy sypkie.
A zatem dhugosdé tamanej przebytej przez kule wynosi: Potwierdza to obserwacja zachowania
5 2 ' sie fal akustycznych w tych ukladach.
l=p-s=vp'+¢. Wiadomo, ze dZwiek rozchodzi sig dobrze

Jesli przez v oznaczymy predkoéé kuli, to czas trwania ruchu w substancjach w dowolnym stanie
skupienia. Tymczasem, pomimo ze
poszczegdlne ziarna piasku sa wyraZnie
cialem stalym (o skladzie chemicznym

kuli, od momentu jej wystrzelenia do momentu znalezienia sie
w narozniku, jest rowny:

t = E /p? + ¢2 . danym wzorem 5iOz), to w prébce
v wypelnionej piaskiem fala akustyczna
Jezeli tg o jest liczba niewymierna, to i-ty punkt zderzenia kuli rozchodzi sie znacznie wolniej niz w prébee
z nieskoticzonymi bandami AB 1 DC jest odlegly od boku AD jednorodnej (bez ziaren) o tym samym
o ictg . Poniewaz jest to liczba niewymierna, wnioskujemy, ze kula skladzie: predkos¢ diwigku w prébee

nigdy nie znajdzie sie¢ w narozniku kwadratowego stotu, a jej ruch Skiadani‘CCJ Bt & wigt S,Zklanyc}l s
¢ o érednicy 0,5 cm jest réwna 280 m/s,

- podczas gdy w jednorodnej prébee szklanej
(U, T) S a —t(a) €[0,00], jest okolo 15 razy wicksza. Rozchodzenie

2 si¢ dzwieku jest wiec uzaleznione nie tyle
od sktadu chemicznego prébki, ile od
sposobu wypelnienia jej objetosci ziarnami.
zbioru liczb rzeczywistych), natomiast gdzieniegdzie (tam, gdzie tg o Stwierdzono ponadto, ze predkosé
jest liczba wymierna) przyjmuje wartoéé skoficzona. Interesujace rozchodzenia sig fal glosowych Jest silnie
byloby zbadanie wlasnosci tej funkeji. Moze kto$ z Czytelnikéw uzalezniona od wzajemnego nacisku

: N ziaren, Jedli ziarna ledwo sie dotykaja
- ! e f ey . )
Delty bedzie mial jakie$ ciekawe pomysty? S0vitzus piadioht Tl jost niswiitis

bedzie trwal nieskonczenie dlugo. Funkcja

Jest doéé niezwykla, poniewaz ,na ogél” przyjmuje wartosé
nieskonczona (zbidr liczb niewymiernych jest gestym podzbiorem

Powréémy do przypadku, gdy tg « jest liczba niewymierna. w ‘_1“-45.‘;“’3" Pryzmi? piasku wza_‘J:em“-‘" '
W Delcie 7/1994 ukazal si¢ artykul Pawta Strzeleckiego ,,O potegach B Zian Tomie, gy Zhliamy o

e = : i ) * do podloza. Predkodé fali akustycznej
dwdjki”, w ktérym cytowane jest nastepujace twierdzenia Hermanna w piaszczystej pryzmie bedzie zatem réina

Weyla: na réznych wysokoéciach (na szczycie
bedzie bliska zeru, a na gltebokosci h bedzie
proporcjonalna do hl"'e)‘ Z powodu takiego
rozkladu predkosdci fala akustyczna nie

Twierdzenie

Niech x bedzie liczbg niewymierng, natomiast a 1 b liczbami

rzeczywistyms spetniajgeymi warunek: 0 < a < b < 1. Zdefiniujmy bedzie w stanie utrzymaé pierwotnego
nastepujacy cigg liczbowy: ¢; = iz — [iz]. Niech K;(a,b) bedzie poziomego kierunku rozchodzenia sig na
liczbg elementow zbioru {e,, € (a,b) : 1 < n < i}. Zachodzi wtedy ca.lej.iwys.okoéci pryzmy. Wektor predkosci
nastepujgea rownosé: bf:dm;:_ e s.topmowo‘odchyla}ny. 0(.1 .
; kierunku poziomego a7 pozostanie jedynie
lim Ai(‘_l’ b) = s sktadowa pionowa predkosci dZwicku.
i—oco P —




Rzeczywiscie odglos huczacych fal
morskich jest bardzo slaby, jesli od morza
oddziela nas piaszczysta wydma.

Inna ciekawa wlasno$é materiatéw sypkich
mozna zauwazy¢ obserwujac przesypywanie
sig piasku w klepsydrze odmierzajacej czas.
Otdz, czas ,wyplywu” piasku z gdrnej
czescl klepsydry jest proporcjonalny
do ilosci piaskn zebranego powyzej
otworn. W odréznienin od cieczy, gdzie
predkosé wyplywu zalezy od wysokosci
stupka cieczy ponad otworem, predkosé
»Wyplywu” strumienia ziaren jest stala
niezaleznie od tego, jak duzo piasku
jest nadal w naczyniu. Po prostu ciezar
piasku jest réwnowazony przez sily tarcia
przy Sciankach naczynia. Szczegélowe
obserwacje wyplywu piasku przez otwory
pozwolily stwierdzié, ze strumien piasku
opuszczajacy cylinder wytwarza bardzo
zlozony ruch ziaren wewnatrz cylindra.
Nad otworem powstaje stozek, ponizej
ktérego ziarna piasku sa nieruchome.
Natomiast wewnatrz stozka ziarna
poruszaja sie tworzac fronty, gdzie
gestos¢ ziaren jest wyraZnie mniejsza
niz w otoczeniu. Ich przemieszczanie sie
w czasie jest regularne. Mozna powiedzieé,
ze przeplyw piasku przez cylinder
przebiega w formie fal gestosci.

Przedstawilam jedynie niektére z wlasnosci
materialow sypkich. Pokazuja one,
ze uklady te zachowuja sie inaczej
_niz ciecze (np. przy wyplywie ziaren),
ale rowniez odmiennie niz ciala stale
(np. przy transmisji dZwieku). Pomimo
Ze zajmowano si¢ materialami sypkimi
juz od dos$é dawna (Hooke okolo
roku 1700, Faraday — 1831 r., Reynolds
— 1885 r.), wiele z wlasnodci materialéw
sypkich czeka jeszcze na wyjasnienie.
Zachowanie sie ukladéw sktadajacych
si¢ z wielu ziaren stanowi przedmiot
symulacji komputerowych oraz rozwazan
teoretycznych, a takze sktania do nowych
doswiadczen. Najnowsze rezultaty sa
publikowane w najbardziej renomowanych
czasopismach [1-5].
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Z réwnosel, o ktdre] méwi twierdzenie, wnioskujemy, ze dla dowolnej
liczby r nalezacej do odcinka otwartego (0, 1) 1 jej dowolnie malego
otoczenia istnieje takie 7, ze iz — [iz] nalezy do tego otoczenia.
Wybierajac @ = ctg a od razu zauwazamy, ze iz jest odlegloscia
i-tego punktu zderzenia kuli z jedna z band AB lub DC' od

boku AD na nieskoriczonym stole bilardowym, podczas gdy iz — [iz]
Jest odpowiadajaca jej odlegloscia na stole kwadratowym. Plynie
stad wniosek, ze w dowolnie malym otoczeniu dowolnego punktu,
nalezacego do boku AB lub C'D kwadratowego stolu, znajduja sie
punkty, w ktérych kula odbija sie od bandy. Oczywiscie, to samo
mozna powiedzie¢ o bokach AD i1 BC'. Przez punkt ten przechodza
dwie proste nachylone do boku pod katem a 1 180° — o, wzdluz
ktérych kula poruszala sie przed 1 po zderzeniu z banda. Jesli teraz
wezmiemy dowolny punkt z wnetrza kwadratu, to w kazdym jego
otoczeniu znajdzie sie przynajmniej jedna taka prosta. A zatem
kula bilardowa po dostatecznie dtugim czasie przejdzie dowolnie
blisko kazdego z wewnetrznych punktéw stotu bilardowego. Jest

to prawda dla prawie wszystkich warunkéw poczatkowych, poza
zbiorem odpowiadajacym poczatkowym predkosciom kuli, ktére
tworza z bokiem kwadratu katy o wymiernej wartosci tangensa.

Kiedy stopa wywiera nacisk na piasek ubity cofajacym sie

odptywem, najblizsze otoczenie stopy natychmiast wysycha. ..

Nacisk stopy powoduje objetosciowe powickszenie si¢ piasku, a wiec

szczeliny w otaczajacym piasku weiagaja wiece] wody wywolujac

wysuszenie az do momentu, gdy z dotu podniesie sie dostateczna jej

ilo§¢ do ponownego zwilgotnienia. Podnoszac stope na ogdt widzimy,

ze piasek pod nia i wokél niej natychmiast wilgotnieje. Dzieje sie tak

na skutek reakeji piasku po usunieciu dziatajacych przedtem sit. ..

Osborn Reynolds

British Association Report, Aberdeen, 1885

Gdybysmy zapytali kogokolwiek z dwdchset tysiecy milionéw
mezezyzn, kobiet 1 dzieci, ktérzy od poczatku dwiata kiedykolwiek
przechadzali sie¢ po mokrym piasku, ilu z nich, przed posiedzeniem
Brytyjskiego Towarzystwa w Aberdeen w 1885 roku, na pytanie:
»Czy piasek pod stopami ulega scisnieciu?”, odpowiedzialoby
inaczej niz , Tak!”? (W przeciwienstwie do stapania po dnie morskim
pokrytym mokrymi wodorostami. )
Lord Kelvin
Baltimore Lectures, 1904

Jakiekolwiek jest najscislejsze przypadkowe upakowanie,
z eksperymentéw Osborna Reynoldsa na wybrzezu morskim staje
sie jasne, ze najmniejsze choéby zaklécenie zwieksza rozmiary luk.
Te sama zasade moze wyjasni¢ sztuka magiczna hinduskiego fakira,
o jakiej wspomina Martin Gardner. Cylindryezny dzbanek z doéé
waskim otworem napelnia sie niegotowanym ryzem, delikatnie
potrzasajac tak, aby dobrze si¢ utozyt. Néz kuchenny zanurza sie
kilkakrotnie do dzbana, za kazdym razem coraz glebiej. Po okolo
dwunastu zanurzeniach néz nagle uwieiznie tak mocno, ze w trakcie
wyclagania bedzie sie podnosit caly dzbanek z ryzem.
H.S.M. Coxeter
Wstep do geometrii dawnej ¢ nowey, 1961



Wielkodel gwiazdowe

2.51-3.00
3.51-4.00
4.01-4.50
5.01-5.50
5.61-6.00
6.01-6.50
6.51-7.00
7.01-7.50
7.51-8.00
8.01-8.50
8.51-9.00
9.01-9.50
9.51-10.00
10.01-10.50
10.51-11.00

Niebo przez lornetke

Wezesnym wieczorem zima, niemal w zenicie widaé dwie tzw. gromady otwarte.
Tym terminem okreéla si¢ wyraznie wyrézniajace si¢ z tta zgrupowania gwiazd,
w ktérych gwiazdy nie zlewaja si¢ w jedna jasna plame. To jest jakby definicja
obserwacyjna gromady otwartej, natomiast fizycznie jest to rzeczywiscie

grupa gwiazd zazwyczaj w liczbie kilkuset, zajmujaca obszar o rozmiarach
kilkudziesigciu parsekéw, stanowiaca caloéé wskutek wiazacych te gwiazdy sit
grawitacji. Gwiazdy nalezace do gromady maja ponadto wspélne pochodzenie,
tzn. powstaly praktycznie jednoczesnie z jednego obloku materii, maja wiec
jednakowy sklad chemiczny i sa jednego wieku, a réznia sie jasnoécia, poniewaz
maja rézne masy.

Pierwsza z tych gromad to Hyady, polozona w sasiedztwie Aldebarana,
najjadniejszej gwiazdy Byka. Chociaz jest najblizsza, najwieksza i najjaéniejsza
z gromad otwartych (gdyby zsumowaé jasnodci wszystkich nalezacych do niej
gwiazd), nie robi wielkiego wrazenia, poniewaz jest zbyt rozlegta. Patrzac
golym okiem mozna jedynie podejrzewaé, ze istotnie w poblizu Aldebarana
Jest sporo stabych gwiazd, dopiero w lornetce widaé ich mrowie. Jest ich tam
w przyblizeniu 400 i calo$é lezy w odleglosci 45 pe. Gromada odegrata wazna
role w astronomii, poniewaz tak mala jej odlegtoéé zostata wyznaczona metoda
trygonometryczna, a wiec niezalezng od cech fizycznych samych gwiazd ani
ofrodka miedzygwiazdowego rozciagajacego sie miedzy nia a nami. To wlagnie
dzieki znajomosci jej odleglosci mozna byto okredli¢ rzeczywiste whasnodci
tworzacych ja gwiazd.

Druga zimowa gromada otwarta, Plejady (M 45), lezy réwniez w Byku

w odleglosdei 120 pc od nas. Golym okiem widaé w niej najwyzej 7 stabych
gwiazd, w lornetce kilkadziesiat w polu widzenia, co stwarza wyjatkowo piekny

1 efektowny obraz. Jest to gromada na tyle mloda, ze jej gwiazdy sa do dzis
zanurzone w resztkach obloku, z ktérego powstaly, co widaé, oczywiécie, dopiero
na zdjeciach z dluga ekspozycja.

Na inne gromady otwarte mozna natrafié wodzac lornetka wzdtuz Drogi
Mlecznej (np. dwie lezace tuz obok siebie w Perseuszu, ledwo widoczne
golym okiem; oznaczane jako h i y Perseusza). Gromady otwarte w ogéle leza
w poblizu plaszczyzny réwnikowej naszej Galaktyki, a to, ze Hyady i Plejady
widaé poza Droga Mleczna, wynika troche z przypadku, a bardziej z ich

bliskoéci.
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Plejady. Mapka moze sluzyé do okredlania zasiegu lornetki. Wg. Atlasu Nicha Gwiazdzistego Jerzego i Adama Dobrzyckich.

Tomasz KWAST



Paradoks urodzin
i zaklady na weselach

Pawet STRZELECKI

Prawie kazdy z nas lubi, choé¢by od czasu do czasu, zalozyé sie np. o duze lody,
szezegolnie gdy wie, ze ma ogromne szanse na to, by zaktad wygraé. Podamy
dzi§ propozycje pewnego zaktadu, na ktéra mozna nabraé znakomita wiekszosé
0s6b nie znajacych rachunku prawdopodobienstwa.

Przypusémy, ze jestesmy na sredniej wielkosci rodzinnym weselu, na ktérym
bawi sie (lepiej lub gorzej) pieédziesiecioro goéci w najrézniejszym wieku.
Zalézmy sie z jednym z nich, ze wsréd wszystkich weselnikéw znajda sie
przynajmniej dwie osoby, ktére obchodza swoje urodziny tego samego dnia

(to znaczy, obie urodzity sie np. 19 sierpnia, choé¢ niekoniecznie w tym samym
roku). Wielu laikéw uwaza, ze to malo prawdopodobne zdarzenie. Gdy sie spyta,
dlaczego tak sadza, moina na ogét ustyszeé odpowiedzi w rodzaju:

No,... to chyba oczywiste: przeciez dni w roku jest az 365, a gosci tylko 50;
mozna na przyklad dla kazdego wybieraé date urodzenia w innym tygodniu roku
(na mndstwo sposobdw), a i tak jeszcze zostana dwa tygodnie w zapasie.

To jednak ztudne wrazenie. Przekonajmy sie o tym za pomoca rachunku.
Oznaczmy dla wygody liczbe wszystkich gosci przez n. Zatézmy tez dla
uproszczenia, ze rok zawsze ma 365 dni 1 ze wszystkie daty urodzenia sa
Jjednakowo prawdopodobne. Gdy sprawdzamy, kto wygral zaklad, to musimy

z karteczka 1 otéwkiem w reku podejéé do kazdego goscia i zapisaé dzien

1 miesiac jego urodzenia. Otrzymamy w ten sposéb n-wyrazowy ciag dat; kazda
z tych dat moze mie¢ jedna z 365 réznych wartosci. Dla n = 2 takich ciagdw jest
3652 (wyobrazmy sobie wielka kwadratowa tabele 365 x 365; par dat urodzin
jest dokladnie tyle, co pél tabeli). Dla n = 3 takich ciagéw jest 3653 (tym
razem mozna pomysleé o tabeli w ksztalcie szescianu). W ogdlnym przypadku
n-wyrazowych ciagow dat jest 365".

A ile jest ciagéw wygrywajgeych, w ktérych przynajmniej dwie daty sa takie
same? To tez nietrudno obliczyé. Od liczby wszystkich ciagéw, 3657, trzeba
odjac liczbe ciagéw przegrywajacych, czyli takich, w ktérych wszystkie daty sa
rézne. Tych ostatnich jest

365-364-363-...-(365—n—+1).
Dlaczego? Jesli bowiem cheemy dla n gosci wybraé rézne daty urodzin, to dla
pierwszego mamy do wyboru wszystkie 365 mozliwosci, dla drugiego — juz tylko
364 mozliwosci (bo wykredliliSmy juz jedna date z kalendarza), dla trzeciego
- 363 mozliwodci, itd. Wreszcie, wybierajac date urodzin dla n—tego goécia
mamy 365 — n + 1 mozliwosci, bo w kalendarzu (n — 1) miejsc zajety (rézne!)
daty urodzin poprzednich (n — 1) godci.

Gdy, tak jak w naszym przypadku, wszystkie mozliwe wyniki losowego
doswiadczenia sa jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo wygranej
oblicza sie dzielac liczbe wynikéw wygrywajacych przez liczbe wszystkich
wynikéw. Zatem, prawdopodobienstwo p, zdarzenia polegajacego na tym,
ze przynajmniej dwdch sposréd n weselnych gosci wyprawia swoje przyjecia
urodzinowe w tym samym dniu, jest réwne

_ 365" —365-364-363-...-(365—n+1) 365!

= 365" == Ges s
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Rozwiazanie zadania M 729.

A abe+ abd + acd 4 bed) =

= 4dab(e+ d) + ded(a+b) =

=[(a+ i'})g —{a - h)Q](C + d) +

H(e +d)? = (e — d)*)(a + b) <
<la+De+d)+(c+d)3a+b)=
=(a+b+tct+d)atb)et+d =
=Ha4b)e+d) =

=(at+b+ec+ a2y (fa+b—c— ci)"'
<(a+b+c+d)? =18,

zatem abe 4+ abd + acd + bed < 4

i réwnosé zachodzidlaa=b=c=d

1A

@

Rozwigzanie zadania M 730. Kazdy
wielomian stopnia nieparzystego ma

co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty
(bo jest funkcjq ciagla, dla dostatecznie
malych argumentéw przyjmuje wartodci
przeciwnego znaku niz dla dostatecznie
dugych). Gdyby wielomian W mial
wiece] niz jeden pierwiastek rzeczywisty,
to jako wielomian trzeciego stopnia
rozkladalby sig¢ na iloczyn dwumiandw

o wspdlczynnikach rzeczywistych, mialby
wige trzy pierwiastki rzeczywiste (liczac
z krotnodciami). Jednak w przypadku
wielomianu W jest to niemozliwe gdyz
ze wzoru Viete’a wynika, iz iloczyn
pierwiastkéw bylby réwny 1, a W(x) < 0
dlar<0i W(z)>0dlax>1.

@

Rozwigzanie zadania M 731. Nie.
Gdyby bowiem dla pewnych a, g > 0 bylo

a=+pP1, aq" =p3, ag” =+/pPs,
gdzie m > n sg naturalne, to rugujac
2 trzech powyissych réwnosci a i ¢
otrzymalibysmy
(-
P

G
P1 g

o Bl m _ . m=—n_n
lub réwnowaznie p3* = p*~"p}.

To za$ jest sprzeczne z twierdzeniem

o jednoznacznoscl rozkladu na czynniki
plerwsze.

Dla n = 50 mamy pso = 0,97.... Na pytanie, co to wlasciwie znaczy, Uczony
Statystyk powiedzialby do$é¢ metnie, ze jesli bedziemy na stu réznych
pigédziesiecioosobowych weselach i na kazdym raz zalozymy si¢ w opisany
wyze] sposob, to wygramy, $rednio rzecz biorac, okolo 97 razy. Mozna
probowaé zaktadac si¢ i na weselach, na ktérych jest na przyktad 40 gosci

(a na stuosobowym weselu naprawde warto sprébowaé kogoé naciagnaé). Dla
zainteresowanych podajemy kilka przykladowych wartoéci p, dla réznych n.

I jeszcze jedno: najmniejsza liczba naturalna n, dla ktérej p, > 2 Jjest 23.
Ci Cazytelnicy Delty, ktérzy chodza jeszeze do szkoty, moga sprawdzié, czy w ich
klasie sa dwie osoby obchodzace urodziny tego samego dnia.

i 23 25 30 40 70 100
pPn |0,507... 10,568... |10,706... |0,891... [0,9991... |0,9999996...

Jednoelektronowa komérka pamieci

Naukowcy z laboratorium koncernu Hitachi skonstruowali komérke pamieci
komputerowej, ktéra prawdopodobnie przyczyni si¢ do rewolucji w dziedzinie
przechowywania informacji. Komérka ta wykorzystuje dokladnie jeden elektron
do zapisu jednego bitu informacji. Dla podkreslenia wagi tego osiagniecia
nalezy dodac, ze obecnie stosowane elementy pamieci, aby uzyskaé ten sam
efekt, potrzebuja okolo 500 000 elektronéw. Uktady pamieci oparte na zapisie
Jednoelektronowym beda zuzywaly milion razy mniej mocy i zajmowaty 10 000
razy mniejsza powierzchnie niz obecnie powszechnie dostepne uklady pamieci.

Pierwsze doniesienie o komérce pamieci wykorzystujacej mata liczbe nosnikéw
(100 elektronéw do zmagazynowania jednego bitu informacji) pojawilo sie

na poczatku 1993 roku. Niestety, ta struktura elektroniczna pracowata tylko

w ekstremalnie niskiej temperaturze 0,03 K. Natomiast naukowcey z laboratorium
Hitachi twierdza, ze opracowana przez nich jednoelektronowa komérka pamieci
pracuje w temperaturze pokojowe;j.

Uzyskanie tej komorki bylo mozliwe dzigki zastosowaniu nowoczesnych
technologii i nowoczesnych materiatéw. Strukture elektroniczna tego
elementu zbudowano na warstwie izolacyjnej arsenku galu. Najpierw przy
uzyciu wiazki elektronowej wycieto w tej warstwie kanaly o szerokosei

100 nm i glebokosci kilku warstw atomowych. Nastepnie kanaly wypeliono
cienka warstwa amorficznego krzemu. Wreszcie struktura zostata wygrzana

w temperaturze 750°C. W czasie tego procesu krzem zrekrystalizowal tworzac
warstwe polikrystaliczna o rozmiarach ziaren okolo 10 nm. Na skutek efektéw
ztaczowych przy brzegach kanaléw ich efektywna szerokoéé wynosita nie 100,
lecz 10 nm. W takich kanalach droge dostepna dla elektronéw stanowi ,drut”
ztozony z kolejnych ziaren krzemu. Przeplyw pradu odbywa si¢ tu poprzez
tunelowanie pojedynczych elektronéw miedzy granicami kolejnych ziaren.

Pamigé jednoelektronowa wykorzystuje zjawisko blokady kulombowskiej.
Poniewaz komoérka pamieci ma bardzo male rozmiary, wiec po wpuszezeniu do
niej jednego elektronu jej potencjal zwieksza sie na tyle, ze nastepny elektron nie
moze do niej wplynaé. Z drugiej strony elektron samorzutnie nie moze opuscié
komérki. Dwa stany komérki — z i bez elektronu — moga reprezentowaé jedynke
1 zero informacji cyfrowej.

Jacek JASINSKI



Sferometr

Mala delid

Tytulowy przyrzad stuzy do mierzenia promienia sfery, wzglednie kuli, w sytuacji, gdy nie mamy jej do dyspozycji

w calodci. Moze tak by¢, gdy sfera jest bardzo duza (np. w poréwnaniu z nami), lub gdy fizycznie istnieje tylko

jej czedé (np. chodzi o soczewke okularéw). Rysunki 1 1 2 przedstawiaja wlasnie sferometry (rysunki te zostaly
zaczerpnigte z wydanej w 1917 roku ksiazki H. Bouasse pod tytulem Appareils de mesure, czyli Przyrzqdy

pomiarowe).

Oba sferometry sam proces pomiaru maja oparty

na tej samej zasadzie. Przyrzad stoi na sferze na
trzech nézkach, ktérych konce (oznaczmy kazdy

z nich przez A) tworza tréjkat réwnoboczny. Jego
bok — oznaczmy go przez a — jest stala zwiazana

z danym sferometrem i precyzyjnie zmierzona; wynik
tego pomiaru jest wypisany na samym przyrzadzie.
Pomyslt geometryczny, na ktérym opiera sie dziatanie
sferometru, jest — by¢ moze — na pierwszy rzut oka
paradoksalny:

okrqg powstaly z przeciecia sfery ptaszczyzng
przechodzqceq przez korice nézek sferometru ma
ten sam promien niezaleznie od promienia sfery,
na ktorej przyrzqd postawilismy

(to, oczywiscie, nieprawda: trzeba uczynié
zastrzezenie, ze érednica sfery jest wieksza od a).

Zatem promien ten (oznaczmy go 7) réwniez jest staly
dla danego przyrzadu — Czytelnikowi nawet ze szkoty
podstawowe) nie sprawi klopotu ustalenie, iz jest on

rowny \:}5 .

Pomiaru dokonuje sie przez dotknigcie sfery ostrzem
poruszajacym sie¢ pionowo nad érodkiem tréjkata
AAA. Okazuje si¢ wtedy, ze ostrze to znajduje sie
o € nad ptaszezyzna tréjkata. Prosty rachunek (rys. 3)
daje nam promien R badanej sfery:
R2= AS?= AQ? +50%= AQ? 4- (SB— b =
=r2+(R—ef=%5 +(R-e¢)

a® + 3e?
skad R = T
Podobno przyrzad przedstawiony na rysunku 2
mial te przewage, ze podawal nie liczbe e (jak
przyrzad z rysunku 1), lecz od razu R. Czy umialbys,
Czytelniku, zweryfikowaé ten poglad?

Matq Delte przygotowat Marek KORDOS

Rys. 1.
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Rys. 3.
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Rozwigzanie zadania F 399,
W spadajgcym strumieniu wody
powstaje déwickowa fala stojgca o weile
u podstawy wodospadu i strzalce
w miejscu, gdzie woda zaczyna spadad.
Drgania o najnizszej czestotliwosci

i p e 1 3
odpowiadaja dlugoéci fali A = _Lh’ gdzie

4
h jest wysokodcia wodospadu. A zatem
4v

I

h=

@

Rozwiazanie zadania F 400. Tarcie
powoduje ogrzewanie struny, a przez

to jej wydluzenie | zmniejszenie sily
napigcia, co obniza czestotliwosé

drgan. Grajacy na instrumencie

detym ogrzewa swym oddechem
powietrze w instrumencie, dlatego roénie
predkosé diwieku (zmiany rozmiaréw
instrumentu mozna zaniedbaéd). Powoduje
to zwigkszenie sig czgstotliwodei
rezonansowych instrumentu.

Dziwna materia

Tak, szésty kwark to bylo cos! Taka okazje mozna by uczcié — nieSmiato
zaproponowal student. Jasne — krzyknal Jézek 1 dodal — no co tak stoisz, lec
po piwo! Zoska wstawila do reaktora wezorajsza zupe gluonowo-kwarkowa
dorzucajac szezypte wysokoenergetycznych pionéw, a potem polozyla sie

w pakamerze z maseczka powabnych kwarkéw na twarzy. Po kwadransie
student wrocil z piwem 1 poszedt schlodzi¢ je w synchrofazotronie. Nagle Zoska
wypadtla z pakamery krzyczac, ze rano puscita dwie wiazki przeciwbiezne

i zapomniala wylaczyé. No to po studencie — zmartwil sie Jézek — kto nam
teraz w mozdzierzu utlucze nieabelowych grup cechowania? Jak sie odkrycie
potwierdzi, to studentéw bedziemy mieli na peczki — prébowalem pocieszyé

go. Jednak wszystkim zrobilo sie smutno, bo chlopaka zal. Staro$wiecki licznik
Geigera-Miillera, ktéry od rana gral ,Ode do radosci”, teraz zamilkl, Zoska
pochlipywala w kacie, nawet twarde promienie gamma troche zmiekly. I wiedy
nieoczekiwanie, w aureoli wirtualnych fotonéw, potykajac sie o zrenormalizowane
propagatory, student wyszed! z synchrofazotronu, obwieszony operatorami
anihilacji, dzierzac w dloni butelke Kleina pelna zlocistego EB. Twarz miat
jakas DZIWNA, a z lewego kacika ust saczyta mu sie cienka struzka hiperjader.
Hurra - krzyknal Jozek i pociagnal tegi lyk, zanim zdazylem go ostrzec

— uwazaj, tam moze by¢ antyma. ..

W tej samej chwili porazila nas nieziemska jasnodé: jak w pierwszej minucie
- pomyslatem, a potem ujrzatem nad soba usmiechnieta twarz P.A.M. Diraca
okocim spojrzeniu (byl to zreszta usmiech kota z Cheshire) i z westchnieniem
— Wszechswiat cieszy — zmienitem sie w migotliwy réj fotondw, ktére
rozproszyly sie w najodleglejszych zakamarkach pograzonego w inflacji
Kosmosu. . .

K.R.

Naprawde bylo inaczej

W numerze 9/1994 Delty jest tekst na temat Ksiegi Szkockiej. O samej Szkockiej
pisze sie tam, ze z pewng dowolnosciq mozna [ja] nazwac kawiarniq. Jeszcze
gorze] zakwalifikowana jest Szkocka w Wyktadach z historii matematyki Marka
Kordosa. Tymezasem Pan Mieczystaw Karpiniec, chemik, ale mitosnik
matematyki, obecnie mieszkaniec Kiele, pisze:

Studiowatem w latach 1936-39 na Politechnice Lwowskiej i poznatem Lwow dosé
dobrze. Kawiarnia Szkocka nie zastuguje na degradujacq ja nazwe ,kawiarenka”,
a w zadnym juz razie ,knajpka”.

Przy koncu najbardziej reprezentatywnej ulicy Akademickiej byly dwie
sqsiadujace, w naroznych kamienicach, kawiarnie — wicksza Roma i mniejsza
Szkocka. Pierwsza miata klientele, ze tak powiem ,adwokackq”, druga
~ ,profesorskq”. Szkocka byta w stylowej, wybitnie secesyjnej kamienicy.
Pomieszezenia jej byly szczegdlnie wysokie, duze szyby byly nie tyle oknami,
co frontowymi Scianami. Nikl z lwowiakdw nie nazwatby Szkockiej kawiarenkq !

Podczas oblezenia Lwowa w 1939 r. wstqpitem kiedys w potudnie do Szkockiej
i zdumiony bylem, Ze wojna doprowadzita do tego, 17 w tej eleganckiej kawiarni
— teraz pustawej — zaproponowano mi zjedzenie . ..pierogow. Podczas ich
spozywania przerazil mnie toskot tlhuczonego szkla — o jedna z wysokich szyb
rozbil zabtgkany pocisk.

Te ,pierogi w kawiarni” 1 te¢ rozbitg szybe wspominam jako zlowieszczq
zapowiedz nadchodzqcych lat, kiorych przezycie zawdzigczam gldwnie matematyce.
Ale to juz — jak to sie mawia - inna opowiesé.

Wypada przeprosié za niedbale opisywanie minionej rzeczywistosci whadcicieli

Szkockiej, jej bywalcéw 1 wszystkich Czytelnikéw.

I wyrazi¢ serdeczne podzickowania Panu Mieczystawowi Karpificowi za
przypomnienie stanu faktycznego.

Marek KORDOS



Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 729. Znalezé najwicksza wartosé, jaka moze osiagnaé wyrazenie
abe 4 abd + acd + bed, jesh a, b, c,d sa liczbami dodatnimi o sumie 4.
Rozwiazanie na str. 7

M 730. Niech ¢ > 1 > p > 0. Udowodnié, ze wielomian W(z) = z* —pz® +qz — 1 ma
dokladnie jeden pierwiastek rzeczywisty.
Rozwiazanie na str. 7

M 731. Czy pierwiastki kwadratowe z trzech réznych liczb pierwszych moga byé
(niekoniecznie sasiednimi) wyrazami tego samego ciagn geometrycznego?
Rozwiazanie na str. T

Redaguje Krzysztof REJMER

F 399. Stojac w poblizu wodospadu mozemy wyczué drgania powierzchni Ziemi.
Jaka jest wysoko$é wodospadu, jeéli czestotliwosé tych drgan jest réwna f7 Dana jest
predkosé diwieku w wodzie v. Zakladamy, ze woda spada pionowo.

Rozwiazanie na str. 9

F 400. Dlaczego podczas rozgrzewki orkiestry wysoko§é diwigku instrumentéw detych
zwieksza sie, a smyczkowych maleje?
Rozwiazanie na str. 9

Gdziez ci autorzy podrecznikéw szkolnych...

Alexy Klaudyusz Clairaut urodzil sie w Paryzu 1713 roku.
Ojciec jego, znakomity nauczyciel matematyki widzac

w nim od samego dziectristwa wielkq cheé i zdolnosé do
rachunkdw i rozwazania figur geometrycznych sam zajat
sie poczatkowém jego ksztalceniem i z takiém powodzeniem
prowadzil umyst tego szczegdlnego dzieciecia, ze w 9¥™
roku zycia mlody Clairaut rozumial juz dzielo obejmujace
zastosowania algebry do geometryi. A po trzykrotném
odczytaniu tego traktatu, przejal sie do tego stopnia
myéla dowodzeri, ze sam na kilka zadari prostsze podal
rozwigzania.

Dzieckiem jeszcze bedac Clairaut zglebial wyzsza
matematyke: zdolal ujqacé ducha téj analizy, a obdarzony
badawczym 1 twérczym umystem, sprobowal sit wlasnych
rozwigzujac trudne zadanie, dotyczqee linij krzywych
trzeciego rzedu. Skoro ojciec zlozyl te prace w Akademii
Nauk Paryzkiéj, czlonkowie jej nie cheieli wierzyé, aby
byla tworem jedénasto-letniego dziecka, i dla przekonania
sie, prosili o przyprowadzenie autora. Stangl wiec

mlody Clairaut przed tém gronem znamienitych mezdw,
odpowiedzial na wszelkie pytania i zarzuty dotyczace
badanego przezern przedmiotu, a wowczas zdumienie
zastapilo miejsce nieufnodci: obsypano go pochwalama,
polecono wydrukowaé jego prace, z zaswiadczeniem o wieku
autora.

Wkrdtce potém wykoriczyl dzielo o liniach krzywych
podwdjnéj krzywizny, 1 przestal je do Akademii Nauk, ktdra
oceniajac waznosé pracy szesnasto-letniego matematyka,
prosita krdla, aby dozwolil go wybraé na czlonka Akademiz,
chociaz nie posiadal jeszcze lat 20, wieku przepisanego
ustawq. W skutek tego wstawienia, mtodzieniec zostal
czlonkiem towarzystwa, zlozonego z najznakomitszych
mezow Francyi, 1 do ktdrego swietnosci przyczynit sie

Lecz to wysokie stanowisko naukowe i chwata, nie olénily
miodziana: przeciwnie zwickszyly wrodzong mu skromnoéé,
podwoily w nim zapal do pracy; przestajac bowiem z takimi
ludZmi, poznal jak wiele jeszcze mdgl skorzystaé ze swiatla
znakomitszych od siebie matematykdw. I majgc ustalone
imi¢ nie wahal si¢ udaé na nauke do Bazylei, gdzie
przebywal podéwczas nestor matemalykow Jan Bernouilli.

Powrdciwszy do kraju, skreslit w 1741 roku , Zasady
Geometryt”. Nastepnie zajal sie najlrudniejszemi
zadaniami astronomii, i tak: napisal teoryq ksztallu ziemi
wedlug zasad hydrostatyki, teorya biegu ksiezyca t obliczyt
tablice tego satellity, teoryq biegu komet. W koricu wydal
poczatki algebry, w ktdrych rozwingt tez sama metode, jaka
znajdujemy w jego , Zasadach Geometryi”, gdzie prawdy nie
sq podawane w ksztalcie twierdzen, lecz wylozone w takiém
nastepstwie, w jakiém wynalazca mdglby je odkrywaé: nie
ma tam nic narzuconego, a wszystko stopniowo sie rozwija.
Te prace zjednaly mu wielkie imie; oprocz Akademii
Paryzkiéj, byl jeszcze z wyboru cztonkiem towarzystw
uczonych w Londynie, Berlinie, Petersburgu, Upsalu,
Edymburgu i Bolonii.

Clairaut przy gruntownéj nauce, odznaczal sig
przyjemnoséciag charakteru: tagodnoéé w pozyciu, skromnosé
cechujaca prawdziwa nauke i prawosé, czynity pozadaném
jego towarzystwo. Dla rodzenstwa byl jedynag podporag, dla
ojca nieustanném Zrédltem pociechy. Zgast w 52 roku zZycia,
zbyt wezednie dla nauki, ktdrq wzbogacil licznemi § waznemi
pracami.

Dla nas zZywot jego moze postuzyé za pickny przykltad, jak
trafne pokierowanie dziecka wezednie objawiajacego wielkie
zdolnosci, polaczone jednak z wytrwalq pracqg mlodziericzq,
moze doprowadzié do zyskania imienia, bedacego chlubag
rodziny i zaszczytem kraju.

SiP.

Jest to zyciorys zamieszczony na poczatku Il polskiego wydania podrecznika geometrii Clairauta napisany przez tlumacza
podpisujacego sie Stanistaw Przystanski, Nauczyciel Matematyki, w 1857 roku (I polskie wydanie, w tlumaczeniu ks. Marcina

Poczobuta, ukazalo sie w 1772 roku).
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Lista uczestnikéw
ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 281 (WT=2,73) i 282 (WT=1,45)
z numeru 5/1994

Leslaw Skrzypek - 1-46,78
Waldemar Pompe - 43,89
Miroslaw Matlgga - 40,30
Krzysztof Jedziniak - 2- 39,72
Krystyna Witek - 1- 32,00
Marek Karad - 31,81
Adam Czornik - 2-31,25
Henryk Kornacki - 2. 30,44
Tadeunsz Jozefczyk - 2- 30,24
Krzyeztof Zapisek - 29,41
Janusz Olszewski - 2- 28,19
Tomasz Wietecha - 2- 258,76
Mikolaj Rotkiewicz - 1-25,42
Piotr Zmijewski - 21,75
Krzysztof Parol - 21,26
Piotr Lipidski - 21,24

Legenda (przykladowo): stan konta
2-39,72 oznacza, ze uczestnik juz
dwukrotnie zdobyl 44 punkty,

a w kolejnej (trzeciej) rundzie ma 39,72
punktdw.

Jak przed rokiem, liste otwiera pan
Skrzypek, po raz drugi przekraczajac
prég 44 punktéw (gratulujemy tej
regularnodei: runda/rok).

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

- stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
20 punktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania 2 rocznika 1992, 1993
lub 1994,

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywidcie jesli
ktokolwiek = nich zdecyduje sig wrdcid
do naszych matematycznych lamigléwek,
jego nazwisko automatycznie wrdci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik, M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (4), M. Prauza,

P. Kumor, P. Gadziriski

(jesli uczestnik przekroczyl barierg

44 punktéw wiece] niz trzy razy,
sygnalizuje to cyfra w nawiasie).
Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk
figurujacych na liscie powyzej):
pdwukrotni”: Z. Bartold, P. Jedrzejewicz,
H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
D. Kurpiel, J. Malopolski, J. Mikuta,
E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Piéro,
S. Solecki, G. Zakrzewski;
njednokrotni”: T. Biegariski,

W. Boratyriski, M. Czerniakowska,

P. Figurny, M. Fiszer, Z. Galias,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Kasperski, J. Kraszewski,

A, Krzysztofowicz, P. Kubit,

T. Kulpa, A. Langer, R. Latala,

P. Lizak, J. Mandziuk, M. Marczak,

R. Mazurek, H. Mikolajczak, M. Mikucki,
J. Milezarek, R. Mitraszewski,

W. Olszewski, M. Roman, A. Ruszel,

J. Siwy, A. Smolezyk, Z. Surduka,

T. Szymczyk, W. Szymczyk,

K. Trautman, P. Wach, A. Wyrwa,

M. Zajac, Z. Zaus, K. Zawislawski.

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizujg konkurs — ligg zadaniowq
pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sg oglaszane w miesieczniku Delta, po cztery zadania w kazdym numerze:
dwa z matematyki i dwa z fizyki, 2 dwumiesigczna przerwa (nr 6 i 7 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze by¢ kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i praysylaniu opracowanych
rozwigzan do redakeji Delty. Uczestnikiem zostaje sie po przystaniu rozwiazania co najmniej jednego
zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybraé dowolnie. Nie ma koniecznodci rozwigzywania zadan
z kazdego miesigca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsyla¢ do korica miesiaca n + 3 (dodawanie modulo
12; na przyklad termin nadsylania rozwigzan zadan z numeru 11/1994 uplywa 28 lutego 1995).
W numerze n + 4 podane sa szkicowe rozwiazania.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz podpisane
imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci — roku i uczelni. Rozwigzania
zadan z matematyki i z fizyki nalezy praysylaé¢ w oddzielnych kopertach, z dopiskiem na kopercie:
Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny byé samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez réznych uczestnikéw nie
beds brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest ocenione w skali od 0 do 1, z dokladnoécia do 0,1. Pray ocenie
brana jest pod uwage nie tylko poprawnoéé¢ merytoryczna i rachunkowa, lecz takze pomyslowoéé
metody 1 elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspdlczynnik trudnosci ustalany po wystawieniu ocen. Wspdélczynnik
ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczang wedlug nastepujacej reguly: jedli N oznacza liczbe

oséb, ktdre nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania 2z danego numeru w danej konkurencji
(matematyka lub fizyka), a 5 oznacza sume ocen uzyskanych przez wszystkich uczestnikéw za dane
zadanie, wéwczas otrzymuje ono wspéleczynnik trudnodci WT = 4 — 35/N. Za nadeslane rozwiazanie
uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe punktéw réwna iloczynowi uzyskanej oceny przez
wspdélezynnik trudnoédei (z zaokragleniem do dwdéch miejsc po przecinku).

11. Niektére z zadari mozna znale2é (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

2 rozwigzaniami w réznych ksigzkach i czasopismach. Uczestnicy, ktdrzy w takich przypadkach
przyéla zamiast wlasnego rozwigzania dokladny odsylacz do literatury, otrzymaja oceng
maksymalng, pod warunkiem, ze w cytowanym #Zrddle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie
(dowéd, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszaé propozycje zadarn, jeéli zadanie nie jest wlasnego autorstwa,
nalezy podawadé érédlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji uczestnika ligi
(tj. osoby, ktéra przystala juz rozwigzanie jakiegos zadania — por. p. 4), a dostarczone zostalo
wraz z rozwigzaniem (choéby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie odsylaczem do literatury),
uczestnik otrzymuje ocene maksymalng.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczegdlnych zadan, obliczone wedlug
reguly podanej w p. 10, sa sumowane — oddzielnie dla matematyki i dla fizyki. Z chwila osiggnigcia
sumy 44 punktéw w jednej z tych dwdch dziedzin uczestnik staje sie czlonkiem Klubu 44.

14. Po zgromadzeniu 44 punktéw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciggu braé
udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktéw ponad wartoéd 44 zostaje zaliczona na poczet
ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44,

16. Aby uzyskaé informacje o swoich wynikach, nalezy przysla¢ do redakcji Delty kartke pocztows
(oddzielng dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowang do siebie, ze sporzadzong
tabelka 2 umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi okienkami do wpisania ocen.
Zaleca sie przysylanie takich kartek nie cze¢dcie) niz co kilka miesiecy, gdy uzbiera sig material
dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czolowka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko uczestnika
moze byé wymienione w czoldwce 2z nie zmieniona suma punktéw co najwyze] trzykrotnie; nastepny
raz ukaze si¢ wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w gére.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest omdéwienie przebiegu konkursu, prezentowane
sg w skrocie ciekawsze rozwiazania i uogdélnienia oraz oglaszana jest obszerna czoldwka (kilkadziesigt
nazwisk).

19. Czlonkowie Klubu 44 s zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegajg sobie wylgaczne prawo interpretacji i moznoéé¢ zmian regulaminu.
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Termin nadsylania rozwiazan

®

31 V 1995

1-44

Zadania z matematyki nr 295, 296 Redaguje Marcin E. KUCZMA

295. Dana jest liczba naturalna n. Wyznaczyé najmniejsza liczbe m o nastepujacej
wiasnosci: z kazdego m-elementowego podzbioru zbioru {1,2,...,3n} mozna wybraé
liczby a, b, dla ktérych n <a —b < 2n.

296. Wewnatrz tréjkata ABC znajduje sig punkt P. Jego odleglosci od wierzcholkéw
A, B, C réwne sa odpowiednio Rq, Ry, R, a od prostych BC, CA, AB
— odpowiednio 14, Ts, 7. Dowiedé, ze

8(VRuR: +ra)(VRcRa +10)(VRaRy +r.) <27 RaRuR. .

Kiedy zachodzi réwnosé?

Zadanie 296 zaproponowal pan Jan Ciach z Ostrowca Swi@tokrzyskiego.
Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 10/1994
Przypominamy treéé zadan:

287. Czy istnieje tréjkat, w ktérym dwusieczna jednego z katéw wewnetrznych jest prostopadia do
jednej ze srodkowych, a dlugoéci bokéw sa trzema kolejnymi liczbami naturalnymi?

n

¢ Ef n i T ; o S .
288. Przyjmijmy a, = | | (&) dlan=1,23,.... Wykaza¢ istnienie i obliczy¢ wartodé granicy
k=0
A 2
lim al/™".
— O

287. W tréjkacie ABC o bokach dlugodci |AC| = 2, |BC| = 3, |[AB| = 4 dwusieczna
kata A jest prostopadla do érodkowej poprowadzonej z wierzcholka C'. Aby sig o tym
przekonac, mozna na przyklad umiescié¢ ten tréjkat w ukladzie wspdlrzednych, przyjmujac

A =(0,1/27/8), B=(—+/5/2,—+/27/8), C = (1/5/8,0); odcinki, o ktére chodzi, sa zawarte

w osiach ukladu.

288. Wygodnie bedzie powolaé si¢ na wzdr Stirlinga:
n+1

(1) n! = vV2mn n"e "oy, 1<oapn< —— dla n=1,2,3,...;
n
mozna podac znacznie dokladniejsze oszacowanie wspdlczynnika oy, , ale w tym zadaniu
wystarczy takie, jak wyzej — wynika z niego, ze
(2) Bn=oiog..ian < nt1.
Korzystajac z (1) obliczamy:

& n—1 P n—1 = on
4 ny M- = AR SRR il
Cn_an_lu]-_-[(k)( k ) _Hn—k_n! Vern - an
k=0 k=0
(réwnoéé stuszna takze dla n = 1, jedli przyjac ap = 1). Zatem
elt2+...4n en{n-l—l)fZ
I = C1C2 ...0p = —
" y= N V2m-dAr ... -/ 2nm - B, (2‘?1')”"’2(“11)1"’2;6‘«1 :
skad
(3} ai}’ﬂz = e(ﬂ+l}[n 2 (zﬂ,)—l‘!n . (nl)—lfng -,@;2[”2.
Korzystajac jeszcze raz z (1) widzimy, ze
2
(4) lim (1*1!)1"’"9J = lim ({211'?1.)1‘{2“2 S L cx:l‘{n ) =
n—oo T = OO

2 5
7 oszacowania (2) otrzymujemy 1 < ﬁi’rn < (n+ 1)2‘;,1-, wiec na mocy twierdzenia o trzech

ciagach
2
(5) lim g2/" =1.
n—oo
Réwnosé (3), po uwzglednieniu zwiazkdw (4) i (5), daje wynik:
2/n?

2
. . . 1
lim ay/™ =e, czyli lita: all™ = /5,
n—oo n—00

* k%

W dorocznym oméwieniu, tradycyjnie, drukujemy znalezione przez uczestnikéw ligi dowody

i wyprowadzenia ogdlniejsze lub bardziej pomyslowe od naszych ,firmowych”. Tym razem
sytuacje takie sa rzadkie, wykaz jest skromniejszy niz w latach ubieglych — ku nieklamanemu
ukontentowaniu Redaktora Naczelnego (...miejsca w numerze nigdy za duzo. .. ), lecz ku
zatroskaniu prowadzacego Lige. Bo przeciez jej sympatyczni uczestnicy (a sa to w duzej
mierze nazwiska powtarzajace si¢ od paru lat) nie utracili nagle inwencji. Wniosek: zadania
byly mniej udane niz poprzednio, mniej dawaly mozliwoéci réznorodnych drég ataku,
matematycznego ,wyzycia sie”. Zobaczymy, jak to bedzie za rok. ..

Oto ciekawsze rozwiazania zadan oraz uogdlnienia i komentarze (uczestnikéw ligi oraz nasze).
Gdy zadanie zostalo zrobione przez nie wiecej niz szeéé¢ oséb, podajemy ich nazwiska.
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Zadanie 263. [Kélka i krzyzyki w tabeli 10 x 2; krzyzyki nie sasiaduja; ile takich
rozmieszczen?] (wspélezynnik trudnodci WT=2,50; liceba poprawnych rozwiazan

LFPR = 9). Byly rézne odpowiedzi. Jako ciekawostke podajemy najwigkszy oraz najmniejszy
uzyskany wynik: 12470603 oraz 17 (prawidlowy wynik: 8119). Zwykla metoda polegala

na znalezieniu wzoru rekurencyjnego na liczbe ay, dopuszczalnych rozmieszcezen w tabeli

o wymiarach n x 2. Jest to prosta rekurencja liniowa, wigc pozwala znaleic jawny wzoér

an = £((1 = V2)™ + (1 4+ v2)"t1) . Podaja go P. Gadzinski, L. Gasinski, T. Kulpa,
a takze (w nieco mniej czytelnej postaci) J. Olszewski i L. Skrzypek.

Zadanie 269. [Rozwazamy liczby n € N takie, ze dla kazdych zbioréw Ty,..., Ty :
(=8 (f<éta), EATIETEVZIEF =0 [l 155 =1);

minn =7] (WT'=1,81; LFR=13). M. Lewandowski i T. Wietecha rozwazaja analogiczne
zagadnienie dla zbioréw k-elementowych (k > 3; w zadaniu mamy k = 3) i pokazuja, ze szukana
minimalna wartoéé n nie przekracza k(k — 1) + 2; pan Lewandowski zwraca tez uwage, ze
wydane przez PWN ksiazki: M. Kordos, Podstawy geometrit rzufowej 1 rzufowo-melrycznej
(1984) oraz W. Lipski, W. Marek, Analiza kombinatoryczna (1986) podaja pewne warunki
dostateczne na to, by powyzsze oszacowanie bylo (lub nie bylo) dokladne.

Zadanie 270. [ f(z) = ;. lim (f(sinz)/f(z))="7] (WT=3,16; LPR=5). Zadanie okazalo
r—0+

sie trudniejsze niz oczekiwalidmy. Autorzy dobrych rozwiazan: P. Gadzinski, L. Skrzypek,
T. Wietecha, H. Kornacki, J. Ciach. Uogdlnienie: T. Wietecha dowodzi, ze okreslajac
fi(e) =2, fopi(x) =) mamy lim (fo(sinz)/fn(z)) = 1 dla kazdego n € N.
=04

Zadanie 275. [ f: R — R rdégniczkowalna; (f(f(z))) = f(z) > 0; f(z)=7] (WT=2,57;
LPR=5). Efektowne rozwiazanie znalezli M, Kasperski i P. Gadzinski:

Funkcja g(x) = f(f(«)) spelnia warunki g(g(«)) = g(=) > 0, czyli («)g(y) =y >0

dla y € g(R). Przyjmujac a = inf{g(y): v € R} mamy (wobec ciaglodci) a € g(R),

a stad g(a) = o = min{g(y): v € R}, wiec (wobec rézniczkowalnosci) g'(a) = 0 ; jest to
sprzecznoié z (), jedli tylko zbiér g(R) zawiera liczby wicksze od a. Zatem g(R) = {a}, skad
S(z) = flg(x)) = fla); ten. f jest funkcja stala.

Ponadto dobre rozwiazania podali: T. Kulpa, L. Skrzypek oraz Z. Sewartowski, ktéry
zauwaza, ze zalozenie rézniczkowalnosci funkcji f na zbiorze R mo#na zastapié¢ koniunkcja
warunkéw: wlasnoéé Darboux (na zbiorze R) oraz rézniczkowalnoéé w punktach a i b, gdzie

a=inff, b= f(a).

Zadanie 2T6. [ P — punkt przeciecia cigciw AC' 1 BD okregu o srodku O ; okregi PAB 1 PCD
przecinaja sie w punktach P i Q (0 #Q # P) — OQLQP) (WT=2,38; LPR=5 (8 7)).
Niewygode stanowila w tym zadaniu spora liczba mozliwych konfiguracji (por. niezgrabne
rozwiazanie ,firmowe” ). Czesé rozwiazan ,poprawnych, ale nie catkiem” zostala tak
zakwalifikowana wlasnie z powodu oparcia rozumowania na rysunku przedstawiajacym jeden
z mozliwych ukladéw, bez dolaczenia uwagi, jakie modyfikacje (i w ktérych miejscach) sa
konieczne w innych sytuacjach. Na tym tle zasluguje na wyrdznienie sliczne rozwiazanie
Przemka Gadzinskiego, krétkie i calkiem niezalezne od przypadku:

Oznaczmy przez A', B, ¢!, D', 0/, @' érodki odcinkéw PA, PB, PC, PD, PO, PQ. Punkty
A"1C' sa, odpowiednio, rzutami érodka Oy okregu PAB oraz érodka Oy okregu PCD

na prosta AC ; zatem drodek odcinka Q102 lezy na symetralnej odcinka A'C'; lezy on tez
(analogicznie) na symetralnej odcinka B'D’ — pokrywa sie wigc ze drodkiem okregu A'B'C' D/,
czyli z punktem O'. Tak wiec O' lezy na prostej 0103 . Takze Q' lezy na prostej 0,0+ . Stad
0Q||0102 LPQ. :

Bezbledne rozwiazanie podal takze T. Kulpa, a rozwiazania nieznacznie ( ,wybaczalnie™)
zalezne od rysunku — A. Dudek i M. Rokicki; ponadto M. Sarniak — przez odeslanie do
literatury (W. W. Prasolow, Zadaczi po planimetrii, Moskwa 1991, zad. 2.86).

Zadanie 277. [ap =1, ap41 = (a1 + ... +an)™! — V2 o= szereg Z an jest zbiezny]
(WT'=3,46; LPR=4). Nie chce sie wierzyé — tylko cztery dobre rozwiazania (zreszta nie
prostsze od firmowego”): P. Gadzinski, T. Kulpa, P. Zmijewski, L. Skrzypek.

Autorzy wielu prac znajduja wlasciwa wartosc¢ sumy szeregu (l,u"\/E ), wszelako wykorzystujac
w rachunkach (w sposéb jawny lub ukryty) fakt jego zbieznodci — czyli teze zadanial

Zadanie 281. [Liczby parzyste i nieparzyste w szeéciu komérkach; ciag zmian zawartosci
losowo wybranych komérek (start: same zera); éredni czas ponownego dojécia do szedciu

liczb jednakowej parzystosci = 7] (WT'=2,73; LPR=3 (5 7)). I tu rozwiazania bezbledne

(T. Kulpa, H. Kornacki, L. Skrzypek) nie réznily si¢ istotnie od ,firmowego”; byly jeszcze
dwa rozwiazania zasadniczo poprawne, ale z dos¢ istotnymi lukami w uzasadnieniach.
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Zadania z fizyki nr 193, 194

193. Sily przyplywowe dzialajace na Ziemie ze strony
Ksiezyca powoduja stopniowe spowalnianie obrotu Ziemi
(wydluzanie dnia). Gdy w odlegltej przyszlosci obrét Ziemi
zsynchronizuje si¢ z obiegiem Ksiezyca, plywy ustana. Ile
bedzie wtedy wynosila jednakowa dlugos¢ dnia 1 miesiaca,
a ile — odlegloéé Ksiezyca od Ziemi? Przgj@(':, ze moment
bezwladnosci Ziemi jest réwny 0,33 M R® (pamietajmy,
ze Ziemia nie jest jednorodna kula — érednia gestoéé jadra
jest wieksza niz plaszcza i skorupy). Pozostale niezbedne
dane wzia¢ z tablic. Pominaé sily plywowe dzialajace ze
strony Sloiica.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1994
Przypominamy tre$é zadai:

185. Odpowiednio rzucona jednorodna sprezysta pileczka moze
skakaé¢ tam i z powrotem po poziomej powierzchni (rys. 1) na
skutek ruchu obrotowego. W rozwiazaniu zadania pomijamy poélizg
wystepujacy na poczatku zderzenia, powodujacy straty energii

i w konsekwencji powrdét pileczki po nieco innym torze

Jaka jest minimalna wartoé¢ wspélczynnika tarcia pileczki

o podloze, jesli maksymalna wysokoéé lotu jest réwna h, a punkty
odbicia sa odlegle od siebie o d? Ile wynosi predkoéc katowa piteczki
w czasie lotu? Promien r pileczki jest dany.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

194. Dwa mikrofony umieszczono we wzajemne]
odlegloéci 0,5 m. Nietoperz leci w kierunku réwnolegltym
do prostej, na ktérej leza mikrofony i w danej chwili
znajduje si¢ w odleglosci 10 m od kazdego z nich.
Stwierdzono, ze czestotliwos¢ , pisku” nietoperza

wynosi 100 kHz, a laczny sygnal (otrzymany z dodania
sygnaléw odbieranych przez oba mikrofony) pulsuje

z czestotliwodcia 50 Hz. 7 jaka predkoscia leci nietoperz?
Predkoéé dzwieku w powietrzu wynosi 330 m/s.

186. Odcinek kolejowej trakecji elektryczne) jest zasilany

w punktach A i B napigciem U = 1000 V, a opornos¢ przewoddéw
wynosi ¢ = 2 2 na kazde 100 m dlugosci. Pociag o masie

m = 100 ton stoi w chwili poczatkowej w punkcie C odleglym o dy =
500 m od podstacji AB (rys. 2). Pociag rusza z maksymalnym
przyspieszeniem w prawo 1 po czasie ¢t mija punkt D lezacy

w odleglosci d2 = 2 km od AB. Ile razy zmaleje ten czas, gdy

podwoimy napiecie U7 Obliczy¢ numerycznie wartoéé t dla podanych
wartosci stalych. Czy w bardzo duzej odleglodci od AB (da — oo)
predkoéé pociagu roénie nieograniczenie, czy tylko do pewnej
granicy?

185. Nietrudno z danych d i h obliczyé pozioma skladowa vy predkosci pileczki tuz przed

odbiciem (lub tuz po nim) i analogiczna skladowa pionowa v,. Otrzymuje si¢ v = —

h réwnania

d [g
2V 2’

vy = 1/ 2gh. Oznaczmy sile tarcia (pozioma skladowa sily reakcji podloza) przez T, a sile
nacisku (skladowa pionowa) przez N. Uwzgledniajac, ze obie te sily zmieniaja si¢ w czasie
odbicia pileczki i przyréwnujac ich poped do zmiany odpowiedniej skladowe]j pedu mamy

/Tdt:vaI, det:?mvy.

Poniewaz T < N f (gdzie f — wspdlezynnik tarcia statycznego), wiec f spelnia nieréwnosé

d g &
o T vy 4h
5.
= Aby znaleié predkosc katowa w, nalezy zauwazyé, ze w czasie odbicia pileczka zmienia zwrot
obrotu, czyli zmiana momentu pedu wzgledem srodka wynosi AK = 2Jw = 2 - %m'.r'?w, gdzie
I — moment bezwladnoséci. Przyréwnujac AK do calki z momentu sily f Trdt i podstawiajac
f Tdt = 2muvz otrzymujemy
5vg 5d [g
W= —— = —= =
78 4r 2h
186. Oznaczmy biezaca odleglosé pociagu od podstacji AB przez . Opdr linii przesylowej
R = pr jest dolaczony szeregowo do Zrédla napigcia. Jak wiadomo (nietrudno sprawdzié),
A maksymalna moc jest w takiej sytuacji czerpana przez odbiornik, ktérego opdr jest réwny
<> oporowi R, a warto$¢ tej maksymalnej mocy jest dana wzorem
i U2
h 2 ﬁ s dpx
B O 0O | Taka wlasnie moc osiagnie lokomotywa, ktéra nada pociagowi maksymalne przyspieszenie.
dy O D Fodstawiajac
d?z d
i P:Fv:mav:m—x—ﬁ
2 dt? dt
Rys. 2 dochodzimy do réwnania rézniczkowego opisujacego ruch pociagu
d?z dz
——Z =P,
de? dt i

2

dzie p =
g P 1

prowadzi do prostszej postaci

(*)

. Wprowadzenie zmiennych bezwymiarowych y = @/d; oraz T = t(p)/?/d,
m

d?y dy
dr2 dr

Funkcja y(7) spelniajaca to réwnanie (z warunkami poczatkowymi yo = 1, yj = 0) nie

14

: A 4 i : S d : A
zalezy od p ani dq, czyli danej koncowej wartosci y = d_2 odpowiada ustalona wartoéc 7.

1

Stad mamy odpowiedZ na pierwsze pytanie: t jest proporcjonalne do p_” 2 czylido U —2/2
(szybciej mozna dojéé do tego wyniku na podstawie samej analizy wymiarowej). Rozwiazujac
numerycznie réwnanie (x) stwierdzamy, 2ze wartosé¢ y = 4 jest osiagana dla 7 & 2,46, zatem

t 222,46 - p—1/3d; = 246 s. Wreszcie ostatnie pytanie wymaga zbadania asymptotycznej postaci
funkcji y(7); Czytelnik moze sprawdzié, ze dla 7 duzych y = 7(31In T)UB , czyli predkosé rosnie
nieograniczenie — jak (Int)? /3, Jest to jednak wzrost bardzo powolny.



Rozszerzona czoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po 180 zadaniach

Andrze] Nowogrodzki
Andrzej Borowski
Tomasz Wietecha
Dazierzyslaw Lipniacki
Aleksander Surma
Drarinsz Wilk

Konrad Banaszek
Pawel Perkowski
Artur Gawryszczak
Jacek Piotrowski
Przemyslaw Gadzinski
Przemyslaw Gworys
Roman Wencel
Slawomir Oszwaldowaki
Jarostaw Lazuka
Adam Sikorski
Andrzej Rostworowski
Piotr Wasylczyk
Stanislaw Swigtek
Artur Stepien
Arkadiusz Kowalaki

= Chociandw

— Aleksandrdw K.
— Tarndw :
= Lublin

— Myazkdw

= Rzeszaw

— Gdynia

— Szczecin

— Dubeczno

= Rzeszdw

- Sroda E‘ilgaka.
—~ Czestochowa
— Komprachcice
~ Grudzigds

— Warszawa(?)
= Lublin

- Krakdw

— Warszawa

= Klodzko

— Belchatéw

- Lublin

Lista obejmuje uczestnikdw, ktdrzy
przystali co najmnie] jedno rozwiazanie

zadania z rocznikéw 1992-1994 oraz

38,37
1-37,73
1-37,09
3-29,11
2-21,49
19,43
13,70
2-13,02
12,30
12,08
11,70
2-11,69
11,60
9,70
8,07
3-6,05
6,77
6,50
6,50
5,97
5,63

maja w biezgce] rundzie na swoim koncie

co najmniej 5 punktéw. Cyfra przed

kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl

juz 44 punkty.

Pozostali czlonkowie

Klubu 44F

(alfabetycznie; liczby w nawiasach
oznaczaja wielokrotnodé przekroczenia
44 punktdw): Piotr Bala (3), Anna
Gluza (1), Wiestaw Kacprzak (1), Jerzy
Lipkowski (2), Bogustaw Mikielewicz (1),
Leszek Motyka (1), Roman Musial (1),
Tomasz Rawlik (1), Robert Repucha (1),
Jacek Stelmach (1), Leszek Szalast (1),

Piotr Wach (1).

W tym ,roku sprawozdaweczym” wéréd nadestanych rozwiazai znalazlo si¢ sporo
bardzo interesujacych, lepszych od zaproponowanych w Delcie. Oto niektére z nich.

Zadanie 163. [Jak odréznié¢ puszke z ciecza od puszki z cialem stalym?] (WT = 2,24,
LPR = 4). Zamiast poréwnywaé szybkosci staczania sig puszek z pochylni mozna byto
potoczyé puszke, zatrzymaé na krétka chwile i puécié — wirujaca w érodku ciecz wprawi
wtedy puszke w ruch, podczas gdy puszka z cialem stalym pozostanie w spoczynku.

Na taki prostszy pomyst wpadli P. Gworys, P. Perkowski, i A. Borowski,
natomiast rozwiazanie zblizone do ,wzorcowego” przystal J. Konieczny.

Zadanie 164. [Lewitujacy natadowany krazek] (WT = 3,27, LPR = 2). To zadanie
jest najgrubsza — jak dotad — wpadka prowadzacego lige fizyczna, gdyz w pionowym
polu magnetycznym kierunek sit dzialajacych na krazek jest, oczywiscie, poziomy
(radialny) i o zadnej lewitacji nie ma mowy. Panu A. Borowskiemu, ktéry nie mogac
zrozumieé sensu zadania napisal list dopiero po opublikowanin blednego rozwiazania
w Delcie, nalezy sie, oprécz wyrazéw uznania, takze uwzglednienie tego w punktacji.
Zdecydowaliémy przyznaé mu maksimum punktéw za to zadanie (3,27}, chociaz
regulamin takiego przypadku nie przewiduje. Swoja droga, az dziwne, Ze tak oczywisty
blad zostal dostrzezony tylko przez jednego Czytelnika, a inni dali sig zmyli¢ i przystali
zasugerowane ,rozwiazania”. QOczywiécie, zaliczonych punktéw juz potem im nie
odebrano.

Zadanie 165. [Czy mozna kra$é¢ energie z napowietrznych linii energetycznych?]

(WT = 1,40, LPR = 3). Bardzo gleboka analize tego problemu (zaiste godna
inspektora Wnikliwego) przystal J. Konieczny. Zwrécil on uwage na fakt, ze pola
magnetyczne trzech przewoddw linii tréjfazowej na ogdt si¢ znosza przy ziemi i wigksze
nadzieje stwarza wykorzystanie pola elektrycznego. Uzyskiwane napigcie mogloby

— wedlug obliczer p. Koniecznego — wynosié¢ kilkadziesiat woltéw, jednak czerpany

z ogrodzenia prad wynositby ponizej 1 mA. Uff... aczkolwiek nczciwosé Czytelnikéw
Delty powinna by¢ ponad wszelkim podejrzeniem, to mifo jest uzyskaé¢ pewnos¢, ze nie
przystuzyliémy si¢ jakiejé czarnej owcy. .. Pozostale dwa dobre rozwiazania przystali
A, Nowogrodzkii J. Lazuka.

Zadanie 166, [Pret wpada do érodka pierécienia; czy przeleci na druga strong?]
(WT = 3,70, LPR = 0). Eleganckie rozwiazanie nadestal P. Perkowski — niestety,
po ustalonym terminie. Szkoda!

Zadanie 167. [Oddzialywanie przewodnika z pradem z plaszczyzna nadprzewodzaca]
(WT = 1,99, LPR = 4). Pan A. Borowski znalazl rozwiazanie w literaturze - okazuje
sie, ze ten problem byl na jednej z Olimpiad Fizycznych.

Zadanie 168. [Promiefi krazacy po okregn] (WT = 2,59, LPR = 3). Obok
zaleznodci n(r) czescia rozwiazania mialo by¢ znalezienie toru promienia, jeshi
poczatkowo jest on dowolnie skierowany. Gdy wskutek pomytki to pytanie zostalo
pominiete, z zadania niewiele zostalo. W przyslanych rozwiazaniach godne nwagi
u T. Wietechy i J. Lazuki jest cleganckie zastosowanie zasady Fermata. Trzecie
bezbledne rozwiazanie — P. Gworys.

Zadanie 175. [Poziomo wieje wiatr, ktérego predkosé¢ rosnie liniowo z wysokoscia;

po jakim czasie dZwick dotrze z A do B?] (WT = 2,26, LPR = 3). Zadanie zostalo
sformutowane jako numeryczne, gdyz autorowi nie udalo sie — mimo préb — znaleic
rozwiazania analitycznego. Zaproponowane rozwiazanie opiera sie na do$é¢ radykalnym
uproszczenin problemu — wprowadzono dwie warstwy, w ktérych predkosé wiatru
uznano za stala. Jak jednak wykazal P. Gadziriski, jesli zamiast szukaé drogi
minimalizujacej czas bedziemy maksymalizowaé przesuniecie poziome w ciagu zadanego
czasu, to odpowiadajaca temu calke mozna po dodé zawilych przeksztalceniach obliczyé
analitycznie bez zadnych przyblizeni! Chapeau bas, panie Przemystawie! Pozostale
dobre rozwiazania (czysto numeryczne) przyslali A. Gawryszezak 1 P. Gworys.

Zadanie 179. [Moc silnika helikoptera] (WT = 2,80, LPR = 2). Cho¢ zadanie bylo
doéé proste, wyniki sa nienajlepsze. Dlaczego tak wielu rozwiazujacych nie wziglo
pod uwage, ze nawet gdy helikopter wisi nieruchomo (v = 0), moc silnika nie moze
byé réwna zeru? Prawidlowe rozwiazanie — A. Gawryszczak, niezle - P. Gworys,
grubych bledéw udalo sie uniknaé jeszcze P. Wasylczykowi.
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Kacik olimpijski (8)

F;

Zasada szufladkowa Dirichleta (2)

Poprzedni kacik olimpijski byl poéwiecony zadaniom algebraicznym
wykorzystujacym zasade szufladkowa Dirichleta. Ten kacik zawiera zadania
geometryczne, przy rozwiazywaniu ktérych moze byé pomocna owa zasada.

1. Udowodnié, ze w dowolnym 2n-kacie wypuklym istnieje przekatna
nieréwnoleglta do zadnego z bokéw tego wielokata.

Rozwigzanie. Przypuéémy, ze kazda sposréd 3(2n)(2n — 3) = n(2n — 3)
przekatnych danego 2n-kata jest réwnolegta do pewnego z jego bokéw. Poniewaz

n(2n — 3)

2n
wiec na mocy zasady szufladkowej Dirichleta istnieje bok, do ktérego jest

réwnolegtych co najmniej n — 1 przekatnych. Stad wynika, ze dany wielokat ma
co najmniej 2n + 1 wierzchotkéw (dlaczego?). Uzyskana sprzecznodé dowodzi
tezy zadania.

:n—%)n—?,

2. Pigciokat wypukly ma wierzchotki w punktach kratowych. Wykazaé,
Ze zawiera on w swoim wnetrzu co najmniej jeden punkt kratowy.

Rozwigzanie. Przypuéémy, ze dany pieciokat nie zawiera w swoim wnetrzu
punktéw kratowych. Oznaczmy przez S zbiér wszystkich pieciokatéw wypuklych
o wierzchotkach w punktach kratowych lezacych na obwodzie danego pieciokata.
Zbidr S jest niepusty i skoficzony, a wige w zbiorze tym istnieje pigciokat

o najmniejszym polu. Oznaczmy go przez P, a jego wierzchotki przez P, ..., Ps.
Kazdy z punktéw P; ma wspélrzedne jednego z czterech typéw: (p,p), (p,n),
(n,p), (n,n), gdzie p i n oznaczaja odpowiednio liczby: parzysta i nieparzysta.
Wierzchotkéw pigciokata jest pieé, skad, na mocy zasady szufladkowej, istnieja
dwa rézne punkty Py, P tego samego typu. Dowodzi to, 7e §rodek M odcinka
Py Py jest punktem kratowym. Obwdd pieciokata P nie zawiera jednak punktéw
(nie llczegc wierzchotkéw) o wspo}rzgduvch calkomtych (dlaczego?) Punkt M
nalezy wiec do wnetrza P, wbrew uczynionemu wezeéniej zatozeniu. ;

3. W kwadracie K o boku 130 znajduje sie 1995 kwadracikéw o boku 1.
Udowodni¢, ze w kwadracie K mozna umieécié kolo o promieniu 1 roztaczne
z owymi kwadracikami.

Rozwigzanie. Oznaczmy male kwadraciki przez K, Ko, ..., K995. Niech F}
(2= 152 o0, 1995) b@dzie figura zlozona z punktéw odlegtych od kwadratu K;
o nie wiecej niz 1 (rys.). Srodek kota o promieniu 1, ktéry ma by¢ rozlaczny
z kwadracikami /;, musi by¢ odlegly od brzegu kwa,dra,tu K o wigcej niz 1, czyli
musi naleze¢ do wnetrza kwadratu o boku 128. Jesli przez | X| oznaczymy pole
figury X, to

1995

> |Fi| = 1995 - (x +5) < 1282,

i=1
Stad istnieje w K punkt O nie nalezacy do zadnej z figur F; i od]eg}y od brzegu
kwadratu K o wigcej niz 1. Zatem koto o érodku O i promieniu 1 jest zawarte
w kwadracie K 1 nie ma punktéw wspélnych z zadnym z kwadracikéw K;.

Nastepne zadania pozostawiamy Czytelnikom do samodzielnego rozwiazania.

4. W kwadracie o boku dlugosci 1 danych jest 101 punktéw. Wykazaé, e pewne
trzy sposréd tych punktéw tworza tréjkat o polu nie wigkszym niz 1/100.

5. Kazdy punkt kratowy na plaszczyznie pomalowano na jeden z dwéch
koloréw. Udowodnicé, ze istnieje prostokat o bokach réwnoleglych do osi ukladu
wspolrzednych i wierzchotkach w punktach kratowych jednakowego koloru.

6. W kwadracie o boku d}ugosa 1 danych jest 51 punktow Wykazaé, ze pewne
trzy sposréd tych punktéw mozna przykryé kolem o promieniu 1/7.

7. W prostokacie o wymiarach 3 x 4 danych jest 6 punktéw. Wykazaé, ze wérdd
nich istnieja takie dwa, ktérych odlegloéé jest nie wicksza niz /5.

8. Dowieéé, ze w dowolnym szeiciokacie wypuklym pewna przekatna odcina
tréjkat o polu nie wiekszym niz 1/6 pola szesciokata.

Krzysztof CHEEMINSKI
Waldemar POMPE
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W sierpniu 1994 roku czesé redakeji EPSILONA
uczestniczyta w XIIT Szkole Matematyki Pogladowej
zorganizowanej przez Odrodek Kultury Matematycznej.
Bylo bardzo milo, wystuchaliémy niezwykle ciekawych
referatéw, dowiedzielidmy sie réznych rzeczy. Ale oprécz
tego zanotowaliSmy (podczas prelekeji matematycznych)
wiele bardzo interesujacych cytatéw, czesé z nich
zilustrowaliémy. Oto niektére:

Gdy sie zajmugje kobietami i polityka, to si¢ polem ginie
w pojedynku.

Analiza petzala w metnosciach Cauchy’ego i innych.
Jedli sie duzo grzebie w réznych rzeczach, to na ogdl sie cosd
znajdzie,

Dowdd — to bylo jakies takie machanie rekami.

W jakimé tam sensie to powinien byé kazdy z dokladnoscia
do czegos.

Wszysthiemu jest winna Zqdza.

Jak si¢ wypuscilo diabla z pudelka, to trzeba sie liczyé

z dalszymi konsekwencjamsi.

Pogtaskal Hilberta tak, ze mu w picly poszlo.

Rdéznica miedzy dydakiyka matematyki a forsingiem jest,
moim zdaniem, zauwazalna.

/ L8 ‘o
g
. Cg

— To jest taki przyklad, ze tylko wlozyé do klatki
t pokazywad.

Przy okazji zagadka dla Czytelnikéw: jeden
z zaprezentowanych cytatow pochodzi z ust Redaktora
e Naczelnego Delty. Sprébujcie zgadnaé, ktéry?
Odpowiedzi prosimy przysytac poczta do FPSILONA
— Zero dodajemy do zera t dostajemy cod wiekszego od zera. lub e-mailem: ciesiels@im.uj.edu.pl.

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzistaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin Pogniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakdw, z dopiskiem «.
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