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Halo, halo... !
Krzysztof REJMER

W optyce atmosferycznej pojecie ,halo” oznacza
caly zespdt zjawisk wywolanych zalamaniem,
rozszczepieniem i odbiciem $wiatla przez krysztalki
lodu znajdujace si¢ w chmurach (najczeéciej
cirrostratus). Halo ma postaé barwnych kregéw,
tukéw, pionowych stupéw $wietlnych i pojedynczych,
éwiecacych punktéw. Takie zlozone postacie halo

sa bardzo rzadkie, najczesciej spotykane jest tak
zwane male halo, majace posta¢ barwnych kregéw
otaczajacych Stonice lub Ksiezyc w odleglosci katowej
okolo 22°. Niektére statystyki szacuja liczbe dni,

w ktérych pojawia si¢ male halo, na 200 w ciagu
roku. Jest to zapewne liczba zawyzona. Wedlug
Edwarda Stenza w Polsce obserwuje si¢ je érednio
kilkadziesiat razy na rok. Jest wiec male halo
zjawiskiem powszechnym, a mimo to nie tak dobrze
znanym jak, na przyklad, tecza, ktéra obserwuje

sie w naszym kraju zaledwie kilka razy na rok.
Prawdopodobnie jest tak dlatego, ze obserwacja
malego halo wymaga patrzenia w strong Stoiica,
podczas gdy tecze obserwujemy odwrdceni do naszej
Gwiazdy Dziennej plecami. Halo ksiezycowe jest

z oczywistych wzgledow takze trudne do zauwazenia.
Duze halo wyglada podobnie jak male, jego barwne
kregi maja jednak wieksze rozmiary. Znajduja

siec one w odleglosci katowej 46° od Stonca. Jest

ono obserwowane z czestotliwo$cia podobna do
czestotliwodcl pojawiania sie teczy.

Zjawiska halo znane sa od dawna. Sama nazwa
wywodzi sie z jezyka greckiego i oznacza okragly
ksztalt. Zrédtostowem jest archaiczny termin ’alw
pierwotnie oznaczajacy klepisko. W starozytnodci

i w éredniowieczu zjawiskom halo przypisywano

sens profetyczny. Gdy po $mierci Juliusza Cezara

w 44 roku przed nasza era Oktawian wkraczal

do Rzymu, dookota Stonca pokazal sie wielki

krag §wietlny (a wiec prawdopodobnie duze halo)

o krwistych barwach, ktéry uwazano za ,zapowiedz
bogdw o czekajacych Oktawiana niepokojach”.

W éredniowieczu na ludzka wyobraznie szczegdlnie
silnie oddzialywalo zjawisko slonc pobocznych, czyli
dwéceh jasnych plam $wietlnych po obu stronach
Stonca. Jedli towarzyszyly im pionowe stupy $wietlne
i koto przystoneczne przechodzace przez Slonce

i stofica poboczne, zjawisko to przypominalo

trzy krzyze gorejace blaskiem. Automatycznie
nasuwalo to interpretacje religijna; te postaé
zlozonego halo nazywano ,krzyzami Golgoty”.
Znamiennym wydarzeniem bylo pokazanie sie ,krzyzy
Golgoty” 21 kwietnia 1551 roku podczas toczacej sie
w Niemczech wojny religijnej. Oblegajacy Magdeburg
cesarz Karol V ujrzal na niebie ,trzy Slonca 1 trzy tuki
teczowe” . Najwyrazniej zinterpretowano je jako znak
Nieba, gdyz wojsko odstapilo od oblezenia. Rzadkie
zjawisko atmosferyczne ocalilo miasto.
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Rys. 1. Zjawisko rzymskie (1630 r.);
S — Slorice,

1 — male halo (22°),

2 — duze halo (46°),

3 — slonca poboczne malego halo,

4 — slorica poboczne duzego halo,

5 — krag przysloneczny,

6 — gérny luk styczny malego halo,
7 — luk zenitalny.

Sredniowieczne kroniki rejestruja wiele zjawisk

halo. Jan Dlugosz podaje, ze T wrzesnia 1169 roku
obserwowano w Polsce halo sloneczne, a w ciagu
nastepnych lat pokazywaly sie trzy ksiezyce. Obecnie
uwaza sie, ze wzmianka ta jest zapozyczeniem

z kroniki Rolewincka, gdyz brak jej potwierdzenia

w innych polskich zZrédlach. Podobnie brak jest
potwierdzenia informacji o pojawieniu sie nad

Polska halo i trzech ksiezycow zima 1314 roku.

Jest ona prawdopodobnie zapozyczona z dziela
»Historia ecclesiastica” Ptolemeusza z Luklki.
Natomiast dwa niezalezne Zrodla: Rocznik Malopolski
i Rocznik Traski podaja, ze 19 stycznia 1271 roku
zaraz po wschodzie Slonca pojawily sie storica
poboczne obserwowane na terenie Malopolski.
Podczas krakowskich studiow Mikolaja Kopernika,

w grudniu 1491 roku w samo poludnie obserwowano
trzy stonca w Krakowie, co zapewne wywolalo tym
wieksze podniecenie, ze 8 maja tego roku obserwowano
za¢mienie Stornica. Pod koniec XVI stulecia
przebywajacy w Lanckoronie wojewoda krakowski
(przyszly rokoszanin) Mikolaj Zebrzydowski ujrzal



na szczycie géry Zar ,krzyze Golgoty”, a bylo to
wieczorem w Wielki Czwartek. ... Gdy dlbowiem
Tasnie Wielmozni Woyewodowie Mikolay y Dorotd
ZEBRZYDOWSCY zabawtali sie pod ten czds
rozmysldniemn Meki Paskiey, uyzrzeli z okien zamku
Landskoronskiego nad Gorq Zdrek nd on czds d teraz
Kalwaryia nazywdna trote swialld nadzwyczaynie
idsnieiqee, ktorym widzeniem wewnetrznie ku Mece
IEZVSOWEY zdpaleni, trzy Krzyze nd tymze mieyscu
wystdwicé rozkdzali. . . Tak pisal o tym wydarzeniu
ksiadz Jan Kapistran Polaniecki, Ex-Prowincjal
Konwentu Kalwaryjskiego w ksiazce ,,Ozdoba
Korony Polskiej ... Kalwarya Nazywana” wydanej

w 1760 roku. W 1600 roku w miejscu widzenia
rozpoczeto budowe kosciola wzorowanego na
Swiatyni Jerozolimskiej. Takie byly poczatki Kalwarii
Zebrzydowskiej.

Rok 1630 zapoczatkowal nowy sposdb obserwacji
zjawisk halo. Jezuita Krzysztof Scheiner podczas
obserwacji tak zwanego zjawiska rzymskiego jako
pierwszy zmierzyl rozmiary duzego halo, otrzymujac
nieco zawyzona wartosé 47°40’. W tym samym roku
ztozone halo zaobserwowano takze w Norymberdze.
Na marginesie warto wspomnie¢, ze Scheiner

toezyl dlugi i niezbyt elegancki spér z Galilenszem
o pierwszenstwo odkrycia plam na Stonicu. Jako
pierwszy wykonal lunete wedlug pomystu Keplera,
a takze przyezynil sie do zbudowania przez Karola
Malaperta, z pochodzenia Belga, wyktadajacego

w kolegium jezuitdw w Kaliszu, nowego typu
zawieszenia teleskopu — montazu paralaktycznego.
Byl wspdlzalozycielem i przez 28 lat rektorem
kolegium jezuitéw w Nysie na Slasku.
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Rys. 2. Siedem slonic Gdanska (1661 r.) — rysunek Jana Heweliusza. Oprécz elementéw widocznych w zjawiskn rzymskim rysunelk

pokazuje: D, E — slotica poboczne 90° (tzw. slonca poboczne Heweliusza) oraz luki ukoéne tych slonic pobocznych — HE i DP. Sa to

rzadko wystepujace elementy halo. Z — przeciwslonce.
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Ponownego pomiaru katowych rozmiaréw duzego

halo dokonal 20 lutego 1661 roku w Gdansku Jan
Heweliusz, otrzymujac wartodé okolo 45°, nieco
zanizona. Zjawisko gdanskie byto bardzo rozbudowane,
pojawily sie, miedzy innymi, rzadko ogladane stonica
poboezne znajdujace sic w odleglosei 90° od Slorica.
Te forme halo nazwano pdzniej imieniem Heweliusza.
Gdanski astronom sporzadzil rysunek zjawiska
zatytutowany ,Septem soles (Gedani” (Siedem sloric
Gdanska), ktéry przestal na polski dwor jeszeze przed
publikacja proszac przy tym Des Noyersa, swego
przyjaciela i poérednika w kontaktach z dworem,

a zaragem sekretarza krolowej, aby pokazal go
krélewskiej parze — Ludwice Marii Gonzadze 1 Janowi
Kazimierzowi, zastrzegajac jednoczes$nie staranne
baczenie, by jego praca nie wpadla w niepowolane rece
i nie zostala opublikowana pod cudzym nazwiskiem.
W rok péiniej, na zlecenie Jana Kazimierza, przestano
Heweliuszowi rysunek podobnego zjawiska ogladanego
we Lwowie.

Do najstynniejszych zjawisk halo nalezy tak zwane
halo petershurskie, opisane przez Tobiasza Lowitza,
ktére 18 lipea 1794 roku przez pieé¢ godzin podziwiano
nad Petersburgiem. Po raz pierwszy zostaly wtedy
opisane tak zwane tuki Lowitza, bedace jedna

z najrzadszych postaci halo. Jeszeze rzadszym

zjawiskiem jest ,tuk Parry’ego” opisany dokladnie

w 1820 roku, choé¢ obserwowano go juz w 1630 roku

w Norymberdze. Do wybuchu drugiej wojny swiatowe]
tuk Parry’ego widziano zaledwie kilkakrotnie. Zlozone
postacie halo czesto mozna obserwowaé¢ w okolicach
podbiegunowych. Do najbardziej rozbudowanych
nalezy zaliczy¢ halo z 10 marca 1920 roku w Finlandii
opisane przez Johanssona. W Polsce, po ostainie)
wojnie zlozone halo zaobserwowal 22 lutego 1948 roku
w Deblinie Jan Kanarek, natomiast 10 kwietnia
nastepnego roku ztozone halo ksiezycowe zarejestrowal
w Poznaniu dyrektor tamtejszego obserwatorium,
profesor Jézef Witkowski.

Pierwsza, cho¢ bledna teorie halo podal w swej
sMeteorologice” Arystoteles. Dopiero Mariotte (ten
sam, ktorego nazwisko trwale zwiazane jest z prawem
opisujacym przemiane izotermiczna gazu doskonalego)
ttumaczyl powstawanie halo zalamaniem swiatla
przez krysztalki lodu, ktdre, jego zdaniem, mialy
mie¢ posta¢ miniaturowych pryzmacikow o kacie
tamigcym 60°. Rzeczywiscie halo wywolane jest

przez zalamanie swiatla, odbicie 1 catkowite odbicie
wewnetrzne swiatla w krysztaltkach lodu; geometria
tego zjawiska jest jednak bardziej skomplikowana niz
to soble wyobrazal Mariotte.

Nova Sela Aoad, Fnp.So Fbopol, Zoms¥ 2l Thb. VI

Nord Querl
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Rys. 3. Halo petersburskie (1794 r.). Charakterystycznymi rzadkimi elementami halo, przedstawionymi na rysunku, sa luki Lowitza (ik)

oraz slofica poboezne 120° (f,g).
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po stonecznej stronie sfery niebieskiej

Wybrane elementy
Storice
mate halo (22°)
duze halo (46°)
krag przystoneczny (wywolany odbiciem od $cianek
krysztatkdw)
storice poboczne 22° (widoczne, gdy Slonice znajdzie
sie na wysokosci mniejszej niz 61°)
slofice poboczne 46°
tuki Lowitza (zjawisko rzadkie)
tuk styczny dolny matego halo
tuk styczny gérny duzego halo (gdy Slonce znajdzie
sie na wysokoéci wiekszej niz 40°, g oraz h tacza sie
tworzac ,halo opisane”)
tuk Parry’ego (zjawisko bardzo rzadkie, od 1630 roku
do 1930 roku zarejestrowane tylko 7 razy)
gérny tuk styczny duzego halo (tuk zenitalny), gdy
Storice znajduje sie na wysoko§ci mniejszej niz 32°
tuki styezne gérno-boczne duzego halo (tak jak j)
tuki styczne dolno-boczne duzego halo (dla
wszystkich wysokogci Slorica)
shtup éwietlny Stonca (wywolany odbiciem na
éciankach krysztatkéw)
dolny tuk styczny duzego halo (tuk horyzontalny),
gdy Slorice jest na wysokoSci wigkszej niz 58°

— to, co wida¢ oraz to,

= =)
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zjawiska halo

p — storica poboczne 90° (slofica poboczne Heweliusza)

q — stonica poboczne 120°
r — przeciwslonce
t — tuki skoéne przeciwsloneczne

co jest przyczyna tych zjawisk — po przeciwne] stronie sfery niebieskiej

e

Inne huki styczne duzego halo, nie pokazane na gérnych
rysunkach, sa wywolane przez wirujace wokol osi
krysztaltki (hipoteza nie potwierdzona).




Zanim przystapimy do oméwienia mechanizmu powstawania malego halo,
przypomnijmy sobie, jak wyglada zatamanie §wiatla przez pryzmat (rys. 1).
Oznaczmy przez v kat lamiacy pryzmatu oraz przez & kat, o jaki zalamany
promien odchylil sie od pierwotnego kierunku. Odchylenie to jest minimalne
w przypadku symetrycznego biegu promienia przez pryzmat, to znaczy gdy
@1 = avg. Spelnione sa wtedy zwiazki:

Mate halo

il ol 1
sin 5(7 + bmin) = nsin 37 0] = a9 = 5(7 + bmin)

gdzie n jest wspolezynnikiem zalamania pryzmatu.

ot Mate halo jest wywolane zalamaniem $wiatta na dwéch prostokatnych $cianach
bocznych (oddzielonych jedna) krysztatka lodu o ksztalcie szeéciokatnego
graniastostupa. Tworza one pryzmat o kacie famiacym 60° — tak stusznie
twierdzit Mariotte (rys. 2), patrz str. 3. Wspélezynnik zatamania lodu dla
$wiatta czerwonego jest réwny 1,307, natomiast dla $wiatla fioletowego 1,317.
Kat 6,in wynosi odpowiednio 21°34’ dla barwy czerwonej i 22°22 — dla
fioletowej.

Jedli w powietrzu znajduja sie krysztalki rozmieszczone w sposéb chaotyczny,
Rys. 1 to promienie Stonca, ktére mozemy uwazaé za réwnolegla wiazke, padaja na
nie pod wszystkimi mozliwymi katami. Za powstawanie $wietlistej obreczy
halo odpowiedzialne sa te promienie, ktére w minimalnym stopniu odchylaja
sie od pierwotnego kierunku. Jesli krysztalek lodu znajduje sie whaénie

w takim potozeniu, to niewielka zmiana jego polozenia nie wpltywa w znaczacy
sposéb na kierunek zalamanego promienia, dzieki czemu natezenie éwiatla
obserwowanego z tego kierunku jest wieksze — po prostu wieksza liczba
krysztalkéw wnosi swéj wkltad do obserwowanego zjawiska. Méwiac inaczej,

‘(n krysztalki polozone tak, ze zalamane przez nie promienie w minimalny sposéb
R " odchylaja sie od pierwotnego kierunku, tworza zbidr osobliwy odwzorowania
b . iy . » ’ . . -
o, zbioru mozliwych polozen krysztatkéw na sfere niebieska, a kregi halo tworza
2 kaustyke (zob. np. str. 8) tego odwzorowania.
,\_____6_,/"\ Przy chaotycznym rozkladzie krysztatkéw obserwujemy éwietlisty krag

wokdl Slorica o fioletowym zewnetrznym i czerwonym wewnetrznym brzegu,
o rozmiarach katowych okoto 22°. Na rysunkach 3 i 4 pokazano geometrie

Rys. 2 powstawania malego halo.
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obserwator

obserwator ; St . e
powierzchnia Ziemi powierzchnia Ziemi

Rys. 3. Powstawanie malego halo (§min & 22°). Rys. 4. Powstawanie malego halo (§min, fioter = 22°227
Smin,cserw = 21°34"). Poniewaz Slonce nie jest punktowym Zrédlem
swiatla, lecz katowe rozmiary jego tarczy wynosza 30', pierécien malego
halo jest dodatkowo poszerzany o 30°.

Przy okazji zagadka.

Dlaczego rozpatrujemy zalamanie $wiatta przez dwie powierzchnie o kacie famiacym 60°, a nie bierzemy pod uwage

— wydawaloby sie — bardziej naturalnego pryzmatu utworzonego przez sasiednie §cianki boczne?

Odpowied? wewnatrz numeru.



Rys. 5. Powstawanie duzego halo
(Smin &= 46°).

obserwator

powierzchnia Ziemi

Rys. 6. Mechanizm powstawania duzego
i malego halo.

Duze halo

Mechanizm powstawania duzego halo jest bardzo podobny do sposobu, w jaki
powstaje mate halo. Réznica polega na tym, ze zalamanie zachodzi pomiedzy
boczna, prostokatna Scianka i szeSciokatna podstawa graniastostupa (rys. 5).
Warunkiem koniecznym jest wiee, by krysztatki mialy plaskie podstawy,

co nie zawsze ma miejsce. Krysztatki lodu moga przypominaé, na przyktad,
zatemperowane otéwki. Kat tamiacy pryzmatu z rysunku 5 wynosi 90°. Warunek
minimalnego odchylenia promieni prowadzi do wartoéei kata 8., réwnej 45°44’
dla barwy czerwonej i 47°16" dla fioletowej. Tak wiec bledy pomiaréw Scheinera
i Heweliusza (patrz str. 2 1 3) byly niewielkie. Jednoczesnie mocniejsze warunki
konieczne do powstania duzego halo powoduja, ze zjawisko to wystepuje rzadziej
od matego halo.

Stonca poboczne

Stofica poboczne sa to dwie jasne plamy (czasami widoczna jest tylko jedna)
polozone symetrycznie wzgledem Slonca, na tej samej co ono wysokodei.
Najezescie] pojawiaja sie wraz z malym halo. Istnieja takze inne, bardziej
egzotyczne odmiany stonic pobocznych, na przyklad stonica pojawiajace si¢ wraz
7 duzym halo czy tez stonea poboczne Heweliusza. Zjawisko to nosi réwniez
nazwe parhelium (gr. para — blisko i Helios — Stonice). W literaturze anglosaskie]
spotyka sie rowniez nazwe ,sun dogs” — ,sloneczne psy”.

Doktadniej oméwimy powstawanie najpowszechniejszych slonc poboeznych
malego halo. Ich polozenie wzgledem jego pierécienia zalezy od wysokodci
horyzontalnej Stonca. Kiedy znajduje si¢ ono na linii horyzontu, storfica
poboczne leza dokladnie na pierscieniu maltego halo. W miare jak Slonce
podnosi sie ponad widnokrag, oddalaja sie od pierscienia 1 maleje natezenie
ich $wiatla. Przy czterdziestostopniowej wysokosci Slonca oddalone sa one
o okoto 5°30" od malego halo w kierunku na zewnatrz.

Za powstawanie parheliéw malego halo odpowiedzialne sa krysztaltki lodu
pionowo opadajace w atmoslerze. Bieg promieni w ich wnetrzach jest taki sam,
jak wtedy, gdy powstaje male halo, tak wiec storica poboczne mozna uznaé za
Jjego czesé. Jesli w powietrzu znajduja sie krysztalki o wszystkich mozliwych
orientacjach, ale z przewaga ustawionych pionowo, to obserwujemy zaréwno
matle halo, jak i jego stofica poboczne.

Pozostaje jeszeze wyjadnié, dlaczego pionowa orientacja dlugiej osi krysztalka
mialaby by¢ wyrdzniona. Dzieje sie tak wtedy, gdy spelnione sa dwa warunki:
1) jest bezwietrzna pogoda, 2) cze$é krysztatkéw przypomina ksztattem
gwozdziki. Taka budowa krysztaltka ma miejsce, gdy do plaskiej podstawy
szesciokatnego stupka przyklei si¢ plaska, réwniez szeciokatna plytka (rys. 7).
Ta plaska plytka dziala wtedy mniej wiecej tak, jak czasza spadochronu.
Pozycja, w ktdrej krysztalki spadaja z dluga osia ustawiona pionowo, jest
pozycja stabilna. W miare jak Stonice wznosi sie coraz wyzej, bieg promieni
we wnetrzu tych krysztatkéw coraz bardziej odbiega od warunkéw biegu
symetrycznego. Z tego powodu sloiica poboczne oddalaja sie od pierdcienia halo
1 traca swoja intensywnos¢.

K.B.
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Rozwinzanie zadania M 724,
AC<AX +XC =2

i BD < BX + XD = 2, wiec

0 < AC? 4+ BD? < 8. Aby sprawdazi¢,

ze wyrazenie AC>2 4+ BD? moze osiggnaé
kazda wartosd g przedzialu [0, 8],
wystarczy rozwazy¢ punkty X = (0,0),
A=B=(1,0), C =D = (cosa,sin a),
gdzie o € [0,7).

-1

Rozwigzanie zadania M.723. Oznaczmy érodek okregu przez X, punkt wspélny prostych
zawierajacych cigciwy AB i €D przez Y, a $rodki cieciw AB i CD odpowiednio przez § i T
Czworokat X SY'T jest prostokatem, bo ZSYT, LYTX i LY SX sa katami prostymi. Zatem, na
mocy twierdzenia Pitagorasa,

AC? + BD? = (AY? + CY?) 4+ (BY? + DY?) = (AY? + BY?) + (CY* + DY?) =

= (AS + SY)? £ (A5 — SYVF(CT X TV £ (CT - TY)® =
=2(452 3+ Y+ 2(CT + 5Y%) =
= 2AS* + 5X*) 4+ 2ACT? + TX?) = 24X + 20X2 = 4,




Na odwzorowanie f plaszezyzny R
w siebie mozemy patrzeé jak na pare

funkeji okreslonych na R? i o wartosciach

w zbiorze R liczb rzeczywistych,
symbolicznie f = (fy, f2). Méwimy,
ze odwzorowanie f jest gladkie, gdy

kazda z funkcji f1, f2 jest nieskoriczenie

wiele razy rézniczkowalna.

Czytelnik zechce sie zastanowié, czy
istotnie kazde gladkie odwzorowanie
f:R? — R® mozna w ten sposéb
przedstawié.

@

Rozwigzanie zadania M 725,
Rozwazmy plaszezyzne P o réwnaniu

- @, Czytelnik
b

sprawdzi, ze dla punktdw

z latwodc

nalezacych do tej plaszczyzny zachodzi

2
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réwnose
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a wigc jest okregiem.
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Rozwiazanie zadania F 396.
Masa powietrza o objetosci pilki jest

réwna n = I Rp=6,7g. Poréwnujac

silg dosrodkows do sity Magnusa mamy

Muv?
— = Zmwv .
=
- - . s £
Podstawiajac predkosé katowa w = Y dao
powyzszego wzoru otrzymujemy
MR

i - B

2me

+b_~

Punkty osobliwe odwzorowan gladkich

Niech f bedzie ...

(Ztodliwi twierdza, ze gdyby Juliusz Verne byt matematykiem, to Dwadziescia
tysigcy mil podmorskiej Zeglugi zaczynaloby sie nastepujaco.

Niech Ned Land bedzie oszczepnikiem, a Conseil — stuzgcym narratora. Niech
ponadio Nautilus bedzie statkiem podwodnym i niech kapitan Nautilusa nazywa
si¢ Nemo.

My tego twierdzenia komentowaé nie bedziemy.)

Jako si¢ wiec rzeklo, niech f bedzie gtadkim odwzorowaniem plaszezyzny R>

w siebie. Przy omawianiu wlasnosci f nie sposéb postuzyé sie kartka papieru

z wykresem, bo do jego narysowania potrzebne sa 2 + 2 = 4 wymiary. Pomézmy
zatem naszej ubogiej wyobrazni w inny sposéb. Pomyélmy mianowicie o dwdch
plaszczyznach, poziomej («) i pionowej (3). Bierzemy punkt A € « i rzutujemy
go pionowo na gladka powierzchnie 7, ktéra ma te wlasnoéé, ze nad kazdym
punktem « lezy dokladnie jeden punkt x. Otrzymany punkt z 7 rzutujemy
poziomo na 1 w ten wlasnie sposéb otrzymujemy f(A). Moze sie zdarzy¢

tak, ze dwa rézne punkty A; i As maja ten sam obraz. Punkt A, ktéry ma te
wlasnosé¢, ze w dowolnie malym jego otoczeniu znajdziemy takie punkty A, i A,,
nosi nazwe punktu osobliwego odwzorowania f. Poslugujac sie nasza pogladowa
interpretacja f stwierdzimy bez klopotu, ze plaszczyzna styczna do m w punkcie
lezacym pionowo nad punktem osobliwym A jest prostopadta do plaszczyzny j.

Zbidér wszystkich punktéw osobliwych f nazwiemy krétko zbiorem osobliwym f,
obraz za$ zbioru osobliwego — kaustyka.

Pora na przyklady. Pierwszy z nich, odwzorowanie g(z,y) = (22, y), pokazany
jest na rysunku 1.

Q—- kaustyka
- =
zbidr osobliwy \ \—Q(AI) = g(A2)

2]

Rys. 1. Przeksztalcenie g z osobliwoscia ,falda”. Gdy np. g(z,v) = (=2, y), to dowolne dwa
punkty A; i Az, symetryczne wzgledem prostej zlozonej z punktdw osobliwych g, maja ten
sam obraz.

Widzimy tu osobliwo$é zwang falda. Zbiér osobliwy i kaustyka odwzorowania q
to linie proste. Drugi rodzaj osobliwoéci to tzw. plisa (rys. 2); niech nam krawcy
wybacza terminologie. Obrazowo mozna powiedzieé, ze plisa to falda, ktéra

ma swoj poczatek. Zbiér osobliwy plisy to krzywa przypominajaca wygladem
parabole, a kaustyka ma ksztalt | dziébka”.

Okazuje sig, ze w zasadzie innych osobliwoéci przeksztalcenia gladkie
plaszezyzny w siebie nie miewaja. Co to znaczy? Rozpatrzmy zbiér G wszystlkich
przeksztalcen gltadkich f: R? — R2. Umdéwmy sie, ze dwa przeksztalcenia

z tego zbioru sa bliskie, jesli w kazdym punkcie R? maja bliskie wartoéci (razem
z pochodnymi dowolnego rzedu).
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Rozwigzanie zadania F 395,
Wspélezynnik zalamania zalezy od
gestodcl powietrza pg:

Nag
(-n—l):{:m—l)i, S
il

N = |

I
gdzie V4 oznacza liczbe Avogadro.
Paodstawiajac n — 1 oraz N do wyrazenia
na g otrzymujemy
3273 (ng — 1)%op
337 g2Na
Poniewaz p zalezy od wysokosci,
przechodzimy do wzoru caltkowego

-

I{z) = Ipexp (—- /,u; dh) ’

0
Dla promienia slonecznego padajacego
pod katem 0° (prostopadle do
powierzchni Ziemi) mozemy skorzystac
ze wzoru na cisnienie hydrostatyczne

o — [ pg dh otrzymujac

0
o pidh. = 4 .
: B

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.

Hy =

p = 1013 hPa,

Ostatecznie otrzymujemy relacje

o

I =fpge "2
327° (ng — l)gpga
o= — e o
3xd eagNa

Stosunek natezenia swiatla rozproszonego
do padajacego wyraza ulamek
To—1T
In
Dla swiatla niebieskiego wynosi
on & = 28,6%, dla czerwonego k = 3,5%.

—or

k=

=1l-e

Gdy swiatlo pada pod katem 90°
(stycznie do powierzchni Ziemi), mozemy
skorzystac ze wzoru barometrycznego

= goe~"*, a = 228

Z twierdzenia
Pitagorasa
mamy

L:J + R:’ = ?‘2 —
= (R + FI._]’“’.

Zaniedbujac h* mamy h =

(bo gL‘LI.bOE\'L" a:,nm‘sfery h = 20 km < R).
2R
B= pde= ooe” iR le— $
208
27 R
p=1, /2 B80 | _109.4
= .
= I
. Tai—f _
Stad tez k = 4 _l—t-’],
dla dwiatla m.:bwsk]ebo ko= 97.5%,

a dla swiatla czerwonego k = 32,5%.

Z powyzszych rezultatdw jasno wynika,
ze kolor zachodzgcego Slorica jest
czerwony. W istocie wynik uzyskany dla
promienia stycznego jest zanizony, gdyz
nie uwzglednilismy wydluzone] (na skutek
zalamania drogi) swiatla w atmosferze.

O ilodci rozmaitych préb stosowania teorii
katastrof w innych naukach mozna sig
przekonad wertujac ksigzke ,Catastrophe
theory for scientists and engineers”
autorstwa Roberta Gilmore’a pracujacego
w Institute for Defense Analyses w
Arlington w USA.

h(A)

7 zbiér osobliwy \

— kaustyka

l

=

Rys. 2. h(z,y) = (z® — 2y, y) to jeden z najprostszych przykladéw odwzorowania
z osobliwodcia zwana plisa. W tym konkretnym przypadku zbidr osobliwy to parabola
o réwnaniu

a
a—(xs—xy}Esz—y=[).
=

Czytelnik moze latwo sprawdzié, ze kaustyka tego odwzorowania to krzywa z dzidbkiem
skladajaca sie z dwdch poléwek paraboli pélszedcienne;j.

W zbiorze G wyrdznijmy mniejszy podzbidr D przeksztalcen ,dobrych”: takich,
ktére maja wylacznie punkty osobliwe odpowiadajace faldzie lub wierzchotkowi
plisy. Amerykaniski matematyk Hassler Whitney udowodnit w 1955 roku
nastepujace

Twierdzenie. D jest otwartym i gestym podzbiorem G.

Gestosé D oznacza tyle, iz blisko kazdej funkcji f € G lezy pewna funkeja
ydobra”, z otwartosci D za$ wynika, ze kazda funkcja ,,dobra” ma malutkie
otoczenie sktadajace si¢ wylacznie z innych funkeji ,,dobrych”. Przyktady
niedobrych osobliwosci Czytelnik Wnikliwy zechce sobie sam wyobrazié,

a Czytelnik Leniwy moze zerknaé na rysunek 3.

dwie fatdy

\

plaska pozioma

enleria i atok brak osobliwodci

Rys. 3. Blisko przeksztalcenia ,stok z plaska galeria” ze zbiorem osobliwym w postaci
nieskoriczonego pasa leza rozmaite przeksztalcenia ze zbioru D: na prayklad f; z dwiema
faldami i f; bez zadnych osobliwoéci.

Twierdzenie Whitneya fizycy stosuja do wyjasniania zjawiska halo (mozna o tym
przeczyta¢ w tym numerze Delty). Ten fakt oraz ukuta przez Stanistawa Lema,
przy okazji poréwnywania matematyki z fizyka, przenoénia o szalonych krawcach
usprawiedliwiaja po czeSci uzycie terminéw fatda i plisa.

Twierdzenie Whitneya uogélnil na przypadek wymiaru > 3 Francuz, René
Thom, medalista Fieldsa z 1958 roku. Moment ukazania sie w 1971 roku

Jego pracy Stabilnosc strukturalna ¢ morfogeneza to narodziny stynnej teorii
katastrof, ktéra z réznym powodzeniem usitowano stosowaé w biologii, socjologii,
medycynie, aerodynamice, termodynamice, klimatologii itd. To juz jednak temat
na zupelnie inny artykul. Pg



Odwzorowanie zbioru polozen krysztalka
lodu w sfere niebieska zdefiniowane

jest mniej wigcej tak: krysztalek

lodu o danym polozeniu zalamuje
éwiatlo sloneczne, w wyniku czego
otrzymamy promien biegnacy w kierunku
zaleznym od polozenia krysztalka.
Kierunek owego promienia wyznacza
punkt na sferze niebieskiej, z ktérego
obserwujemy $wiecenie. W ten

sposéb kazdemu polozeniu krysztalka
przyporzadkowalidmy punkt na sferze
niebieskiej. Zauwazmy, ze tak okredlone
odwzorowanie (tzw. funkcja Halo)

zalezy od polozenia Slonca, dlatego

tez obserwowane na niebie zjawisko,
bedace kaustykami funkcji Halo, zalezy
od polozenia Slornca.

Rys. 1

Zbiory osobliwe, kaustyki 1 zjawiska halo

Teoria osobliwodci odwzorowail, a w szczegdlnodci twierdzenie Whitneya, bardzo
dobrze nadaja si¢ do analizy zjawisk halo. Zajmijmy si¢ znajdujacym sie w atmosferze
ziemskiej krysztalkiem lodu, ktéry ma ksztalt graniastostupa szedciokatnego.
Najczedcie] jest to jeden z wielu milionéw krysztalkéw tworzacych chmure typu
cirrostratus. Bedziemy interesowaé sie dwiema Sciankami kryszialka: ta, praez kidra
promieii §wiatla slonecznego dofi wnika i ta, przez ktéra go opuszcza po zalamaniu.

W naszej analizie pominiemy zjawiska takie, jak odbicie swiatla, rozszczepienie dwiatla
bialego czy tez cala game zjawisk falowych, ktére moga wystapi¢; skoncentrujemy si¢
wiec na uproszczonym opisie geometrycznym. Swiatlo sloneczne potraktujemy jak
wiazke promieni réwnoleglych, bedziemy te promienie utozsamiaé.

Jeden krysztalek da, oczywiscie, tylko jeden promieii zalamany pomiedzy wybrana
para $cianek. Mozemy zbudowaé odwzorowanie wszystkich mozliwych polozen
krysztatkéw w sfere niebieska; rézne polozenia krysztalka dadza na ogdl rézne
kierunki zalamanych promieni, ktére mozemy utozsamia¢ z punktami sfery niebieskiej.
Sfera niebieska jest zbiorem dwuwymiarowym, natomiast zbiér mozliwych polozen
krysztalkéw lodu jest zbiorem tréjwymiarowym. Krysztalek ma trzy stopnie swobody:
dwa z nich sa zwiazane z polozeniem jego dlugiej osi symetrii, trzeci z obrotem wokdt
niej (translacyjne stopnie swobody nie wnosza nic nowego). Tak wiec odwzorowanie
zbioru mozliwych polozen krysztalkéw w sfere niebieska jest odwzorowaniem zbioru
tréjwymiarowego w dwuwymiarowy. To odwzorowanie nazwiemy funkcja Halo.

Moze sie zdarzyé, ze krysztalki lodu znajdujace sie w przestrzeni rozmieszczone sa

w sposéb przypadkowy i chaotyczny. Wtedy dziedzina funkcji Halo jest rzeczywiscie
tréjwymiarowa. Moze byé¢ jednak i tak, ze niektére orientacje krysztalkéw beda
uprzywilejowane (na przyklad, przez warunki meteorologiczne), inne zag nie wystapia,
tak wiec dziedzina funkeji Halo nie bedzie pelnym zbiorem mozliwych polozei
krysztatkéw. Jeéli jest ona zbiorem jedno-, dwu- lub tréjwymiarowym, méwimy
odpowiednio o halo jedno-, dwu- lub tréjwymiarowym. W dalszym ciagn dziedzine
funkcji Halo bedziemy nazywaé zbiorem generujacym.

Przykladem halo jednowymiarowego sa sloiica poboczne, ktére powstaja, gdy
wszystkie krysztalki lodu sa ustawione pionowo dlugimi osiami; tworza one wtedy zbiér
jednowymiarowy, a kaustyka sklada sie z dwdch punktéw, ktére sa wlasdnie sloficami
pobocznymi. Na przeciwnym biegunie sytuuja si¢ male i duze halo, ktére powstaja
przy przypadkowym rozkladzie krysztalkdw w atmosferze. Zbiér generujacy jest wtedy
tréjwymiarowy.

Skupmy nasza uwage na dwuwymiarowych zbiorach generujacych. Zgodnie

z twierdzeniem Whitneya typowe odwzorowania gladkie zbioréw dwuwymiarowych

w zblory dwuwymiarowe moga mie¢ osobliwosci dwojakiego rodzaju: faldy i plisy.

W szczegdlnosci dotyczy to takie dwuwymiarowej funkeji Halo. Jej osobliwoéci wazne
sa z tego powodu, ze krysztalki znajdujace si¢ w poblizu punktu osobliwego zalamuja
gwiatlo prawie w tym samym kierunku, tak wiec obserwujemy z tego kierunku silne
swiecenie. Obserwowane na niebie zjawisko halo jest wiec kaustyka odwzorowania
zbioru polozen krysztalkéw lodu w sfere niebieska.

Halo dwuwymiarowe

Pierwszym przykladem niech beda krysztalki lodu o ksztalcie szedciokatnych
kolumienek, spadajace w ten sposéb, ze ich gléwna of pozostaje w plaszczyZnie
poziomej (rys. 1). Taki krysztalek ma dwa stopnie swobody. Pierwszy zwiazany jest

z obrotami jego dlugiej osi w plaszczyZnie poziomej, drugi z obrotami wokdl tej osi.
Interesuja nas promienie wchodzace przez jedna z szeSciokatnych podstaw krysztalka

i wychodzace przez prostokatna écianke boczna. Zbidr generujacy jest dwnwymiarowy.
Jest on niespdjny, gdyz sklada si¢ z dwdch osobnych kawalkéw odpowiadajacyeh dwém
szesciokatnym podstawom krysztalka. Réwniez niespéjna jest kaustyka funkeji Halo.
Tworzy ona luki styczne dolno-boczne duzego halo (rys. 2). Osobliwosé jest w tym
przypadku falda.
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Rys. 2. Zbiér generujacy i zbidr osobliwy
tuku styeznego dolno-bocznego duzego
halo (po lewej stronie). Kaustyka funkcji
halo (po prawe] stronie). Osobliwosé ma
charakter faldy. Rysunek odpowiada
wysokoéci Storica réwnej 28°.

pozioma
of obrotn

Rys. 3. Szesciokatne lodowe plytki
wirujace wokél diugiej osi symetrii
szedciokata odpowiadajs za powstawanie
lukéw Lowitza,

Rys. 4. Zbiér generujacy i zbidr asobliwy
lukéw Lowitza (po lewej stronie) oraz
kaustyka (po prawej). Zbiér osobliwy
sklada sig z dwdéch krzywych. Osobliwoéci
maja charakter zaréwno faldy, jak i plisy.
Rysunek odpowiada wysokaosci Slonica
réwnej 20°,

Rys. 5. Zbidér osobliwy, zbidr generujacy
i kaustyka luku stycznego gérnego

i dolnego malego halo. Osobliwosci maja
charakter faldy. Rysunek odpowiada
wysokoéci Slonca réwnej 28°.

#hidr
genernjacy

| zhidr
osobliwy

lerap E
i / preysloneczny
P R y
Sloiice

kaustyka

Drugim przyktadem jest jedna z rzadszych postaci halo, tak zwane tuki Lowitza.
Tworzone sa one przez promienie zalamane pomiedzy dwiema Sciankami plaskiego,
szesciokatnego krysztalka, wirnjacego wokdl poziomej, diuzszej osi symetrii

szesciokata (rys. 3). Powstanie lukéw Lowitza wymaga bardzo szczegdlnych

warunkéw, dlatego sa one tak rzadkie. Podobnie jak poprzednio, zbiér generujacy jest
dwuwymiarowy i niespdjny, jednak osobliwosci odwzorowania Halo sa bardziej zlozone,
gdyz réwnoczesnie istnieje i falda, 1 plisa (rys. 4). Jak pokazuja symulacje komputerowe
wykonane w 1980 r. przez Roberta Greenlera i jego wspdlpracownikéw z Uniwersytetu
Wisconsin w Milwaukee, czeéé kaustyki odpowiadajaca plisie cechuje si¢ bardzo malym
natezeniem swiatla, dlatego w wigkszoséci przypadkéw, gdy tuki Lowitza sa widoczne,
plisa pozostaje niezauwazona.

#hidr

generujacy .

preysloncezny

A kaustyka

Kolejnym, trzecim przykladem dwuwymiarowego halo sa (duzo powszechniejsze od
tukéw Lowitza) gérny i dolny tuk styczny malego halo (rys. 5).

krap
zhidr przysloneczny

Fenerujacy

#hidr
osobliwy

Osobliwosci wyjatkowe

T'wierdzenie Whitneya mdéwi, ze typowymi osobliwoéciami gladkiego, dwnwymiarowego
odwzorowania sa faldy i plisy. Zostalo analitycznie dowiedzione, ze poza kilkoma
wyjatkami, o ktérych za chwile, osobliwodci gérnego i dolnego tuku stycznego sa falda.
Jednak w przypadku pewnych rodzajéw dwuwymiarowego halo nie istnicje dowdd
gladkogci funkceji Halo, ktéra jest wymagana przez zalozenia twierdzenia Whitneya.
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Fakt, ze wiekszoséé tych osobliwodci rzeczywiscie wyglada jak falda lub plisa, nie jest
jeszcze dowodem. Istnieja tez takie osobliwosci dwuwymiarowych halo, ktére nie sa
ani falda, ani plisa. Tak jest wtedy, gdy $éwiatlo ulega nie tylko zalamaniu, ale réwniez
odbiciu, co powoduje, ze funkcja Halo nie jest gtadka.

;

kraywa J
faldowa

krzywa, 44

Rys. 6. Zbiér generujgcy, zbiér osobliwy
podstoneczna

i kaustyka dolnego tuku stycznego malego
halo dla wysokosci Slorica réwnej 17°.
Zbiér osobliwy sklada si¢ z dwéch
przecinajacych sie krzywych, faldowe]

i podstonecznej. Krzywa podsloneczna
jest osobliwoscia innego rodzaju niz falda
czy plisa.

Wierzcholek dolnego luku stycznego, pokazanego na rysunku 6, polozony jest wéwczas
na wysokosci 22° — 17°, czyli 5° ponad linia horyzontu. Taki tuk styczny mozna
ogladaé¢ z pokladu samolotu, ale nie z ziemi. Zbiér osobliwy jest w tym przypadkn
bardzo szczegdlny. Sklada si¢ on z dwéch krzywych, faldowej 1 podstonecznej,
dwukrotnie przecinajacych sie. Pierwsza z nich odpowiada osobliwoéci typu

falda, jednak druga nie jest ani falda, ani plisa, jest czyms$ zupelnie innym niz
osobliwoéci, o ktérych méwi twierdzenie Whitneya. Funkcja Halo odwzorowuje
krzywa podsloneczna na jeden punkt nazywany punktem podslonecznym. Zgodnie
z twierdzeniem Whitneya ten rodzaj osobliwosci jest jednak czyms wyjatkowym.
Powyzej opisana osobliwo$¢ zwiazana z krzywa podsloneczna moze sie pojawié gdy
Slorice znajdzie si¢ na wysokosci od 11° do 25° nad horyzontem.

#hidr

Rys. 7. Odpowiednio dobrane male ko ey .

zaburzenie odwzorowania z rysunku 6 :

daje kaustyke bedaca obrazem faldy. i '-:iii'-||| Al
Zbiér osobliwy z poprzedniego rysunku b /.1' ||.||'|l "l""l \\\
zostal rozerwany w miejscu przecigé =1 . / / ////}fll“lwmh\\\\ "
dwéch krzywych. Tak zdeformowany T K /~ LTI
przypomina ,wyciggnieta” literg Z. v z
Odpowiednio male zaburzenie nie zmienia
jego jakosciowego charakteru.

Model zjawisk halo oparty na analizie osobliwodci odwzorowan jest modelem
uproszczonym, gdyz nie uwzglednia falowej natury éwiatla, a zatem nie pozwala
analizowaé rozkladu natezenia $wiatla, jednak bardzo dobrze daje sobie rade

z opisem geometrii zjawiska. Teoria osobliwoéci stosuje sig do odwzorowan gladkich.
I choé w kazdym przypadku funkcji Halo problem ten nalezy analizowaé osobno,

to wydaje sie, ze ,na ogdl”, poza pewnymi wyjatkowymi sytuacjami rzeczywiscie
jest to odwzorowanie gladkie. Z tego powodu Walter Tape, matematyk amerykariski
zajmujacy sie zastosowaniami matematyki w naukach przyrodniczych, takich jak
geologia czy meteorologia (na ktérego pracach opiera sie ten tekst) powiada z lekka
przesada: Czemu zawdzigcza swoje istnienie zjawisko halo? Istnieje ono dzieki
rézniczkowalnosci (oczywiscie, funkeji Halo)!
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'a Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 723. Dany jest okrag o promieniu 1. Jakie wartodci moze przyjmowaé wyrazenie
AC? + BD?, jedli AB i CD sa prostopadlymi cieciwami tego okregu?

(Zadanie z egzaminu wstepnego na Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego)

Rozwiazanie na str. 7

M 724. Jakie wartoéci moze przyjmowaé wyrazenic AC? + DB? jedli A, B,C, D, X sa

takimi punktami plaszczyzny, ze AX = BX =CX =DX =11 ABoCD =
(v o w oznacza iloczyn skalarny wektoréw)?
Rozwiazanie na str. 7

2 2
- 32 —1,0{a<b~<c,

ze pewien przekrdj tej elipsoidy plaszczyznq jest okugglem‘
Rozwiazanie na str. 8

Redagugje Jarostaw KULPA

M 725. Dana jest elipsoida o réwnanin —- Udowodnié,

F 395. Swiatlo sloneczne o mniejszej dlugosci fali jest silniej rozpraszane w atmosferze
niz éwiatlto o wiekszej dlugosci. Dzieki temu zjawisku niebo ma kolor niebieski,

a zachodzace Sloiice jest czerwone. Ocenié, jaka czesé Swiatla niebieskiego

(A = 400 nm), a jaka czerwonego (A = 700 nm) padajacego pionowo na Ziemie ulega
rozproszeniu w atmosferze. Przeprowadzié analogiczne rachunki w przypadku promieni
pochodzacych od zachodzacego Stoiica i pada]qcych na ZICIHIQ stycznie. Gestosd
powietrza przy powierzchni Ziemi wynosi go = 1,2 kg/m®, masa molowa powwtlm

i = 0,029 kg/mol. Rozpraszanie s$wiatla w jednorodnym oqlodku opisuje wzor

[ = Le=t1®, 327° (n —1)?
34 N
przy powierzchni Ziemi wspdlczynnik zalamania dla powietrza wynosi ng = 1,00028,
N oznacza liczbe czasteczek powietrza w jednostce objetodci, o jest poczatkowym
natezeniem $wiatla, [ za$ natezeniem dwiatla po przejéciu drogi . Promien Ziemi
wynosi R 2~ 6400 km.

Rozwiazanie na str. 9

gdzie 1 = , n jest wspdlczynnikiem zalamania swiatla,

F 396. Pitka kopnieta przez pilkarza niemal poziomo uzyskala predkodé obrotowa na
obwodzie réwna € = 20% predkosci ruchu postepowego. O$ obrotu pilki jest pionowa.
Oszacowaé poczatkowy promief krzywizny toru, po ktérym porusza sig pitka. Na pilke
obracajaca sie¢ w powietrzu z predkoscia katowa w dziala sila zwiazana z efektem
Magnusa okreslona przyblizonym wzorem F = 2mow, gdzie m jest masa pm-vicl-rm:.

o objetodci pitki. Sita ta jest p1ostopadla. do predkodci pitki ¥ 1 wektora &. Gestodé
powietrza wynosi ¢ = 1,2 kg/m®. Dane dotyczace pilki futbolowej: promieri £ = 11 cm,
masa M = 0,42 kg.

Rozwiazanie na str. 8

Patrz w niebo

Tak, kiedy Jowisz poprzedniczym

grzmotem

I razacymi blyski dwiat uciska,
Trzesie sig Atlas okropnym loskotem,
Jegcza pieczary 1 Etny lozyska,

Pelne cyklopéw; pod hartownym mlotem

Grom sie rozzarza i iskrami pryska,
Wulkan je nagli, a = swego warsztatu
Raz wraz pociskiem strasznym grozi

Swiatu.
Ignacy Krasicki
Monachomachia, pieén 111, LVIIL

Niejeden raz podkredlaliémy w Deleie, ze ciala Ukladu Slonecznego nie sa do kofica
smartwe” — Zycia tam, oczywiscie, nie ma (poza Ziemia), ale chodzi o to, czy na
powierzchni danego globu cos sie w ogdle dzieje. Na Ksiezycu akurat malo co. Poza
powolna termiczng erozja skal, ciaglym dzialaniem promieniowania kosmicznego,
wiatru slonecznego i cial meteorowych zdarzaja sie czasami slabe wyplywy niewielkich
porcji gazéw z glebi gruntu. Na Marsie natomiast wieja bardzo silne wiatry,

na planetach olbrzymich wiatry te sa w skali ziemskiej niewyobrazalne, na ich
satelitach widaé efekty ruchdw gérotwdérezych i dzialalnodé wulkaniczna (lo, Tryton).

A pioruny? Otéz wyladowania elektryczne, poza Ziemia, wystepuja na Jowiszn

i zapewne na Saturnie oraz Uranie. Voyager 1 przelatujac 12 X1 1980 r. w poblizu
Tytana wykonal m.in. pomiary majace na celu stwierdzenie, czy na tym satelicie
Saturna blyska sie. Méwiac w skrécie, fale radiowe towarzyszace wyladowaniom
powinny zostaé zarejestrowane przez radioodbiorniki sondy, a czuloéé aparatury
umozliwiala zauwazenie blyskawic 1000 razy stabszych od ziemskich.

Obserwacje nie daly zadnego wymku rL](,strowa,ne byly tylko sygnaty z Saturna.
A sprawa jest powazniejsza, niz zwyczajne stwierdzenie, czy na Tytanie bija pioruny.
Otz zawartosé rozmaitych weglowodoréw obecnych w atmosferze Tytana czedciowo
moze byé wytlumaczona dzialaniem promieniowania stonecznego. Jednak zawartodé
np. etylenu C2Hy przekracza mozliwoéci tego mechanizmu. Produkcja etylenu moglaby
byé wspomagana wtadnie przez blyskawice, a skoro ich nie stwierdzono, to znaczy,
ze teoretycy powinni poszukiwaé jeszcze innych mechanizmdw. Nastepna natomiast
szansa zbadania tego problemu ,na miejscu” pojawi sie nie wezedniej niz w XX wieku,
gdy do Saturna ewentualnie dotrze sonda Cassini i zrzuci na Tytana prébnik zdolny
zarejestrowaé blyskawice 100 razy slabsze, niz mdégl to zrobi¢ Voyager 1.

Tomasz KNWAST
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I< lub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Wydzialu
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

® Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadaln z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n 4+ 4. MozZna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech, dwdch

— lub jednego zadania (kazde na oddzielne]j kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
mames = 3 - 3 LT _ & 2 e 3
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
[ umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do

1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania: WT =
4 — 35, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe osdb, ktére nadeslaly
rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle
Termin nadsylania rozwigzarn: punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktdrejkolwick
31 IIT 1995 z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktdw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Czoléwka ligi zadaniowe)
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazari Zadania z matematyki nr 291, 292 Redaguje Marcin I. NTVCZMA
zadan 277 (WT=3,46) i 278 (WT=1,41)
2z numeru 31994
291. Wyznaczyé wszystkie liczby calkowite z, dla ktérych z? + 19z + 94 jest

Przemyslaw Gadzinski— Sroda Slgska 47,30

Pawet Lizak - Pulawy 143,47 kwadratem liczby calkowitej.

Waldemar Pompe — Warszawa 40,24

Krzysztof Jedziniak = Katowice 39,72 I : s : : B s

B e Bl 292. Udowodnié, ze dla kazdych liczb zi,z2,..., 2, € (0;7/4) zachodzi nierédwnosé
. sin® 21 +sin® 22 4 ... +sin’ 2,

Pan Przemyslaw Gadzinski jest \/tg z1-tgze-...-tgzp < o P S TS T oot e

czternastym Weteranem matematycznego . LRI 43 s

Klubu 44. Zadanie 292 zaproponowal pan Leslaw Skrzypek z Rzeszowa.

Rozwigzania zadaii z matematyki z numeru 8/1994

Przypominamy tresé zadan:

283. Wyznaczyd wszyst

taka

kie liczby dodatnie a, dla ktérych funkcja f(x) = ax(l — #) ma nastepujaca

iczba ¢ € (0;1), ze f(f(c)) = ¢ £ f(e).

wlasnosé: istnieje

284. Na bokach AB i AC trdjkata ostrokatnego ABC obrano adpowiednio punkty M i N
Okregi, ktérych srednicami sa odcinki BN 1 CM, przecinaja sie w punktach P i Q. Udowodnié,
ze ortocentrum tréjkata ABC lezy na proste] PQ.

283. Jesli liczba ¢ € (0;1) spelnia postulowane warunki

ae(l—c)(l —ac+ac®) =c#ac(l —¢),
czyli

a?(l—c)(l—ac+ac®)=1#a(l—-¢),
to liczba b = 1 — ¢ spelnia warunki
(1) a?b(1 —ab + ab?®) =1 # ab.
Pierwszy z nich zapisujemy w postaci réwnania

a’b(1 — ab) =1 — a®b®,

ktére nastepnie dzielimy stronami przez rézny od zera czynnik (1 — ab):
(2) a?b =1+ ab+ a?b? .
Traktujac to jako réwnanie kwadratowe z niewiadoma b (i ,parametrem” a), obliczamy
wyréznik A = a?(a + 1)(a — 3), ktéry musi byé nieujemny. Stad a > 3.

Gdy a = 3, réwnanie (2) ma pierwiastek podwdjny b = 1/3, niedopuszczalny, w mysl
warunku ab # 1. Gdy a > 3, réwnanie (2) ma dwa pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma
réwna sie (a® — a)/a® > 0, a iloczyn réwna sie 1/a® < 1/9 (Viéte); zatem co najmniej jeden
z pierwiastkéw lezy w przedziale (0;1). Z postaci réwnania (2) widaé, ze ab nie moze byé
jedynka (dla a > 3); sa wigc spelnione warunki (1).

Whiosek: funkeja f ma omawiana wlasnosé wtedy i tylko wtedy, gdy a > 3.

284. Niech B' i €' beda spodkami wysokoéci poprowadzonych odpowiednio z wierzcholkdw
B i C na przeciwlegle boki. Oznaczmy rozwazane w zadaniu okregi (o srednicach BN i CM)
odpowiednio przez ky 1 ks, a okrag, ktérego srednica jest bok BC — przez ka; przechodzi on
przez punkty B’ i C'. Tak wiec

ky nk;;:{B,BI}_. kzﬁkg:{ctcl}, k1 ﬁkz:{P,Q},
Zatem prosta PQ przechodzi przez punkt przeciecia prostych BB’ i CC"', cazyli ortocentrum
tréjkata ABC. '

14



Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 173 (WT=3,23), 174 (WT'=3,23),
179 (WT=2,80) i 180 (WT=3,

95)

% numerdw 2/1994, 5/1994 1 6/1994

Andrzej Nowogrodzki - Chociandw 38,37
Andrzej Borowski - Aleksandraw K. 34,46
Aleksander Surma — Myszkdw 21,49
Dariusz Wilk — Hezszdw 19,43
Artur Gawryezczak — Dubeczno 12,30
Przemyslaw Gadziiski— Sroda Slgska 11,70
Przemyslaw Gworys - Czgstochowa 11,69
o
T
T
&

Zadania z fizyki nr 189, 190 Redaguje Jerzy B. BROJAN

189. Gdy wlaczono rotacyjna pompe prézniows, cisnienie pod kloszem spadlo w czasie
t; = 30 s od ci$nienia atmosferycznego parm do wartodci (1/2)pacm. Po diugim czasie
praca pompy doprowadzila do obnizenia cidnienia do wartodci pr = (1/100)parin:
nizszego cisnienia nie udalo sie osiagnaé ze wrgledu na nieszczelnodei klosza. Jesli
pompe wylaczyé (i zamknaé zawér prowadzacy do niej), to po jakim czasie doplyw
powietrza przez nieszczelnodci spowoduje wzrost cisnienia do ,lgparm?

Wskazéwka: Przyjmijmy, ze iloéé gazu przeplywajacego przez maly otwor jest
proporcjonalna do réznicy cidnieii (jest to uzasadnione wiedy, gdy o szybkodci
przeplywu decyduje lepkoéé, tzn. w praktyce dla bardzo malych szczelin).

190. Ocenié orientacyjnie maksymalna wysokos¢, na jaka moze sig wzhbi¢ latawicc
o powierzchni platu § = 0,5 m? i masie m = 400 g uwiazany na lince o masi
jednostke dlugosdci o = 10 g/m, jedli predkosé wiatru wynosi v = 15 m/s.
powietrza jest rowna p = 1,3 kg/m?.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 8,/1994

Przypominamy tre$é zada:

181. Cienka powloka kulista o masie m | promieniu r zZn: jzni 1 naladowana
a male kawaleczki. Ol
w wyniku ich wzajemnego odpychania.

tadu

m @ rozpadla sie nagle

skana przez odpryski

rezystodel wywlerana przez spregyng dana jest wzorem F' =

182, Sila sp

v

stala spi 1 k maleje ze wzrostem tel

wbury. Udowe

inganiu te] spre 1y towarzyszy spadek temperatury.

2
181. Powloka ma poczatkowo energie elektrostatyczna réwna I = Yol gdzie O jest

pojemnoécia kuli réwna €' = 4wegr. Energia ta przechodzi w energie kinetyczna odpryskow,
zalem

1 Q2 O

- = —mu”,
2 dmwegr 2

Q
v 4#60?";?].‘

182. a) Zalézmy na poczatek, ze przy adiabatycznym rozciaganiu sprezyny nie ma zmiany
temperatury, tzn. adiabata jest jednoczesnie izoterma. 2 dwdch takich ,adiabato-izoterm™
odpowiadajacych temperaturom Th i 1% oraz dwdch izochor” (przemian prowadzacych

od jednej temperatury do drugiej, przy stalym wydluzeniu ) mozemy zbudowac cykl
przedstawiony na rysunku. Jesli obieg cyklu jest lewoskretny, to kurczac sig (wadluz
sadiabato-izotermy” Tb) sprezyna wykonuje wicksza prace, niz trzeba wlozy¢ w jej rozciaganie

czyli v =

(wzdluz T1), zatem mamy do czynienia z silnikiem. Z zalozenia o wzrodcie sily pray
spadku temperatury wynika, ze Ty > T5. Energia jest dostarczana silnikowi w formie ciepla
przekazywanego na pionowych ,izochorach”: wzdluz lewej ,izochory” temperatura rosnie,
czyli cieplo jest dostarczane, a wzdluz prawej cieplo jest odbierane. Zauwazmy jednak,

ze nie zmieniajac lewej czedei cyklu mozemy dowolnie odsunaé prawa ,izochore”, cayli
dowolnie zwiekszyé prace silnika nie zmieniajac dostarczonego ciepla. Jest to sprzeczne

z pierwsza zasada termodynamiki. Zalozylismy tu, ze cieplo dostarczone na lewym odcinku
jest ograniczone, czyli cieplo wlasciwe sprezyny ma skonczona wartosc.

b) Skoro adiabata nie pokrywa sie z izoterma, to zbudujmy cykl Carnota z dwdch izoterm

i dwéch adiabat. Aby go zilustrowad graflicznie, wystarczy zastapic pionowe odcinki na rysunku
bardziej skomplikowanymi krzywymi (adiabatami), podezas gdy izotermy Ty i 75 pozostana
nie zmienione. Zgodnie z druga zasada termodynamiki cieplo musi odplywac pray wyészej
temperaturze, czyli wzdluz dolnej izotermy T4. Skoro utrzymanie stalej temperatury pray
rozciaganiu sprezyny wymaga dostarczania ciepla, to jasne jest, ze zaprzestanie doplywu ciepla
spowoduje spadek temperatury, cbdo.

Poslugujac sie nieco bardziej zaawansowanymi metodami mozna udowodnionemu powyicj
twierdzeniu nadac posta¢ ilosciowa:

(dT) dk 1
= =To——,
da adiab dTl cy

gdzie ¢z jest pojemnoscia cieplna sprezyny przy stalym wydluzeniu, ten. ilorazem
dostarczonego ciepla i przyrostu temperatury.
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Kacik olimpijski (7)

Zasada szufladkowa Dirichleta (1)

Czestym motywem zadaii olimpijskich jest zasada szufladkowa Dirichleta, ktdra
moéwi, ze jezeli kp + 1 kul wrzucimy do p szuflad, to w pewnej szufladzie znajdzie
si¢ co najmniej k + 1 kul. Stad na mocy tej zasady stwierdzamy, ze np. wéréd
13 liczb naturalnych jest co najmniej 7 jednakowej parzystosci oraz co najmnie]
dwie, ktérych réznica jest podzielna przez 12; podobnie w klasie 25-osobowej
znajdziemy co najmniej troje uczniéw urodzonych w tym samym miesiacu itd.
Mamy nadzieje, ze podane przyklady pokazuja, jak prosta jest sama zasada
szufladkowa Dirichleta. Dlaczego trafia wiec ona do zadan olimpijskich? Otéz
przy rozwiazywaniu zadania, w ktérym checemy zastosowaé zasade szufladkowa,
najtrudniej jest stwierdzi¢, czym w zadaniu sa ,kule”, a czym ,szuflady”.

Zadanie 1. (Bundeswettbewerb Mathematik — Olimpiada Niemiecka, 1994)

Danych jest 11 liczb rzeczywistych. Udowodnié, ze co najmniej dwie sposrad
nich maja rozwiniecia dziesietne pokrywajace sie w nieskonczonej ilosci miejsc
po przecinku. (Jesli liczba ma skoiczone rozwiniecie dziesietne, to uzupelniamy
je zerami.)

Rozwigzanie.

Przypusémy, whrew tezie, ze kazda para rozwazanych liczb pokrywa sie na
skoniczonej ilo$ci miejsc po przecinku. Par tych liczb jest réwniez skoniczenie
wiele (doktadnie (121) = b5). Zatem dla dostatecznie duzej liczby naturalnej n,
na n-tym miejscu po przecinku zadna para nie bedzie si¢ pokrywac. To jednak
jest niemozliwe — liczb mamy 11, cyfr w ukladzie dziesietnym 10, wiec — na
mocy zasady szufladkowej Dirichleta — pewne dwie liczby pokrywaja sie na
n-tym miejscu po przecinku. Uzyskana sprzecznoéé dowodzi tezy zadania.

Zadanie 2. (Olimpiada Japonska, 1991)

Dany jest szesnastowyrazowy ciag liczb jednocyfrowych réznych od zera.
Wykazaé, ze sposrdd wyrazow tego ciagu mozna wybraé kilka kolejnych, ktérych
iloczyn jest kwadratem liczby calkowite].

Rozwigzanie.

Niech ay, ..., a1 bedzie rozwazanym ciagiem. Dla kazdego i € {1,...,16} niech
pi = ajy - ...-a;. Rozltézmy liczbe p; na czynniki pierwsze:
pi = 92eitwi  928ita:  g2vityi T'—’<55++‘-,

gdzie kazda z liczb w;, z;, yi, z; jest réwna 0 lub 1. Oznaczmy czwérke
uporzadkowana (w;, i, i, z;) przez s;. Jesli dla pewnego i jest s; = (0,0,0,0),
to liczba p; jest pelnym kwadratem, co dowodzi tezy zadania. Zalézmy wiec,
ze dla kazdego ¢ mamy s; # (0,0,0,0). Czwérek takich jest pietnascie, liczb
za$ p; szesnascie. Zatem na mocy zasady szufladkowej Dirichleta istnieja takie
dwie liczby k, I nalezace do zbioru {1,...,16}, ze k <l i s; = 5. Stad tatwo
dostajemy, ze liczba p;/pr = ag41 - - .. - a; jest kwadratem liezby calkowitej.

Ponizsze zadania mozna rozwiazaé wykorzystujac zasade szufladkows. Jak?

3. Dana jest liczba pierwsza p > 5. Udowodnié, ze w nieskonczonym ciagu
1, 11, 111, 1111, ... istnieje nieskonczenie wiele wyrazéow podzielnych przez p.

4. Dane sa liczby calkowite ay,as,...,a;;. Udowodnié, ze istnieje taki cigg
xy,29,...,21; o wyrazach ze zbioru {—1,0, 1} nie zlozonych z samych zer, dla
ktorego liczba ajzy + asxs + ... + aj1z1; jest podzielna przez 1994.

5. Udowodnié, ze dla kazdej liczby calkowitej k > 1 istnieje wielokrotnosé
liczby k, mniejsza od k*, ktéra mozna zapisaé za pomoca co najwyzej czterech
roznych cyfr (w dziesietnym ukladzie pozycyjnym).

6. Okreslamy rekurencyjnie ciag {Fpo}: F1 =1, Fo =1, Fjo = Fogpy + Fl.
Udowodnié, ze w zbiorze {Fy, Fa, ..., Flooooo1} istnieje liczba zakonczona
co najmniej trzema zerami.
7. Dowie$é, ze z (k% + 1)-wyrazowego ciagu réznych liczb rzeczywistych mozna
wybraé¢ (k + 1)-wyrazowy podciag monotoniczny. _ - .
Krzysztof CHELMINSKI
Waldemar POMPE
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Rok temu oglosilismy kolejny konkurs éwiateczny (zatytulowany:
. Czy Pan istnieje?”). Tym razem otrzymalismy sporo
odpowiedzi, ale jedynie Panowie: Przemyslaw Gadzinski

ze Srody Slaskiej, Hubert Klekowicz z Warszawy i Janusz
Olszewslki # Suwalk nadeslali poprawne rozwiazania wszystkich
pieciu zadan. Serdecznie gratulujemy! Przypominamy,

ze rozwiazania podalismy w numerach 2/1994 1 3/1994.

Znowu nadchodza Swieta, cheielibyémy wige zaproponowad
Czytelnikom kolejna zabawe — tym razem innego rodzaju.

Ostatnio czesto spotykamy sie z tym, ze rozmaite firmy,
instytucje itp. uzywaja w swej nazwie slowa ,Delta”. Istnieje
wiec Radio DELTA (w Bielsku-Bialej), Przedsigbiorstwo
Produkeji Spozywezej DELTA (w Tarnowie Podgdrnymy),
Wydawnictwo DELTA (nie wiemy, gdzie ma swoja siedzibe,
ale wydalo co najmniej jedna ksiazeczkeg — ,,Sportowey™,
przeznaczona dla malych dzieci, ISBN 83-900628-0-1 — na
okladee jest chlopak lecacy na lotni, na ktdrej jest wielki
napis: ,1 © DELTA"), w wypozyczalniach wideo znajduja

sig kasety » [ilmem ,DELTA Force”...Stop! Znamy jeszcze
pare, ale na razie ich nie podamy. Mamy natomiast prosbe do
Crytelnikéw. Jedli zanwazycie gdzied cokolwiek wykorzystujacego
w nazwie slowo ,DELTA" — napiszcie do nas! Po pewnym
czasie wydrukujemy wszystkie nadeslane informacje. A moze
ktoé dostrzeie wykorzystanie slowa ,EPSILON"? Nam si¢ nie
udalo. ..

Wazyscy, ktorzy troche blizej zetkneli si¢ z matematyka

(i nie tylko oni), wiedza, ze liczba e jest niewymierna. Gdy
jednak zapytalem pare znajomych oséb, zajmujacych sig
matematyka, czy znaja dowdd te] wlasnosci, ustyszalem
smusial(a)bym si¢ zastanowié. .. to chyba nie jest
clementarne?” czy coé w tym rodzaju. Moze warto wige
przypomnieé¢ prosty dowdd niewymiernosei e.

Najbardziej zaawansowanym faktem, kidry
wykorzystamy, bedzie dobrze znana juz studentom
I roku (a i niektérym mlodszym) informacja, ze
1 1 ., . .
e=14 =t o + .... Przypusémy teraz, 7e e da sie
o . ) T
przedstawié w postaci ulamka I—, gdzie p i ¢ sa naturalne.
Wobec tego p = eq, wiec eq! jest liczba naturalna. Ale

mgt o I ¢ 1 1
B q‘+2!+'”+q!+q+.l+(q—i—l)[q—I—E)—i_'
1

- + + ... jest liczba naturalna. To jest
(1 @@+ v

1
jednak ni iliwe, gdyz 0 < s
jednak niemozliwe, gdyz Gl 4 DD - <
1 1 1

-
3+3 T

1 1
S§+ +-~‘<§+ 5

nieskonczonego ciagu geometrycznego.

.., czyli

+...=1, jako suma

Niewymiernodci liczby e dowiddl Leonhard Enler
w 1748 roku. Powyzszy dowdd podal w 1815 roku Jean
Baptiste Fourier. (KC)

0j, myéle sobie czasem, aze sam si¢ Smieje,
Dlaczego to zbiér wszystkich zbiordw nic isinieje.
Oj, bylby to hatas spory,

Gdyby zebraé wszystkie zbiory.

0j, dana, dana. ..

Tak brzmi pierwsza sposrdd osiemmnastu zwrolek
znakomitego , Hymnu Matematykéw”. Piosenka ($piewac
ja nalezy na znana melodig¢ ,Umarl Maciek, nmart”)
powstala w latach szedcdziesiatych w &rodowisku
warszawskim. Nie czujemy sie upowazuieni do nmieszczania
w EPSILONIE calodci (ale moze Delta... 7). Caly

hymn zostal opublikowany w ,Rajdowym épiewniku
matematykéw” (wydanym w Warszawie pod koniec lat
siedemdziesiatych), a 10 zwrotek w stynnym épiewniku
LBazuna” (wyd. 1I poprawione i rozszerzone, tom I,
Gdarisk 1977).

Przez wiele lai w Krakowie rézne osoby probowaly dopisaé
dalsze zwrotki, ale im sie to nie ndawato. Co sie jednak
odwlecze. .. Ponize] zamieszczamy osiem zwrotek, ktérych
autorem jJest Jacek Szybowski, student matematyki U

Oj, czy ktod zna odpowiedz? Ja sig ciagle waham:
Jak szybko mozna biegaé¢ w przestrzeni Banacha?
Qj, zapytam si¢ Cauchy’ego,
Bo w niej zbieine ciagi jego.

0j, ludzie mi wmawiaja rzeczy niepojete

Ze wszystkie zbiory zwarte musza byé domknicte.
A ja chetnie si¢ zaloze —

Lomem kazdy zbidr otworze.

Qj, méglby mi MIKOI zrobi¢ frajde dwietna
Pomiaréw dokonujac metryka dyskretna.
W pchniecin kula i w trdjskokn

Mialbym medal juz co roku.

Qj, widzac C do trzeciej wieln tak myslalo:

»Ta przestrzen jest normalna i ma pickne cialo”.
Lecz niejeden si¢ przekonal,

Ze w polowie urojona.

0j, byta dzisiaj w barze draka nadzwyczajna,
Barmanke klient prosit o butelke Kleina.
Omna. sie tym nie zrazita:

Czas do ceny doliczyla!

Qj, jest to dla kierowcdw teza niebanalna,
Ze nie ma drogi, ktéra nie jest prostowalna.
Ale ja si¢ zapytuje:

Kto nam drogi wyprostuje?

0j, mialem ja ostatnio wyraz twarzy dziwny,
Gdym w ciele C element znalazl prymitywny.
Wigc zadanie sie szykuje:

Ja go ucywilizuje.

Qj, straszny to wypadek, acz pouczajacy:

Raz zero w siebie wchlonal zbidr pochlaniajacy.
Otoczenie sic nadelo

T zbidr caly pochloneto.

Redakejn EPSILONA: Krzysatof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzistaw Pogoda, Ananiasz Podémiechowski, Marcin PoZniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakdw, » dopiskiem =.
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