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z kometami
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Jak porowaty
przewodzi
i co to ma
wspólnego
z kometami

Konrad KOSSACKI

Okreslenie porowaty lód jest bardzo ogólne.
Porowatym lodem jest zarówno swiezy
snieg, jak i zamrozona woda z kranu (kto
nie wierzy, niech zmierzy gestosc i porówna
z wartoscia tablicowa dla czystego lodu).
Róznica miedzy podanymi przykladami
porowatego lodu polega przede wszystkim
na wielkosci porów i ich lacznej objetosci.
Zazwyczaj zamiast objetosci porów podaje
sie stosunek objetosci porów do objetosci
calej substancji z porami wlacznie,
nazywany porowatoscia. Dodatkowa
róznica miedzy sniegiem i zamrozona
woda jest to, ze pory w swiezym sniegu
sa ze soba polaczone, podczas gdy
w zamrozonej wodzie wystepuj a w postaci
zamknietych pecherzyków. Na ogól, przy
porowatosci ponizej 0,2-0,3 wszystkie
pory w lodzie sa oddzielone od siebie,
a przy porowatosci wiekszej procent
porów polaczonych rosnie ze wzrostem
porowatosci. Tak wiec podstawowe
parametry charakteryzujace porowaty lód
to jego porowatosc i przecietny rozmiar
porów.

Jedna z naj ciekawszych wlasciwosci
porowatego lodu jest jego przewodnictwo
cieplne, które w zaleznosci od
warunków moze byc wyzsze lub
nizsze od przewodnictwa cieplnego
lodu nieporowatego. Dokladny opis
transportu ciepla w sniegu - czy ogólniej
- w porowatym lodzie jest bardzo
skomplikowany. Aby problem uproscic,
mozna, na przyklad, zapomniec o istnieniu
powietrza w porach. Zalozenie to jest
nie tylko wygodnym uproszczeniem,
ale dokladnie odpowiada warunkom
wystepujacym na powierzchni cial
kosmicznych pozbawionych atmosfery.
Takich cial kosmicznych jest wiele,
na przyklad sa to komety. Wprawdzie
w czasie przelotu komety przez centrum
Ukladu Slonecznego jej jadro jest otoczone
wyraznie widocznym oblokiem, ale gestosc
tego obloku jest znikoma. Bedziemy wiec
utozsamiac pojecia kometa i jadro komety.
Sa przynajmniej dwa powody, dla których
komety zasluguja na szczególna uwage.

Czy slowa te sa wylacznie produktem wyobrazni sredniowiecznego
wedrowca, czy moze kryje sie w nich ziarno prawdy? Gdyby
chodzilo jedynie o nieznaczne obnizenie temperatury, rzecz bylaby
prosta, mozna wykorzystac do tego zjawisko parowania. W krajach
Poludnia znane sa naczynia (zwane w Hiszpanii "alcarraze",
a w Egipcie "gole") wykonane z niewypalanej gliny, majace te
wlasnosc, ze przechowywana w nich woda ma Il-izsza temperature niz
otoczenie. Dzieje sie tak dlatego, ze woda przesacza sie przez scianki
naczynia, wykonanego (co wazne) z niewypalanej gliny, i paruje
z jego zewnetrznej powierzchni, odbierajac cieplo od znajdujacej
sie w nim wody. Im wyzsza temperatura powietrza i im mniejsza
jest jego wilgotnosc, tym intensywniejsze jest parowanie, a co za
tym idzie - wieksza róznica temperatur, jaka mozna osiagnac. Nie
przekracza ona jednak kilku stopni Celsjusza. Tymczasem Wulfstan
pisal:

"Gdy umrze tam jakis czlowiek, nie spalony on lezy w swoim domu
u rodziny i przyjaciól jeden miesiac lub niekiedy dwa, królowie
zas i inni wysoko postawieni ludzie o tyle dluzej, ile wiecej maja
bogactw, niekiedy przez pól roku nie sa oni spaleni i leza na wierzchu
w swoich domach."

o czym wiedzieli Wikingowie ...
Okolo 890 roku Wulfstan, podrózujacy w misji wladajacego Anglia
Alfreda Wielkiego, wyruszyl z Hedeby na Pólwyspie Jutlandzkim,
by po siedmiu dniach zeglugi doplynac do polozonego nad jeziorem
Druzno pruskiego portu Truso (kolo dzisiejszego Elblaga), którego
pozostalosci odnaleziono dopiero na poczatku lat osiemdziesiatych
naszego stulecia. W relacji podróznika znajduje sie nastepujacy,
zagadkowy fragment:

"A Estowie posiadaja taka umiejetnosc, ze potrafia wytwarzac
zimno. I dlatego nieboszczyk lezy tam dlugo i nie rozklada sie,
poniewaz dzialaja na niego zimnem. A jesli postawi sie dwa naczynia
pelne piwa lub wody, potrafia oba zamrozic, obojetnie czy jest lato,
czy zima."

Obnizenie temperatury pozwalajace zahamowac biologiczne
procesy rozkladu musialoby byc znaczne, wymagaloby temperatur
ponizej O°C. Nie wchodzi tu w gre magazynowanie lodu. Musialoby
go byc duzo, co nawet przy zalozeniu, ze 1100 lat temu panowal
w Europie chlodniejszy klimat, byloby raczej niemozliwe. Co wiecej,
mieszkancowi Pólnocy ten sposób bylby znany lepiej niz Baltom,
bylby tez dla niego czyms zwyczajnym, a wiec niegodnym wzmianki.
Wulfstan mówi o "wytwarzaniu zimna", czyli o jakiejs aktywnej
dzialalnosci, nieznanej w jego kregu kulturowym. Wydaje sie,
ze wytworzenie duzej róznicy temperatur wymaga zaawansowanej
techniki. Zdrowy sceptycyzm nakazuje potraktowac relacje
Wulfstana jako wytwór fantazji, gdyby nie rozwiazanie innej
fascynujacej zagadki pochodzacej z tej samej epoki.

Zeglujacy po pólnocnych morzach Wikingowie nie znali kompasu,
a mimo to byli doskonalymi nawigatorami i potrafili (jak podaja
stare norweskie sagi) okreslic polozenie Slonca nawet wtedy, gdy
nie bylo ono widoczne. Piesni mówia, ze poslugiwali sie w nawigacji
"kamieniami slonecznymi". Mozna rzec: fantazja poety. A jednak ...

Zagadka zostala rozwiazana w latach szescdziesiatych naszego
stulecia. Polozenie Slonca mozna okreslic na podstawie stopnia
polaryzacji swiatla rozproszonego w ziemskiej atmosferze, zalezy on
od kierunku obserwacji wzgledem kierunku do Slonca. Polaryzacje
swiatla mozna badac poslugujac sie krysztalami dichroicznymi.

1



1) Jadro komety sklada sie prawie
wylacznie z lodu i skaly. Przyjmuje sie,
ze przed pierwsza wizyta w centralnej
czesci Ukladu Slonecznego kometa
jest bryla luzno zwiazanych ziarenek
lodu i okruchów skalnych. Gest9Sc
jadra komety Halleya (wyznaczona
w czasie jej ostatniego przelotu przez
centrum Ukladu Slonecznego) jest
znacznie mniejsza od gestosci lodu
- przynajmniej dwukrotnie, to znaczy
porowatosc jadra wynosi przynajmniej 0,5.
Nie jest to wcale rekord. Kometa Du
Toit-Hartley ma jadro, w którym az 80% .
objetosci jest puste. Mozna wiec uznac,
ze jadro komety jest dobrym przykladem
bryly porowatego lodu umieszczonego
w prózni (chociaz zanieczyszczonego
skalnymi okruchami). Szczesliwie
przewodnictwa cieplne lodu i skaly sa
zblizone, a w temperaturze okolo 140 K sa
nawet równe. Z tego powodu zaniedbanie
obecnosci ziarenek skaly przy analizie
przewodnictwa cieplnego nie jest wielkim
bledem. Duze porowatosci pozwalaja
przyjmowac, ze wiekszosc porów jest
polaczona. Jesli chodzi o rozmiar porów,
to bedziemy zakladac, ze sa nie wieksze
niz 0,1 milimetra.
2) Analizy materialu wyrzucanego
z jadra komety Halleya, wykonane przez
satelite Giotto podczas jego zblizenia
do tej komety w 1986 roku, pozwalaja
sadzic, ze sklad tej komety (a wiec
prawdopodobnie i innych) pozostal prawie
nie zmien :ony od powstania Ukladu
Slonecznego. Dokladne zbadanie jadra
komety byloby wiec bardzo pouczajace.

Najdokladniejszym sposobem poznania
budowy komety jest pobranie próbki z jej
powierzchni.

Istnieje juz projekt wysiania satelity na jedna.
z lepiej poznanych komet. Program nosi
nazwe ROSETTA i prawdopodobnie bedzie
realizowany wsp61nie przez NASA i Europejska.
Agencje Kosmiczna. ESA. Ze wzgledu na koszty
tego przedsiewziecia termin jego realizacji nie
jest jeszcze okreslony.

Wyslanie próbnika ladujacego
i wykonujacego' wiercenia wymaga
wczesniejszego oszacowania wytrzymalosci
powierzchni komety. Dobrze by bylo,
gdyby wytrzymalosc ta byla jak
najmniej sza, gdyz ze wzgledu na znikoma
sile przyciagania grawitacyjnego komety
(na powierzchni komety Halleya jest ona
okolo dziesiec tysiecy razy mniejsza niz na

. Ziemi) próbnik moze nie zapasc sie przy
ladowaniu. Wywiercenie otworu w celu
pobrania próbki bedzie wtedy bardzo
trudne, poniewaz znikoma grawitacja
uniemozliwi docisniecie wiertla.
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Po przebadaniu naturalnie wystepujacych w Skandynawii krysztalów
o tej wlasnosci stwierdzono, ze najlepszym kandydatem do miana
"kamienia slonecznego" jest kordieryt Mg2AI3(AISis018). Piekne,
jubilerskie kordieryty znajdowane sa w Norwegii i Finlandii, a takze
w Szwajcarii. W Polsce mozna je gdzieniegdzie spotkac w Sudetach.
Kordieryt pozwala znalezc polozenie Slonca z dokladnoscia do 2~5,
nawet jesli znajduje sie ono 70 ponizej linii widnokregu. Dla
Wikingów plywajacych czesto poza kregiem polarnym takie kamienie
musialy byc czyms bezcennym. Ten sposób nawigacji stosowany
jest czasem w lotnictwie. Tak zwany kompas zmierzchu, którego
istotnym elementem jest filtr polaryzacyjny, stosowany jest do
okreslenia polozenia Slonca po jego zachodzie, na podstawie zmian
polaryzacji blekitu nieba wraz z kierunkiem obserwacji.

Moze wiec warto czasem potraktowac powaznie stare legendy
i kronikarskie zapisy, które w pierwszej chwili wydaja sie nam
watpliwe i z szacunkiem spojrzec na umiejetnosci naszych przodków
lub wspólczesnych nam ludów, które zwyklismy uwazac za dzikie ...

Krzysztof REJMER

Patrz w niebo

Dzieki misjom Pioneerów i Voyagerów odkrytych zostalo wiele
nowych 'Satelitów planet Ukladu Slonecznego, stale odkrywane sa
nowe satelity Slonca, tj. planetoidy (w tym równiez pozaplutonowe),
odkryto satelity pulsara, czyli wlasciwie planety obiegajace inna
gwiazde (nasz rodak, Aleksander Wolszczan pracujacy w USA),
wreszcie w lutym tego roku odkryto pierwszego satelite planetoidy.
Mianowicie analiza obrazów przeslanych przez sonde Galileo
(zmierzajaca ku Jowiszowi) wykazala, ze planetoida 243 Ida
ma malego towarzysza. Sama Ida to nieregularny blok skalny
o najdluzszym wymiarze 56 km, jej satelita jest nawet bardziej
niz ona zblizony do kuli o srednicy nie przekraczajacej 1km.
Przypuszcza sie, ze obrazy uzyskane w ciagu kilku nastepnych
miesiecy ukaza go dokladniej.

Za wczesnie jest, oczywiscie, dociekac, jakie jest pochodzenie
tego satelity. Przechwycenie drobnego okruchu materii przez
planetoide jest niezmiernie malo prawdopodobne ze wzgledu na slaba
grawitacje planetoidy i koniecznosc udzialu w takim wydarzeniu
jakiegos trzeciego ciala. Raczej mozna sie spodziewac, ze satelita
jest fragmentem Idy, który od niej niezbyt gwaltownie odpadl
wskutek zderzenia z innym okruchem lub wskutek rotacji planetoidy.
Cokolwiek zaszlo w przeszlosci i tak musialo byc fenomenem
wyjatkowym, bowiem wynikiem jest uklad, w którym predkosci
wzgledne sa rzedu 100 m/s, podczas gdy normalnie tak malych
predkosci wzglednych w Ukladzie Slonecznym po prostu nie ma.

Tomasz KWAST



Czy rozmaitosci nieorientowalne
musza miec dziury?
Slowniczek:
Rozmaitosc

to np. prosta, okrag, plaszczyzna, sfera albo wstega Mobiusa.
Pierwsze dwie to rozmaitosci l-wymiarowe, pozostale
- 2-wymiarowe. Oczywiscie, jest duzo innych rozmaitosci
wymiaru 2 i wyzszego. Ogólnie, rozmaitosc n-wymiarowa to
cos, czego kazdy odpowiednio maly fragment jest podobny
do kawalka (konkretnie - kuli otwartej w) przestrzeni
n-wymiarowej Rn.
Uwaga: Kula otwarta w R2 to kolo bez brzegu, w R l

(na prostej) to odcinek bez konców.

n-wymiarowiec
to stwór, który mieszka w przestrzeni Rn.
Mozemy go tez umieszczac w rozmaitosciach n-wymiarowych
(w tych malych fragmentach, które wygladaja jak kule).
Uwaga: Zakladamy, ze n-wymiarowiec ma podobna do
czlowieka budowe anatomiczna, tzn. ma dokladnie dwie
n-wymiarowe rece zakonczone dlonmi i dlon prawa jest
odróznialna od lewej!

Rozmaitosc nieorientowalna
to, na przyklad, wstega Mobiusa, butelka Kleina albo
plaszczyzna rzutowa.
Nieorientowalnosc oznacza tyle, ze jesli umiescimy
w rozmaitosci dwóch n-wymiarowców, z których jeden jest
zlosliwy, to moze on porwac koledze prawa rekawiczka, obiec
z nia rozmaitosc "dookola", skutkiem czego rekawiczka zmieni
sie na lewa.

Wyobrazmy sobie n-wymiarowca (patrz definicja w slowniczku)
i umiescmy go w rozmaitosci n-wymiarowej nieorientowalnej.

Jak wiadomo, n-wymiarowcy sa czesto obdarzeni specjalnymi
zdolnosciami, na przyklad ten nasz potrafi rozciagac rece,
a poniewaz rozmaitosc jest nieorientowalna, wiec moze tak
rozciagnac swoja prawa reke, ze jego prawa dlon wróci do niego jako
lewa.

Przypuscmy, ze chwyci sie on teraz za dlonie i zacznie "sciagac".
Gdyby w rozmaitosci nie bylo dziur, to móglby to robic bez
przeszkód, az znalazlby sie w kawalku podobnym do przestrzeni Rn
(a wiec orientowalnym).

Ale przeciez caly czas trzymal sie za rece, wiec po sciagnieciu mialby
dwie lewe dlonie, co jest w kawalku orientowalnym niemozliwe, nawet
dla n-wymiarowca!

Macie;"RADZIEJEWSKI
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Przed pierwszym wejsciem do centrum
Ukladu Slonecznego kometa jest
wiec bryla slabo zlepionych ziarenek.
Z eksperymentów wiadomo, ze ziarenka
lodu maja tendencje do zlepiania sie
pod wplywem ciepla. Gdy kometa
zbliza sie do Slonca, temperatura
powierzchni jadra wzrasta. Wzrost
twardosci i grubosci skorupy zalezy od
szybkosci przenikania ciepla w glab jadra,
a wiec od przewodnictwa cieplnego.
Gdyby przewodnictwo cieplne jadra bylo
bardzo niskie, cieplo przenikaloby w glab
bardzo powoli, a wiec nagrzewalaby sie
praktycznie sama powierzchnia jadra
i zlepianie ziarenek lodu zachodziloby
z zauwazalna szybkoscia tylko w cienkiej
warstwie przy samej powierzchni jadra
komety. Cienka warstwa zlepionych
ziarenek nie wplywalaby istotnie na
wytrzymalosc mechaniczna jadra
komety. Z drugiej strony, przy duzym
przewodnictwie cieplnym szybko roslaby
grubosc warstwy, w której temperatura
wystarczalaby do szybkiego zlepiania
ziarenek lodu.

Przeplyw ciepla w porowatym lodzie
odbywa sie generalnie dwiema drogami:
w samym lodzie i w porach. Mozna wiec
mówic o przewodnictwie cieplnym sieci
ziarenek lodu oraz o przewodnictwie
cieplnym porów.

1. Przewodnictwo cieplne sieci
ziarenek lodu

Analiza przewodnictwa cieplnego samej
sieci ziarenek lodu jest równowazna
zalozeniu, ze pory w ogóle nie przewodza
ciepla. (Zalozenie to jest dobre tylko
w niskich temperaturach. Przy
temperaturze wyzszej niz okolo 220-240 K
moze sie nawet okazac, ze przewodnictwo
cieplne porowatego lodu jest wieksze niz
lodu bez porów.)

Przewodnictwo cieplne porowatej
substancji powinno byc mniejsze niz tej
samej substancji bez porów i róznica
powinna byc tym wieksza, im wieksza
czesc objetosci zajmuja pory. Zalózmy,
ze porowata substancja jest zlozona
z ziarenek. W takim razie mozemy
sobie wyobrazic analogie z obwodem
elektrycznym zlozonym z oporników
i przewodów. Powierzchnia styku
ziarenek jest, oczywiscie, mniejsza niz
srednia powierzchnia przekroju samych
ziarenek, wiec w tej analogii miejsca
styku ziarenek beda opornikami, a same
ziarenka przewodami laczacymi. Gdyby
cala struktura byla idealnie regularna,
to wypadkowe przewodnictwo mozna by
obliczyc. Niestety, struktura porowata
lodu jest bardzo nieregularna. Wykonanie



dokladnych obliczen wymagaloby
znajomosci rozmiarów i polozenia
wszystkich ziarenek. Byloby to' bardzo
skomplikowane i czasochlonne. Tymczasem
zupelnie zadowalajace rezultaty mozna
uzyskac stosujac rózne przyblizenia.

Omówimy tylko najprostszy, rurkowy
model porów. Oddaje on poprawnie
charakter zaleznosci przewodnictwa
cieplnego sieci ziarenek lod~ od
porowatosci, a przy tym pozwala uniknac
skomplikowanych rachunków.

Wyobrazmy sobie szescian o krawedzi l

z porami w ksztalcie rurek o jednakowej
srednicy, prostopadlych do jednej
z powierzchni. Niech temperatura zmienia
sie tylko w kierunku równoleglym do
rurek. Wówczas stosunek przewodnictwa
kostki z porami do przewodnictwa kostki
nieporowatej bedzie równy stosunkowi

(12 - powierzchnia przekrojów rurek)/12.

Porowatosc jest w tym przypadku
stosunkiem objetosci rurek do objetosci
kostki. Stosunek przewodnictwa substancji
porowatej do nieporowatej wynosi

1-1/J,
gdzie przez 1/J oznaczylismy porowatosc.
Tak wiec przewodnictwo cieplne sieci
ziarenek lodu (przewodnictwo cieplne
porowatego lodu, liczone bez uwzglednienia
przewodnictwa porów) wynosiloby

/CI' = /C/(1 -1/J) ,

gdzie wielkosc /CI jest przewodnictwem
cieplnym nieporowatego lodu.

2. Przewodnictwo cieplne porów
w lodzie

Transport ciepla w porach moze sie
odbywac, na przyklad, za posrednictwem
promieniowania elektromagnetycznego
(glównie podczerwonego). Podstawowa
wlasciwoscia tego procesu jest to,
ze zachodzi bez wzgledu na to, czy pory
sa wypelnione gazem, czy sa calkowicie
puste. Strumien energii wypromieniowanej
przez scianki poru jest proporcjonalny
do czwartej potegi temperatury (prawo
Stefana-Boltzmanna). Zatem po cieplejszej
stronie poru emisja przewaza nad
absorpcja, a po chlodniejszej odwrotnie
i w ten sposób energia jest przenoszona ze
strony cieplejszej na chlodniejsza. Przy
temperaturze nizszej niz temperatura
topnienia lodu wodnego promienisty
transport ciepla jest jednak zaniedbywalny.

Poniewaz pory w lodzie nie sa naprawde
puste, nawet gdy lód jest umieszczony
w prózni, transport promienisty nie jest
jedynym mozliwym sposobem transportu
ciepla w porach. Zeby znalezc inne
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Pas Kuipera chyba istnieje
Tomasz KWAST
W 1950 roku Jan Oort wysunal hipoteze, ze Uklad Sloneczny jest
otoczony przez ogromne zbiorowisko drobnych bryl, które wlasciwie sa
juz obiektami miedzygwiazdowymi, ale które zblizajac sie przypadkowo
do Slonca moglyby w jego poblizu stawac sie kometami. Ten Oblok Oorta
rozciagalby sie do odleglosci 50 000 j .a. i zawieralby - powiedzmy - bilion
potencjalnych komet. Choc do dzis jest tworem hipotetycznym, uwazany
jest przez niektórych badaczy za calkiem realny skladnik naszego ukladu
planetarnego.

W nastepnym roku Gerard Kuiper wysunal inna hipoteze, mianowicie,
ze w plaszczyznie Ukladu Slonecznego w odleglosci 40-50 j .a. rozciaga sie
pas okruchów bedacych resztkami pozostalymi po uformowaniu sie planet,
a które wskutek rozrzedzenia nie mogly zebrac sie w wieksze globy. Oblok
Oorta móglby stanowic zapas komet dlugookresowych, które zblizaja sie
do Slonca z kierunków przypadkowych, podczas gdy Pas Kuipera bylby
zródlem komet krótkookresowych, których orbity istotnie leza niemal
w plaszczyznie Ukladu Slonecznego.

Aby omawianie tego tematu wyszlo poza same spekulacje, niezbedne
bylo zaobserwowanie owych drobnych mieszkanców peryferii Ukladu.
I tak sie wreszcie stalo, gdy we wrzesniu 1992 roku i w marcu 1993 roku
amerykanscy astronomowie - David Jewitt i Jane Luu - odkryli dwa ciala
oznaczone odpowiednio 1992 QB1 i 1993 FW, o orbitach obszerniejszych
niz orbita Plutona. Dzis liczba znanych nowych cial pozaplutonowych
siega dziesieciu. W ten sposób realnosc Pasa Kuipera z pewnoscia
przestala byc nieprawdopodobna.

Jednak od dziesieciu obiektów do mrowia jest daleko. Jak odkrywac
je masowo? Nie mozna na slepo patrolowac ogromnych obszarów
nieba, chocby nawet skupiwszy sie na sasiedztwie ekliptyki, bo zadne
obserwatorium nie udostepni wielkiego teleskopu do tak niepewnego
przedsiewziecia. A bez naprawde wielkiego teleskopu nie da sie
zaobserwowac czegos w rodzaju planetoidy w odleglosci wiekszej niz
odleglosc Plutona. Obiekty znalezione przez Jewitta i Luu mialy jasn'osc
okolo 23 mag przy rozmiarach szacowanych na 200 km, natomiast obiekt
lO-kilometrowy w odleglosci Neptuna mialby jasnosc 26 mag. Nalezalo
wiec opracowac inna metode umozliwiajaca wydajniejsze poszukiwania
protokomet. I projekt takiej metody istnieje: polega ona na rejestracji
zacmien gwiazd przez te drobne obiekty.

Pierwsza wzmianka na ten temat pochodzi (podobno) od Marka Baileya,
wówczas studenta z Edynburga. Zauwazyl on, ze ciala z Pasa Kuipera
moga przeslaniac gwiazdy. Z prostej geometrii wynika, ze l-kilometrowa
bryla w Pasie Kuipera ma rozmiar katowy 0:'000 02 - zblizony zreszta
do rozmiaru pilki golfowej zostawionej przez Amerykanów na Ksiezycu
i ogladanej z Ziemi. Duze lub bliskie gwiazdy maja rozmiary katowe
wieksze, ale protokometa moze juz calkiem przeslonic przecietna gwiazde
o jasnosci 13 mag i slabsza. A takich gwiazd jest mnóstwo. Nalezaloby
wiec nieprzerwanie sledzic sasiedztwo ekliptyki (najlepiej na skrzyzowaniu
jej z Droga Mleczna) teleskopami o calkiem skromnych rozmiarach,
zaopatrzonymi tylko w specjalistyczne odbiorniki promieniowania.
Zacmienie gwiazdy w tym przypadku oznacza bowiem, ze przez teleskop
przelecial cien planetoidy z predkoscia srednia 30 km/s (taka jest
wszak predkosc Ziemi), co przy rozmiarach cienia rzedu kilometra daje
przygasniecie gwiazdy na okolo 30 ms. Aparatura zdolna mierzyc tak
szybkie zjawiska nie jest obecnie trudna do zbudowania. Ocenia sie,
ze jezeli w Pasie Kuipera jest - podobnie jak w obloku Oorta - okolo
biliona cial, to jedna gwiazda powinna byc zacmiewana co kilka dni, ale
juz sledzac 100 gwiazd mozna by rejestrowac zacmienie czesciej niz co
godzine.

Falszywe zacmienia moga, oczywiscie, byc powodowane przez ptaki,
samoloty, sztuczne satelity i in. Aby móc eliminowac takie zjawiska,
nalezy zbudowac cala siec teleskopów. Proponowany jest, na przyklad,



system stu teleskopów ustawionych w czterech poludnikowych rzedach
co 2 km. Zacmienie, to wlasciwe, powinno zostac zarejestrowane zawsze
przez co najmniej cztery teleskopy lezace na jednym równolezniku
i to w odstepach czasu okreslonych przez predkosc orbitalna Ziemi.

Optymisci uwazaja, ze mozna by nawet wykorzystac rozmycie cienia
planetoidy spowodowane dyfrakcja swiatla na jej krawedziach. Wprawdzie
rozmycie to mogloby utrudnic samo rejestrowanie zacmienia, ale mogloby
tez dostarczyc innej, niezmiernie waznej informacji. Mianowicie,
dyfrakcyjne ugiecie swiatla zalezy od dlugosci jego fali i od odleglosci
przeslony, a wiec sledzenie zacmien w kilku barwach mogloby doprowadzic
do poznania trójwymiarowej struktury Pasa Kuipera!

Tym, co wywoluje pesymizm w tym projekcie, nie jest bynajmniej koszt
stu teleskopów. Zauwazmy, ze w trakcie pracy kilka (moze sto) teleskopów
musi wykonywac pomiary jasnosci kilku (moze stu) gwiazd w tempie
100 razy na sekunde, w dodatku moze w kilku barwach. Kazdy pomiar
musi byc wzbogacony o informacje o czasie. Wszystko to razem daje
nieprawdopodobne tempo naplywania bajtów informacji do komputera,
który musialby je opracowywac. Komputer musialby wlasciwie na biezaco
to robic, aby nie udlawic sie nadmiarem danych. Dlatego oczekuje
sie, ze najdrozsza czescia systemu obserwacyjnego bedzie komputer,
a dokladniej - jego oprogramowanie. Co prawda, jest to zmartwienie na
wyrost, bowiem nie ma jeszcze mowy o tym, kto taka siec teleskopów
bedzie budowal, kiedy, gdzie itd. Idea projektu wydaje sie jednak rokowac
nadzieje.

Zadania

mozliwosci, trzeba najpierw odpowiedziec
na pytanie, co znajduje sie w porach,
jesli nie ma tam powietrza. W tym
celu zwrócmy uwage na wlasciwosci
procesów sublimacji i kondensacji. Jesli
cisnienie pary przy powierzchni lodu jest
nizsze niz pewna wartosc równowagowa
charakterystyczna dla danej temperatury
(nazywana cisnieniem sublimacj i),
nastepuje sublimacja. W przeciwnym
przypadku nastepuje kondensacja. Zatem,
gdyby poczatkowo w porach byla próznia,
proces sublimacji wprowadzilby w to
miejsce pare. Pozostaje problem, czy
ta para nie ucieklaby natychmiast na
zewnatrz komety przez polaczenia miedzy
porami. Jezeli pory sa drobne, to i kanaliki
miedzy nimi musza byc bardzo cienkie,
wiec opory przeplywu pary przez system
porów sa bardzo duze. Odplyw pary jest
kompensowany przez sublimacje i w porach
polozonych w glebi lodu utrzyma sie
cisnienie bliskie wartosci równowagowej .

Cisnienie równowagi lód-para jest
rosnaca funkcja temperatury, wiec róznicy
temperatury towarzyszy róznica cisnienia
i przeplyw pary.

Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Jaroslaw KULPA

Wielkosci JL i R to masa molowa substancji
i stala gazowa. Przeplywajaca para niesie
ze soba energie, której strumien wyraza sie
jako

E=<t>(:A2kT+L) [~2S]'

Rozpatrzmy ponownie por jako cienka
rurke o dlugosci l i promieniu r.
Niech przy koncach rurki temperatury
beda ustalone i wynosza T1 oraz T2,

a cisnienia pary odpowiednio Pl i P2.

Przy temperaturze 240 K cisnienie
równowagi wynosi okolo 27 Pa, a przy
140 K - ponizej 10-6 Pa. Przy niskim
cisnieniu zderzenia miedzy czasteczkami
pary sa rzadkie, a srednia droga
swobodna czasteczek jest duza. Przy
cisnieniu 27 Pa srednia droga swobodna
czasteczek pary wodnej jest rzedu 0,1 mm,
a przy cisnieniu 10-6 Pa jest dluzsza
od 100 km. Oznacza to, ze w temperaturze
ponizej 240 K srednia droga swobodna
czasteczek pary jest wieksza od srednicy
rozwazanych porów. Wówczas strumien
gazu plynacy przez rurke w wyniku
istnienia róznicy cisnien miedzy jej
koncami wynosi w dobrym przyblizeniu

( 32JL ) 1/2 r (Pl P2)<t> = 97rR Y (TI) 1/2 - (T2)1/2

[~~sJ

If"(x)l :-:; BI/(x)l:-:; A,

M 721. Funkcja f: R -+ R jest dwukrotnie rózniczkowalna i istnieja takie
stale A, B > O, ze

dla kazdego x E R. Wykazac, ze

1/,(x)1 :-:;V2AB
dla kazdego x E R.
Rozwiazanie na str. 14

M 722. Funkcja I: R -+ R jest dwukrotnie r6zniczkowalna i taka, ze
I(x + 7r) = I(x) oraz I"(x) + I(x) 2': O dla kazdego x E R. Udowodnic,
ze 1 przyjmuje tylko wartosci nieujemne.
Rozwiazanie na str. 14

F 393. Na brzegu stolu o wysokosci l m lezy klebek wiotkiego sznurka
o dlugosci 100 m. W pewnym momencie jeden z konców sznurka zaczyna
zsuwac sie na podloge odwijajac sie stopniowo z klebka. Oszacowac,
po jakim czasie caly sznurek znajdzie sie na podlodze (tarcie pomijamy).
Rozwiazanie na str. 15

F 394. Widmo promieniowania reliktowego pokrywa sie z widmem
promieniowania ciala doskonale czarnego o temperaturze 2,736 K
wykazujac niewielka anizotropie zwiazana ze wzglednym ruchem ukladu
laboratoryjnego (efekt Dopplera). Oszacowac predkosc naszej Galaktyki
wzgledem promieniowania reliktowego wiedzac, ze kierunek, przy którym
mierzy sie najwieksza anizotropie a = t!.T /T = 13 . 10-\ tworzy kat
a = 1200 z kierunkiem predkosci Slonca Vs = 250 km/s w ruchu wokól
centrum Galaktyki.
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 720. Udowodnic, ze dla dowolnej liczby dodatniej x zachodzi:

2-% + 2-1/% :-:;1.
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Wlasciwy wybór B i C to taki, gdy A' jest srodkiem BC. Istotnie,
kazdy inny wybór powieksza pole: na rysunku 3

Pw BC = Pw BlA'C + PBBlA' < Pw BlA'C + PBDlA' =
= Pw BlA'C + PCClA' = Pw BICI'

W

Rys. 4

Rys. 2

W

Rys. 3

Pozostaje zatem pytanie, dla jakiego punktu A otrzymuje sie
najmniejsza objetosc czworoscianu WABC. Skoro jednak prosta AP
ma przecinac odcinek BC w jego srodku, to - z symetrii zadania
wynika, ze BP przechodzi przez srodek AC, natomiast CP przez
srodek AB. Slowem:

p ma byc srodkiem cieikosci trójkata ABC.
W szczególnosci powinno wiec byc AP = 2 . P A', co jednoznacznie
okresla A'.

Co wiecej, rozwiazanie zadania jest konstruktywne. Oto algorytm:
przecinamy obraz prostej k w jednokladnosci o srodku P i
stosunku -~ z plaszczyzna mk otrzymujac punkt A' (rys. 4);

- przecinamy obraz prostej l w symetrii srodkowej wzgledem
punktu A' z prosta m otrzymujac punkt C;

- przecinamy prost.e A' P i k otrzymujac punkt A;
- przecinamy proste A'C i l otrzymujac punkt B.

Uzasadnienie tego, ze algorytm daje ABC, którego srodkiem
ciezkosci jest P, mozna latwo uzyskac przegladajac Mala Delte
w tym numerze. Potrzebna jest takze informacja, ze poszukiwany
minimalny czworoscian musi istniec. Zdobycie jej tez nie jest trudne,
ale to pozostawie juz wylacznie inwencji Czytelnika.

Marek KORD OS

Rys. l

Minimalny czworoscian
Jak znalezc plaszczyzne, która przechodzi przez dany punkt we
wnetrzu danego (wypuklego) naroia trójsciennego i odcina od
niego czworoscian o najmniejszej objetosci?

Przyjmijmy oznaczenia z rysunku 1. Przypuscmy, ze punkt A zostal
wybrany wlasciwie. Oznaczmy przez A' punkt przeciecia prostej AP
z nie zawierajaca A sciana naroza. Poszukajmy takiego odcinka BC
lezacego w tej scianie i przechodzacego przez A', by pole trójkata
ABC bylo najmniejsze z pól mozliwych trójkatów ABiCi (rys. 2).
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Czynnik (NA/ Jk)2kT to energia kinetyczna
jednego kilograma pary i w temperaturze
273 K wynosi okolo 2,5 . 105 J /kg.
Wielkosc L jest cieplem przemiany fazowej
i dla wody wynosi okolo 2,8· 106 J /kg,
czyli o ponad rzad wiecej niz wartosc
energii kinetycznej. Mozna wiec przyj ac,
ze czasteczki wody sublimujace na jednym
koncu rurki, przeplywajace do drugiego
i tam kondensujace przenosta energie
glównie jako energie przemiany fazowej.
Jesli w równaniu na strumien energii
zaniedbamy czlon z energia kinetyczna,
a równanie na strumien pary przepiszemy
w postaci rózniczkowej i troche uproscimy,
to otrzymamy

E = [L ( 32Jk ) 1/2 T dP] (_ dT) ,91rRT dT· dx

gdzie x jest odlegloscia mierzona
wzdluz rurki. Znak minus bierze sie
stad, ze kierunek przeplywu pary,
a wiec i kierunek przeplywu energii,
jest przeciwny do kierunku, w którym
rosnie temperatura. Czlon w nawiasie
kwadratowym to, jak latwo zauwazyc,
przewodnictwo cieplne rurki. Zauwazmy,
ze w rozwazanym modelu porowatosci
stosunek powierzchni przekroju
poprzecznego rurek do calkowitej
powierzchni przekroju (w kierunku
prostopadlym do rurek) jest równy
porowatosci. Zatem jesli prawa strone
równania na strumien energii pomnozymy
przez porowatosc, to otrzymamy równanie
na strumien transportowanej w porach
energii na jednostke powierzchni przekroju
porowatego lodu.

Oznaczajac porowatosc przez 'I/J mozemy
napisac, ze przewodnictwo cieplne porów
w lodzie wynosi w przyblizeniu

/t = L ( 32Jk ) 1/2 dp [_J_]p 'I/J 91rRT T dT m K s

Powyzsze rozwazania moze zilustrowac
wykres temperaturowej zaleznosci
przewodnictwa cieplnego sieci ziarene!j:
lodu (linia ciagla) oraz przewodnictwa
cieplnego samych porów (linia
przerywana).

3.0
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o liczbach przestepnych
W artykule Roberta Hajlasza "Dowody niewymiernosci pewnych liczb"

(Delta 10/1994) wspomniane zostalo, ze liczba .[2.J2 jest niewymierna.
Okazuje sie, ze w pewnym sensie jest ona nawet "bardzo niewymierna" .
Co przez to rozumiemy - okaze sie za chwile. Ale najpierw pewna
definicja.

Liczba algebraiczna nazywamy dowolny pierwiastek równania algebraicznego

anxn + an_lxn-l + ... + alX + ao = °
o wspólczynnikach calkowitych.

I tak dowolna liczba wymierna p/q jest algebraiczna, jako ze jest ona
pierwiastkiem równania qx - p = O. Mozna tez wykazac, ze wszystkie
liczby wyrazajace sie za pomoca czterech podstawowych dzialan
oraz pierwiastkowania, wykonywanych na liczbach calkowitych, sa

algebraiczne, tj. algebraiczne sa wszystkie liczby postaci .[2, {/3+ y'5,

v.[2 + 5/.:;'9 ... itd. Liczby, które nie sa algebraiczne, nazywamy
przestepnymi. Poniewaz liczby wymierne sa algebraiczne, wiec liczby
przestepne sa niewymierne. A skoro liczb przestepnych nie da sie
równiez przedstawic za pomoca czterech podstawowych dzialan oraz
pierwiastkowania, wykonywanych na liczbach calkowitych, wiec liczby
przestepne sa w pewnym sensie nawet "bardzo niewymierne" . Ale, czy
liczby przestepne ... istnieja? Innymi slowy, czy istnieje choc jedna liczba,
która nie jest pierwiastkiem równania algebraicznego o wspólczynnikach
calkowitych?

Choc problemem istnienia liczb przestepnych interesowal sie juz Leonhard
Euler, to jednak pierwszym, który udowodnil (w 1844 r.) ich istnienie,
byl Joseph Liouville (patrz Delta 1/1993). Konkretne liczby, o których
udowodnil, ze sa przestepne, byly jednak nieciekawe - w tym sensie,
ze zapewne nikt nigdy ich nie uzyl przy rozpatrywaniu innych problemów
matematycznych. Istotny postep nastapil, gdy w 1873 roku Charles
Hermite udowodnil, ze liczba e jest przestepna, i gdy dziewiec lat
pózniej Ferdinand Lindemann uczynil to samo w stosunku do liczby 7r.

O waznosci liczb e oraz 7r nikogo nie trzeba przekonywac. Co wiecej,
z przestepnosci liczby 7r wynika niewykonalnosc kwadratury kola cyrklem
i linijka.

Pod koniec XIX wieku bylo tez wiadomo, ze liczb przestepnych jest
bardzo, bardzo duzo, choc nie wiadomo bylo (poza pewnymi konkretnymi
przypadkami), jak rozstrzygnac, czy konkretnie wskazana liczba jest
przestepna.

Taki byl mniej wiecej "stan meczu" w chwili, gdy David Hilbert
w 1900 roku na II Miedzynarodowym Kongresie Matematycznym wsród
slynnych 23 problemów sformulowal problem nastepujacy:

Udowodnic, ze jezeli a t= 0, a t= l jest liczba algebraiczna, b zas jest liczba

algebraiczna i niewymierna, to liczba ab jest przestepna.

Dowód zostal podany dopiero w 1934 roku (niezaleznie) przez

A.O. Gelfonda oraz T. Schneidera. W szczególnosci wynika stad, ze .[2.J2
jest liczba przestepna, a wiec równiez niewymierno,. Mimo iz wydaje sie,
ze problem Hilberta dotyczy liczb bardzo szczególnej postaci, to jednak
ma on daleko nieoczywiste konsekwencje, bowiem wynika z niego, miedzy
innymi, nastepujacy fakt:

Jesli w trójkacie równoramiennym stosunek kata przy podstawie do kata

przy wierzcholku jest liczba algebraiczna niewymierna, to stosunek dlugosci

podstawy do dlugosci ramienia jest liczba przestepna.

Z rozwiazania wspomnianego problemu Hilberta wynika równiez,
ze wszystkie wartosci logarytmów, których przyblizenia mozemy znalezc
w tablicach, sa albo wymierne, albo przestepne.

Opracowal P.H.

7

Wykres ten zostal sporzadzony
na podstawie rozwazanego do tej
pory przyblizonego geometrycznego
modelu porowatosci. Jest wiec takze
przyblizony. Uzyte wartosci paramatrów
sa nastepujace: porowatosc 'IjJ = 0,5,
promien porów r = 10-4 m, masa
molowa H20 wynosi f.I, = 0,018 kg/mol,
a stala gazowa R = 8,314 J /Kmol.
Przewodnictwo cieplne nieporowatego
lodu jest funkcja temperatury. Zostala
przyjeta typowa dla dielektryków zaleznosc
typu /C rv ~:

/CI = 567/T [m ~ s] ,
ze wspólczynnikiem proporcjonalnosci
wyznaczonym doswiadczalnie.

Omówiony sposób obliczania
przewodnictwa cieplnego porowatego
lodu mozna zastosowac do jadra komety
i ob!iczyc szybkosc przenikania ciepla
w glab jadra. Okaze sie wówczas,
ze w przypadku niektórych komet
stwardniala skorupa zlepionych ziarenek
lodu grubieje na tyle szybko, ze pobranie
próbki z powierzchni jadra moze
byc trudne i wymagac zastosowania
nietypowych metod.

Na koniec warto zastanowic sie, w jaki
sposób przewodnictwo cieplne porowatego
lodu zmieni sie po wprowadzeniu do
porów powietrza (gazu innego niz para).
W najbardziej interesujacym przypadku,
czyli na Ziemi, cisnienie pary w porach jest
male w porównaniu z cisnieniem powietrza.
Z tego wzgledu decydujacym czynnikiem
ograniczajacym szybkosc przeplywu pary
jest nie rozmiar porów, ale zderzenia
z czasteczkami powietrza. W konsekwencji
przewodnictwo cieplne porów jest znacznie
mniejsze i nie nalezy sie spodziewac, aby
porowaty lód mial wieksze przewodnictwo
niz nieporowaty.

Liczby Liouville'a to liczby postaci

i=l
gdzie Ci sa. dowolnie wybieranymi cyframi
r6znymi od zera.

Dow6d, ze sa. one przestepne, jest bardzo
podobny do dowodu przestepnosci liczby

L2~'
i=l

zamieszczonego w Delcie 1/1993.

Ciekawostka:
Liczba 0,12345678910111213 .. " w kt6rej
po przecinku wystepuj a. jedna za druga.
kolejne liczby naturalne, jest przestepna
(Kurt Mahler). Czytelnikom pozostawiamy
jako nietrudne cwiczenie dowód, ze powyzsza
liczba jest niewymierna (bezposrednio, bez
korzystania z faktu, ze jest przestepna),



mala delia

Uogólniamy

Rys. 1

Zadanie to mozna rozwiazac oszczedniej, co
da widoczne pole do uogólnien. Odbijamy
mianowicie tylko jedno ramie kata (rys. 2). To
oczywiscie daje tylko jeden punkt, ale drugi z
latwoscia znajdujemy linijka.

A oto mozliwe uogólnienie.
Zadanie 2. Dana jest prosta k, punkt P i kaczor
Donald. Znalezc taki odcinek, którego jeden koniec
bedzie na k, drugi na brzegu kaczora Donalda, a
którego srodkiem jest punkt P.

Odbijamy teraz k symetrycznie wzgledem P
i otrzymujemy tyle rozwiazan, ile przeciec ma jej
obraz z brzegiem kaczora Donalda (rys. 3).

Rys. 3

Ostatecznie ten kierunek uogólniania daje nam
sposób, by rozwiazac

Zadanie 3. Dane jest c o s, co umiemy odbijac
symetrycznie, punkt P i zupelnie dowolne c u S.

Znalezc wszystkie odcinki, których jeden koniec
lezy na c o s iu, drugi na c u s iu i których
srodkiem jest punkt P.

Rys.2

W 1993 roku ukazala sie ksiazka Szkola geometrii.
Odczyty kaliskie, która zasluguje na uwage co
najmniej z dwóch wzgledów. Po pierwsze stanowi
ona dowód, ze uczenie sie moze byc efektywne
- napisali ja warszawscy nauczyciele (oddajmy
sprawiedliwosc: przewaznie nauczycielki) na
podstawie notatek, jakie zrobili podczas zajec
doksztalcajacych, jakie sami sobie zorganizowali.
Po drugie jest w tej ksiazce wiele ciekawej
geometrii, co bedzie widac za chwile, gdyz te
Mala Delte chce zaczerpnac z tej ksiazki wlasnie,
a dokladniej z jej rozdzialu Przeksztalcenia
geometryczne w zadaniach .•

Zadanie 1. Dany jest kat (wypukly) i punkt P w
jego wnetrzu. Znalezc taki odcinek AB o koncach
na ramionach kata, by P byl srodkiem AB.

Rozwiazanie jest proste: odbijamy symetrycznie
kat wzgledem punktu P - otrzymane w przecieciu
starego kata z nowym punkty (rys. 1) to wlasnie
szukane punkty A i B. Istotnie, przy symetrii
wzgledem P zamieniaja sie one miejscami, a to
ma miejsce tylko dla punktów, dla których P jest
srodkiem.
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Rys. 4

Rys. 5

Inny kierunek uogólniania polega na
zastanowieniu sie, co jeszcze moze zachowywac
sie równie przyzwoicie, jak symetria srodkowa
uzywana w poprzednich zadaniach. Najprostsza
odpowiedz to: jednokladnosc. Zreszta symetria
srodkowa jest szczególnym przypadkiem
jednokladnosci (mianowicie jest to jednokladnosc
o stosunku -1).

Teraz mozemy rozwiazac równiez

Zadanie 4. Dane sa dwie proste i punkt P oraz

liczba A. Znalezc taki odcinek, którego konce leza

na tych prostych i który jest dzielony przez

punkt P (odpowiednio wewnetrznie i zewnetrznie)
w stosunku A.

Na rysunku 4 jest przedstawiony podzial
wewnetrzny odcinka w stosunku 2:1 - uzyta
jednokladnosc ma stosunek -~, a na rysunku
5 podzial zewnetrzny w stosunku 1:3 - uzyta
jednokladnosc ma stosunek +2.

I to znów mozna dalej uogólniac. Mozna tez
stosowac do innych problemów. Jeden taki jest
nawet opisany w tym numerze Delty.

Mala Delte przygotowal Marek KORD OS
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Plywanie sitem

Krzysztof REJMER

h

,,,
,-

eJ ,,

Rys.!. Zjawisko kapilarne z meniskiem
wypuklym. Cisnienie cieczy pod
zakrzywiona powierzchnia jest
wieksze od cisnienia atmosferycznego.
Ta nadwyzka cisnienia jest
r6wnowazona przez cisnienie
hydrostatyczne slupa cieczy
o wysokosci h. Zgodnie z prawem
Laplace'a

2".

Ap = RCosO,
gdzie R jest promieniem rurki,
a ". wspólczynnikiem napiecia
powierzchniowego cieczy. Mechaniczna
równowaga wymaga, by

Ap = agh,

gdzie a jest gestoscia cieczy .

Wyplyneli na morze zwyklym Sitem, o Boze,
Poplyneli Sitem w sina dal!

Wbrew przestrogom przyjaciól (Rodzin tez oczywiscie),
Rankiem ósmego grudnia, w wyciu wichru i swiscie

Poplyneli Sitem w sina dal!
A gdy Sito sie dziko kolebalo na fali,
I wolano im z brzegu: "Wyscie powariowali!" ,
Oni tak odkrzykneli: "Nasze Sito nieduze,
Ale niech sie wypchaja huragany i burze -

My plyniemy Sitem w sina dal!"

Edward Lear "DziabIe"
tlum. Stanislaw Baranczak

Edward Lear, z którego wiersza pochodzi ten cytat, uwazany jest za mistrza
poezji absurdu, jednak mozliwosc plywania w sicie nie jest nonsensem, choc
zrealizowanie tego smialego projektu byloby dosc trudne! Warunki plywania
sita sa dwa: jego oczka nie moga byc zbyt duze, a woda nie moze zwilzac siatki.
Chcac plywac sitem, musimy je odpowiednio przygotowac, na przyklad zanurzyc
w plynnej parafinie. Moze to spowodowac zaklejenie wszystkich oczek sita.
W tej sytuacji, aby sito bylo sitem, musimy ogrzac je nad swiec~.

Powszechnie znane sa zjawiska kapilarne. Jesli ciecz nie zwilza scianek, jej
poziom w rurce jest nizszy niz w naczyniu, do którego zanurzono koniec rurki
(rys. 1). Przyczyna tego jest dzialanie sil napiecia powierzchniowego,

.-----~-_._-----_._._---_._-----------_ ..._----_._---- ..----------------- ..------ .... ------ ..--------------------.----.
Prenumerata "Delty"
za okres:

Prenumerata "Delty"
za okres:

Prenumerata "Delty"
za okres:

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Rys. 2. Jesli ciecz nie zwilza sita,
w kazdym jego oczku powstaje menisk
wypukly.

zwiekszajacych cisnienie pod wypukla powierzchnia cieczy. Kazde z oczek sita
jest niczym innym, jak bardzo krótka rurka o malej srednicy, w kazdym oczku
sita powstaje menisk wypukly (rys. 2), jesli tylko woda nie zwilza sita.

Zajmiemy sie teraz silami dzialajacymi na sito. Oczywiscie, dziala na nie sila
ciezkosci p = mg oraz sila wyporu, której wartosc wynosi:

20"
Fw = t:J.p . S. = -S. cos O,R

gdzie S. jest hydrostatycznie czynnym polem powierzchni sita, to znaczy
calkowitym polem powierzchni S pomniejszonym o pole powierzchni otworków.

Na sito dziala jeszcze jedna sila skierowana (w przypadku cieczy niezwilzajacej)
pionowo do góry, a wiec wspomagajaca sile wyporu, jej zródlem jest napiecie
powierzchniowe (rys. 3).

B)

I~-- e

\
Rys. 3. Na plywajace cialo dzialaja nie tylko sily ciezkosci i wyporu hydrostatycznego,
ale dodatkowo sila wynikajaca z istnienia napiecia powierzchniowego. Skladowa pionowa
tej sily ma wartosc uL cos (J, gdzie L jest obwodem plywajacego ciala. Kat (J (kat 900 - (J

w przypadku (B)) nazywany jest katem zwilzania. Jesli ciecz zwilza powierzchnie plywajacego
ciala (A), sila ta zmniejsza sile wyporu. Jesli ciecz nie zwilza powierzchni plywajacego
ciala (B), sila ta zwieksza sile wyporu. Najczesciej sila ta jest znikomo mala w porównaniu
z ciezarem i sila wyporu. Natomiast dla cial o malej masie i duzym obwodzie moze on" miec
wartosc na tyle duza, ze nie mozna o niej zapomniec.

Zwykle jest ona pomijana, poniewaz jest bardzo mala w porównaniu
z pozostalymi silami dzialajacymi na plywajace cialo, jednak w przypadku sita
o bardzo wielu otworkach jest wystarczajaco duza, bysmy musieli ja uwzglednic.
Sile pochodzaca od napiecia powierzchniowego, dzialajaca na zewnetrznym
obwodzie sita, szczesliwie mozemy zaniedbac. Ta dodatkowa sila dla jednego
otworka ma wartosc

20" 1
Fu = 27rRO" cos 0= J[Sotw cos O,

gdzie S;'tw ~st polem powierzchni oczka sita (dla prostoty przyjmijmy,
ze wszystkie otworki sa kolami o promieniu R). Mnozac jej wartosc przez liczbe
oczek i dodajac do hydrostatycznej sily wyporu otrzymamy efektywna sile
wyporu dzialajaca na sito

ej _ 20" _ 20"

Fw -J[(S.+Sotw)cosO-J[ScosO,

gdzie Sotw jest lacznym polem powierzchni oczek sita. Sila ta musi równowazyc
ciezar sita i plynacych w nim Dziabli:

20"

mg = J[ScosO.

Glebokosc, na jaka zanurzy sie sito, mozemy obliczyc z równania
20"

egh= -cosO.R
Podróz sitem przez wzburzony ocean bylaby jednak bardzo niebezpieczna;
warunkiem mozliwosci jej odbycia jest powstanie w oczkach sita stabilnej,
wypuklej powierzchni cieczy, co nie jest mozliwe w niestacjonarnych
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warunkach. Z tego samego powodu praktycznie nie da sie zaczerpnac sitem
wody, ale mozna w nim przeniesc wode, o ile sito napelnimy bardzo ostroznie.
(Z zagadnieniem tym od wieków zmagaja sie w Tartarze Danaidy, skazane
za morderstwo na napelnianie dziurawej beczki woda noszona w sitach!)
Maksymalna glebokosc, na jakiej sito moze plynac majac jednoczesnie suche
dno, wynosi

20'

hmax = egR'

co odpowiada zerowej wartosci kata e. Jesli sito zanurzy sie nieco glebiej,
zaistnieje sytuacja pokazana na rysunku 4.

A)

h .....

B)

h:':':

C)

h.·.-_

Rys. 4. Jesli zanurzymy sito zbyt gleboko, na jego wewnetrznej powierzchni pojawia, sie krople
cieczy, kt6re zaczn", sie zlewac (e).

Kropelki wody znajdujace sie na wewnetrznej powierzchni dna sita zleja sie
ze soba tworzac w srodku plaska powierzchnie i efekt wywolany dzialaniem sil
napiecia powierzchniowego zniknie. Jesli masa sita jest wieksza niz

20'S

Rg ,

sito zatonie. Lekkie sito bedzie plywac w czesciowym zanurzeniu, jednak bedzie
wypelnione woda. Przewidzial to juz Lear:

Naturalnie, ze w lódce mokro bylo juz wkrótce,
Woda ciekla przez dno wszerz i wzdluz;

Zeby wiec nie zamoczyc nóg (bo chorób stad szereg),
Owineli je schludnie w woskowany papierek,

Na agrafke zapielI i juz.

Przyjmujac standardowe wartosci gestosci i napiecia powierzchniowego wody:
e = 1000 kg/m3 i O' = 7,5 . 10-2 N/m oraz zakladajac, ze otworki w dnie sita
maja srednice pól milimetra, mozemy latwo obliczyc maksymalna glebokosc
zanurzenia sita; jest ona równa 6 cm. Odpowiada to powierzchni 170 cm2
na kazdy kilogram masy sita i pasazerów. Oczywiscie, glebokosc, na jakiej
moze plywac sito, którego dno pozostaje suche, zalezy od srednicy otworków.
W praktyce srednice te sa bardzo rózne, dlatego przeciek wywolany
zwiekszeniem sie zanurzenia sita rozpocznie sie tam, gdzie sa najwieksze otworki.

Na zakonczenie przypomnijmy, ze brezentowy namiot (dzis chyba juz rzadkosc)
podczas deszczu zaczyna przeciekac w miejscu dotkniecia spodniej strony.
Uwazny Czytelnik bez trudu odpowie na pytanie dlaczego, a potem pobiegnie
na najblizsza przystan, bo moze wlasnie przybilo do brzegu sito pelne Dziabli,
gdyz:

Daleko stad jest taki lad,
Skad sie Dziable wywodza obficie;

Zielona ich skron i niebieska ich dlon,
A w Dal Sina jesli plyna, to w sicie.
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Klub 44

!=44
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 275 (WT=2,57) i 276 (WT=2,38)

z numeru 2/1994
Przemysla.w Ga.dzinski - Sroda. Slacska. 42,.3
Pa;wel Liza.k - Pula.wy 41,71
Wa.ldema.r Pompe - Wa.rsza.wa. 38,83
Krzysztof Jedziniak - Ka.towice 38,31

I I , I- -, ,

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 177 (WT=4,00) i 178 (WT=1,96)
z numeru 4/1994

Andrzej Nowogrodzki - Chocian6w 37.4'
Andrzej Borowski - Aleksa.ndr6w K. 32,85
Aleksa.nder Surma. - Myszk6w 20,52

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Termin nadsylania rozwiazan: 28 II 1995

Zadania z matematyki nr 289, 290

Redaguje Marcin E. KUCZMA

289. W pewnej grupie ludzi zadna para osób znajacych sie wzajemnie nie ma zadnego
wspólnego znajomego, natomiast kazda para osób nie znajacych sie wzajemnie ma
dokladnie dwóch wspólnych znajomych. Dowiesc, ze kazda osoba w tej grupie ma tyle
samo znajomych. (Zakladamy, ze jesli jedna osoba zna druga, to druga zna pierwsza,
oraz ze nikt nie zalicza siebie samego do grona swoich znajomych.)

290. Dany jest ciag liczb dodatnich (an). Okreslamy ciag (bn) wzorem

bn= (~)nan-l

Wykazac, ze ciag (bn) nie moze byc zbiezny do granicy mniejszej od e.

Zadanie 290 zaproponowal pan Adam Czornik z Bytomia.

Zadania z fizyki nr 187, 188

Redaguje Jerzy B. BROJAN

187. W jednostce objetosci powietrza znajdowalo sie nA jonów A+, nB jonów B+,
nx jonów X- i ny jonów Y-. Jesli od pewnej chwili poczatkowej nastepowala
tylko rekombinacja jonów (nie zas jonizacja), a wspólczynniki rekombinacji sa
jednakowe dla kazdej pary jonów, to ile przybylo w jednostce objetosci po dlugim
czasie czasteczek AX, ile - czasteczek AY, ile BX, a ile BY?
Wskazówka: Liczba par jonów ulegajacych rekombinacji w jednostce czasu jest
proporcjonalna do iloczynu koncentracji jonów dodatnich i ujemnych danego rodzaju,
.a stala proporcjonalnosci nazywa sie wspólczynnikiem rekombinacji.

188. Precyzyjny woltomierz wielozakresowy (nie elektroniczny) dolaczono do dwóch
punktów A i B pewnego obwodu liniowego (tzn. skladajacego sie ze zródel napiecia
i oporników stosujacych sie do prawa Ohma). Gdy woltomierz byl nastawiony na
zakres 10 V, wskazywal 8,92 V, a gdy przestawiono go na zakres 30 V, jego wskazanie
wzroslo do 9,04 V. Jakie napiecie wystepowalo miedzy A i B przed dolaczeniem
woltomierza?

RozW"iazanie zadania M 720. Oznaczmy j(x) = 2x, g(x) = j (x +~) - j(x) - j (~) dla x ~ l. Wówczas

, ( 1)'( l) l '(1)' '(( 1)( l) l l)g(x)= l-x, j x+; +x,j ; -j(x)~j l-x, x+; +x,';

Powyzsza nierównosc wynika stad, ze j'(x) = 2xln2 jest funkcja, wypukla,. Zatem

2x+l/x _ 2x _ 21/x = g(x) ~ g(l) = O

dla x ~ 1, sta,d dziela,c obie strony nierównosci prY-ez 2x+l/x otrzymamy

2-x + 2-1/x ::; 1
dla x ~ 1. Ponicwar. lewa strona ostatniej nier6wno§ci nie zmieni sie, gdy zamiast xl
wstawimy - nierównosc jest prawdziwa takze gdy O < x < l.

x
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Rozwiazanie zadania M 721.
Zalózmy. ;.e dla pewnego Xo E R

r.achodzi If'(xoll > V2AB. Wówcz.as
dla funkcji g(x) "" f(xo + x)
zalozenia. zadania takze sa spelnione
i Ig'(Oll > V2AB. Mozemy przyja,c,
ze g'(O) > V2AB (w prr.eciwnym
przypadku wystarczy 7.amiast
funkcji g(x) rozpatrr.yc funkcje. -g(x))
i U(O) ~ O (w przeciwnyrn razie l.arniast
g(x) wystarczy wziac funkcje -gr-x)).
Niech

~ B 2h(x) "" y(x) - v2ABx + "2x
Wówczas

h(O) "" y(O) ~ O,

h'(O) "" y'(O) - V2AB > O,

h"(x) "" g"(x) + B > O,

zatem h(x) > O dla x > o. Wezmy

(2AX"" V fl' Wtedy

O < h (t;)
"" g ( t;) -V2AB . {E+

B 2A+-.-<
2 B-

:S A - 2A + A "" o.

Uzyskana sprzecznosc dowodzi tezy
zadania.

Rozwiazanie zadania M 722. Dla
a E R zdefiniujmy

g,,(x) "" f'(X + a) sin x - f(x + a) cos x.

Dla x E [O, rrl mamy

g~(x) "" (f(x + a) + f"(x + a)) sinx ~ O,

wiec

O :S y,,(rr) - g,,(O) ""

"" f (Ol. + rr) + f(OI.) "" 2f(a),
czego nalezalo dowiesc.

Dear Dr. Ksieznilacki ...
(Przeklady fragmentów korespondencji mlodego matematyka, mgra Zenona

Ksieznilackiego, z redakcjami pism matematycznych)

Szanowny Panie Profesorze,
Zalaczam prace ,,0 pewnych wlasnosciach funkcjonalów Matthewsa" z uprzejma
propozycja opublikowania jej w "Journal of... "

Z powazaniem
Zenon Ksieznilacki

(po siedmiu miesiacach)

Dear Dr. Ksieznilacki,
Z przykroscia informuje, ze pana praca nie zostala przyjeta do druku w "Journal
of... ". Kolegium Redakcyjne uznalo rezultaty zawarte w pracy jako niewatpliwie
interesujace i warte publikacji, jednakze z uwagi na nadmiar wartosciowych prac
musimy rezygnowac z publikacji wielu artykulów.

Z wyrazami szacunku

Szanowny Panie Profesorze,
Zalaczam prace ,,0 pewnych wlasnosciach funkcjonalów Matthewsa" z uprzejma ...
w "Bulletin of... "

(po jedenastu miesiacach)

Dear Dr. Ksieznilacki,
Z przykroscia informuje, ze recenzent nie zarekomendowal Panskiej pracy do druku.
Zalaczam kopie recenzji.

Z wyrazami szacunku

Praca zawiera rezultaty ... [osiem linijek tekstu]. Twierdzenia przedstawione w pracy
wydaja sie byc prawdziwe. Niestety, nie widze mozliwosci dalszego zastosowania

zaprezentowanych wyników. Nie sadze zatem, by praca nadawala sie do publikacji
w "Bulletin of... ".

Szanowny Panie Profesorze,
Zalaczam prace ... w "Acta ... "

(po czterech miesiacach)

Dear Dr. Ksieznilacki,
Uprzejmie informuje, ze recenzja Pana pracy ,,0 pewnych ... " jest negatywna.
Zalaczam recenzje.

Praca ,,0 pewnych ... " nie nadaje sie do druku. Podstawowe znaczenie ma w mej
Lemat 2.1, z którego Autor wielokrotnie w toku pracy korzysta, lemat ten jednakze me
zostaje w pracy udowodniony.

Szanowny Panie Profesorze,
Uprzejmie dziekuje za odeslany maszynopis mojej pracy ,,0 pewnych ... " wraz
z recenzja. Prosze o ponowne rozwazenie wydrukowania pracy. Jedynym zarzutem
Recenzenta jest brak dowodu Lematu 2.1. Pozwole sobie zauwazyc, ze przed
sformulowaniem tego lematu w pracy znajduje sie informacja, ze Lematy 2.1 i 2.2
udowodnione zostana lacznie. Dowód Lematu 2.1 przeprowadzony zostal zatem po
sformulowaniu Lematu 2.2.

Z powazaniem

(po dwóch miesiacach)

Dear Dr. Ksieznilacki,
List Pana przeslany zostal Recenzentowi. Podtrzymuje on jednak swa opinie, ze praca
nie nadaje sie do druku w "Acta ... ". W zwiazku z tym ponownie zwracam Panu
maszynopis pracy.

Z wyrazami szacunku

Szanowny Panie Profesorze,
Zalaczam prace ... w "Mathematica ... "

(po czterech miesiacach)

Dear Dr. Ksieznilacki,
Przesylam recenzje Pana pracy ,,0 pewnych ... ". Milo mi zakomunikowac, ze recenzent
uznal Pana rezultaty za wartosciowe. Uwaza jednak, ze dowody sa zbyt szczególowe
i za dlugie, w zwiazku z czym prace nalezaloby skrócic o okolo 1/3. W recenzji zawarte
sa szczególowe uwagi. Po otrzymaniu poprawionej wersji Pana pracy przesle ja,
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zgodnie ze zwyczajem naszego czasopisma, innemu recenzentowi i wtedy powiadomimy
Pana o ostatecznej decyzji w sprawie przyjecia pracy.

wiec

2 CllV = agh => v =-: V gh
Poniewaz h <t::: l, el.as ruchu sznurka
bedzie w przyblizeniu r6wllY czasowi
ruchu sznurka ze stal;""',predkoscia, tj.

F = mg = I1gh.

Z drngiej zasady dynarniki rnaUlY

L'> p L'> mF= - ·v,
L'> t L'> t

a.lbowienl w tYUi stanic s7.nurek zsuwa
siG ze stala prGdkoscia. Ale

L'> m
L;:t = I1V,

Dear Dr. Ksieznilacki,
Przykro mi poinformowac Pana, ze Pana praca nie zostala przyjeta do druku w "Pure
and Applied ... ". Recenzent uznal wprawdzie prace za warta, publikacji, ale recenzja
skladala sie zaledwie z jednego zdania rekomenduja,cego prace do druku. Ze wzgledu na
duza, liczbe prac do nas przysylanych Kolegium Redakcyjne publikuje jedynie te prace,
których opublikowanie zostaje w recenzji szeroko i dokladnie, mocno uzasadnione. Tym
samym, niestety, Pana praca nie spelnia kryteriów publikacji w "Pure and Applied ... ".
Przykro mi, ze spotkal Pana zawód z naszej strony.

Szanowny Panie Profesorze,
Zala,czam prace ... w "Pure and Applied ... "

(po dwunastu miesiacach)

(bez odpowiedzi)

[zalaczona recenzja]

Dear Dr. Ksieznilacki,
Zala,czam recenzje Pana pracy ,,0 pewnych ... ". Przykro mi poinformowac Pana, ze
Recenzent odrzucil prace.

Praca zawiera rezultaty ... [póltorej linijki tekstu]. Moim zdaniem praca nie nadaje

sie do druku w "Mathematical ... ". W pracy omawiane sa zagadnienia analizy

funkcjonalnej, powinna ona zatem zostac opublikowana w specjalistycznym pismie
z analizy funkcjonalnej, by dotrzec do wlasciwego czytelnika.

Szanowny Panie Profesorze,
Dziekuje za przeslana, recenzje mojej pracy. Nie wiedzialem, ze "Mathematical. .. "
publikuje jedynie prace z wybranych dzialów matematyki. Nie rozumiem jednak,
dlaczego zauwazenie, jakiej tematyki dotyczy praca, zajelo redakcji ponad rok.

Z wyrazami szacunku
Zenon Ksieznilacki

Szanowny Panie Profesorze,
Zala,czam prace ... w "Mathematical. .. "

(po trzynastu miesiacach)

[zalaczona recenzja]

Serdecznie pozdrawiam,

Serdecznie pozdrawiam,

Szanowny Panie Profesorze,
Przesylam zmieniona, wersje pracy ...

(po trzech miesiacach)

Dear Dr. Ksieznilacki,
Z przykroscia, informuje, ze drugi recenzent nie zarekomendowal poprawionej wersji
Pana pracy do publikacji. Jego zdaniem wiele dowodów jest niejasnych, zas niektóre
wnioski biora, sie nie wiadomo ska,d. W tej sytuacji opublikowanie Pana pracy
,,0 pewnych ... " w naszym pismie nie jest mozliwe. Prosimy nie zapominac o naszym
pismie przy swoich przyszlych publikacjach.

l# ""30 sekund.
v

t""

Rozwil\zanie zadania F 398.
Niech {l OZU30',a g(~stosc liniowa
sznurka, jego calkowita dlugosc
wynosi l. a h oznacza wysokosc
stolu, Po pewnyrn c7.asie od poczatku
zsuwania si(~ sznurek bedzie zsuwal sie
ze stah\ prGdkoscia. W 6wczas zwisajaca
czesc sznurka ma dlugosc h (res7.ta lezy
na stole lub podlodze) i dZIalajaca na
niego sila ciezkosci wynosi

Rozwi,\zanie zadania F 394.
Z prawa Wi,'na T . A = const
otrzym uj emy proporcj e

t;.T L'> A-- --
T A

z efektu Dopplera wiadorno,
7.0 prGdkosc v wzglGdcm zr6dla
promieniowania proporcjonalna jest
do zmiany dlugosci emitowanej fali

t;. A t;. T
" = TC = TC = ac = 390 km/s.

Jest to predkosc Ukladu Slonecznego
wzgledem promieniowania reliktowego.
Niech VG oznacza predkosc Galaktyki
wzgledern promieniowania, wtedy

v =- fiG + vs,
stad

VG =vv2 + v; -2VV8 cos ",,,,,560 km/s.

Z wyrazami szacunku

Szanowny Panie Profesorze,
Zala,czam prace ... w "Annals of... "

(po czterech miesiacach)

Dear Prof. Ksieznilacki,
Niestety, Pana praca nie zostaje u nas przyjeta do druku. Kilka miesiecy temu
J .A. Smith i E.D. Brown nadeslali nam prace, której wyniki w duzej czesci pokrywaja
sie z Pana rezultatami. Wprawdzie miejscami Pana dowody sa, prostsze, nie na tyle
jednak, by uzasadnialo to powtórne opublikowanie tych samych rezultatów.

Zala,czam przyjeta, do druku prace Smitha i Browna; nie wa,tpie, ze Pana zainteresuje.
La,cze uprzejme wyrazy

Ostatni list nie dotarl juz do Zenona Ksieznilackiego. Dwa miesiace wczesniej przestal

on pracowac na wyzszej uczelni. Nie przedluzono mu okresu zatrudnienia z powodu braku
odpowiedniej liczby publikacji naukowych.

(Listy "do i od" Ksieznila,ckiego odnalazl przypadkowo

Krzysztof CIESIELSKI)
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Kacik olimpijski (6)

"

Niemiecka Olimpiada Matematyczna
Zawody olimpiady matematycznej w Niemczech (bedace kontynuacja
zawodów w RFN) odbywaja sie od 1970 roku. Na poczatku kazdego roku
kalendarzowego rozsylane sa do szkól druki z zadaniami pierwszego etapu.
Uczniowie zainteresowani zawodami przesylaja rozwiazania zadan do komitetów
okregowych odpowiadajacych poszczególnym landom. W kwietniu najlepsi
z nich zostaja zakwalifikowani do drugiego etapu i otrzymuja kolejne cztery
zadania do rozwiazania - juz nieco trudniejsze. Sposród najlepszych uczestników
drugiego etapu wybierana jest niewielka grupka finalistów. Final to egzamin
ustny przed niemieckimi profesorami matematyki. Na podstawie tych rozmów
zostaje wybrana szescioosobowa druzyna na miedzynarodowa olimpiade
matematyczna.

Na Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej w Turcji w 1993 roku druzyna
Niemiec zajela drugie miejsce (4 zlote i 2 srebrne medale) za niepokonana juz
od wielu lat druzyna Chin (6 zlotych medali). Proponujemy wiec Czytelnikom
przygotowujacym sie do zawodów Olimpiady Matematycznej, aby stawili czolo
zadaniom, które rozwiazywali najlepsi (nie liczac Chin). Czytelnikom zyczymy
milej zabawy!

I etap - styczen 1993

l. Dla kazdej liczby naturalnej n ~ 3 oznaczmy przez m taka najwieksza liczbe
naturalna, ze n = al + a2 + ... + am, gdzie al, a2, ... , am sa róznymi liczbami
naturalnymi. Wyrazic m jako funkcje zmiennej n.

2. Skonczony zbiór M punktów plaszczyzny ma nastepujaca wlasnosc:
dla dowolnych dwóch punktów A, B E M istnieje taki punkt C E M,
ze trójkat ABC jest równoboczny. Znalezc zbiór M o najwiekszej liczbie
elementów majacy owa wlasnosc. '

3. Istnieja pary liczb kwadratowych (kwadraty liczb naturalnych)
o nastepujacych wlasnosciach:

- ich rozwiniecia dziesietne maja te same liczbe cyfr (zakladamy tu, ze pierwsza
cyfra rozwiniecia jest rózna od zera),
- gdy napiszemy te liczby jedna za druga, to otrzymamy nowa liczbe
kwadratowa.

Przyklad: 16 = 42 i 81 = 92,1681 = 412.

Udowodnic, ze istnieje nieskonczenie wiele takich par.

4. Dany jest trójkat ABC o polu F. Konstruujemy szesciokat wypukly
o wierzcholkach Al, A2' Bl' B2, CI, C2. Oznaczmy jego pole przez G tak, jak
pokazano na rysunku. Wykazac, ze G ~ 13F.

II etap - kwiecien 1993

1. Kazdy wierzcholek dziewieciokata foremnego malujemy na zielono lub
-:', czerwono. Udowodnic, ze istnieja dwa przystajace trójj{aty (o wierzcholkach

wybranych sposród wierzcholków dziewieciokata), z których kazdy ma wszystkie
wierzcholki jednakowego koloru.

2. O liczbie rzeczywistej a wiemy, ze istnieje dokladnie jeden kwadrat, którego
wierzcholki leza na krzywej y = x3 + ax. Znalezc dlugosc boku tego kwadratu.

3. Dany jest trójkat ABC. A' jest punktem przeciecia dwusiecznej kata A
i symetralnej boku AB, B' jest punktem przeciecia dwusiecznej kata B
i symetralnej boku BC, C' jest punktem przeciecia dwusiecznej kata C
i symetralnej boku CA. Udowodnic, ze trójkat ABC jest równoboczny wtedy
i tylko wtedy, gdy A' = B'. Jezeli punkty A', B', C' sa rózne, to wykazac,
ze ILB' A'C'I = 90° -ILBACI/2.

4. Czy istnieje taka liczba naturalna n, ze n! w systemie dziesietnym zaczyna sie
od ukladu cyfr 19937

Krzysztof CHELMINSKI, Waldemar POMPE
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11/94

(45)

W dniu 26.03.1994 r. odbylo sie uroczyste spotkanie, stanowiace
moment kulminacyjny w obchodach stulecia Kola Matematyków
Studentów UJ. Przybylo nan bardzo wiele osób zwiazanych
z Kolem w róznych latach; niektórzy od dawna nie zajmujacy
sie matematyka, niektórzy mieszkajacy daleko od Krakowa.

Pierwsze Walne Zgromadzenie Kólka Matematyczno-Fizycznego
w Krakowie (taka byla pierwotna nazwa) odbylo sie 22
kwietnia 1894 roku. Jako moment powstania Kólka nalezy
chyba jednak uznac dzien 3 grudnia 1893 roku, kiedy to mialo
miejsce zebranie przedwstepne, gdzie m.in. wybrano pierwszy
Zarzad ze Zdzislawem Krygowskim jako przewodniczacym.
Wlasnie Z. Krygowski i T. Lopuszanski byli glównymi
animatorami powstania Kólka. Wkladki (taka nazwa figuruje
w sprawozdaniach) miesieczne wynosily 40 groszy. Pierwszym
kuratorem kólka byl prof. Wladyslaw Natanson.

Istote pracy Kólka trudno zrozumiec bez znajomosci organizacji
studiów matematycznych na UJ w tych czasach. W danym roku
odbywalo sie kilkanascie wykladów (dla wszystkich studentów)
i kilka seminariów, czasami cwiczenia (a i to nieliczne).
Przy przechodzeniu z roku na rok nie obowiazywaly zadne
rygory poza zaliczeniem cwiczen, co bylo zwykle formalnoscia.
Praktycznie nalezalo zdac tylko jeden egzamin, na zakonczenie
studiów - nauczycielski lub doktorski. W efekcie profesorowie
nie znali wiekszosci studentów, a i kontakty miedzy studentami
bywaly dosc luzne. Dopiero w roku 1926 zostaly na UJ
wprowadzone studia magisterskie.

Poczatkowo dzialalnosc Kólka sprowadzala sie do organizowania
licznych zebran naukowych, polaczonych ze studenckimi
odczytami. W posiadaniu Kólka bylo tez kilkadziesiat ksiazek,
stanowiacych poczatek ogromnej pózniej biblioteki. Aktywna
praca trwala jednak tylko pare lat; Krygowski wyjechal
na pewien czas za granice i Kólko "zasnelo". Ponownie
"na dobre" ruszylo w 1900 roku, w czym ogromna zasluga
Antoniego Hoborskiego. On wlasnie zostal przewodniczacym
i pelnil te funkcje przez dwa lata. Wznowiono liczne odczyty,
dotyczace takze i wyników ostatnich lat; naukowe zebrania
Kólka Matematyczno-Fizycznego Uczniów UJ w Krakowie
(takiej nazwy wówczas uzywano) byly oglaszane w lokalnych
gazetach. Przygotowywano takze zadania do rozwiazania dla
czlonków Kólka. Moze warto wspomniec, ze dosc oryginalnie
notowano w sprawozdaniach godziny: "O godzinie 6i otwarto
zebranie( ... )". W 1902 roku Hoborski zaproponowal, "aby
Kólko podjelo sie wydawania autografowanych wykladów
profesora Zaremby". Studenci wyklady te (a potem i inne)
starannie notowali, po czym skrypty byly drukowane lub
odbijane technika litograficzna. Na wydawnictwach Kólka
umieszczano emblemat, który w powiekszeniu przedstawiamy
na okladce Delty. Odnotujmy, ze od 1903 roku Kólko mialo nie
przewodniczacych, lecz prezesów.

Akcja wydawnicza rozwinela sie po I wojnie swiatowej jeszcze
bardziej, stanowiac glówny aspekt pracy Kólka. Liczne wyklady
krakowskich profesorów redagowano, po czym drukowano
lub litografowano w kilkuset egzemplarzach i sprzedawano
- takze i poza Krakowem, jako ze Kólko wspólpracowalo
z bratnimi organizacjami innych uczelni. W latach dwudziestych
takich kólek bylo 5 - poza krakowskim w Warszawie, Lwowie,
Poznaniu i Wilnie. Co roku odbywaly sie zjazdy Kólek
- z dokumentów wynika, ze w dzialalnosci naukowej zadne
z nich nie dorównywalo warszawskiemu, ale w wydawniczej
Kólko krakowskie nie mialo konkurencji. Budzet regularnie
znacznie przewyzszal budzety czterech pozostalych kól w sumie!
Biblioteka Kólka wzbogacala sie o liczne ksiazki. Oprócz
referatów organizowano tez herbatki zapoznawcze i zabawy
(czasami dochodowe), a takze sporadycznie wycieczki. Wsród
wielu aktywnie pracujacych w Kólku byly liczne osoby pózniej
bardzo znane, m.in. Stanislaw Golab, Stanislaw Krystyn
Zaremba, Andrzej Turowicz i Stanislaw Turski (wszyscy oni
byli prezesami Kólka), a takze Zofia Czarkowska (pózniej
Krygowska) i Ryszard Wasserberger, zmarly tragicznie
w Tatrach. Kuratorami Kólka byli profesorowie Stanislaw
Zaremba (do 1927) i Witold Wilkosz.

Po II wojnie swiatowej Kólko (które w 1949 roku zmienilo
nazwe na Kolo) skupialo sie na referatach i organizowaniu
korepetycji dla studentów I roku, a takze odczytów dla
mlodziezy szkól srednich; nie zdazylo jednak rozwinac skrzydel,
gdy je w roku 1950 zlikwidowano w ramach reorganizacji ruchu
naukowego. Lokal zaplombowano; protokoly z lat ubieglych
ocalil sprytnie Jan Babecki, pózniej odzyskano wiekszosc ksiazek
z biblioteki.

Przez 10 lat Kolo dzialalo sporadycznie, w mniej lub
bardziej formalnych ramach; w dniu 20.03,,1959 r. zostalo
reaktywowane jako Kolo Matematyków Studentów UJ (fizycy
reaktywowali samodzielne Naukowe Kolo Fizyków troche
pózniej). Odtad, przez cale 35 lat, Kolo (od 1974 roku
noszace imie prof. Stanislawa Zaremby) dziala nieslychanie
aktywnie, i to na róznych frontach. Kadra zmienia sie niemal
calkowicie co kilka lat, ale zawsze wiele osób poswieca Kolu
"nieprzeliczalna ilosc wolnych chwil" , w Kole panuje znakomita,
niepowtarzalna atmosfera. Organizowane sa liczne referaty,
a takze stale seminaria. Tradycyjne "herbatki" bywaja
tez poswiecane stawianiu otwartych problemów, (niektóre
zadania do dzis czekaja na rozwiazanie). Dluzszych wyjazdów
turystyczno-naukowych, nazywanych Zimowymi i Letnimi
Szkolami Kola Matematyków bylo juz 45, przy czym od
1975 roku odbywaja sie one regularnie co pól roku - nie
przeszkodzil nawet stan wojenny ... A bywaja i krótsze
- wyjazdowe seminaria (nazywane czesto quasinariami).
Prócz dzialalnosci naukowej kwitnie i inna: zabawy, bale
matematyków, od 1985 coroczne mecze pilkarskie "Pracownicy
- Studenci". W archiwum Kola znajduje sie mnóstwo
róznorodnych utworów matematyczno-humorystycznych,
wierszy, rysunków, kalendarzy Kola Matematyków, jak
i innych efektownych prac - i wciaz tworzone sa nowe,
regularnie prezentowane w gablotce Kola. Drobna czesc
z nich zostala wydana w skryptach "Rozmaitosci absurdalne"
i "Rozmaitosci usmiechniete". Wydrukowano wlasny papier
firmowy, legitymacje, plakaty, sa tez odznaki dla czlonków
Kola (emblemat Kola Matematyków umieszczamy obok winiety
EPSILONA). Kolo stanowi wazny element zycia Instytutu
Matematyki UJ. W imprezach Kola, organizowanych przez
studentów, udzial biora takze pracownicy Instytutu, czasem
i inni absolwenci. Kolo wspólpracuje z wieloma instytucjami,
od niedawna takze i z Delta, kolportujac pismo.

PS. Wsród 6 osób, które sa (lub byly) w redakcji EPSILONA jest
3 bylych prezesów i 3 bylych wiceprezesów Kola Matematyków.

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posrnicchowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem e.
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