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WARUNKI PRENUMERATY w AMOS-ie

Od stycznia 1993 r. prenumeratg ,Delty” prowadzi réwniei firma AMOS,

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21). Wplaty prayjmowane sa non-stop,
do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres prenumeraty. Okres prenumeraty
wynosi co najmniej trzy (8] miesiace. Cena jednego numeru w pierwszym
piélroczu 1994 roku wynosi 8 000,-zl, a w drugim pélroczu 10 000,-zl. Pray wplacie
prosimy o zaznaczenie okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tei przez okres co najmniej trzech miesiecy)
cena numeru wynosi w pierwszym pélroczu 1994 r. 20 000,-z1, a w drugim -

22 000,-z1. W przypadku syczenia dostawy droga lotnicza odpowiednia, doplate
ponosi zamawiajacy.

Uwaga! AMOS dostarcza ,Delte” pod wskazany adres nie pobierajac dodatkowej
oplaty. Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kaidego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Blankiet pocztowy na prenumerate ,Delty” w AMOS-ie zamicszczamy na str.9/10.

Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-wa, nr 1586-77578-186

WARUNKI PRENUMERATY w RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate preyjmowane sa, tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na I kwartal 1995 r. wynosi 45000, =z}

3. Prenumerata ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyisza; w praypadku
slecenia dostawy droga, lotnicza — koszt dostawy lotniczej w pelni pokrywa
prenumerator.

4. Woplaty na prenumerate prayjmuja:
na teren kraju
— jednostki kolportazowe ,Ruch” S.A. wladciwe dla miejsca zamieszkania

lub siedziby prenumeratora; dostawa egzemplarzy nastepuje w uzgodniony
sposdb,

- na zagranice
— LRuch” S.A. Oddzial Warszawa, 00-958 Warszawa, konto

PBK XIII Oddzial Warszawa 370044-1195-139-11 - dostawa odbywa sie¢
poczts zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkicm zlecenia
dostawy poczta lotnicza do odbiorey zagranicznego, ktdrej koszt w pelni
pokrywa prenumerator.

5. Terminy przyjmowania prenumeraty:

- mna kraj i zagranice — do 20 XI na I kwartal roku nastepnego
do 20 II na IT kwartal
do 20 V na IIl kwartal
do 20 VIII na IV kwartal.

Cena 1 egzemplarza 10 000,— zl



N H Podobno gdy jezuici pragneli otworzyé osrodek misyjny w Chinach, poéréd
atura i i innych korzyéci ofiarowali sie wylozyé Chificzykom wielkie Prawa Przyrody
odkryte w Europie. Spotkali sie wtedy z odpowiedzia, ze Cesarz ustanowil

wnioski.

Czy Ptolemeusz mial racje?

Przyzwyczajani od wczesnego dziecinstwa do teorii
Kopernika na powyzsze pytanie odpowiadamy
przeczaco w spos6b niemal automatyczny. Skoro
sprawa jest tak oczywista, to moze warto od czasu do
czasu, chociazby dla zabawy, przyjrzeé sie dokladniej
istocie sporu poslugujac sie przy tym wspélczesnym
jezykiem i wspélczesnymi wyobrazeniami na temat
funkcjonowania nauki. Na czym wiec polegalo
odkrycie Kopernika? Umieszczajac érodek ukladu

w Srodku Slofica uproécil znacznie konstrukcje
systemu. Uproszczenie metod obliczeri polozen planet

bylo przy tym niezbyt duze (o czym przekona sie latwo

kazdy, kto postugujac sie¢ teoria Kopernika zechce
wyznaczy¢ chwilowe polozenia planet obserwowanych
z Ziemi). Dla zachowania zgodnoéci z obserwacjami
Kopernik nie mégl calkiem wyeliminowaé deferenséw
i epicykli charakterystycznych dla teorii Ptolemeusza.
Postep byl jednak duzy. Stalo sie mozliwe ustalenie
wzglednych rozmiaréw orbit planet.

Mniej wiegcej sto lat péiniej Kepler odkryl eliptyczny
ksztalt orbit i prawo opisujace predkosci ruchu planet,
co ostatecznie usunelo z teorii reszte deferenséw

i epicykli. W nastepnym kroku Newton sformulowal
prawo powszechnego ciazenia i tym samym ogromny
system Ptolemeusza zastapiony zostal prostym
ukladem réwnan ruchu planet w polu grawitacyjnym
Slonica i planet pozostalych. Najwiekszym triumfem
teorii bylo odkrycie w 1846 roku Neptuna (J.G. Galle)
dokladnie w miejscu, ktére wyliczyl U.J.J. Leverrier
analizujac zaburzenia ruchu Urana w stosunku do
toru wynikajacego z przyciagania Slorica i wczeéniej
znanych planet. Odkrycie takie bylo ,z definicji”

1

prawa, ktére przedstawil poddanym w formie drukowanej tak, by mogli je
przeczytaé i podporzadkowad si¢ im. Absurdem jest twierdzié, ze kije i kamienie
nie umiejac czytaé, moglyby przestrzegaé jakich$ praw.

Ciekawe, ze mysl o istnieniu stalych i niezmiennych praw przyrody, ktéra
zrodzila si¢ wéréd Joniskich Filozoféw Przyrody, powstala (podobnie jak negacja
Chificzykéw) takze z przestanek jurydycznych. Dla pierwszych filozoféw

Physis, czyli Natura, byla caloécia bytéw obejmujaca zaréwno to, co do dzié
jest fizyka czy biologia, ale takze i to, co jest specyficznie ludzkie, a wiec
spoleczefistwo, normy moralne; nalezeli do niej takze bogowie. Jeéli zycie
spoleczne jest elementem Physis (a jest ono regulowane przez normy prawne,
bez ktérych szybko zmieniloby sie w absolutny chaos) przeto musza istnieé
Stale i Niezmienne Prawa Przyrody. Inaczej zamiast éwiata istnialby jedynie
pierwotny chaos, bezkresny i nieokreélony apeiron Anaksymandra.

Jak widaé, z podobnych przestanek mozna wyciagnaé zupelnie odmienne

Krzysztof REJMER

wykluczone w ramach teorii Ptolemeusza. Sprawa
wydaje sie¢ wiec ostatecznie rozstrzygnieta na korzyéé
Kopernika.

Paradoksalnie, w tym samym mniej wiecej czasie,

w ktérym zaobserwowano Neptuna, dokonane

zostalo odkrycie potwierdzajace stusznoéé metody
Ptolemeusza. Na czym ta metoda polegala?

We wspélczesnym jezyku nalezaloby powiedzieé,

ze Ptolemeusz staral si¢ przedstawié obserwowany
okresowy ruch planet jako zlozenie ,idealnych”
ruchéw po okregu ze stala predkoscia katowa.

Z naszego punktu widzenia sformulowal swoje
zadanie nie doéé precyzyjnie: nie bylo wiadomo,

w jakim sensie jego konstrukcja miala przyblizaé
dane obserwacyjne, a sformulowane warunki
dopuszczaly wiele réwnowaznych rozwiazan — stad
na przyklad nie bylo mozliwe jednoznaczne ustalenie
rozmiaréw orbit planet. Jezeli jednak w obronie
Kopernika przytaczamy odkrycia Keplera i Newtona,
to sprawiedliwoéé¢ nakazuje uznaé w Ptolemeuszu i jego
poprzednikach prekursoréw analizy Fouriera (czy
ogdlniej — analizy harmonicznej) i teorii reprezentacji
grup. Jezeli sie na to zgodzimy, to musimy tez

uznaé wyzszo$é metody — programu naukowego
Ptolemeusza nad odkryciem Kopernika. Ogromna
wiekszos¢ obliczen wykonywanych dzi§ na potrzeby
nauki i techniki bazuje na przyblizaniu funkcji przez
sumy innych ,idealnych” funkcji. I nawet wspaniale
osiagniecia teoretykéw zglebiajacych tajniki budowy
czastek elementarnych to po prostu poszukiwanie,
jakie by tu ,idealne” funkcje wybraé.

Andrzey MAJHOFER
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naszej Galaktyki

Janusz KAEUZNY

- W literaturze popularnonaukowej czesto
czytamy, Ze Sloiice jest przecietna,
typowa gwiazda. Jest to w rzeczywistosci
daleko idace uproszczenie. Zdecydowana
wiekszoéé gwiazd w naszej Galaktyce to
obiekty o masach mniejszych niz 0,3 masy
Storica i 0 mocy promieniowania o ponad
3 rzedy wielkodci mniejszej niz sloneczna.
W szczegélnoécei najblizsza znana gwiazda,
Proxima Centauri, jest niepozornym
obiektem wysylajacym w dziedzinie
wizualnej widma okolo 10 000 razy mniej
energii niz Slofice, a najstabsze znane
gwiazdy wysylaja jeszcze kilkadziesiat
razy mniej promieniowania niz Proxima.
Na calym niebie mamy okolo miliona
gwiazd o obserwowane]j jasnosci wizualnej
wiekszej niz jasnoéé Proximy (przecietny
obserwator moze dostrzec okolo 6000
gwiazd na calej sferze niebieskiej),

a spoéréd 50 najblizszych znanych gwiazd
tylko 8 jest widocznych golym okiem.
Jest pewne, ze aktualna lista najblizszych
gwiazd jest niekompletna. Obiekty
bliskie, ale o bardzo niskiej jasnoéci gina
w tle milionéw bardziej odleglych, ale
jaéniejszych.

Galaktyki takze wykazuja duzy rozrzut
parametréw, takich jak masa, moc
promieniowania, rozmiary, co wynika
przede wszystkim z faktu, Ze réznis sie
znacznie liczba posiadanych gwiazd.
Ponizej postaramy sie wykazaé, Ze nie
dysponujemy obecnie kompletna, lista
réwniez galaktyk z naszego najblizszego
sasiedztwa. Nasza Galaktyka nalezy do
ukladu galakiyk zwanego Grupa Lokalna.
Jest to uklad zwiazany grawitacyjnie.

W jego sklad wchodza trzy stosunkowo
masywne i duze galaktyki spiralne (nasza,
M31 w Andromedzie i M33 w Tréjkacie)
oraz co najmniej 23 mniejsze obiekty.
Tabelka na str. 3 zawiera liste znanych
‘czlonké$w Grupy Lokalnej. Ostatnia
kolumna tej tabelki podaje catkowita moc
emitowana w postaci promieniowania
widzialnego wyrazona w jednostkach
mocy naszej Galaktyki. Jak widaé,

w Grupie Lokalnej przewazaja galaktyki
o ponad dwa rzedy wielkosci slabsze

niz nasza. Najslabsze z nich naleia

do klasy tzw. galaktyk karlowatych
sferoidalnych (po angielsku dwarf
Spheroidals, w skrécie dSph).

Uklady jednostek
Jan KALINOWSKI

Od kiedy zapanowal w fizyce i technice niepodzielnie uklad
jednostek SI (skrét od francuskiego terminu Systéme International
d’Unités), zycie (szczegélnie w szkole) stalo sie znacznie prostsze.
Kto teraz z mlodziezy wie, co to jest erg, jesl, kaloria, albo

ze pojemnoéé elektryczna mierzy sie w cm? Kiedy$ przeliczanie
jednostek bylo postrachem wszystkich klaséwek z fizyki. Obliczenia
numeryczne bez przeliczenia jednostek nie mialy najmniejszego
sensu, bo nie wiadomo bylo, w jakich jednostkach wychodzil wynik.
W uktadzie SI kazda wielkoéé fizyczna jest mierzona w raz na zawsze
ustalonych jednostkach i w rachunkach mozna o nich wlasciwie
pZapomniec”.

Przejécie do ukladu SI zostalo zarekomendowane na XI Generalnej
Konferencji Miar i Wag w 1960 roku. Podstawowymi jednostkami
mechanicznymi tego ukladu sa: metr, m; kilogram, kg; sekunda, s.
(Byly one tez baza ukladu MKS, prekursora SI.) Wszystkie pozostale
wielkosci mechaniczne maja jednostki pochodne — wyrazane

jako pewna kombinacja podstawowych. Na przyklad: sila,

newton, N = kg - m - s~2; praca, dzul, J = N - m; ciénienie, paskal,
Pa= N -m~2 itp. Pozostale jednostki podstawowe SI to: amper, A;
kelwin, K; mol; kandela, cd; ponadto uzupelniajace: radian 1
steradian. Jednostkami pochodnymi sa: kulomb, wolt, om, weber,
tesla itd. Oprécz tych jednostek uklad SI dopuszcza uzywanie
jednostek bedacych ich dziesietna czeécia lub krotnoscia przez
dodanie odpowiedniego przedrostka:

10~! decy d 10 deka da
1072 centy ¢ 10? hekto h
1072 mili m 102 kilo k
10-¢ mikro 7 106 mega M
107° nano n 0° giga G
1072 piko p 102 tera T
10715  femto 10'°  peta I35
10718 atto a 10'®  eksa E

Jedynym wyjatkiem od tej reguly jest kg, ktéry jest jednostka
podstawowa, zamiast grama. Jest to réwniez pozostalosc
historyczna. (Zabawne(?) jest, ze coraz czesciej uzywa sie
przedrostkéw k, M, G i T w polaczeniu ze zlotéwka, na przyklad
reklama Lotto méwi: Gzl w érode, Gzl w sobote.)

W Polsce uklad SI obowiazuje od 1966 roku. Pomimo tego stopnie
Celsjusza sa ciagle w uzyciu, chociaz moze niektérzy pamietaja
gorliwcéw podajacych prognozy pogody w telewizji w kelwinach.
Niestety, atmosfery, milibary 1 milimetry rteci zginely ze slownika.
Zastapily je hektopaskale. Przyzwyczaili$my sie w koricu do
dziwolagéw typu cisnienie wynoszqce 1000 hektopaskali. A przeciez
nikt nie powie, ze z Warszawy do Koluszek jest w przyblizeniu
1000 hektometréw, tylko 100 kilometréw. Hektopaskale to spuscizna
po wprowadzaniu na sile jednostek SI. Sprébujcie zreszta poprosic
w warsztacie o wyregulowanie ciénienia w oponach podajac zadane
ciénienie w hektopaskalach. Przegonia!

Gléwna zaleta ukladu SI jest jego wygoda w uzyciu w wielu
zastosowaniach w nauce i technice. Wielorodnoé¢ tradycyjnie

i historycznie tworzonych jednostek dla tej samej wielkosci fizycznej
zostala zastapiona przez jedna jednostke z jasnymi regulami



tworzenia jej czesdci lub wielokrotnosci. Ale nie ma rézy bez kolcéw. Znani czlonkowie Lokalnej Grupy Galaktyk B

Uklad SI ma réwniez swoje wady 1 uéywanie.go_wlkaidej sytuacji Odlelost Do dnis st w kiloparaskilc
moze byé czasami bardziej niewygodne od uzycia innego ukladu. | Ly jest moca promieniowania. LMC i SMC to
) : . _' | odpowiednio Wielki i Maly Oblok Magellana.

Podstawowa wada ukladu SI jest to, ze w wielu prawach fizycznych || Ostatnie 6 obiektéw jest prawdopodobnie

pojawiaja sie wtedy dziwne wspélczynniki wymiarowe, ktérych : 5;“-‘1“5"“ e X .
. a - - .. . . ) arwa
pochodzenie jest bardziej historyczne niz fizyczne i ktére RS Vl
. s 5 : .z alakty 5

utrudniaja zrozumienie istoty zjawisk. Na przyklad przenikalnosé E LMmC 55 0.048
dielektryczna €y 1 magnetyczna po prézni sa wymiarowe SMC 66 0.016
(i wynosza €p = (10**/4n2?) (F/m), po = 47 - 1077 (H/m), g";‘ :\"“or ;g (){')Ogggz

3 i g L P . . Sculptor .
gdzie ¢ jest wartodcia predkosci éwiatla w prézni wyrazona = Dra:: ith 0.00004
w cm/s, a jednostka pojemnosci elektrycznej F (farad) ma wymiar " Carina 170 0.00004
s*A?m~2kg~!, H (henr) zaé kg m?s~2A~2). Stad tez natezenia pél  §§ Fornax e 0003
E i b bis o duked slek ‘D % Leo Il 230 0.00004
elektrycznego E 1 ma.g'netyc.znego : (réwniez indu cji ele trycznej Leo I A B
i magnetycznej B) maja rézne wymiary. Jest to spuscizna ~ Sextans 80 ?
przedrelatywistycznego sformulowania elektrodynamiki, ktéra jest NGC 6822 o JLO0S
A 3 : NGC 147 570 0.002
sprzeczna z duchem réwnan Maxwella, w ktérych pola F i H sa § NGC 185 570 0.003
skladowymi tego samego tensora pola elektromagnetycznego. M33 200 0.14
) . - M31 830 1.20
Inna wada ukladu SI jest, paradoksalnie, jego powszechno$é uzycia. NGC 205 830 0.016
Przyzwyczajeni do ukladu SI zapominamy o swobodzie, jaka : ?3}3?613 ggg ggég
mamy w wyborze jednostek, a umiejetnoéé dobrania odpowiednich LR e G G051
jednostek do danego problemu jest jednym z istotnych narzedzi ' Andromeda II 830 0.0001

badawczych. Skrajnym tego przykladem jest fizyka mikroswiata. § Apdromeda I Bay) 0.0001
Mamy tutaj do czynienia z c%astkami, ktéry'ch 1a.du_nki sa ' Pierwase dwa obiekty. tego typu

rzedu ladunku elektronu, a nie kulomba, ktéry zawiera ponad zostaly odkryte w roku 1938 przez

6 - 10'8 elektronéw. Czastki te poruszaja sie zwykle z predkoédciami * Harolda Shapleya jako skupiska bardzo
rzedu predkosci §wiatla ¢ = 3 - 10® m/s, a naturalna jednostka stabych gwiazd widoczne na zdjeciach
momentu pedu i dzialania jest porcja réwna stalej Plancka fragmentéw nieba w gwiazdozbiorach Pieca
h = 10"3* Js. Dlatego tez bardziej ,naturalnym” ukladem jednostek [ 1 Rzezbiarza. Po lacinie gwiazdozbiory te
jest uklad, w ktérym % i ¢ sa jednostkami podstawowymi, a nie m, | nasywaja sie Fornax i Sculptor | taka tei
kg i s. Stad juz tylko krok do przyjecia, ze A =c = 1. Jest to fEr s Caankod o odlil O

2 : ~ Nastepne cztery galaktyki dSph znalezi
tak zwany naturalny uklad jednostek. W tym ukladzie czas i roiiﬁ 1955 prgdgzaa pZzegiacfania. Li::)no

1 dlugoé¢ maja ten sam wymiar, energia i ped maja wymiar bedacy ~ swiezo wykonanego atlasu fotograficznego
odwrotnoécia polozenia, predkoéé, dzialanie i moment pedu sa péinocnej péikuli nieba. Obiekty te
bezwymiarowe. Jednostka energii jest wtedy elektronowolt, eV, gdzie § otrzymaly nazwy Leo I, Leo II, Draco
1J=6,24-10'% eV, lub 1 GeV = 10° €V. O tym, e ten uklad jest & i Ursa Minor (od nazw gwiazdozbioréw

o P : 2 . . . . Lwa, Smoka i Malej Nied4wiedzicy). Tak
bardziej ,naturalny” niz SI, moze przek tal - d ) : ¥
J e o S A R ~ jak i dwie wczesniej odkryte galaktyki

grawitacji Gy okreélajacej sile oddzialywan grawitacyjnych ze stala Yarlowate #a one satelitatal nasse)
Fermiego Gy odpowiedzialna za oddzialywania stabe. W ukladzie SI | Galaktyki.
stale te wynosza odpowiednio '

- e - Nz dalsze odkrycia trzeba bylo czekaé
Gy =6,7-10 e m3kg w2 ) '\ do roku 1972, kiedy to udalo sie
Gr=1,4-10"%2J.m?. © odkry¢ trzy galaktyki typu dSph
- bedace satelitami M31. Otrzymaly one
. nazwy Andromeda I, Andromeda II
"' i Andromeda III. Pray okazji

Spojrzenie na te liczby mogloby sugerowaé, ze oddzialywania
grawitacyjne sa o wiele silniejsze niz slabe. Je$li przepiszemy je

w jednostkach naturalnych, wtedy dostaniemy, ze _:, kompletowania atlasu fotograficznego

Gy =6,7-1073%h5 GeV 2, . dla poludniowe]j péikuli nieba znaleziono
o s Uy _a . w 1977 roku kolejna galaktyke dSph,

Gr=1,2:10""hc® GeV™*, . nazwanga Carina od gwiazdozbioru Kil.

W ukladzie h = ¢ = 1 obie stale maja ten sam wymiar i dopiero | W latach 80. powstaly réinorakie katalogi

teraz mozna je poréwnaé! Widzimy, ze stala Fermiego jest 33 rzedy | Zawierajace dane dla milionéw galaktyk

polozonych w odleglosci nawet wielu

wielkodci wigksza od stalej grawitacji, co jest w doskonalej dnoéci
* o J ] g e miliardéw lat §wietlnych. W tej sytuacji

z doéfvmdf:semen_l, e W wa.run_ka.ch la..bOfatory]nych oc'ldzla.}ywama. | duiym saskocseniem bylo odkrycie
grawitacyjne mozna kompletnie pominaé w poréwnaniu ze slabymi. kolejnej galaktyki polojonej ,tus za
Z drugiej strony, stosowanie jednostek naturalnych w codziennym ' miedza”. Co ciekawsze, ten kolejny
zyciu lub w astronomii tez byloby bez sensu. . satelita naszej Galaktyki odkryty zostal

o Lo : : przypadkowo i bez bezposredniego udzialu
Jak widaé, preymusowa standaryzacja jednostek moze byé czasem " czlowieka. W roku 1990 grupa astronoméw

szkodliwa. Jak we wszystkim, tak i tutaj nalezy zachowaé umiar. z Cambridge (Anglia) analizowala zdjecia
Warto o tym pamietaé uczac (sie) fizyki. :
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fragmentéw nieba poludniowego. Celem
programu bylo badanie wielkoskalowej
struktury Wszechéwiata na podstawie
analizy korelacji polozeni odleglych
galaktyk. Takie odlegle galaktyki maja
rozmiary katowe rzedu kilku sekund

luku i ich obrazy trudno jest odréznié

od obrazéw slabych gwiazd, przez co
wyznaczanie polozen i klasyfikacja setek
tysiecy obiektéw jest zajeciem niezwykle
nudnym i czasochlonnym. Dlatego do tej
pracy zaprzegnieto komputer. Na jednym
ze zdjeé fragmentu nieba w gwiazdozbiorze
Sekstansa ,zauwazy!” on obszar o frednicy
kilkunastu minut tuku, w ktérym gestosé
slabych gwiazd byla wyraZnie wyzsza

niz w obszarach sasiednich. Wysnuto
wniosek, ze te ,dodatkowe” slabe gwiazdy
83 w rzeczywistodci najjadniejszymi
gwiazdami pobliskiej, dotychczas nie
znanej galaktyki karlowatej. Szybko
wykonano dodatkowe obserwacje i juz

po roku bylo wiadomo, ze nowo odkryty
obiekt jest kolejnym slabym towarzyszem
naszej Galaktyki. W 1992 roku doniesiono
o znalezieniu jeszcze jednego takiego
obiektu w gwiazdozbiorze Tukana.

W najblizszych latach planowane jest
wykonanie nowego atlasu calego nieba.
Atlas ten bedzie wykonany nie na kliszach
fotograficznych, jak to bylo dotychczas,
ale za pomoca detektoréw CCD. Obrazy
nieba beda zapisywane i przechowywane
w postaci cyfrowej. Dzieki temu bedzie
mozliwa ich bardzo dokladna i szybka
analiza za pomoca komputeréw. Nowy
atlas pozwoli tez na identyfikacje gwiazd
znacznie slabszych, niz bylo to mozliwe

w przypadku atlaséw zrobionych technika
fotograficzna. Gléwnym celem autoréw
planowanego przegladu jest klasyfikacja

i badanie rozkladu przestrzennego
kilkudziesieciu milionéw galaktyk. Mozna
jednak oczekiwaé, zZe przy okazji odkryte
zostana dalsze galaktyki wchodzace

w sklad Grupy Lokalnej.

Pomimo podobnego wygladu karlowate
galakiyki bedace satelitami Drogi Mlecznej
nie stanowia jednorodnej grupy. Niektére
z nich zawieraja wylacznie bardzo stare
gwiazdy o wieku zblizonym do wieku
najstarszych gwiazd w Galaktyce.
Wszystkie gwiazdy, obserwowane

w obiektach takich jak Sculptor czy

Ursa Minor, powstaly mniej wiecej
jednoczeénie w momencie tworzenia sie
tych galaktyk przed okolo 15 miliardami
lat. Z kolei w obiektach takich jak
Carina czy Leo I mamy mieszanine
gwiazd bardzo starych i stosunkowo
miodych, utworzonych 5-7 miliardéw

lat temu. Obserwujemy w nich nawet
gwiazdy o wieku nie przekraczajacym

3 miliardéw lat. NajwyraZniej ewolucja
galakiyk karlowatych przebiegala na wiele
sposobdéw.

Przyblizone sumowanie

Witold BEDNAREK

Zaczniemy od zadania: Wyznacz wartosct sum

1 Ay +—1 +-~+-———1

1) ViooV2 /9999’
1 il 1

(2) A SRR A

z mozliwie jak najlepszym przybliZeniem.

Na pierwszy rzut oka rozwiazanie wydaje sie Zzmudnym procesem
rachunkowym, bowiem w tych przypadkach nie istnieja powszechnie
znane wzory sumacyjne (jak na przyklad dla ciagu arytmetycznego
i geometrycznego).

Sprébujmy inaczej podejéé do problemu.

Rozwazmy funkcje f okreélona na zbiorze liczb dodatnich, ktéra jest
1. dodatnia,

2. malejaca,

3. wypukla w ddl,

4. rézniczkowalna.

Rysunek 1 przedstawia orientacyjny ksztalt wykresu takiej funkcji.
Y4

K"’"‘“—-—-_._._

By

Niech Ay = (k,0), natomiast Bx = (k, f(k)) dla k € N.

Niech Py oznacza pole trapezu Agx Axy1Br4+1Bg, a T — pole
trapezu krzywoliniowego o tych samych wierzcholkach, to jest figury
ograniczonej prostymi y =0, z =k, z = k + 1 1 wykresem funkcji f.

Mamy
k kE+1
(3) Pk:f()+;'(+)_
Poniewaz funkcja f jest wypukla w dél, wiec odcinek By By lezy
powyzej wykresu f w przedziale (k; k + 1). Zatem (rys. 2)

(4) Tk < Pk .

MY




Z twierdzenia Lagrange’a wynika, ze przez pewien punkt o odcietej
0k € (k; k + 1) mozna poprowadzié styczna £, do wykresu f
réwnolegla do prostej BxBi+1-

Niech Cx i Dy beda punktami przeciecia stycznej £, odpowiednio
z prostymi o réwnaniach z = k oraz z = k + 1 (rys. 3).

YA
Uk

.-..._
o]
E

Y e ——

| ] M
-

k

Z wypukiosci w dot funkejr / wywika, ze punkty Cy i Dy leza
odpowiednio ponizej punktéw By i Bry,. Niech wreszcie

Ey = (k, f(k + 1)). Latwo zauwazyé (jak?), ze prosta £ przecina
odcinek Ei By, a zatem

|BkCr| < |BiEi| = f(k) — f(k +1).

Czworokat Ci Dy By By jest réwnoleglobokiem. Jesli odcinek By Cl
przyjmiemy za podstawe, to wysokos$é bedzie réwna 1. Z ostatniej

réwnosci wynika, ze pole Ry tego réwnolegloboku szacuje sie
nastepujaco:

(5) Ry = |BxCi| -1 < f(k) — f(k+1).

Prosta #; dzieli trapez Ag Ag4;Bi+1Bx na dwie figury. Jedna z nich
jest réwnoleglobok. Pole P, — Ry pozostalej czesci jest mniejsze od
pola T}, trapezu krzywoliniowego AxAg41Br+1Bg:

P;c - Rk < Tk -
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Grupa Lokalna Galaktyk w rzucic na plaszcaysne trzech najbardziej
masywnych., X oznacza przyblizone poloieniec $rodka masy ukladu.

Niejednokrotnie w Deleie bylo
wspominane, ze wielko#é catkowite] masy
Galaktyki jest przedmiotem kontrowersji.

Z jednej strony sumaryczna masa gwiazd
oraz oblokéw gazu i pylu wynosi okolo 10'°
mas Storica. Z kolei analiza orbit gwiazd
oraz oblokéw gazu wskazuje na wartodé

o rzad wielkosci wicksza. W takiej

sytuacji okoto 90% masy Galaktyki

ukryte byloby w obiektach niedostepnych
obserwacji. Sugerowano, ze ukryta masa
‘wystepuje w postaci nieznanych czastek
elementarnych (np. masywne neutrina)

lub gwiazdopodobnych obiektéw o masach
zbyt malych, aby mogly zainicjowaé
reakcje termojadrowe w swoim wnetrzu
(takie hipotetyczne obiekty o masach rzedu
kilku mas Jowisza nazywane sa brazowymi
kartami). Masy galaktyk karlowatych

83 znaczaco mniejsze niz masa Drogi
Milecznej i dlatego mozemy traktowaé je
jako czastki prébne orbitujace w jej polu
grawitacyjnym. Dzieki temu moze staé sie
wykonalne nowe wyznaczenie masy naszej

Galaktyki.

Zalézmy na poczatek, ze dany satelita
ma tylko radialna sktadowa predkosci (v)
wzgledem centrum Galaktyki, ktéra,
potrafimy wyznaczyé dzieki efektowi
Dopplera. Oczywiscie, predkosé radialna
wyznaczamy nie wzgledem érodka
masy Galaktyki, lecz wzgledem Stonca,
znajac jednak orbite Storica w Galaktyce
potrafimy stosowna, poprawke uwzglednié.
Aby galaktyka-satelita pozostawala
zwiazana grawitacyjnie z Droga Mleczna,
jej energia kinetyczna powinna byé
mniejsza niz wartodé bezwzgledna jej
energii potencjalnej. Oznaczajac przez M
mase Galaktyki, przez R odlegloéé satelity,
a przez m jego mase, dostajemy zaleznogé:

1 2 GMm

2mv < R
W rezultacie mamy dolne ograniczenie
na mase Galaktyki: M > (Rv?)/(2G).
Musimy jeszcze wyznaczyé odleglosé
satelity. Wykorzystujemy w tym celu
fakt, ze w galaktykach karlowatych
wystepuje pewna klasa gwiazd zmiennych
0 znanej mocy promieniowania. Sg to
gwiazdy pulsujace typu RR Lyrae. Sa one
stosunkowo jasne i dzieki zmiennodci
blasku mozliwe do identyfikacji nawet
w galaktykach odleglych o miliony
lat dwietlnych. Ich jasnosé absolutna
usredniona wzgledem okresu pulsacji
(typowe okresy wynosza kilkanadcie
godzin) jest w przyblizeniu taka sama
dla wszystkich obiektéw tego typu
i znana dzieki pomiarom odlegloéci
i obserwowanych jasnoéci zmiennych
RR Lyrae polozonych blisko Storica.
Mierzac teraz obserwowane jasnoéci tych
gwiazd lezacych w innych galaktykach
mozemy wyznaczaé odleglodci tych wlaénie
odleglych systeméw gwiazdowych.




Najsilniejsze ograniczenie masy Drogi
Mlecznej otrzymujemy podstawiajac

do wyprowadzonego wzoru dane dla
galaktyki Leo I. Jej odlegloéé i predkosé
radialna wzgledem centrum Galaktyki
wynosza odpowiednio 230 kpc oraz

177 km/s (dodatnia wartosé v oznacza,
ze galaktyka oddala sig), co daje

Mg > 2 x 10'! mas Slofica.

W rzeczywistodci satelity naszej Galaktyki
nie musza poruszaé sie radialnie. Aby
wyznaczy¢ pelen wektor predkosdci, nalezy
zmierzyé réwniez sktadowa predkosci
prostopadla do kierunku widzenia obiektu
(te skladowa nazywamy predkoscia
tangencjalna, styczna). Nie jest to latwe.
Gdyby bowiem predkosé tangencjalna
galaktyki Leo I byla taka jak jej predkosé
radialna (co do wartosci bezwzglednej),

to jej poloZenie na sferze niebieskiej
zmienialoby sie o 0,0001 sekundy tuku

na rok. Aby zmierzyé tak maly kat,
musimy zaobserwowaé zmiane polozenia
gwiazd galaktyki wzgledem obiektéw,

co do ktérych mozemy zaloiyé, se stanowia
dobre przyblizenie nieruchomego ukladu
odniesienia. Takimi obiektami sa jadra
odlegtych galaktyk oraz kwazary. Program
obserwacyjny majacy za cel wyznaczenie
predkodci tangencjalnych dla galaktyk
kartowatych z Grupy Lokalnej jest obecnie
w zaawansowanym stadium realizacji. Jego
autorzy wykorzystuja, zdjecia wykonane
najwiekszymi teleskopami w latach 50.
oraz nowe ekspozycje robione tymi samymi
teleskopami obecnie. Dzigki bazie czasowej
siggajacej 40 lat obrazy gwiazd w badanych
pobliskich galaktykach kartowatych
wykazujga mierzalne przesuniecia wzgledem
tta odleglych galaktyk i kwazaréw. Mozna
mieé¢ uzasadniong nadzieje, Ze jui niedtugo
zostana wyznaczone peine wektory
predkosci satelitéw naszej Galaktyki,

co w konsekwencji pozwoli wyznaczyé jej
mase.

Wiadomo#é = ostatniej ehwili:

W pierwszych dniach kwietnia 1994 rokn grupa

3 astronoméw z Cambridge {Anglia) doniosia

o odkrycin nowej galaktyki karlowatej. Nowo
odkryta galaktyka znajduje sia w gwiazdozbiorze
Strzelca i jest ukryta za rejem gwiazd z centralnych
obszaréw nasze] Galaktyki. Na niebie zajmuje obszar
o rozmiarze okolo 10 X 5 stopnl. Galaktyka Strzelec
jest polotona w odlegtofci zaledwie 15 kpe od
centrum Galaktyki i w odleglofci 24 kpc od Stofica.
Odleglodci te sa ponad dwa razy mniejsze nig

odleglofci Wielklego Obloku Magellana, uwakanego
dotychezas za najblitszego satelite naszej Galaktyki.

Jeseli funkcja f jest ciagla na odcinku [a; b],
to istnicje taka funkcja F, ze F'(z) = f(=z)
dla z € (a; b). Funkcje F nazywamy funkcja,
pierwotna funkeji f. Okazuje sie, e

b

[ 1(z)az = F(b) - F(a).

a
Jest to taw. podstawowy wzdr rachunku
calkowego. Moina to zapisaé réwniei w postaci

-~ (ffmdt) = 1(=).

czyli
P, < T + Ry
Z powyiszej nieréwnosci oraz nieréwnosci (4) i (5) mamy
qg e Brset Tk-f-f(k‘] — flk+1).

Sumujac stronami powyisze nieréwnoéci od k=1do k = n
otrzymujemy

ZTk<ZPk42Tk+)’ - f(n+1).

Korzystajac z réwnodci {3) mozemy powyzsze nieréwnosci zapisaé
w postaci

ZT+f(1 n—!—l)

<Zf ZTk+ ~ f(n+1)).
k=1

Dzieki interpretacji geometrycznej calki oznaczonej mamy
k+1

Ti = [ f(z)dzistad
k

(6)

. n+1

> 5= | i@,
k=1 1
Nieréwno$é (6) przyjmie teraz postaé

n+1

/ flo)da+ I I ED

1

W n+1
<Y 10 < [ f@)dz+ s - sn+ 1)

lub w formie przyblizonej
n+1

7) Zf ff(r)dx+( 3) ) = 16+ 1)

Przystepujemy wreszcie do rozwiazania zadania. Mozna latwo
sprawdzié, ze funkcje f;, fo okreslone wzorami

1 1
fl(zj=$: f2($)=;, z e R,
spelniaja warunki 1 — 4. Ot6z, funkcjami pierwotnymi funkcji f; i fs
sa F1 = 2¢/z, F; =Inz.

Korzystajac z udowodnionej réwnosci przyblizonej (7) oraz
z podstawowego wzoru rachunku calkowego (spéjrz na margines)
mamy

g i (1)1 ).

-+—+-~+%ns]_n(n+1)+(1:1:%)(1-— 1 )

n+1

Dla n = 9999 mamy odpowiednio

1 ] 1
—+—+- -+ ——~199+0,5,
VS 0] :

4/9999
1

1 1
-4+ -4 -+ —-=a10,24+0,5.
1 -.2 n

Zauwazmy na koniec, ze blad, jaki daje réwnosé¢ przyblizona (7), nie

przekracza, niezaleznie od wartoéci n, liczby -2~f[1).



Rozwinzanie zadania M T14. Jedli
'

An = AL i A3 # Ay, to g
ia, wrngledem symetralnej

, czayli wegledem
. Gdy Ay = Aj

prostej £ 7
to do poprzedniej sytuacji

1 A # 4
doprowadza symetria wzglgdem
symetralnej odeinka .‘1‘3;\;. Gdy
wreszcie wszystkie trzy wicrzacholki
pierwszego tréjkata sa réine od

odpowiednich wierscholkdw dru

to symetria wzgledem symetralnej
odeinka ..f‘l.l,“\'i sprowadza sytuacje do
poprzedniej.

@

Rozwiazanie zadania M T15.
Poniewas f jest izometria, wiec
dla kaidego punktu X nachodzi
| X A XA |FIX)A]. Gdyby
wiec bylo X # f(X), to punkt A
musialby lezeé na symetralnej
odeinka X f(X). Podobnie B
A, B, C lezalyby na

4 £
Zatem punkty
jednej prostej whrew zalozenin. Musi

wice byé X = f(X).

Kolejne fazy wybuchu (nalesy je
ogladaé wierszami z lewej do prawej)
spowodowanego spadkiem fragmentu A
komety na Jowisza. Zdjecia zostaly
zrobione co minute od godziny

20:17 do 20:32 UT 16 lipca 1994 r.

w bliskiej podczerwieni teleskopem
siedemdziesigciopigeio centymetrowym
w Poludniowej Afryce. Obserwowal
Kaz Sekiguchi. Na Jowiszu widad
Wielks, Czerwons Plame i eksplozje
tuz pod nia. Jasny obickt na prawo od
planety to satelita lo.

Patrz w niebo

Skoficzylo sie bombardowanie Jowisza. Jowisz nadal §wieci na naszym niebie, a co

— dokladnie — stalo sie w jego atmosferze, dowiemy si¢ po opracowaniu obserwacji
wykonanych w ciagu tygodnia 16-23 lipca 1994 r. Na poczatek sprostowanie. Piszac
w Deleie 6/1994 o oczekiwanym kataklizmie popelnilem przynajmniej dwa bledy.

Po pierwsze, kometa powinna nazywaé si¢ kometa pani Carolyn Shoemaker i pana
Davida Levy’ego. Wprawdzie pafistwo Shoemaker (Carolyn i Eugene) brali razem
udzial w odkryciu komety, ale pani Carolyn ma w tym pierwszeristwo. Po drugie, jak
sie okazalo, cale zjawisko zaczelo sie 2 dni wezeéniej niz zapowiadalem — co prawda, nie
sam to wymyslitem, korzystalem z istniejacych kilka miesiecy temu danych. Okazalo
sie tez zreszta, ze odlamki komety spadaja wprawdzie na niewidoczng z Ziemi strong
Jowisza, ale blizej krawedzi jego tarczy, niz wezedniej oceniano. Dazigki temu eksplozje
towarzyszace wtargnieciu odlamkéw do atmosfery planety daly sie obserwowaé niemal
bezpodrednio.

Jak juz jesteémy przy sprostowaniach, to winienem jestem Czytelnikom jeszcze jedno,
dotyczace Patrz w niebo z Delty 5/1994. Otéz Sidney van den Bergh, ktéry wykonal
ostatnie w historii Obserwatorium Palomarskiego fotograficzne zdjecia 5-metrowym
teleskopem, jest Kanadyjczykiem, a nie Amerykaninem.

Ale powréémy do komety. W katastroficznym tygodniu przychodzily do
Obserwatorium Warszawskiego poczta komputerows liczne komunikaty o spadku
kolejnych bryl, o pomiarach jasnosci wybuchéw, ich widmach, zaburzeniach
promieniowania radiowego planety i inne. Otrzymalidmy tez ta droga kilka obrazéw
zjawiska, z ktérych widaé np., Ze wybuch towarzyszacy spadkowi kilkukilometrowej
bryly trwa okolo kwadransa, a goraca plama po takim wydarzeniu ma po uplywie
jednego obrotu Jowisza rozmiary Ziemi. Niosa one — zagmatwane na razie — informacje
o skladzie chemicznym atmosfery Jowisza, jej wlasnodciach termodynamicznych itd.
Naukowa interpretacja tych wszystkich faktéw pojawi sie zapewne niedtugo. Trudno
przypuszczaé, te dowiemy sig czegos§ rewelacyjnego. Niemniej jednak tak wyjatkowe
sondowanie jowiszowej atmosfery dostarczy wielu szczegélowych informacji, ktére
przyczynia sie do zbudowania wierniejszego modelu planety.

Tomasz KWAST
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Skok wzwyz

Nie mozna skoczyé wzwyz bez uprzedniego ugiecia kolan (sprébuj!).
Trzeba najpierw troche przykucnaé obnizajac w ten sposéb érodek
ciezkosci ciala o pewien dystans (oznaczmy go przez d; d to wektor
przesunigcia w dél). Na tym dystansie w trakcie wyskoku mieénie
moga wykona¢ prace (w momencie utraty kontaktu z podlozem nie
mozemy juz nic wigcej zrobi¢) wyrzucajac cialo na pewna wysokosé h.
Z zasady zachowania energii znajdujemy zwiazek miedzy wykonana praca
1 wysokoscig skoku
(%) W =F -d=mg(h+d),
gdzie F oznacza $rednia sile (wektor) wywierana przez miesnie, a m
oznacza mase, ciala. Stad wysokosé skoku h+ d =F - d/mg. Zauwazmy,
ze korzystajac wylacznie z argumentéw wymiarowych uzyskujemy
wynik niezalezny od rozmiaréw skoczka. Istotnie, dystans d jest rzedu
rozmiaréw osobnika, d ~ I, sila mieéni jest proporcjonalna do przekroju
poprzecznego miesni, a wiec [?, a masa do objetoéci osobnika, m ~ [3.
_ Stad d + h ~ I21/I> = const. Wigkszoé¢ zwierzat moze skoczyé znacznie
Y wyzej niz d, to znaczy h > d. Mozemy wéwczas stwierdzié, ze zwierzeta
moga skoczy¢ na te sama wysoko$éé niezaleznie od ich rozmiaréw.
Na przyklad pchila, konik polny, kot, pies, kon skacza na wysokosé
rzedu 1 — 2 m. Czlowiek jest tutaj wyjatkiem. Moze skoczyé jedynie na
) wysokos¢ okolo 60 cm. Kucajac przed skokiem obnizamy swéj érodek
' cigzkosci o okolo 30 cm. (Ze wzoru (*) wynika, ze w trakcie wyskoku
srednia sita F' wynosi okolo 3 razy cigzar ciala.) Doliczajac do tego 1 m
(w przyblizeniu na tej wysokoéci znajduje sie érodek ciezkosci ciata)
uzyskujemy maksymalng wysoko$é 1,6 m, jaka moze pokonaé czlowiek.
Jedynie bardzo dobrze wysportowani osobnicy moga wyskoczyé troche
wyzej.
Tutaj moga odezwacé sie glosy protestu. Przeciez rekord w skoku
wzwyz wynosi okolo 2,4 m, a wiec 80 cm wiecej niz wyliczylismy. Tak,
to prawda, ale jest to wynik uzyskany przy skoku z rozbiegu, a do tej
pory méwilismy o skoku z miejsca. Co ma jednak rozbieg do skoku
wzwyz? Latwo jest zrozumieé, ze rozbieg jest wazny przy skoku w dal,
ale wzwyz?

Aby skoczy¢ wyzej, potrzebna jest wigksza energia niz ta, jaka mozemy
uzyskaé ze skoku z miejsca. W tym celu mozna sprébowaé wykorzystaé
przynajmniej czes¢ energii kinetycznej rozbiegu. Otéz talent skoczka
wzwyz tkwi w umiejetnym wykorzystaniu tej energii.




Zobaczmy najpierw, jakie sa teoretyczne mozliwosci. Najwyzsza

osiagana predkos$é w sprincie to 10 m/s. Taka predkosé uzyskuje

cialo spadajace z wysokosci 5 m 1 na taka wysokos$é wzniesie sie

cialo wyrzucone z ta predkoscig. Pewnie wszyscy zauwazyli jednak,

ze skoczek zbliza si¢ do poprzeczki ze znacznie mniejszg predkoscia,.
Powdd jest prosty. Skoczka obowiazuje nie tylko zasada zachowania
energii, ale tez i pedu. Zeby zmienié kierunek predkosci z poziomego

na pionowy, w momencie wyskoku trzeba podzialaé na cialo olbrzymia
sila, (tym wieksza, im krétszy jest czas wybicia) i nogi skoczka nie
wytrzymuja po prostu tego obciazenia. Warto przy tym pamietaé,

ze przepisy zabraniaja wybicia z dwéch nég. Przyjmijmy wiec,

ze skoczek zbliza si¢ do poprzeczki z predkoscia 5 m/s. Energia
kinetyczna siedemdziesigciokilogramowego skoczka wynosi wtedy

E = mv?/2 = 875 J. Aby uzyskaé dodatkowe 80 cm do skoku na
wysokos¢ 2,4 m, potrzeba E = mgh = 560 J. Wystarczy wiec umiejetnosé
wykorzystania okolo 60% swojej energii kinetycznej, aby osiagnaé cel.
Wystarczy nawet troche mniej, gdyz dobrzy skoczkowie, przez umiejetne
ulozenie ciala w trakcie skoku, potrafia pokonaé¢ poprzeczke umieszczona,
wyzej niz wysokos¢, na ktéra sa w stanie wynie$é wlasny srodek ciezkosci

ciala.

Malq Delte przygotowal Jan KALINOWSKI
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Prenumerata ,,Delty”

za oKres:

|||||||I||| I::nmnl

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 714. Na plaszczyinie dane sa dwa przystajace tréjkaty A A2As i A} AL AL
Udowodnié, ze istnieje takie przeksztalcenie g bedace zloZeniem nie wiecej niz trzech
symetrii osiowych, ze g(A;) = A%, 1=1,2,3.

Rozwiazanie na str. 7

M 715. Zaléimy, Ze izometria f plaszczyzny (przeksztalcenie nie zmieniajace
odlegloéci migedzy punktami) ma trzy nie lezace na jednej prostej punkty stale A, B,C
(tzn. f(A) = A, f(B) = B, f(C) = C). Wykazad, ze dla dowolnego X zachodzi

7(X) = X.

Rozwiazanie na str. 7

M 716. Udowodnié, ze dla dowolnej izometrii f plaszczyzny i dla dowolnego punktu ¥
istnieje taki punkt X, ze f(X) =Y. Czy wlasnosé te musi mieé kazda izometria wiasna
figury plaskiej (izometria wlasna figury to nie zmieniajace odleglodci przeksztalcenie
figury w nia sama)?

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Jarostaw KULPA

F 389. Energia, ktéra wydziela si¢ w procesie rozpadu radioaktywnego potasu

19K —30 Ca+ e~ + V. wynosi E = 700 keV (wylaczajac energie neutrina). Sadai sie,
ze cieplo produkowane wewnatrz Ziemi zawdzieczamy w 1/3 wladnie temu izotopowi
(obok uranu i toru). Obliczyé érednie stezenie izotopu ) 19K w Ziemi oraz oszacowaé
strumien neutrin wydobywajacy sie z Ziemi na skutek rozpadu potasu. Poréwnaé ten
strumiefi ze strumieniem neutrin stonecznych aq = 6 - 10'* neutrin/(m?:s).

Strumien ciepla wydobywajacy sie z Ziemi wynosi ¢ = 0,068 W/m?, masa Ziemi

M =6 .10%* kg, promiefi Ziemi R = 6,4 - 10° m, okres polowicznego rozpadu oK

t =1,28-10° lat.

Rozwiazanie na str. 13

F 390. Za pomocs pewnego teleskopu A mozna ogladaé odlegle galaktyki o wielkodci
gwiazdowej o 1 wiekszej niz za pomoca, teleskopu B. Zakladajac réwnomierne
rozmieszczenie galaktyk w obserwowanej czeéci nieba, oszacowaé, o ile wiecej obiektéw
jestedmy w stanie dostrzec za pomocsa teleskopu A w stosunku do teleskopu B.
Wielkoéé gwiazdowa m powiazana jest z natezeniem oéwietlenia K wzorem

m = —2,5log  + b, gdzie b jest pewny stala.

Rozwiazanie na str. 13

Prenumerata ,,Delty” Prenumerata ,,Delty”
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Ksiega Szkocka
Marek KORDOS

Troche irytuje czeste ostatnio potrzasanie szabelka w rytm hymnu narodowego
obiecujacego, ze jednak szablg odbrerzemy 1 nadmierne rozczulanie sie nad
utraconymi kresami — Moskwe tez w konicu, jako jedyni po Wikingach

i Tatarach, okupowaliémy przez jaki$ czas (i to dwukrotnie). Nawet fakt,

ze — powiedzmy — Bialynicki (albo Mickiewicz) urodzil sie w Nowogrédku,

a Kuroii (albo Hemar) we Lwowie, nie wydaje sie wystarczajacy, by bardzie]
widzie¢ Polske tam niz tutaj. Ale zrozumieé taka reakcje mozna, gdy zwréci sie
uwage na pewne niemoznoéci, jakie sobie zafundowaliémy w minionym okreste,

a ktérych teraz — bedac juz zacofanym krajem kapitalistycznym — nie nadrobimy.
Wtlasna przemoc w tej sprawie wziela nam w szczegdlnosci Ksiege Szkockaq.

Matematycy pracuja w specyficzny sposéb i — czesto — potrzebuja do tego
specyficznych warunkéw. Jednym z takich warunkéw jest lokal w znacznym
stopniu publiczny, a w dodatku zaopatrzony w réznego rodzaju napoje — stowem
coé, co z pewna dowolnoécia mozna nazwaé kawiarnia. Lwowska szkole
matematyczna lat tzw. miedzywojennych stworzyly dwa, polozone tuz obok
siebie, takie lokale Café Szkocka i Café Roma. Dla potomnosci przetrwa jednak

tylko pierwsza z nich, a to dzieki trafnej inwestycji wladciciela. Inwestycja
Wydaje sig, e w zeszyt zainwestowal

s iiatairatos osokitite.als toaa ta byl gruby, starannie oprawiony (i niemniej starannie ,,przycumowany”)
Dinacha (por. Hugo Steinhaus, zeszyt, w ktorym panowie matematycy mogli zapisywaé swoje cenne pomysty,
W omnienta 1 zapiski, Wyd. Aneks
1992, str. 116).

niszczac tym sposobem mniej bibultkowych serwetek. Panom matematykom
pomyst sie spodobal 1 w ten sposéb powstalo unikalne dzielo — zbiér ponad
193 przypadkowych probleméw matematycznych, powstalych w ramach czego$
w rodzaju zycia towarzyskiego. Godne uwagi jest, ze problemy te, jak tez
odpowiedzi czy uwagi, pisane sa w réznych jezykach (np. angielski, rosyjski),
w takich, w jakich ich autorom przyszly do glowy. Problemom towarzyszy
czasem obietnica nagrody za ich rozwiazanie (np. 5 malych piw albo zywa ges)
— nagrody takie byly zawsze zreszta wyplacane.

Pierwszy problem zostal wpisany do Ksieg: 17 lipca 1935 roku przez Banacha,
ostatni — sto dziewieédziesiaty trzeci — przez Steinhausa 31 maja 1941 roku.
Probleméw jest wiecej niz 193, gdyz numeracja bywa podwdjna — mamy

np. numer 10.1, 15.1 czy 17.1. Wiekszoéé probleméw jest rozwiazana, choé nie
wszystkie. Rozwiazywanie tych probleméw okazalo sie w kilku przypadkach
czym$ wiecej niz jedynie gimnastyka umyslowa czy sportem — zapoczatkowalo
nowe kierunki badan.

Napisalem, ze Ksiega Szkocka pisana byla w réznych jezykach. Jest jednak
oczywiste, ze dominujacym byl jezyk polski. I tu dochodzimy do tego,

co nam wlasna przemoc wziela. Gdyby ktos chcial dzisiaj siegnaé po Ksiege
Szkockq, znajdzie ja jedynie w jezyku angielskim. Zostala mianowicie wydana

w 1981 roku przez bostonski oddzial wydawnictwa Birkhauser. Wydanie
bostonskie zostalo przygotowane przez R. Daniela Mouldina z ogromnym zreszta,
udzialem matematykéw polskich. Zawiera ono (poza uwagami o wczedniejszych
publikacjach probleméw Ksiegi) pieé referatéw z konferencji poéwieconej ksiedze
(Stanistawa Ulama, Marka Kaca, Antoniego Zygmunda, Paula Erdosa i Andrzeja
Granasa) oraz wszystkie problemy z interesujacymi komentarzami ponad
pieédziesieciu matematykéw (gléwnie polskich). Opisuje te ksiazke, gdyz — moim
zdaniem — wiekszoéé Czytelnikéw nie ma szansy, by ujrzeé ja na wlasne oczy.

W niej za§ mozna ujrzeé faksimile kilku stron oryginatlu... Ale nie rozbudzajmy
apetytu.

Przytocze teraz sze$¢ probleméw z Ksiegr Szkockies: trzy rozwiazane i trzy nie
rozwiazane.
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Nagrody:
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100 gramdw
Za dowdd istnienia czestofei:

m
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RUZIEWICZ

Dopisek

Kolo o promieniu 1 zawiera co najmniej dwa punkty o obu calkowitych
wspéhrzednych (z, y) 1 co najwyzej 5 takich punktéw. Jesli przesuwaé to kolo
o wektory nw (n =1, 2, 3,...), gdzie w ma obie wspélrzedne niewymierne

1 takie, ze ich stosunek tez jest liczba niewymierna, to liczby 2, 3, 4 [punktdw
0 obu wspéirzednych calkowitych] powtérza sie nieskoriczenie wiele razy. Jaka
jest czestosé ich pojawiania sie przy n — oco?

Czy ona istnieje?

* Rozwiazanie tego problemu (za 100 graméw kawioru) wynika z ogélnego
twierdzenia o ekwipartycji, ktére bylo znane Steinhausowi, gdy wpisywal
problem 152 do Ksiegi. Czytelnikom polecam uzasadnienie bardziej prostego

i zmyélnego podejscia: jesli kwadrat jednostkowy podzielimy lukami
jednostkowych okregéw zatoczonych z jego wierzchotkéw i otrzymane czesci
ponazywamy tak jak na rysunku obok, to suma pél czesci nazywajacych

sie P; bedzie r6wna poszukiwanej czestosci wystepowania 1 punktéw o obu
wspélrzednych calkowitych w jednostkowym kole. Dla leniwych prostsze zadanie:
uzasadnié, ze jest to dla 2: 4 — /3 — %ﬂ', dla 3: 2v/3 — 4+ Saaila o] ~ V3 + e
Oczywisdcie, mozna obliczyé pola poszczegdlnych figur na rysunku.*

Funkcja ciagla z = f(z, y) opisuje powierzchnie, przez ktérej kazdy punkt
przechodza dwie proste calkowicie lezace na tej powierzchni. Wykazaé, ze ta
powierzchnia jest paraboloida hiperboliczna. Zrobié to samo bez zalozenia
ciagloéci.

* Czytelnikowi nalezy sie objasnienie, co to jest paraboloida hiperboliczna:

jest to powierzchnia przypominajaca kawaleryjskie siodlo, a powstajaca w ten
sposéb, ze po paraboli trzymajacej nézki w gére $lizga sie wierzcholkiem
parabola lezaca stale w plaszczyZnie do niej prostopadlej (choé¢ réwnoleglej do
osi pierwszej paraboli) trzymajaca nézki w dét. Budzi zapewne watpliwosé, czy
przez kazdy punkt takiej powierzchni przechodza dwie proste — watpliwosci te
sa $wietna okazja do podniesienia swojej matematycznej éwiadomosci na wyzszy
poziom. W Ksiedze Szkockiej znajduje sie pod tym zadaniem=

Problem ten zostal rozstrzygniety pozytywnie przez Banacha — réwniez bez
zalozenia ciaglosci. Dowdéd jest oparty na spostrzezeniu: dowolne dwie proste
na takiej powierzchni albo sie przecinaja, albo ich rzuty na plaszczyzne zy sa
réwnolegte.

80 lipca 1985

* Polecam nasladownictwo drogi Banacha.x

Czy moina rozloiyé kwadrat na skoficzona liczbe kwadratéw tak, by kazdy byt
innej wielkodci?

* Tu rozwiazanie mozna znalefé zaréwno w Delcie 7/1989, jak i w Kalejdoskopie
matematycznym Steinhausa. Pelniejsze rozwiazanie jest w Delcie, choé
najnowsze polskie wydanie Kalejdoskopu ukazalo sie¢ w tym samym roku, a to
jest 11 lat po uzyskaniu ostatecznego wyniku. Kwadrat mozna podzieli¢ na

21 kwadratéw réznej wielkosci (najwiekszy bedzie mial bok réwny %%’- boku
dzielonego kwadratu, najmniejszy za$ 5—16) 1 na mniej sie¢ nie da, co udowodnil
A.J.W. Duijvestijn.x

Czy moina, dla danego € > 0, tak podzieli¢ powierzchnie sfery jednostkowej
na skoriczenie wiele przystajacych i spéjnych czedci, by kazda miala érednice
mniejsza niz g7

* Problem moze mieé rozmaity charakter w zaleznoéci od tego, czy bedziemy
wymagaé by brzegi owych czesci byly (a) wielokatami sferycznymi, (b) krzywymi
skoriczonej dlugosci, (c) dowolnymi zbiorami o zerowym polu. Jesli odpowied#
nie zawsze jest pozytywna, to ciekawe byloby podanie najmniejszej wartosci e,
dla ktérej odpowiedniego podzialu mozna dokonaé.
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LIPNIACKI
WOJICIECHOWSKI

10.1
MAZUR
AUERBACH
ULAM
BANACH

L. -8

Rozwiazanie zadania F 390. Mamy

ma—mp=1=—-25logBAfEp,
EulEp = 10"*, Zakladajac, ze
galaktyki maja podobna Swiatlodé I
oraz uwzgledniajac, 2e E = —I!—
otrzymujemy stosunek odleglodci
najdalszych galaktyk obserwowanych
w teleskopach A 1 B

ra —; 10“‘2.

Ly <]
Licsba galaktyk, przy zaloieniu
ich réwnomicrnego rozmieszczenia,
jest proporcjonalna do objetodel
ohserwowanej czqfci Wszechdwiata,
tj. do r®

3
TLA r 0,6
== £ =10"° ~ 3,08,
np r
Pray wadanej technice rejestracji

iloczyn nategizenia ofwietlenia
i powierschni zwierciadla S jest
wielkoscia, stala, tj.
2
Epr+Sa=Epn-Sp, 8S~R";
gdzie I jest promieniem zwierciadla.
Otrzymujemy wiec

R ;
—4 — 10%?% w 1,68,
Rp

M.J. Wenninger podal w 1979 roku nietrywialny podzial sfery na 120
przystajacych tré6jkatéw sferycznych. Czy mozna zwiekszy¢ te liczbe bez
czynienia tréjkatéw zbyt cienkimi? Na przyklad, gdy zazadamy, by kazdy bok
tréjkata byl mniejszy od 57

* Réwniez Kalejdoskop i Delta wspominaja jeszcze jeden problem.x*

Czy bryla o jednorodnej gestosci, ktéra plywa po wodzie w dowolnej pozycji,
musi byé kula?

* Tutaj odpowied? nie jest znana, poza szczegélnymi przypadkami.

Te szczegblne przypadki to rozpatrywanie gestosci (rzadkoéci?) zerowej

— problem sprowadza sie do znalezienia bryly lezacej na poziomej plaszczyinie
w dowolnej pozycji (to ,zero” jest traktowane jako sytuacja graniczna).

I w takiej sytuacji odpowied? jest pozytywna. Rozpatruje sie takze przypadek
dwuwymiarowy, co tez trudno uznaé za normalna sytuacje. Tu dla gestoéci O
jest odpowiedZ pozytywna, ale np. dla gestoéci % jest wiele rozwiazan réznych
od kuli (=kola) — cala serie podal Auerbach w 1938 roku. Sa to figury,

w ktérych kazda cigciwa polowiaca obwéd polowi réwniez pole. Dwie z nich
s3 narysowane obok. Gdyby ktoé chcial jaki§ wynik dla dowolnego wymiaru,
to prosze: jesli bryla, o ktéra chodzi, jest frodkowo symetryczna, to przy
gestodei é musi byé kula. Tak wiec rozwiazanie w przypadku ogélnym nie jest
znane. A oto podobny problem wymyélony kilka lat temu.x

Przy jakiej ilodci plynu w butelce érodek ciezkoéci znajdzie sie najnizej?

* Zagadnienie ma znaczenie praktyczne — kiedy, mianowicie, zrobié¢ sobie przerwe
podczas korzystania z napojéw w podrézy. Nie podam rozwiazania, choé je
znam — niech Czytelnicy maja sami zabawe.

Mozna z tego przykladu wysnué wniosek, ze zadania z Ksiegr Szkockiej to
jedynie zabawa. Tak jednak nie jest, a to tylko ja wybieram te najprostsze.
Oto jeszcze jedno. Tym razem sformulowane wielce naukowo, co nie dziwi, gdy
zwrocié¢ uwage na dlugoéé listy autoréw.*

Twierdzenie. Jesli {K,}52, jest ciagiem cial wypuklych, z ktérych kaide

ma srednice < a, a suma ich objetoéci jest < b, to istnieje taki szeécian

o érednicy ¢ = f(a,b), Ze mozna w nim rozlacznie umieécié te wszystkie ciala.
Whniosek. Kilogram ziemniakéw da sie zmieécié w worku skoficzonej wielkodci.
Zadanie. Wysznaczy¢ funkcje ¢ = f(a, b).

* Problem ten — rozumiany jako poszukiwanie najmniejszej takiej funkcji

— do dzi nie zostal rozwiazany. Autorzy czeéciowych rozwiazan szukali zwykle
nie szedciennego, lecz prostopadloéciennego pudla. W 1957 roku Kosinski
(oczywiscie, dla przypadku k-wymiarowego) oszacowal jego wymiary na

3a, 3a,..., 3a, a + k!21. W 10 lat péiniej (ale tylko dla k > 3) Moon i Moser
uzyskali inny wynik, bo 24, 2a,..., 2a, 2(a + k! 7). I do dzi§ wiadomo
jedynie, ze w przestrzeni k-wymiarowej, dla k > 3

b
f(a,b) < Vkmin{max{3a, a + k! = } 2max{a, a + k! a“b*l }}x

=

Rozwinzanie zadania F 889. W stanie réwnowagi ilod¢ energii produkowana we wnetran
Ziemi jest réwna energii wydobywajacej sig na powierschnie. Strumieni neutrin zwiazanych
% rozpadem potasu wynosi wiee

1lgq 1
=-Z =19-10" m:utl')nf[mg < 8) .
3 E
Pordwnujac ten strumiefl ze strumieniem neutrin sloneeznych mamy afag = 0,31%. Niech
mgy = 40 jum.a, = 66,4 - 10~ S kg bedzie masa izotopu i!\ﬂ'K' Moc ciepla zwiazanego z rozpadem
. E 5 In2
na jednostke masy potasu wynosi e = —A =2,9.10"" W,"kg, gdzie A = e jest stals
L]
O i ; i 1 o-m : "
rozpadu promieniotwérczego. Z bilansu ciepla mamy :-j-q = -, gdzie m jest calkowita masa
&
TEJIK w Ziemi, a § = 4wrR? jest powierzchnia Ziemi. Ostatecznie, poréwnujac m % masa Ziemi
otrzymujemy stezenie izotopu potasu
m 4rR*q —3 —6
— = - =62 -10"%=6,2-107%%.
M 3o M
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Croléwka ligi nadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
radan 271 (WT=2,41) i 272 (WT=2,50)
% numeru 12{'1993

Legnica 44,75
Katowice 43,85
Skoczdw 40,30

Pulawy 38,64
Katowice 36,64

Jan Kraszewski =
Tomasz Kulpa -
Mirostaw Matlaga -
Pawel Lizak =
Krzysztof Jedziniak -

Pan Kraszewski: nowa twarz w
Klubie 44, Witamy !

Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadad 171 (WT=1,60) i 172 (WT=3,67)
z numeru 1/1994

Tomasz Wietecha - Tarnéw 37,09
Andrze] Nowogrodzki—- Chociandw 35,48
Andrzej Borowski — Alcksandréw K. 32,85
Aleksander Surma = Myszkdw 18,56

Klub 44

Fre O

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kofica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazaf zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki naleiy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene¢ mnosymy
przez wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 35 /N, gdzie § oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwick z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Termin nadsylania rozwiazarn: 31 XII 1094
Zadania z fizyki nr 183, 184
Redaguje Jerzy B. BROJAN

183. Dr Crimeon Falsegrant, skazany za defraudacje neutrin slonecznych na 10'°” lat
wiezienia, krecil sie w kétko po celi.

— Jako§ musze si¢ stad wydostaé! — powtarzal. — Z pewnoécia, istnieje mozliwosé!

Na poczatek zastosowaé przeksztalcenie konforemne w 11-wymiarowej przestrzeni
spinorowej. .. albo lepiej nie, mozna nie powrécié jui na of rzeczywista... A gdyby tak
sprébowaé przejécia tunelowego? Ta Sciana nie wyglada na bardzo gruba, chyba nie
wigcej niz metr... Trzeba tak rozepchnaé czasteczki éciany, aby przeszly miedzy nimi
czasteczki mojego ciala, powinno wystarczy¢ jakied§ 20 eV na atom. To jest szansa!

Oceni¢ orientacyjnie szanse dr. Falsegranta.
Wskazéwka: W mechanice kwantowej prawdopodobieristwo przejscia tunelowego

czastki o masie m przez bariere potencjalu o szerokosci d wyraza sie wzorem

—2rd
pre ’

gdzie k = vV2mE/h, h = h/27, h - stala Plancka, E — deficyt energii.

184. Wigksza iloéc rteci nalano na plaska pozioma powierzchnie nie ,zwilzana” przez
rte¢ (np. szklana). Obliczyé gruboéé warstwy rteci.

Dane: gesto$é rteci ¢ = 13,6 g/cm®, napiecie powierschniowe o = 0,54 N/m.

5/1994 i z numeru 6/1994

Itozwiazania zadan z fizyki z nurncer

Przypominamy tre$é zadan:

zy¢ minimalnag

v 3 mi/s.

j o zewnetrznym promieniu fi

1 B. Jedli naladowaé pow

2 rozlozona na wewnetrznej stronie



my «

punkty

| prreksutalcajaca
t ona trdjkat ApAaAs.

ic fg ma ¥ nic

mamy [fglY
(Y ) = X otrzymujemy tere zadania.
vz pankt Py = (1,0)

dem poeczatku ukladu

ira { Py, Py, Pa )

Pominigcie pola odleglych ladunkéw

q' i ¢"" w poréwnaniu z polem

bliskich ladunkéw q jest uzasadnione,
gdyz wszystkie te ladunki sa

podobnej wielkoéci (rzedu Qr’fR’].
Otrzymane wyniki bgda, sluszne tylko
w pierwszym rzedzie wzgledem malego
parametru r? /R%,

174. Zadanie sprowadza si¢ do wykorzystania dwéch stalych ruchu:
G

2

energii E = Emu - ae i momentu pedu K = mursina. Iloczyn GM we wzorze

na energi¢ mogna 5astap?é wyrazeniem gR2 (gdzie R — promieri Ziemi), ktérego

wartodé wynosi 3,98 - 10'* m®s~2. Najproiciej jest ustali¢ rodzaj krzywej (elipsa,
parabola czy hiperbola), gdyz zalezy to od znaku energii. W naszgym przypadku

E ~ m(4,5 — 3,98) - 10° J/kg = m - 0,52 - 10° J /kg i widzimy, e tor jest hiperbola. Aby
odpowiedzieé na pierwsze pytanie, nalezy obliczyé odleglodé r, perygeum od érodka Ziemi.
Poniewaz w perygeum kierunek ruchu jest prostopadly do promienia wodzacego, wigc

K = muvypry. Podstawiajac vy = % do wyragenia na energie otrzymujemy réwnanie

P
kwadratowe pozwalajace wyznaczyé wielkodé 1/r,. Rozwiazaniem jest

-2 K 2
l:(i) GM+\/(GM}=+E»(—)
rp m m m
Podstawienie danych liczbowych daje w wyniku rp, = 3394 km, zatem planetoida rozbije sig
o powierzchnig Ziemi (rp < R:). Masa planetoidy - jak widaé z rachunkéw — nie ma zadnego

znaczenia.

179. Rozpatrzmy uklad odniesienia zwiazany z helikopterem: wtedy powietrze w duzej
odleglosci od niego porusza si¢ z predkoicia v w dél, natomiast predkosé strumienia powietrza

przechodzacego przes krag wirnika oznaczmy przez v'. Jeili w czasie df wirnik rozpedza mase

1d :
powietrza dm od predkosci v do v’, to moc silnika jest réwna P = = d—T(o” —v?%), asila
d:
ciagu F = CL—T(v' — v). Wielkoéé ";Tn nalezy obliczyé ze wzoru d_T = Spv' (gdzie § = xr?

— pole powierzchni wirnika), a dalej znajdujemy
1
v = (u+ V2 + 4¢) .

%F(U'+ﬂ}=%f‘_‘ (3u-]- Uz+4_¢)l,

Il

F o

F
gdzie przez ¢ oznaczylidmy wielkosé e Przyréwnujac F do ciezaru helikoptera mg
e
i podstawiajac dane obliczamy P ~ 74 kW. Ten sam wynik otrzymuje sie w ukladzie
zwiazanym z Ziemia, w ktérym energia zostaje zugyta na rozpedzanie strumienia powietrza
od predkoéci zero do v’ — v oraz na podnoszenie helikoptera. Oczywiscie, w rzeczywistosci
potrzebna moc jest wigksza ze wzgledu na rézne straty (np. ,zbedny” ruch wirowy powietrza).

180. Oznaczmy }adunek powloki przez @ i przyjmijmy jego dodatni znak dla ustalenia uwagi.
Z zasady superpozycji p6l wynika, e pole powloki otrzymamy dodajac nastepujace pola:
1) Pole kuli bez dziury, naladowanej tym samym ladunkiem @ réwnomiernie rozlozonym na jej
powierzchni.
2) Pole ,cienkiej klapki na dziurze”, tzn. brakujacej czeici powloki, naladowanej ujemnym
ladunkiem ¢ o wartosci takiej, aby laczny ladunek w dziurze byl réwny zeru:

wr? _ —Q

2 9
1= P
3) Pole ladunkéw polozonych na wewnetrznej stronie powloki (oznaczmy ich laczna wartodé
przez g').
4) Pole ,nadwyzki” ladunkéw na zewngtrznej stronie powloki, tzn. réznicy miedzy
rzeczywistym nieré6wnomiernym rozkladem ladunkéw na kuli z dziurg a rozkiadem
wprowadzonym w punkcie 1). Oznaczmy laczng wartodé ,nadwyzki” jako g

r

Rysunek ilustruje sume pél opisanych w punktach 2), 3) i 4). Calkowity ladunek ukladu Zrédet
musi byé réwny rzeczywistemu calkowitemu ladunkowi @ (wynika to z prawa Gaussa). Zatem

r2

I n
'+ =g =lo.
Aby znalezé wartodé q', ebadajmy dokladniej pole w samym otworze, tuz pod wyimaginowana,
.klapky” (od wewnatrz). Pole 1) jest tu réwne zeru, a z pozostalych przewaza pole 2), jako
pochodzace od najblizej polozonych ¢rédel. Poniewaz mala ,klapke” mozna w przyblizeniu
uznaé za plaskie kélko, wigc polowa linii pola wplywa do ,klapki” z jednej, a polowa z drugiej
strony. Linie pola wplywajace do ,klapki” od strony wnetrza kuli musza zaczynaé sie na
ladunkach ¢’, czyli, zgodnie z prawem Gaussa
2

P 8N
¢ 2 Qsm )
Autor pierwotnie rozpatrywal zadanie nieco inne: znaleZé natezenie pola elektrycznego

w érodku kuli z dziurka, naladowanej ladunkiem Q. Problem wydaje sie trudny — moze jednak
ktos z Czytelnikéw go ,zlamie”?
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Zadania z matematyki nr 285, 286

285. W przestrzeni danych jest 10 punktéw, z ktérych zadne
cztery nie leza na jednej plaszczygnie. Eaczymy pewne pary
punktéw odcinkami tak, aby kazde dwa spoéréd rozwazanych
punktéw laczyla dokladnie jedna linia lamana utworzona

z narysowanych odcinkéw. Ile jest réznych ukiadéw odcinkéw
spelniajacych ten warunek? (Dla przykiadu, gdyby zamiast
zbioru 10 punktéw rozwazaé zbiér 3 punktéw, wéwczas
istnialyby trzy uklady odcinkéw o analogicznej wlasnosci.)

Rozwiazania zadarn z matematyki z numeru 5/1994
Przypominamy treéé zadan:

281. Mamy szedé komdrek pamigei ponmunnerowanych od L odo G
w kazdej koméree znajduje sie (w chwili pocsatkowej) liczba 0.
Rzucamy kostka; jedli wypadnie 1 oczek, zwickszamy o 1
rawartodé i-tej komdrki. Czynnoéé t¢ powtarzamy do momentu,
gdy we wszystkich komérkach pojawia sig liczby jednakowej
parzystodei

281. W kazdym kroku (tj. po kazdym rzucie kostka) laczna
zawartodé wszystkich komérek zmienia parzystoéé. Zatem
konfiguracja korczaca moze pojawié si¢ tylko po parzystej
liczbie krokéw. Oznaczmy przez p, prawdopodobieristwo
tego, Ze pojawi si¢ ona po 2n krokach. Oczywidcie, py = 1/6
(w drugim rzucie musi wypasé to samo, co w pierwszym).

Przyjmijmy oznaczenia: B — stan poczatkowy, E — stan
koricowy, C — kazdy inny stan mozliwy do uzyskania w parzystej
liczbie krokéw. Przypuéémy, ze stan E nastepuje po 2n krokach,
n > 2. Ewolucje ukladu mozna wigc przedstawié tak:

B—og—vC—onr.“-—aq—rE.

n — 2 strzalek

gdzie kazda strzalka symbolizuje dwa kroki. Przejicie B — C
odbywa sig¢ z prawdopodobieristwermn 1 — p; = 5/6.

W kazdym stanie C mamy w czterech komérkach liczby
parzyste, a w dwdch komérkach liczby nieparzyste — lub
odwrotnie. Przejécie C — E nastepuje dokladnie wtedy,

gdy w dwdéch kolejnych krokach zostana uzyskane numery
tych wlasnie dwéch komérek, ktére sa ,w mniejszosdci”.
Prawdopodobienstwo tego, ze tak sie stanie, wynosi

(1/3) - (1/6) = 1/18. Wobec tego przejicie C — C nastepuje

z prawdopodobieristwem 17/18. Prawdopodobieristwo ewolucji
przedstawionej na powyzszym diagramie (oznaczone wczesniej
przez pp) réwna sig¢ wigc

B..f1Tan=% 4
- v (il w2 3):
™ (18) 5 G wad)
Stad
= = 1 B o [17\™
Ep":pl‘i—z‘?":g“-ﬁ‘ls (ﬁ) =1
n=1 n=2 m=0

(suma szeregu geometrycznego). Daje to uzasadnienie tezy (a).

Aby wykona¢ (b), skorzystamy ze wzoru

oo

ann_1 =(1- z}—z

n=1

dla z € (-1;1)

(ktéry mozna otrzymaé na przyklad rézniczkujac
oo
stronami réwnosé¢ » , z" = (1 — z)~!). Rozwaiana

n=0
gmienna losowa (liczba rzutéw) przyjmuje wartosé 2n
z prawdopodobieristwem pp, a zatem jej wartosé oczekiwana
wynosi

[=-] [==] (=]

1 5 17xe2
E 2np,.—2p1+i 2np,.—§+2AmE “(E) =
n=1

n=2 n=2

1 6 s f1T\""' 1 5 [v= [17\"?
==t — — =—4 — e -1]=
3+3‘17E"(13) st3ar Z"(Is)

n=2 n=
-2
=1+L((L) _1) -
3 3-17 18
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

286. Dla kazdej rzeczywistej wartosci parametru { wyznaczy<¢
wszystkie tréjki liczb rzeczywistych (z, y, z) spelniajace uklad
réwnan
22 —y2)(z +t) + (¥ —22)(y + ) + (2 —zp)(2 + ¢) = O
t+2)(z+y+2)=1.

Zadanie 286 zostalo opracowane na podstawie propozycji
zgloszonej przez pana Krzysztofa Zapiska z Warszawy.

(a) Wykazaé, e » prawdopodobiefistwem réwnym jednodci
konfiguracja koficzaca pojawi sie w pewnym momencie,
(b) Obliczy¢ wartoéé oczekiwana licaby rzutdw.

282. Wewnatrz caworodcianu ABCD rznajduje sie punkt P. Jego

odleglodci od wierzcholkéw A, B, C, D réwne sa odpowiednio
Ra, Rp, Rc, Rp, a od §cian BCD, ACD, ABD, ABC
- odpowiednio r4, rp, re, rp. Dowiedé, ie

256rarprerp € (Ra +ra)(Rp + rp)(Re + re){Rp + rp).
Kiedy zachodzi réwnodé?

282. Oznaczmy przez Sx pole éciany lezacej naprzeciwko
wierzcholka X, przez Vx — objetosé ostrostupa, ktérego
podstawa, jest ta dciana, a wierzcholkiem punkt P, wreszcie
przez hy — wysokoéé cgworodcianu ABC D opuszczong
z wierzcholka X na te éciang (X moze oznaczaé dowolna, z liter
A, B, C, D). Objetoéé V czworoscianu ABCD wyraza sig
nastepujacymi wzorami:
V= %hASA = %hgs‘g = -;—thc = ";_hDSD

oraz

V=V4+Vp+Vc+Vp, gdsie Vx=1rxSx dla X€{A, B,C, D}.
Zauwazajac, ze Rx +rx > hyx dla X € {A, B,C, D} oraz
stosujac nieréwnoéé miedzy srednia arytmetyczng i srednia
geometryczna wnosimy, ze !

(Ra+ra)(Rp +rp)(Rec+rc)(Rp +rp) > hahphchp =

2 (3v)* Y 3%(Va+Vp + Vo + Vp)* >
Sa8pScSp S5488ScSp =
3%.4%.V,VpVoVp o

SASBSGSD = TATHBTCTD -

Aby zachodzila réwnosé, musza by¢ jednoczeénie speilnione
warunki:

(1) Ratra=ha, Rp+rp=hp, Rc+rc=hc, Rp+rp=hp
oraz

(2) Va=Vg=Vo=Vp.

Uklad réwnosci (1) oznacza, Ze punkt P lezy na kazdej
wysokosci czworodcianu ABCD, a uklad réwnosci (2) oznacza,

ze punkt P jest érodkiem ciezkodci tego czworoscianu.
Przypusiémy, ze te warunki sa spelnione.

Prosta AP przecina wéwczas éciane BCD w punkcie G,
ktéry jest jednoczednie spodkiem wysokodci h, oraz érodkiem
ciezkoéci tréjkata BCD. Poniewaz prosta BP zawiera
wysokoéé hp, zatem plaszczyzna przechodzaca przez punkty
A, B, G, P jest prostopadla do plaszczyzn BCD i CDA,
wiec 1 do krawedzi CD. Wobec tego prosta BG zawiera
wysokoéé tréjkata BCD. A skoro zawiera ona réwniez
srodkowa, tego tréjkata, otrzymujemy wniosek, ze jest to tréjkat
réwnoramienny: |[BC| = |BD|. Analogicznie moina wykazad,
ze kazde dwie krawedzie czworoécianu ABCD maja réwne
dlugoéci.

A

Stad wynika, e udowodniona nieréwnoéé staje si¢ rownoscia
tylko dla czworoscianu foremnego.



9/94
(43)

Rodzina Bernoullich

Z nazwiskiem Bernoulli zetknal sie kazdy, kto uczyl

sie matematyki w szkole éredniej. Nieréwnosé
Bernoulliego, schemat Bernoulliego nieobce s3 kazdemu
maturzysécie (oczywiscie takiemu, ktéry postanowil
zdawaé matematyke). Matematykom znane jest

prawo wielkich liczb Bernoulliego, liczby Bernoulliego,
réwnanie Bernoulliego, lemniskata, caltka, metoda

— wszystko Bernoulliego. Na ogél wiadomo, ze Bernoullich
zajmujacych sie matematyka bylo kilku; ktéremu nalezy
przypisaé ten czy inny rezultat?

Réd Bernoullich swoje korzenie wywodzi z Antwerpii.

W XVI wieku, gdy rozpoczeta sie kontrreformacja

i przedladowania religijne, protestancka rodzina Bernoullich
przeniosta sie najpierw do Frankfurtu nad Menem,

by ostatecznie osiasé w Bazylei. Tam przyszli na swiat
Jacob i Johann Bernoulli — synowie Nicolausa, ktéry
sprowadzit rodzine do Bazylei. To wladnie Jacob i Johann
rozpoczeli naunkows droge swego rodu i stali sie wraz

z Danielem, synem Johanna, najwybitniejszymi jego
przedstawicielami.

Jacob (,0znaczony” przez historykéw numerem I)
byt z wyksztalcenia pastorem i whrew intencjom ojca
postanowit zajaé sie matematyka. Znaczace rezultaty
osiagnal w niemal wszystkich istniejacych wéwczas

dziedzinach matematyki, w szczegdlnosci w analizie
matematycznej. Byt pionierem badai nad rachunkiem
prawdopodobienistwa. Niemal wszystkie pojecia noszace
nazwisko Bernoullich pochodza od Jacoba. Jedynymi
wyjatkami sa metoda, caltka i prawo Bernoulliego

(w fizyce), ktére swe nazwy zawdzieczaja Danielowi.

Johann (Johann I - jak chca historycy) nie ustepowal
zdolnosciami starszemu bratu i, choé otrzymal
wyksztalcenie medyczne, takze dokonal wiele

w matematyce, przede wszystkim w analizie. Mozna
dmialo stwierdzié, ze to wiladnie Johann rozpropagowal
rachunek rézniczkowy wsréd wspéiczesnych i przyczynit

sie do jego burzliwego rozwoju. Odkryl i udowodnit wiele
twierdzen, ktére przeszly do historii bez nazwiska lub nosza
nazwiska innych — na przykiad reguta de I’Hospitala. Ironig
losu jest fakt, ze Johannowi bardzo zalezalo na prawach
pierwszenfistwa, co doprowadzilo do kiétni z bratem i synem
Danielem.

Daniel zajmowal si¢ gléwnie zastosowaniami matematyki.
Swiatows stawe zyskala jego ,Hydrodynamika”, gdzie
umiescil wiele nowych faktéw z fizyki cieczy, miedzy
innymi prawo noszace dzi$ jego imieg.

Jacob I mial jednego syna, ktéry ulegl namowom ojca
i nie zajal sie nauka w ogdle. Kariere naukowa natomiast
wybrali dwaj inni synowie Johanna I: Nicolaus I1
i Johann II. Nicolaus II i jego brat Daniel spora czeéé zycia
spedzili w Petersburgu. Matematyka interesowal sie tez
bratanek Jacoba Ii Johanna I — Nicolaus I; opisal miedzy
innymi tak zwang gre petersburska. Przedstawiciele rodu
Bernoullich réwniez wspélczesnie mieszkaja i pracuja
w Bazylei. Kto wie, moze znéw pojawia sie Bernoulli tej
miary co Jacob I i Johann I.

Z.P.

Na okladce zamieszczamy fragment drzewa genealogicznego
rodu Bernoullich.

lemniskata Bernoulliego (Jacoba) - krzywa
plaska, zbidr takich punktéw, ktérych
iloczyn odlegloéci od dwdéch punktéw stalych

nieréwnosé Bernoulliego (Jacoba) — nieréwnoéé:
(L4-z)" >1+nz dlaz > —11n naturalnego.

Fi(-a,0), F2(a,0) jest staly, réwny a> (rys.).

Lemniskata moze byé opisana wzorem
L4

[z2+y2)2= 2{12{32—};2]. 4

metoda Bernoulliego (Daniela) — metoda przyblizania
najwiekszego co do wartosci bezwzglednej pierwiastka rownania
algebraicznego, tj. réwnania postaci

anzZ” + @n1z" '+ ... +ayz+apg=0.
prawo Bernoulliego (Daniela) — prawo mechaniki plynéw
wiazace predkosé plynu v, ciénienie p i wysokoéé h polozenia
czastki nad plaszezyzna odniesienia. W pewnych sytuacjach
prawo to mozna zapisa¢ w postaci réwnania (nazywanego tez
réwnaniem Bernoulliego)

p v

h+ — + — = const,

7 28
gdzie v jest ciezarem wlasciwym cieczy, a g preyspieszeniem
ziemskim. Prawo to zapisane w innej postaci wyraza si¢ za
pomocy calki Bernoulliego.

liczby Bernoulliego (Jacoba) - liczby wymierne B,
pojawiajace sie miedzy innymi we wzorach na sumy
jednakowych poteg kolejnych liczb naturalnych

m—1 n
an: L Z(n+l)an+l—a
n+1 3 £ )
k=0 =0
Wartosei poczatkowych liczb Bernoulliego: By = 1, B| = %,
By=4,Bs=0,By=—45 Bs=0,Bs=-3, By =0itd.

~ rd
S rd
; \
a2 P 1y 2
<
(d Y

réwnanie Bernoulliego (Jacoba) - réwnanie
rozniczkowe: :

ao(z)y’ + ar(z)y = f(z)y”,
gdziea 01 a # 1.

schemat Bernoulliego (Jacoba) — seria n powtdrzen tego
samego doswiadczenia, ktére moze zakonczyd sie jednym
z dwéch wynikéw — sukcesem lub porazka. Prawdopodobienstwo
zajécia k sukceséw w serii n préb wyraza sie wzorem

Pa(k) = (") pkqnk,

k

gdzie p jest prawdopodobienistwem sukcesu w jednej
prébie, a ¢ prawdopodobieristwem zdarzenia przeciwnego
(porazki). Ze schematem Bernoulliego zwiazany jest rozklad
Bernoulliego (albo rozkliad dwumianowy) zmiennej losowe;j.

prawo wielkich liczb Bernoulliego (Jacoba) — najprostsza
1 historycznie pierwsza wersja prawa wielkich liczb. Orzeka
ono, ze z prawdopodobienstwem dowolnie bliskim 1 mozna sie
spodziewad, iz przy dostatecznie wielkiej liczbie préb czestodé
danego zdarzenia losowego bedzie sie dowolnie malo réznila od
jego prawdopodobienstwa.

wielomiany Bernoulliego — wielomiany postaci

Ba(z) = i (’:) B,z"~"

s=0
dlan=20,1,2,..., gdzie B, sa liczbami Bernoulliego. Nazwa
wprowadzona przez J.L. Raabego na czedé Jacoba Bernoulliego,
ktory rozwazat podobne wzory dla z = m.

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Poémiechowski, Marcin Pofniak.

Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem &.
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