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Metoda obrazów
Krzysztof REJMER

Popularna' w elektrostatyce metoda obrazów pozwala znalezc
rozklad natezenia pola elektrostatycznego wytworzonego przez uklad
ladunków znajdujacych sie w obecnosci przewodników. Rozwazmy
najprostsza sytuacje: ladunek punktowy i przewodzaca plaszczyzne.

a

Z elektrostatyki wiemy, ze powierzchnia przewodnika jest
powierzchnia ekwipotencjalna, a wektor natezenia pola jest do niej
prostopadly. Gdybysmy po drugiej stronie plaszczyzny umiescili
ladunek bedacy zwierciadlanym odbiciem rzeczywistego ladunku ze
zmienionym znakiem, a nastepnie usuneli plaszczyzne przewodzaca,
to rozklad natezenia pola w pólprzestrzeni, w której znajduje sie
rzeczywisty ladunek, nie uleglby zmianie. Ten drugi ladunek,
który wprowadzilismy jako obiekt pomocniczy, nosi nazwe obrazu

(elektrycznego) rzeczywistego ladunku.

Wbrew
zdrowemu
rozsadkowi (IX)

Czy rzeczywistosc jest
rzeczywista?

Zjawiska te, z drugiej strony, sa bardzo
dobrze zbadane i nie mamy najmniejszych
podstaw, aby uzyskane wyniki poddawac
w watpliwosc. Pozostaje wiec uznanie,
ze przyroda jest znacznie bogatsza, niz
moze to nam sie wydawac i ze musimy
rozszerzyc kryteria tego, co jest, a co nie
jest zgodne ze zdrowym rozsadkiem.
Osobiscie uwazam, ze uczy to nas pokory
i ostroznosci przy ferowaniu wyroków,
co jest, a co nie jest mozliwe.

W moim cyklu artykulów przekonuje
Panstwa, ze wyniki doswiadczen
w swiecie bardzo malych skladników
materii sa nie do pogodzenia z naszym
wyobrazeniem porzadku w przyrodzie,
jakie wyrobilismy sobie na podstawie
obserwacji zjawisk makroskopowych
lub, inaczej mówiac, zjawisk z zycia
codziennego. Te niezgodnosc okreslilem
terminem "wbrew zdrowemu rozsadkowi".

(Wedlug wykladów radiowych

z audycji IV programu - Widnokrag)

Tomasz HOFMOKL

Pisalem ostatnio o pierwszych zjawiskach,
które doprowadzily do powstania koncepcji
kwantów, czyli o promieniowaniu
ciala doskonale czarnego i o zjawisku
fotoelektrycznym. Rozwazania nad
pierwszym sklonily Maxa Plancka
do wprowadzenia koncepcji porcji
energii, czyli kwantu energii, a drugie.
pozwolilo Albertowi Einsteinowi na
wysuniecie hipotezy, ze swiatlo ma nature
korpuskularna - rozchodzi sie w postaci I
czastek - fotonów. Dalsze doswiadczenia
wykazaly, ze materia ma równiez wlasnosci
falowe i korpuskularne, co uwidacznia sie,
miedzy innymi, w zaskakujacym zjawisku
przechodzenia elektronu przez dwa otwory
równoczesnie bez dzielenia sie. W ostatnim
zas artykule pisalem o przenikaniu czastki
alfa przez sciane, inaczej mówiac, przez
bariere potencjalu, co doprowadzilo
do stwierdzenia, ze zachowanie sie
czastki mozemy opisac tylko podajac
prawdopodobienstwo znalezienia jej
w danym punkcie przestrzeni i czasu,
a nie mozemy przewidziec jej losów z cala
pewnoscia. Krok po kroku coraz bardziej
odbiegamy od utartych pojec i interpretacji

,
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Rys. 2. Ladunek
i jego obraz wzgledem
plaszczyzny tworza,
dipol elektryczny.

Rys. 1. Linie pola
elektrostatycznego
sa, prostopadle do
plaszczyzny.

a I a

Sens metody obrazów jest wiec prosty: natezenie pola
elektrostatycznego znajdujemy jako superpozycje natezen pól
pochodzacych od ladunków rzeczywistych i elektrycznych obrazów
utworzonych za pomoca zwierciadlanego odbicia (ze zmiana znaku
ladunku) wzgledem powierzchni kazdego przewodnika. Reszta to
jedynie kwestia sprawnosci rachunkowej.

Nie kazdy wie, ze metode obrazów mozna zastosowac w analizie

innych problemów, na przyklad w rachunku prawdopodobienstwa.
Rozwazmy jednowymiarowe zagadnienie bladzenia przypadkowego.
Czastka porusza sie wzdluz linii prostej, wykonujac skoki
o jednostkowej dlugosci. Kazdy skok jest statystycznie niezalezny
od poprzedniego, a prawdopodobienstwo skoku w lewo i skoku

w prawo sa jednakowe, a zatem równe 1/2. Wyobrazmy sobie pijana
pchle skaczaca aleja; na kazdym koncu alei jest bar, a pchla jest
tak bardzo nietrzezwa, ze nie pamieta o poprzednim skoku ani nie
rozpoznaje, w jakim miejscu alei sie znajduje, pamieta tylko o tych
barach. Oznaczmy przez O punkt startu. Po N skokach pchla moze

sie maksymalnie oddalic od niego do punktu o wspólrzednej N
lub -N. Chcemy okreslic prawdopodobienstwo tego, ze po N
skokach pchla znajdzie sie w punkcie o wspólrzednej m, przy
czym Iml ~ N. Dla parzystych N interesujace sa tylko parzyste
wartosci m, dla nieparzystych N - nieparzyste. Aby znalezc sie

k . 'l d' hl . k ' N + m k k'w pun Cle o wspo rze neJ m, pc a musI wy onac --- s o ow
2

w prawo oraz N - m skoków w lewo. Kolejnosc, w jakiej te skoki2
beda wykonywane, jest obojetna, wazna jest tylko liczba skoków
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Prawdopodobienstwo realizacji trajektorii pokazanej na rysunku 3
jest równe:

1

1 t

M r- bariera
~
I"B~(' "t.-"'~I"AJLJLl m-

l. 1
2N -2 ' czy l 4· 2N '

poniewaz pchla znalazlszy sie w punktach A i B skacze w lewo

z prawdopodobienstwem nie 1/2 jak poprzednio, lecz 1.

Skomplikujmy teraz sytuacje. Na drodze pchly umiescimy
odbijajaca bariere (Ustawa o wychowaniu w trzezwosci) w punkcie
o wspólrzednej ml (O< ml < N). Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze po N skokach (w obecnosci bariery) pchla znajdzie sie
w punkcie o wspólrzednej m (przy czym -N ~ m ~ mIl? Jesli
pchla dotrze do bariery, to prawdopodobienstwo nastepnego
skoku jest równe 1 - gdy jest to skok w lewo oraz O - gdy
jest to skok w prawo. Symetria zagadnienia zostala zlamana,
prawdopodobienstwa róznych sekwencji skoków moga byc rózne;
zalezy to od liczby odbic od bariery. Liczenie liczby trajektorii
o jednakowym prawdopodobienstwie takze wydaje sie bardziej
skomplikowane. Zanim wiec zabierzemy sie za rachunki, przyjmijmy
prosta metode obrazowania ruchów pchly. Bedzie to dyskretny
diagram czasoprzestrzenny (rys. 3). Na osi pionowej bedziemy
odkladac czas, na osi poziomej - polozenie.

N arysujmy teraz na diagramie punkt M' bedacy zwierciadlanym
odbiciem punktu M wzgledem bariery. Oznaczmy przez m
przestrzenna wspólrzedna punktu M. Przestrzenna wspólrzedna
punktu M' jest wtedy równa 2ml - m. Usunmy teraz bariere
i rozwazmy takie trajektorie, które koncza sie w punkcie M lub jego
obrazie M' oraz maja te mila wlasnosc, ze ksztalt lamanej AB jest

zawsze taki sam, takze ksztalt lamanej BM (ewentualnie BM')
jest zawsze taki sam. Mówiac, ze ksztalty dwóch lamanych sa
jednakowe, rozumiemy tu albo identycznosc lamanych, albo
mozliwosc przeprowadzenia jednej w druga przez zwierciadlane
odbicie wzgledem bariery. W przypadku trajektorii z rysunku 3 beda
to trajektorie pokazane na rysunku 4.

Kazdej trajektorii z dwukrotnym odbiciem od bariery w punktach
A i B, konczacej sie w punkcie M, odpowiadaja cztery trajektorie
przechodzace w nieobecnosci bariery przez punkty A i B, konczace

Rys. 3.
Czasoprzestrzenny
diagram ruchów
pchly. Wezly sieci
sa, jej mozliwymi
polozeniami. Rysunek
priedstawia fragment
trajektorii koncza,cej
sie w punkcie M,
po dwukrotnym
odbiciu od bariery
w punktach A i B.

w lewo oraz liczba skoków w prawo. Istnieje
N!

(N;m)!(N;m)!

sposobów, najakie pchla moze wykonac skoki ladujac w punkcie
o wspólrzednej m. Prawdopodobienstwo kazdej sekwencji skoków
jest takie samo i równe 1/2N. A zatem prawdopodobienstwo tego,
ze po N skokach pchla oddali sie o m, wynosi:

p (m) _ N! ~
N - (N;m)! (N;m)! 2N .

fizyki klasycznej, która jest w tym
miejscu synonimem zdrowego rozsadku.
Nagromadzilo sie tych odstepstw juz
sporo i dlatego chcialbym tym razem
napisac o klopotach ze zrozumieniem,
czyli interpretacja mechaniki kwantowej.
Klopoty te juz mieli twórcy tej dziedziny
nauki i byloby przesada twierdzic, ze dzis
nikt juz ich nie ma. Przypomnijmy cala
historie w porzadku chronologicznym.

Mechanika kwantowa narodzila sie
w latach dwudziestych obecnego stulecia
w oparciu o analize nagromadzonych
przez ubiegle lata wyników doswiadczen,
które mozna by okreslic jako sprzeczne
ze zdrowym rozsadkiem, czyli takich,
których nie udawalo sie wyjasnic na
podstawie znanych dotychczas zasad fizyki.
Twórcami tej nowej nauki byli de Broglie,
Heisenberg, Schrodinger, Bom, Bohr.
Opierala sie ona na pracach dwóch, mozna
tak powiedziec, gigantów wspólczesnej
fizyki: Maxa Plancka i Alberta Einsteina.
W miare rozwoju mechaniki kwantowej
potwierdzalo ja coraz wiecej faktów
doswiadczalnych wskazujac równoczesnie,
ze trzeba odrzucic, wydawaloby sie
tak podstawowe dogmaty nauki, jak
determinizm, realizm, kompletnosc.

Pierwszy padl ofiara determinizm.
W 1926 roku Max Bom wykazal,
ze w przeciwienstwie do fizyki klasycznej,
która jest w stanie przewidziec
dokladnie przebieg zjawiska, mechanika
kwantowa pozwala obliczyc tylko
prawdopodobienstwo zajscia okreslonego
zjawiska. Moga Panstwo wyobrazic sobie,
ze takie postawienie sprawy wzbudzalo
niezwykle namietnosci. Jak to? Nie
mozna przewidziec dokladnie przebiegu
zjawiska? Przypadek moze odgrywac
zasadnicza role? Stad bierze sie slynne
powiedzenie Einsteina, ze Pan Bóg nie gra
w kosci. Latwiej bylo sie pogodzic z mysla,
ze to my nie umiemy scisle przewidywac
przyszlosci, ze mamy niedoskonala teorie,
ale równoczesnie wierzyc, ze kiedys, jak
zbudujemy doskonalsza jej wersje, to okaze
sie, ze wszystko da sie przewidziec.
Powstala koncepcj a tak zwanej teorii
z ukrytymi parametrami. Gdybysmy
je znali, wtedy mozna by przewidywac
zachowanie sie czastek w pelni dokladnie,
a nie tylko obliczac prawdopodobienstwa.

W miare uplywu czasu sytuacja
pogarszala sie. Otóz w 1927 roku Werner
Heisenberg oglosil slynna juz dzis zasade
nieoznaczonosci. Mówi ona, ze nie mozna
zmierzyc (wyznaczyc) równoczesnie
pewnych par wielkosci fizycznych zwanych
sprzezonymi. Do takich par nalezy, miedzy

2



Rys. 4. Trajektorie otrzymane za pomoca, metody obrazów z trajektorii
przedstawionej na rysunku 3.
a) trajektorie konczace sie w M,
b) trajektorie koncza,ce sie w M' beda,cym zwierciadlanym odbiciem punktu M.

innymi, ped czastki i jej polozenie, czas
zycia czastki i jej masa i wiele innych par
wielkosci. Jezeli zmierzymy dokladnie

.polozenie czastki, to nie mozemy znac
w tym samym miejscu jej pedu. Mozna
to nawet zrozumiec. Kazdy pomiar
polozenia zaburza ruch czastki, a tym
samym zmienia jej predkosc. No bo
na przyklad: ustalimy polozenie elektronu
umieszczajac na jego drodze bardzo
waska szczeline. Im wezsza szczelina,
tym dokladniej wiemy, ze elektron, który
przeszedl przez szczeline, mial w chwili
przechodzenia dobrze okreslone polozenie
- wlasnie polozenie szczeliny. Pojawia sie
jednak od razu klopot. Ze wzgledu na
nature falowa elektron przechodzac przez
wspomniana szczeline ulega ugieciu i nie
mozemy juz powiedziec, jaki jest jego
ped czy predkosc. Zatrzymajmy sie na
tym przykladzie. Czy stwierdzenie, ze nie
znamy predkosci, oznacza, iz czastka jej nie
ma, czy tez oznacza nasza nieudolnosc?
Inaczej mówiac, czy istnieje realnie,
czyli niezaleznie od nas, cos takiego
jak predkosc czastki, która albo znamy,
albo nie? A moze jest sensowne mówic
o predkosci tylko wtedy, gdy dokonujemy
pomiaru?

Przyznaja Panstwo, ze zaczynamy sie
oddalac od tego, co uwazamy za oczywiste.
Otóz we wrzesniu 1927 roku Niels Bohr

na konferencji w .Come przedstawil
poglad, wedlug którego zjawiskom nie
mozna przypisac realnosci niezaleznie od
obserwatora. Rola obserwatora staje sie
niezwykle wazna. Swiatlo moze byc fala
lub czastka-fotonem zaleznie od tego,
w jakim doswiadczeniu je badamy. Nie
mozemy powiedzec, czy jest fala, czy
czastka, zanim nie dokonamy pomiaru.
Wystapienie Bohra spotkalo sie z bardzo
silnym sprzeciwem Einsteina. Dyskusja
miedzy Bohrem i Einsteinem jest sama
w sobie pasjonujaca jako obraz scierania
sie dwóch najwybitniejszych umyslów
epoki. Einstein zaatakowal najpierw
zasade nieoznaczonosti. Na kongresach
Solvaya w roku 1927 i w 1930 przedstawial
slynne doswiadczenia myslowe, które mialy
wykazac sprzecznosc tkwiaca w zasadzie
nieoznaczonosci. Bo.hr zdolal sie obronic.
Jako anegdote mozna opowiedziec,
iz zdarzalo sie, ze Einstein jednego dnia
przygwazdzal Bohra swoimi argumentami,
ten ·zas spedzal cala nqc na pracy, aby
przy sniadaniu nastepnego dnia miec
juz gotowa odpowiedz. Byl to dla fizyki
okres niezwykle plodny i pasjonujacy.
Einstein w koncu zrezygnowal z wykazania
sprzecznosci logicznej tkwiacej, wedle
niego, w mechanice kwantowej, ale usilowal

wykazac, ze jest ona niekompletna, . Ito znaczy, ze nie opisuje calej

b)Ma) M

P;:jl(m) = PN(m) + PN(2ml - m).

Poslugujac sie metoda obrazów mozemy rozwiazac takze nieco

trudniejsze zagadnienie. N a drodze czastki znajduje sie bariera
pochlaniajaca. Jakie jest prawdopodobienstwo pochloniecia czastki

najdalej w N-tym skoku? (Mozemy wyobrazic sobie, ze na drodze
naszej skaczacej pchly znajduje sie kiosk z piwem.)

Zagadnienie bladzenia przypadkowego uwazane jest za model ruchów

Browna, a zatem wiaze sie równiez ze zjawiskiem dyfuzji. Rozwazmy
czastke brownowska poruszajaca sie wzdluz prostej, wykonujaca
skoki o dlugosci Z z czestotliwoscia n. Przemieszczenie czastki mZ

oznaczmy przez x. Rozwazmy przedzial o dlugosci D.x duzo wiekszej
niz dlugosc jednego skoku Z i duzo mniejszej niz NZ.

sie w M lub M', otrzymane z wyjsciowej trajektorii metoda
obrazów. Latwo spostrzec, ze jest to przyporzadkowanie wzajemnie
jednoznaczne. Jesli nie ma bariery, to prawdopodobienstwo
zrealizowania kazdej z tych czterech trajektorii jest takie samo
i równe 1/2N. Prawdopodobienstwo zrealizowania którejkolwiek

z tych czterech trajektorii (w nieobecnosci bariery) jest zatem
równe 4/2N, czyli tyle samo, ile wynosilo prawdopodobienstwo dla
trajektorii z dwukrotnym odbiciem sie od bariery.

Jesli rozpatrzymy trajektorie z k-krotnym odbiciem od bariery
w punktach Al"", Ak, to metoda postepowania bedzie dokladnie

taka sama. Prawdopodobienstwo zrealizowania takiej trajektorii
wynosI:

1 k 1---2 .-
2N-k - 2N'

Usunmy bariere i rozpatrzmy wszystkie trajektorie, które koncza sie
w punkcie M lub w jego obrazie M', o takich samych ksztaltach
lamanych AiAi+i (i = 1, ... , k - 1) oraz AkM (albo AkM').
Poniewaz w gre wchodzi k lamanych, które moga przyjac jedno

z dwóch polozen (po prawej lub po lewej stronie bariery), jest
wiec tych trajektorii 2k, a poniewaz bariere usunelismy, zatem
prawdopodobienstwo zrealizowania dowolnej trajektorii jest

równe 1/2N. Wynika stad, ze prawdopodobienstwo zrealizowania

którejkolwiek ze wspomnianych k trajektorii wynosi :~, czyli
wlasnie tyle, ile wynosilo prawdopodobienstwo zrealizowania
trajektorii z k-krotnym odbiciem od bariery.

Wyplywa stad wniosek, ze prawdopodobienstwo P;:jl (m)
wyladowania pchly w punkcie o wspólrzednej m w obecnosci
odbijajacej bariery jest równe sumie prawdopodobienstw

wyladowania pchly w tym punkcie lub w jego zwierciadlanym
obrazie w nieobecnosci bariery. Poniewaz obraz koncowego punktu
trajektorii pchly ma wspólrzedna 2ml - m, prawdopodobienstwo to
jest równe:

3



rzeczywistosci fizycznej. W 1935 roku
opublikowal wraz z Podolskim i Rosenem
prace, w której, jak mu sie wydawalo,
wykazal, ze mechanika kwantowa jest
niekompletna. Koncepcja zwana do
dzis jako paradoks EPR od pierwszych
liter nazwisk autorów opierala sie na
nastepujacym rozumowaniu:
*Jezeli nie zaklócajac w zaden sposób,
czyli nie wykonujac pomiaru, mozemy
przewidziec wartosc wielkosci fizycznej
w jakims ukladzie, to mamy prawo
powiedziec, ze wielkosc ta istnieje
rzeczywiscie niezaleznie od obserwatora.
Jezeli potrafimy przewidziec wartosc
pedu czastki w danym miejscu przestrzeni
bez dokonywania pomiaru pedu tej
czastki, to czastka ta ma rzeczywiscie ped
niezalezny od nas.
* Nalezy wykazac, ze mozna zaprojektowac
doswiadczenie, w którym bez dokonywania
pomiaru pedu czastki mozna okreslic
dokladnie jego wartosc. Bedzie to dowód,
ze ped czastki jest wielkoscia niezalezna
od obserwatora, a wiec, ze istnieje
obiektywnie ..

Doswiadczenie zaproponowane przez
Einsteina i wspólpracowników przedstawie
na przykladzie dwóch jednakowych kulek
A i B scisnietych sprezynka i zwiazanych
nitka. Przepalamy nitke. Sprezynka
oddala od siebie kulki. Sa one jednakowe,
wiec leca w przeciwne strony z jednakowa
predkoscia. Po odczekaniu dostatecznie
dlugiego czasu, aby kulki oddalily sie od
siebie i nie mogly juz na siebie wplywac
i wzajemnie sie zaklócac, bo przeciez
sygnalu nie mozna przeslac predzej niz
z predkoscia swiatla, mierzymy predkosc
kulki A z dowolnie duza precyzja. Mozemy
nawet sie zgodzic, ze sluszna jest zasada
nieoznaczonosci i ze w wyniku pomiaru
pedu nie mozemy znac polozenia kulki A.
Zgodnie z ta zasada nie mozna bowiem

. zmierzyc z dowolna dokladnoscia predkosci
i polozenia. Ze wzgledu na identycznosc
kulek A i B wiemy bez pomiaru,
ze kulka B biegnie w strone przeciwna
do ruchu kulki A z predkoscia dokladnie
taka sama jak predkosc kulki A. Czyli
bez pomiaru predkosci kulki B znamy
jej predkosc. Przeczy to interpretacji
Bohra mechaniki kwantowej, która mówi,
ze nie mozna mówic o rzeczywistosci
fizycznej w oderwaniu od pomiaru.
Einstein wyciagnal wniosek, ze mechanika
kwantowa jest niepelna i nie opisuje calej
rzeczywistosci.

W 1952 roku David Bohm zaproponowal
modyfikacje mechaniki kwantowej. Byc
moze, mówil, istnieja w teorii nieznane
nam parametry, tak zwane parametry
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Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze po wykonaniu N skoków
w czasie t = N/m czastka znajduje sie w przedziale [x, x + D.x]?
Jest ono równe

D.x

PN(X)D.x = PN(m)2T'
poniewaz m moze przyjmowac jedynie parzyste lub jedynie
nieparzyste wartosci. Dla bardzo duzych N i m duzo mniejszych
od N rozklad dwumianowy asymptotycznie przechodzi w rozklad
Gaussa. Dla czastki Browna nieskrepowanej istnieniem jakichkolwiek
barier otrzymamy gestosc prawdopodobienstwa

1 x,

Pt(x) = 2(1l"Dt)1/2e-wt,

natomiast dla czastki poruszajacej sie w obecnosci bariery
odbijajacej, umieszczonej w punkcie o wspólrzednej Xl, jest ona
równa

1 {x, (hl -x), }
Ptl (x) = ---- e- 'Dt + e 'Dt

2(1l"Dt)I/2 '

gdzie stala dyfuzji D jest okreslona jako

D - ~ml2
- 2 .

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 711. Udowodnic, ze jesli liczby rzeczywiste a, b, c spelniaja nierównosci
a + b + c > O, ab + be + ca > O, abc> O, to sa dodatnie.
Rozwiazanie na str. 13

M 712. Nie poslugujac sie wzorem Stirlinga udowodnic,
ze 80! > la! - 10100•

(Zadanie zaproponowal P. Strzelecki)
Rozwiazanie na str. 12

M 713. Udowodnic, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzi
nierównosc (5 - a2 - b2 - c2)abc :S 2.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 387. Zgodnie z efektem Hawkinga, na skutek kreacji par czastek
elementarnych w silnym polu grawitacyjnym czarne dziury promieniuja
w sposób zblizony do promieniowania ciala doskonale czarnego

t T hc3 •• h' S R2 d' R 2GM
o emperaturze = 87rkGM l powIerz c nI = 47r ,g zle = ~
jest promieniem Schwarzschilda czarnej dziury o masie M (k oznacza stala
Boltzmanna).

Oszacowac, jaka minimalna mase powinny miec czarne dziury powstale
we wczesnych okresach istnienia Wszechswiata, tj. okolo to = 18 mld lat
temu, aby nie wypromieniowaly do tej pory calej swojej energii.
Rozwiazanie na str. 12

F 388. W metodzie Millikana wyznaczania ladunku elementarnego
zaklada sie, ze na kropelki oleju rozpylone w powietrzu dziala tylko sila
oporu zwiazana z lepkoscia powietrza. Oszacowac, dla jakich promieni
kropelek sila oporu aerodynamicznego stanowi mniej niz E: = 1% sily
oporu zwiazanej z lepkoscia. Gestosc oleju e = 900 kg/m 3, wspólczynnik
oporu aerodynamicznego przyjac równy c = 0,4, lepkosc powietrza
T/ = 1,81 . 10-5 Pa-s.
Rozwiazanie na str. 12



Patrz w niebo

Od ponad 20 lat detektory promieniowania gamma wynoszone
na duze wysokosci za pomoca balonów rejestrowaly pochodzace
z centrum Galaktyki promieniowanie o energii kwantów 511 keV.

Kwanty o tej energii powstaja, jak wiadomo, przy anihilacji
elektronów z pozytonami. Z natezenia tego promieniowania
i odleglosci jego zródla (gdyby to bylo centrum Galaktyki)
wynikalo, ze w kazdej sekundzie ulega unicestwieniu kilka miliardów
ton materii i antymaterii. W ogólnosci natezenie to bylo dosc
przypadkowo zmienne, okolo roku 1980 oslablo niemal do zera,
po czym znowu pojawilo sie pod koniec lat 80. Z tempa tych
zmian zachodzacych w skali miesiecy mozna bylo wnioskowac,
ze zródlo promieniowania ma rozmiary nie przekraczajace jednego
roku swietlnego. Narzucalo sie, ze osobliwe promieniowanie moze
pochodzic z osobliwego zródla, a cóz moze tu lepiej pasowac niz
czarna dziura w centrum Galaktyki!

Niestety, kierunkowa zdolnosc rozdzielcza detektorów
promieniowania gamma wyraza sie dziesiatkami stopni, a wiec
centrum Galaktyki moze, ale nie musi byc zródlem anihilacyjnych
kwantów. Otóz wlasnie! Pod koniec 1989 roku amerykanscy

astronomowie: Jeffrey McClintock i Marvin Leventhal oglosili,
ze zródlem owego promieniowania moze byc zupelnie inny, konkretny
obiekt polozony w poblizu kierunku na centrum Galaktyki.
W 1970 roku balonowe obserwacje doprowadzily do odkrycia
zródla promieniowania rentgenowskiego pochodzacego od obiektu

nazwanego GX1+4 (tu liczby oznaczaja wspólrzedne galaktyczne),
polozonego w odleglosci 5° od centrum. Jest to tzw. gwiazda
symbiotyczna, uklad podwójny skladajacy sie z rentgenowskiego

pulsara i czerwonego olbrzyma zanurzonych w rozleglej, silnie
zjonizowanej mglawicy. Wahania jasnosci rentgenowskiej tej
gwiazdy okazaly sie silnie skorelowane ze zmianami natezenia

promieniowania gamma przypisywanego czarnej dziurze. Co wiecej,
okazalo sie, ze gdy w latach 70. emisja rentgenowska byla
silna, pulsar przyspieszyl, jego okres rotacji ze 135 s skrócil sie
do 110 s, natomiast spadkowi jasnosci rentgenowskiej w 1980 roku
towarzyszylo spowolnienie rotacji pulsara.

Amerykanscy astronomowie nie wyjasnili, skad ostatecznie pochodzi
promieniowanie towarzyszace anihilacji elektronów i pozytonów ani
nie przedstawili mechanizmu zachowania sie gwiazdy G Xl +4, ale
moral z ich publikacji jest chyba juz widoczny: nie za wszystkie
dziwy trzeba od razu obarczac wina czarna dziure. Gwiazda ta
z pewnoscia jest sledzona za pomoca nowszej aparatury i stale
mozna spodziewac sie dalszych rewelacji.

Tomasz KWAST
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ukryte, które pozwolilyby przewidywac
to, co mechanika kwantowa uznaje za
nieprzewidywalne. Uratowalibysmy
i determinizm, i realnosc swiata fizycznego
w starym sensie tego pojecia. Czy
zatem mechanika kwantowa uzupelniona
o koncepcje zmiennych ukrytych przybliza
sie znowu do fizyki klasycznej w sensie
zgodnosci ze zdrowym rozsadkiem?
Absolutnie nie. Bohm musial bowiem
zalozyc mozliwosc natychmiastowego
przekazywania niekontrolowalnych
zaburzen od jednej czastki do drugiej.
Natychmiastowosc wzbudza natychmiast
sprzeciw, bowiem wiemy o maksymalnej
predkosci przekazywania sygnalu
w szczególnej teorii wzglednosci. I tak
zle i tak niedobrze. Zwrócono wiec
uwage na dwie zasady, jakimi kierowano
sie w konstruowaniu teorii: zasade
lokalnosci i zasade sprawdzalnosci.
Pierwsza mówi, ze jezeli w chwili
dokonywania pomiarów dwa systemy nie
oddzialuja ze soba, to pomiar pierwszego
systemu nie moze zaklócic drugiego.
Zasada sprawdzalnosci odwoluje sie do
doswiadczenia jako do ostatecznego arbitra
prawdy. Przewidywania teorii uznajemy
za prawdziwe, jezeli zostaly potwierdzone
w doswiadczeniu. A wiec przyjmujemy,
ze ostatecznym arbitrem w sporze jest
eksperyment.

W 1964 roku fizyk francuski J.S. Bell
wykazal, ze teoria z parametrami ukrytymi
i zakladajaca, iz nie mozna przekazac
informacji predzej niz z predkoscia
swiatla, czyli tak zwana teoria lokalna,
daje przewidywania rózne od mechaniki
kwantowej. Wynik ten znany jako
twierdzenie Bella ma ogromne znaczenie.
Wykazuje on nie tylko, ze teoria
z parametrami ukrytymi nie moze
odtworzyc wszystkich statystycznych
przewidywan mechaniki kwantowej,
ale wskazuje na droge rozstrzygniecia
problemu poprzez doswiadczenie, a nie
tylko przez mniej lub bardziej zlozone
i eleganckie rozumowanie. Wynik pracy
teoretycznej Bella mozemy ujac jeszcze
inaczej. Jezeli mechanika kwantowa jest
zgodna z doswiadczeniem, to przyroda
nie potwierdza przyjetej przez nas zasady
lokalnosci: dwie czastki skorelowane
ze soba, nawet odlegle o lata swietlne,
odczuwaj a wplyw pomiaru dokonywanego
na jednej z nich. Wydaje sie to wszystko
bez sensu. Nic wiec dziwnego, ze wiele
grup '~ksperymentalnych prowadzi
doswiadczenia nad rozstrzygnieciem, czy
potwierdza sie przewidywania mechaniki
kwantowej, czy teorii o parametrach
ukrytych.



W naszych artykulach zwykle punktem
wyjscia jest doswiadczenie. Dzis wybralem
eksperyment grupy Francuzów, którego
wyniki opublikowano w sierpniu 1981 r.
Pisze o nim na koncu, poniewaz chcialem
Panstwa przygotowac do docenienia tych
kilku zdan, jakie napisali w standardowym
streszczeniu, które umieszcza sie na
poczatku kazdej naukowej publikacji. Otóz
Alain Aspect, Philippe Grangier i Gerard
Roger pisza:
"Nasze wyniki sa w doskonalej (excellent)
zgodzie z przewidywaniami mechaniki
kwantowej, silnie naruszaja uogólniona
nierównosc Bella i wykluczaja cala klase
realistycznych lokalnych teorii".
Co z tego wynika? Mechanika
kwantowa swieci sukcesy. Zgadza
sie z doswiadczeniem. Jest
niedeterministyczna, nie jest lokalna,
nie uznaje niezaleznej rzeczywistosci
fizycznej w oderwaniu od pomiaru.
I to wszystko wzbudza w nas sprzeciw
jako przeczace zdrowemu rozsadkowi.
Niewatpliwie wiele jeszcze pracy
trzeba wlozyc, aby wlasciwie zrozumiec
i zinterpretowac mechanike kwantowa. Jest
ona wspanialym narzedziem, które dziala,
ale nie do konca wiemy, co to znaczy. Ale
to dobrze, tak jest ciekawiej. Naruszone
sa zasady zdrowego rozsadku? Nie szkodzi
- kierujmy sie jednak nim dalej. Claude
Bernard mawial:
"Wielka sztuka jest zmieniac swoje
poglady i idee w miare postepu nauki",
a Henry David Thoreau stwierdzal:
"Prawdziwa wiedza polega na zdawaniu
sobie sprawy z tego, co wiemy, ze wie.my
i z tego, co nie wiemy, ze nie wiemy"
A od siebie dodam, ze my jeszcze duzo nie
wiemy, ale to, co wiemy, jest pasjonujace.

Powierzchnia ocean6w - jeszcze wieksza.
Williams oblicza, ze gdyby krople wody
stanowiace powierzchnie oceanów ulozyc w slup,
to bylby on bardzo wysoki.

Rzeki plynq do swych ujsc i posiadajq
malownicze brzegi. Najdluzsze rzeki: Nil
(historyczna egipska rzeka), Wolga (w Rosji)
i kilka innych. Reinhardt oblicza, ze gdyby
z wszystkich rzek zrobic jednq, bylaby ona wielka.

Antoni Slonimski i Julian Tuwim, W oparach
absurdu.

Miedzy innymi wynalazl on plyn do wywabiania
przykrych wspomnien, banknoty z poziomq
6semka, wyobrazajqca nieskonczenie wielka sume
pieniedzy, trzy sposoby kolorowania mgly na
mile dla oka kolory, a takze specjalny proszek,
kt6rym mozna posypywac chmury i odciskac je
w odpowiednich formach, dzieki czemu uzyskujq
trwale, solidne ksztalty.

Stanislaw Lem, Dzienniki gwiazdowe ljana
Tichego; Podr6z dwunasta.
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Dwuglos O nieskonczonosci
Czy istnieje najwieksza liczba, to jest wieksza od wszystkich innych?
Odpowiedz na to pytanie jest negatywna. Szczególnie latwo te
odpowiedz uzasadnic poslugujac sie systemem pozycyjnym, do którego
jestesmy przyzwyczajeni "od zawsze". Dopisujac zero na koncu napisu
przedstawiajacego liczbe calkowita mnozymy ja przez 10, a zera mozemy
dopisywac w "nieskonczonosc".

Od poczatku historii ludzkosc borykala sie z problemami nieskonczonosci.
Bardzo szybko zaczeto odrózniac nieskonczonosc, jaka reprezentuje
nieskonczony proces (np. o takiej nieskonczonosci jest mowa
w poprzednim akapicie, albo w dzieciecym a ia zawsze o ieden wieceJ),

od nieskonczonosci, jako ilosci jakichs obiektów (np. liczba punktów
prostej). Latwiej sie zreszta godzono na istnienie tej pierwszej.

Poczatkowo sadzono, ze nieskonczonosci nie mozna policzyc. Pózniej
zlagodzono ten warunek - mozna przeciez liczyc liczby naturalne, gdyz
wiemy, jaka z nich ma byc wymieniona po kazdej z nich, jako kolejna.
Niemniej jednak poglad, ze nieskonczonosc mozna zobaczyc gdzies
w przyrodzie, jest bledny, choc nadal w swiadomosci spolecznej pokutuje.
Mówi sie wtedy o ziarnkach piasku na pustyni, kroplach wody w oceanie
czy gwiazdach na firmamencie. Porównania te biora sie stad, ze realnie
czlowiek istotnie nie moze policzyc ani kropel w oceanie, ani ziarenek
piasku na pustyni. Nie wystarczy mu po prostu czasu.

A czy naprawde nieskonczonosc jest potrzebna w praktyce? Jak duze
liczby naturalne maja sie do przyrody? Korzystajac z notacji wykladniczej
jest bardzo latwo napisac naprawde duza liczbe, na przyklad 10100•

W systemie dziesietnym jest to jedynka ze stoma zerami. Zobaczmy,
jak ta liczba ma sie do przyrodniczych wyobrazen nieskonczonosci,
o których mówilismy powyzej. Niech kropla wody ma srednice 2 mm,
to znaczy jej objetosc wynosi okolo 4 mm3• Objetosc wody w oceanach
szacuje sie na 1370 mln km3, a wiec to "tylko" okolo 3· 1026 kropli. Dla
matematyka przyzwyczajonego do nieskonczonosci to nieduza liczba,
chociaz to trójka z dwudziestoma szescioma zerami. Mozemy spróbowac
wyrazic objetosc wód oceanicznych przez liczbe molekul wody. Jedna
kropla wody to okolo 2 . 10-4 mola wody, a wiec zawiera w przyblizeniu
2 . 1019 molekul. Stad otrzymujemy 6· 1045 molekul wody w oceanach.
Ciagle malo w porównaniu z 10100• Powierzchnia Ziemi mierzona w mm 2

to znowu "zaledwie" 5.1020• Obliczajac objetosc Wszechswiata w mm3

tez nie przekroczymy 10100 (a w angstremach szesciennych?). Ale takie
rachunki nie maja zadnego znaczenia fizycznego. Tak duzych ilosci
rzeczy na swiecie nie ma i liczba 10100 przekracza wszystko, co mozna
policzyc i zmierzyc. Napotykamy tu róznice miedzy fizyka i matematyka.
Dla matematyka jest to taka sama liczba jak 5 czy 28, to znaczy jedna
z nieskonczonego zbioru liczb skonczonych. Realnosc czy nierealnosc
fizyczna pojec nie interesuje dzisiejszego matematyka. Porusza sie on
w swiecie abstrakcji, w którym poprawnosc rozumowania i niesprzecznosc
teorii sa wazniejsze niz ich odniesienia do rzeczywistosci.

Pojecie nieskonczonosci uzyskalo w matematyce swój precyzyjny sens.
Ta pierwsza nieskonczonosc - nieskonczenie dlugo trwajacy proces - ma
swój symbol: 00, cos w rodzaju polozonej ósemki wprowadzonej do
matematyki w 1655 roku przez angielskiego matematyka Johna Wallisa.
Nazywa sie ja nieskonczonoscia potencjalna.

Tych innych nieskonczonosci jest (nieskonczenie zreszta) wiele i tez maja
one (tym razem bogato rozbudowany) system oznaczen.

Z praktycznego natomiast punktu widzenia liczba 10100 to nieskonczonosc.
I ten, kto mysli o niej jak o nieskonczonosci, ma, w gruncie rzeczy, dobra
intuicje·

Jan KALINOWSKI



Na sasiedniej stronie mozna przeczytac art ykul Jana
Kalinowskiego. Czytelnikowi trudno zapewne byloby nie
zgodzic sie z przedstawionym w owym tekscie pogladem,
ze z fizycznego czy moze raczej zdroworozsadkowego
punktu widzenia zbedne sa liczby wieksze niz 10100.
Istotnie, gdy liczymy ziarnka piasku w hipotetycznej
sferze Archimedesa (o promieniu równym odleglosci
Ziemi od widzialnych gwiazd), albo wszystkie molekuly
wody w oceanach, albo liczbe lat potrzebnych do starcia
na proch kamienia o rozmiarach 1 km3, zbudowanego
z materialu milion razy twardszego od diamentu, poprzez
pocieranie go reka raz na milion lat, albo nawet liczbe
wszystkich atomów we Wszechswiecie, to rzeczywiscie
w wyniku dostajemy liczby mniejsze (i to dosc wyraznie)
od 10100•

Wybraznia ludzka potrafi jednak byc zawodna. Nie
wykorzystujac wcale tak rozbudowanych srodków
opisu, jak ogromne odcinki czasu, supertwarde glazy,
czy wszystkie atomy Wszechswiata, mozemy w bardzo
codziennych sytuacjach napotkac liczby znacznie wieksze
niz 10100. Odwolajmy sie na poczatek do prostej
kombinatoryki i spytajmy, na ile sposobów mozna
usadzic 80 pasazerów w jednym wagonie kolejowym
drugiej klasy (który, jak wie kazdy, kto choc troche
w czasie wakacji podrózuje, ma 10 przedzialów po 8
miejsc). Odpowiedz zna kazdy uczen: sposobów jest
80! = 1 ·2· 80. Ta liczba jest w przyblizeniu równa
okolo 7,1569 X 10118 i wyraznie przekracza owa fizyczna
bariere 10100.

Do obliczenia przyblizonej wartosci silni wygodnie jest uzyc
wzoru Stirlinga:

n! ~ (;) n y21rn .

Zapytajmy teraz o inna prosta kwestie: na ile sposobów
mozna wybrac 1000 mieszkanców milionowego miasta
i nastepnie rozmiescic ich na tysiacu ponumerowanych
miejsc w ekspresie wyruszajacym, na przyklad, z Warszawy
do Zakopanego. Znów, odpowiedz zna kazdy uczen
ogólniaka. Wszystkich sposobów jest

(1000000) ,1000 OOO!
·1000.= ---

1000 999000! '

czyli mniej wiecej

6,0673297 ... X 105999 •

W ukladzie dziesiatkowym do zapisania tej liczby potrzeba
okraglych szesciu tysiecy cyfr.

Pomyslmy teraz o kasynie w Las Vegas i wyobrazmy sobie,
ze raz do roku pojawia sie tam gracz, który ma w kieszeni
100 dolarów i chcialby je stawiac (po jednym dolarze) na
czerwone lub czarne do momentu, gdy uda mu sie uciulac
milion dolarów, ,albo do momentu, gdy przegra wszystko.

Ruletka w Las Vegas ma 38 p6l: po 18 czarnych i czerwonych
oraz 2 zielone. Gdy stawiamy na czarne lub czerwone,
to w przypadku wygranej odzyskujemy podwoj on", stawke,
a w przeciwnym razie tracimy stawke. Prawdopodobienstwo

18 l
wygranej w pojedynczej grze jest r6wne 38 < 2'

Student trzeciego roku matematyki, który zetknal sie
z zadaniem o ruinie gracza oraz umie obliczyc wartosc
oczekiwana zmiennej losowej o rozkladzie geometrycznym,
powinien bez wiekszego klopotu stwierdzic, ze srednio
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rzecz biorac trzeba poczekac nieco dluzej niz 1023000lat,
zanim jeden z takich graczy opusci kasyno z milionem
dolarów w kieszeni (dla porównania: wiek Wszechswiata
to okolo 18 X 109 lat). Swoja droga, do policzenia owego
sredniego czasu oczekiwania na wzbogacenie sie jednego
z graczy trzeba jedynie znac wzór na prawdopodobienstwo
calkowite i umiec sumowac skonczone i nieskonczone

ciagi geometryczne - moze wiec Czytelnicy zechcieliby
samodzielnie sprawdzic powyzszy wynik?

A gdy wkroczy sie w czysto juz matematyczny swiat
stalych wystepujacych w rozmaitych nierównosciach
czy dajmy na to, w teorii liczb, to spotkac mozna tam
prawdziwe liczby-potwory. O jednej z nich chce tu
opowiedziec.

Otóz, dokladnie 150 lat temu Catalan postawil
hipoteze, ze wsród wszystkich poteg liczb naturalnych
(o wykladnikach 2, 3, 4, ... ) jedyne dwie kolejne liczby
naturalne to 8 = 23 oraz 9 = 32. Mówiac inaczej, wedle
Catalana równanie

(*) xn_ym=l, x,y,n,mEN, m,n;:::2

nie ma innych rozwiazan niz x = m = 3, Y = n = 2.

Swoje przypuszczenie Catalan sformulowal w liscie do Crelle'a,
wydawcy slynnego Journal fur die reine und angeUlandte
Mathematik. Ów list zostal opublikowany w 29 tomie tego
czasopisma w 1844 roku.

Hipoteza ta do dzis stanowi otwarty problem teorii liczb.
Ogromny krok na drodze do jego rozwiazania uczynil
w polowie lat siedemdziesiatych naszego wieku holenderski
matematyk Robert Tijdeman, który wykazal, ze jesli
liczby x, y, m, n stanowia rozwiazanie równania (*),
to najwieksza z nich nie przekracza pewnej, jak sie ladnie
mówi, efektywnie obliczalnej stalej e. Wkrótce potem
pojawily sie rozmaite szacowania wielkosci owej stalej.
W 1976 roku M. Langevin obliczyl, ze

e ~exp(exp(exp(exp(730)))).

Gdy zechce sie napisac, ile cyfr ma liczba cyfr prawej
strony tej nierównosci, to trzeba wypisac liczbe, która
bedzie miec duzo wiecej niz 10100 cyfr. Sytuacja nieco sie

poprawi, gdy ustalimy wykladniki m, n ;:::3. Jak R. Baker
wyprowadzil z twierdzenia Thue, Siegela i Rotha, czwórka
liczb m, n, x, y spelniajacych równanie (*) musi tez
spelniac warunek

max(x,y) ~

< . ( {(5 )10 10m3} {(5 )10 10,,3})
_ mm expexp n m , expexp m n .

Z praktycznego punktu widzenia wszystkie te oszacowania
sa calkowicie bezuzyteczne. Gdyby bowiem ktos chcial
zaprzac wykonujacy miliard zmiennoprzecinkowych
operacji w ciagu sekundy komputer CRAY do sprawdzenia,
czy w zbiorze e4 wszystkich czwórek liczb naturalnych
z przedzialu [1,ej nie ma przypadkiem wyjatków od
hipotezy Catalana, to musialby dysponowac czasem, przy
którym wiek Wszechswiata wydaje sie byc nieporównanie
krótszy niz mrugniecie oka.

Zamiast wiec tracic czas na zapisywanie papieru duzymi
liczbami, lepiej od razu zabrac sie do dowodzenia
hipotezy Catalana - geniuszom moze na to (przypadkiem)
wystarczyc ludzkiego zycia. Pawel STRZELECKI



maladella

Siatki

Rysunek 1 przedstawia zle
rozwiazanie zadania:
Narysowac siatke ostroslupa
o podstawie kwadratowej i kazdej
krawedzi bocznej innej dlugosci.
Rozwiazujacy obral dwie rózne
dlugosci i dla punktów P i Q
znalazl punkt A. Potem wzial
jeszcze jedna dlugosc i znalazl
punkt B, jeszcze jedna i punkt C;
pierwsza i ostatnia daly mu punkt
D. Wynik jest do niczego: kazde
dwie kolejne sciany boczne daja sie
skleic, a calosc nie.

Prosze wykonac tym sposobem
zadana siatke - szansa, ze sie
trafi na taka, co sie sklei, jest
minimalna. Dlaczego tak sie
dzieje?

A oto dobre rozwiazanie zadania.
Z punktu O nie lezacego na zadnej
z osi symetrii kwadratu rysujemy
prostopadle do wszystkich
boków podstawy i tylko na
nich poszukujemy wierzcholków
trójkatów - przyszlych scian
bocznych. Calosc jest wiec
wyznaczona jednoznacznie juz po
obraniu punktu A.

Taka z kolei siatka zawsze daje sie
skleic. Ten, kto umie to uzasadnic,
wie równiez, ze na rysunku 3
jest prawidlowo wykonana siatka
ostroslupa o podstawie bedacej
pieciokatem niewypuklym. Tyle
ze na rysunku dwie sciany boczne
- QRB i RSC - czesciowo
sie nakladaja. Dlatego dobrze
przeniesc jedna z nich w inne
miejsce (na rysunku: zamiast RSC
wziac R'SD).
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Dodawanie zbiorów

D

ale nie takie zwyczajne (gdzie suma jest zbiór majacy wszystkie elementy
dodawanych zbiorów), lecz okreslone za pomoca wektorów, jest waznym
narzedziem teorii zbiorów wypuklych (bardzo od kilkunastu lat modnej).

Okresla sie je w nastepujacy sposób. Obieramy na plaszczyznie punkt D. Suma
zbiorów A i H nazywamy zbiór wszystkich punktów X, dla których istnieja--+ ----> -->
takie punkty A E A i B E H, ze DX = DA + OB. Na rysunku dodalismy kolo
do trójkata.

Jak latwo zauwazyc, A + H = H + A. Latwo tez zauwazyc, ze wynik dodawania
zalezy od tego, gdzie obralismy punkt O. Zalezy, ale nie bardzo - wyniki
dodawania za pomoca róznych punktów D i O' sa figurami przystajacymi,
a nawet wiecej: mozna jeden z nich nalozyc na drugi za pomoca przesuniecia

-----4

o wektor OD' (prosze sprawdzic!). Wprowadzajac dla figur F i G, które mozna
nalozyc przez przesuniecie, symbol F ~ G mozemy badac wlasnosci algebry
takich zbiorów, czyli struktury (X, +, ~), gdzie X to rodzina wszystkich figur,
powiedzmy, plaszczyzny. Jest to algebra (jak juz zauwazylismy) przemienna,
bo A + H ~ H + A. A czy jest to algebra laczna, tzn. czy dla dowolnych A, H
iC

(A + H) + C ~ A + (H + C),

albo, czy jest monotoniczna, tzn. czy istnieje taka figura D, ze
A+H:JD~A?

Latwo wymyslic dalsze podobne pytania.

Mozna tez badac dodawanie zbiorów wypuklych (bo dla nich to dodawanie
zostalo wymyslone). Na przyklad, czy suma zbiorów wypuklych jest zawsze
zbiorem wypuklym? Tu tez nasuwaja sie dalsze pytania. Polecamy te badania
jako temat do samodzielnej pracy naukowej - w szczególnosci na Konkurs Prac
Uczniowskich z Matematy ki.

...._-~-----_ .._--------_ _ _----_ _-------_ -.--- - ......•.. - ---.- --.-- - ..---
Prenumerata "Delty"
za okres:

Prenumerata "Delty"
za okres:

Prenumerata "Delty"
za okres:

········,
~----_._.--------------------------------------------------------------------------------------------------- w_www_www'
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Przykladem bardzo waznego twierdzenia dotyczacego dodawania zbiorów jest
nierównosc Brunna-Minkowskiego-Lusternika. Sformulujemy ja w szczególnym
przypadku.

Jesli A i E sa (plaskimi) figurami wypuklymi, to

viA + El ~ VfAT + ViBT,
gdzie przez IPI oznaczylismy powierzchnie figury F.

Analogiczna nierównosc zachodzi takze dla trójwymiarowych bryl wypuklych.
Mianowicie,

albo równowaznie

Jezeli A i E sa brylami wypuklymi, to

VIA + El ~ {IIAf + \IiBT,
gdzie przez IPI oznaczylismy tym razem objetosc bryly F.

W takiej wlasnie formie udowodnil te nierównosc Brunn w 1887 roku. Minkowski

znalazl wszystkie przypadki, kiedy zachodzi równosc. Wreszcie, w 1935 roku, Lusternik
wykazal dosyc zaskakujacy fakt: udowodnil mianowicie, ze powyzsze nierównosci

zachodza dla dowolnych, byle tylko ograniczonych i domknietych zbiorów A i E, czyli
zadne zalozenie dotyczace wypuklosci nie jest potrzebne.

Pieknym zastosowaniem powyzszej nierównosci jest dowód tak zwanej nierównosci
izoperymetrycznej. Otóz problem jest nastepujacy. Rozwazmy wszystkie figury
o danym obwodzie. Która z nich ma najwieksza powierzchnie? Wydaje sie, ze kolo,
tylko jak to udowodnic? Rozwiazemy ten problem przy dodatkowym zalozeniu,
ze interesuja nas tylko figury wypukle, to znaczy udowodnimy nastepujace

Twierdzenie. Wsród figur wypuklych o danym obwodzie najwieksze pole ma kolo.

AS Dow6d: Wezmy figure wypukla A. Niech r bedzie równe obwodowi A podzielonemu
przez 27r. Mamy wykazac, ze kolo o tym samym obwodzie co figur\!- A (czyli po prostu
kolo o promieniu r) ma nie mniejsza od A powierzchnie. Trzeba wiec udowodnic, ze

lAI ~ 7rr2 •

Dodajmy do figury A w sposób algebraiczny kolo o malutkim promieniu e
i srodku w punkcie O. W wyniku tego dodawania otrzymamy figure A" zlozona
ze wszystkich punktów plaszczyzny oddalonych od A co najwyzej o e. Nierównosc
Brunna-Minkowskiego-Lusternika przyjmuje teraz postac

Komentarze Minkowskiego do
nierównosci Brunna zainteresowany
Czytelnik odnajdzie w jego ksiazce
Geometrie der Zahlen wydanej
w 1910 roku w Lipsku i Berlinie juz
po smierci autora.

~-M~..j1r.e

Oznaczajac I(e) = IA"I mamy wiec

V1W - VJ(O) ~..j1r,e

a zatem, przechodzac do granicy przy e --+ O dostaniemy (Vl)'(o) ~ ..j1r, czyli

~I'(O) ~..j1r.2,/1(0)

Otóz 1(0) = lAI. Natomiast 1'(0) = lim IA"I - lAI. Licznik ulamka jest powierzchniae-O e
paska okalajacego figure A. Jest to pasek o szerokosci e i dlugosci w przyblizeniu
równej obwodowi A, czyli 27rr. Zatem powierzchnia tego paska jest równa
w przyblizeniu 27rr . e, a stad 1'(0) = 27rr. Otrzymalismy wiec nierównosc

l
. liAI 27rT ~ ..j1r,2vlAI

skad

co konczy dowód.

Powyzsza nierównosc prawdziwa jest dla dowolnych, nie tylko wypuklych, figur
plaskich. Jest tylko jeden drobiazg: przy rozpatrywaniu dowolnych figur trzeba
wiedziec, co to jest powierzchnia i obwód, a to juz nie jest takie proste. Nierównosc
izoperymetryczna jest takze prawdziwa dla bryl; prawda jest mianowicie, ze wsród bryl
o danej powierzchni najwieksza objetosc ma kula.

M.K. iP.H.
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ROlllvvialllanie lIladania F 387.
Z prawa Stefana-Boltzmanna i wzoru
E = Mc' mamy

d(Mc') = -SuTo .
dt

Podstawiajac wzór na temperature
i powierzchnie S otrzymujemy

dM a
dt = - M2 '

gdzie

16".Gu ( hc3 )' 15 3/
a = --- --- = 4 . 10 kg •.

c6 8".kG

Calkujac otrzymujemy warunek

M> Mo = (3atO)1/3 = 1,9,10" kg.

ROlllvvialllanie lIladania F 388.
Z prawa Stokesa sila oporu jest
równa F = 6"'F1rtJ, sila oporu

aerodynamicznego za§ FI = ':Cl!V27Tr22
gdzie r oznacza promien kropelki.
Na kropelke dziala sila ciezkosci

Q = mg = ~".r2l!g. W doswiadczeniu3
Millikana kropelka spada ze stala
predkoscia. Powyzsze informacje
mozemy zapisac za pomoca dwóch'
r6wnaIl:

l 2 2

e61T,.,rv = 2'Cl!tJ 7fT I

l 2 2 4 3

6".,.,rv + '2Cl!V ".r = 3".r eg·
Rozwiazujac powyzszy uklad równan ze
wzgledu na rotrzymujemy

_ (54(1 + E) E,., 2 ) 1/3 _ -6r - e2cg - 3,8 . 10 m.

ROlllvvialllanie lIladania M 712. Mamy
80! = lO!·

. (11·80) . (12·79)· .... (45·46) .
~ _ J

3S par

Dla kazdego k E 10,341 prawdziwa jest
nierównosc

(11 + k)(80 - k) = 880 + k(69 - k) >
> 800 = 23 . 102 ,

a zatem

80! > lO! . 23.35102.35 > lO! . 10301070 =
= lO! . 10100 ,

bowiem 210 = 1024 > 103.

Staszic i pioruny
Krzysztof REJMER

Stanislaw Staszic (1755-1829) jest nie bez racji uwazany za ojca polskiej
geologii. Podczas swych badan interesowal sie takze zjawiskami przyrody, wsród
nich burza. Swiadcza o tym liczne opisy burz zawarte w jego najwiekszym dziele
O ziemior6dztwie Karpat6w i innych g6r i r6wnin Polski wydanej w 1815 roku
w Warszawie, pisanej miedzy innymi w oparciu o spostrzezenia poczynione
podczas wedrówek karpackich w latach 1804 i 1805.

"Po trzech godzinach czasu naszego wychodu w gory, nagle Cieplomierz
podniosl sie do 17. Uwazalem to na gorach barzo czesto, ze krotko przed
deszczem, Piorunomierz zaczal wydawac wielkie znaki elektrycznosci sklennej
(electriciti tlitretLse). Wiatr powstal silny od polnocy. Geste zaczely przeciagac
chmury. Wkrótce caly wierzch cypla, na który wyisc chcialem znikl w ciemnych
chmurach. Te wszystkie jakoby wychodzac z gor Tatrow, zdawaly sie wydobywac
dymem z sterczacych najwyzszych rypOWja potem stanac balhanami w ostatnie
holic rowniny."

Tych kilka zdan wymaga komentarza. Temperatura podana przez Staszica
mierzona byla w stopniach Reaumura, odpowiadala ona wartosci 12°C.
"Elektrycznosc sklenna", czyli szklana, to w dzisiejszym jezyku ladunek dodatni
(szklo zwykle elektryzuje sie dodatnio). Od 1733 roku uzywano za Du Fayem
terminów: elektrycznosc szklana i zywiczna. Pojecia ladunku dodatniego
i ujemnego pojawily sie znacznie pózniej. Powrócmy jednak do obserwacji
Staszica.

"W roku 1804. Dnia 10 Lipca, zdarzylo mi sie miedzy tutejszych skal szczotami,
osobliwsze elektrycznosci doswiadczenie: O godzinie trzeciei po poludniu
elektrometr zaczal dawac wielkie znaki piorunoplinu. Majac pilniejsza na jego
skutki uwage, spostrzeglem, ze jm wiecej z elektrometrem zblizalem sie ku
cyplom skaly, tern wiecej rospieraly sie jego galki; a im dalei odchodzilem od
skal, tern mniejsze elektrycznosci znaki. Elektrycznosc byla zywicznego gatunku
(electriciti resinetLse)."

W obu opisach zawarte jest wazne spostrzezenie, którego znaczenia, niestety,
Staszic nie umial docenic. Podczas dobrej pogody powierzchnia Ziemi
naladowana jest ujemnie, natomiast podczas burzy, gdy wisza nad nia chmury
o ujemnie naladowanym dnie - elektryzuje sie przez indukcje ladunkiem
dodatniego znaku. O tym wlasnie wspomina Staszic w pierwszym z cytowanych
opisów: zauwazyl on, ze czesto przed deszczem powierzchnia Ziemi naladowana
jest dodatnio. Czesto, ale nie zawsze, poniewaz nie kazdej ulewie towarzyszy
burza, choc letnia pora burze sa w górach czestym zjawiskiem. W drugim opisie
Staszic zauwaza, ze powierzchnia Ziemi jest naladowana ujemnie. Opisywany
efekt jest wyraznie zwiazany z ladunkiem znajdujacym sie na powierzchni Ziemi,
gdyz slabnie przy oddalaniu sie od skal. Obserwacje te zostaly poczynione na
póltorej godziny przed burza, a wiec jeszcze przy dobrej pogodzie. Jednak
podczas burzy "Piorunomierz nie przestawal dawac wiele znaku elektrycznosci,
zawsze w gatunku zywicznej." To bardzo zastanawiajace spostrzezenie. Podczas
burzy znak ladunku powierzchniowego Ziemi powinien sie zmienic, tymczasem
z opisu wynika, ze tak sie nie stalo. Istnieja trzy mozliwe wytlumaczenia tego.
Zdarzenie mialo miejsce w okolicy Morskiego Oka, posród granitowych skal,
które sa zlym przewodnikiem elektrycznoscij z tego powodu przemieszczenie
sie powierzchniowych ladunków bylo utrudnione. Inaczej jest tam, gdzie
istnieje chocby cienka warstwa wilgotnej gleby bedacej dobrym przewodnikiem
elektrycznym. Drugie mozliwe wytlumaczenie wiaze sie z istnieniem w dnie
chmury niewielkiego obszaru naladowanego dodatnio. Fragment powierzchni
Ziemi znajdujacy sie bezposrednio pod spodem jest naladowany ujemnie.
To wyjasnienie nalezy jednak zdecydowanie odrzucic, poniewaz podczas górskiej
burzy chmury nie wisza nieruchorno nad Ziemia, czemu dal swiadectwo sam

.Staszic: "Chmury zas wiatrem parte o skale, w kilka minut, jeszcze wieksza sila
jakoby odepchniete, powracaly nazad z okropnym szumem."
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Rozvvie,zanie zadania M 711.
Z pierwszej nierównosci wynika,

ze przynajmniej jedna z liczb ­
powiedzmy c -- jest dodatnia. Z drugiej
nierównosci marny

-2(a + b)e < 2ab ~ (a + b)2

(ta ostatnia nier6wnosc zachodzi dla
dowolnych a i b). Sta.d

(a+b)(a+b+2e) > O,

a poniewaz a + b + 2e > a + b + c > O,
wiec a + b > O. Zatem a lub b jest
liczba. dodatnia.. W kazdej sytuacji
z trzeciej nierównosci wynika,
ze pozostala tez.

Inna metoda:

a = (a + b + e)a2 + abc> O,
a' + ab + be + ea

podobnie wyrazamy b i e.

Zadanie jest szczeg6lnym przypadkiem
twierdzenia m6wia.cego, ze dodatniosc
wszystkich wielomian6w symetrycznych
podstawowych n zmiennych (tu n = 3)
pocia,ga za soba. dodatniosc wszystkich
argurnent6w.

Rozvvie,zanie zadania M 718.
Mozna skorzystac z (latwej w dowodzie
- nalezy obliczyc ekstremum)
nierównosci

U2/3 + ~ > ~
3u - 3'

gdzie r6wnosc ma miejsce tylko dla
u=1.
Korzystaj a,c teraz z nicr6wnosci dla
sredniej arytmetycznej i geometrycznej
obliczamy

a2 + b2 + c2 2 >-----+--
3 3abc -

> (abe)2/3 + _2_ > ~- 3abe - 3
(przy czym pierwsza równosc ma.
miejsce tylko dla a = b = c, a druga
tylko gdy abc = l; sta.d r6wnosc ma
micjsee tylko dla a = b = c = l).
Mnoza.c uzyskana. nier6wnosc przez 3
i przenosza.c a2 + b2 + e2 na druga.
strone otrzymujemy teze zadania.

Mozna tez skorzystac z nier6wnosci
1 + t ~ et. Oznaczamy mianowicie
x = 1 - a2, y = 1 - b2, Z = 1 - c2.

Mamy w6wczas

(5_a2_b2_e2)abe=

(xy z)
=21+-+-+- .

2 2 2

'VU-X)(l-Y)(l-Z) ~

Najbardziej prawdopodobne jest to, ze Staszic znajdowal sie na tyle
wysoko, ze rejestrowal ujemny ladunek dna chmury. Przemawialoby za tym
wytlumaczenie zachowania sie chmur, jakie podaje:

"Tu przekonalem sie: ze ta gwaltownosc, która uwazalem czesto w Tatrach,
iz chmury po odbiciu sie od skal, powracaja zawsze z wiatrem gwaltowniejszym,
od tego z jakim ku skalom bywaly partej przekonalem sie mowa, ze gwaltownosc
odbijania sie chmur jest skutkiem elektrycznosci."

Ten fragment jest wyraznie jednoznaczny. Chmury sa odpychane od skal na
skutek obecnosci ladunków elektrycznych, musza to byc ladunki tego samego
znaku. Poniewaz w pierwszym pomiarze Staszic stwierdzil ujemny ladunek
na powierzchni Ziemi, w drugim mógl miec na mysli ladunek dna chmury.
Oczywiscie, to wyjasnienie zachowania sie chmur jest bledne. Ponadto oba
pomiary zostaly wykonane z póltoragodzinnym odstepem. W tym czasie mógl
zmienic sie znak powierzchniowego ladunku Ziemi. Nie umniejsza to wagi
spostrzezen Staszica zwiazanych z istnieniem i znakiem powierzchniowego
ladunku Ziemi. Nie sa mi znane wczesniejsze obserwacje innych badaczy, na
przyklad Franklina. Bylzeby Staszic wiec pierwszym?

Jest jeszcze jeden godny uwagi fenomen opisany przez Staszica, który nadaje sie
do ksiegi Guinnesa. Bylo to podczas burzy, która przezyl latem 1805 roku pod
Babia Góra. Miala ona charakter zywiolowej katastrofy o rzadko spotykanych
rozmiarach, polaczonej z silnym gradobiciem. Burza ta poczynila wielkie
spustoszenia na Orawie, Podhalu i Spiszu. Ale oddajmy glos Staszicowi: "Przy
Spitkowicach spadla z powietrza sztuka lodu, ktora poltora stopy w dlugosc,
a stope i trzy cale w szerokosc i tylez na rubosc miala. Ja w cztery godziny po
jej spadnieciu widzialem ja. To jeszcze 52 funtów wazyla. Byla barzo gladka
i jasna (translucide)."

Pierwszy problem to jednostki, jakimi poslugiwal sie Staszic. W XVIII stuleciu
w uzytku byly funty warszawskie, rosyjskie, angielskie i niemieckie, nieco sie
rózniace. Przyjmujac, ze funt to okolo 0,5 kg, wnioskujemy, ze masa lodowej
bryly wynosila okolo 25 kg. Jesli jednak obliczymy jej objetosc i pomnozymy
przez gestosc lodu (900 kg/m3), to w zaleznosci od tego, czy posluzymy sie
stopami i calami rosyjskimi czy polskimi, otrzymamy mase okolo 38 lub 44 kg.
Oczywiscie, objetosc mozemy obliczyc tylko w przyblizeniu, poniewaz bryla lodu
miala zapewne nieregularny ksztalt, ale i tak rozbieznosc obu wyników jest zbyt
duza. Sensownym wytlumaczeniem moglaby byc niejednorodnosc lodowej bryly;
duze gradziny czesto maja strukture zlepienców. Gestosc lodu bylaby wtedy
mniejsza, co wraz z bledem wyznaczenia objetosci czyni zgodnosc rozmiarów
i masy bryly prawdopodobna. Jednak Staszic wyraznie akcentuje gladkosc
i jasnosc bryly, wskazuje to na jej jednorodnosc. Ostatnie wyjasnienie, które
sugeruje sam tekst, jest jednoczesnie proste i malo prawdopodobne. Rozmiary
bryly mogly zostac zmierzone zaraz po upadku, natomiast Staszic widzial ja
i zwazyl cztery godziny pózniej, kiedy czesciowo roztopila sie. Ale któz na
poczatku XIX wieku, w zapadlej górskiej wiosce, w miejscu gdzie diabel mówi
dobranoc, mierzylby rozmiary lodowej bryly?!

Stanislaw Staszic powszechnie uwazany jest za wzór suchego racjonalisty,
tymczasem wiele opisów burz zawartych w dziele O ziemiorództwie ... burzy
te opinie ukazujac w Staszicu nature wrazliwa na piekno, emocjonalna,
wrecz romantyczna. Nie widac tego w tych kilku krótkich z koniecznosci
cytatach. Wielu fragmentów tych opisów nie powstydzilby sie niejeden z poetów
wedrujacych po polskich górach pól wieku pózniej. Zawsze jednak gdy konczy
sie burza, naukowiec bierze góre nad poeta. Bystry obserwator odnotowuje
kazdy godny uwagi fakt: zachowanie sie chmur, elektrometru, zwierzat.

Kazdemu Czytelnikowi wedrujacemu latem po górach zyczymy, aby burze
przezywal zawsze w bezpiecznym miejscu i aby umial dostrzec nie tylko groze,
ale równiez piekno tego fascynujacego zjawiska.
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Klub 44

Termin nadsylania raz wiazan:
30 XI 1994

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice raz wiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mazna nadsylac raz wiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednegO' zadania (kazde na addzielnej kartce), mazna ta rabic
CO'miesiac lub z dawalnymi przerwami. Razwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac waddzielnych kapertach, umieszczajac na kapercie dapisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali ad O da 1 z dakladna§cia da 0,1. Ocene mnazymy
przez wsp6lczynnik trudnaki danegO' zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S aznacza sume
acen za raz wiazania tegO' zadania, a N - liczbe as6b, kt6re nadeslaly raz wiazanie chacby
jednegO' zadania z danegO' numeru w danej kankurencji (M lub F) - i tyle punktów atrzymuje
nadsylajacy. Pa zgramadzeniu 44 punktów, w dawalnym czasie i w którejkalwiek z dwóch
kankurencji (M lub F), zastaje an czlankiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
da panawnega udzialu. Trzykratne czlankastwa - ta tytul Weterana.
Szczególawy regulamin zastal wydrukawany w numerze 2/1994.

Zadania z fizyki nr 181, 182 Redaguje Jerzy B. BROJAN

181. Cienka powloka kulista o masie m i promieniu r
znajdujaca sie w prózni i naladowana ladunkiem Q
rozpadla sie nagle na male kawaleczki. Obliczyc predkosc
uzyskana przez odpryski w wyniku ich wzajemnego
odpychania. Zalozyc jednorodny rozklad masy i ladunku.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1994
Przypominamy tresc zadan:

182. Sila sprezystosci wywierana przez sprezyne dana
jest wzorem F = kz (z - wydluzenie), przy czym
stala sprezystosci k maleje ze wzrostem temperatury.
Udowodnic, ze adiabatycznemu rozciaganiu tej sprezyny
towarzyszy spadek temperatury.

178. Gdy na dradze równaleglej wiazki §wiatla spójnegO'
umie§cimy prastapadla przeszkade kalawa, ta w §radku cienia
rzucanegO' na ekran widaczny bedzie jasny punkt. Wyjasnic ta
zjawiska i aszacawac hednice tegO'jasnegO' O'bszaru, jesli pramien
przeszkady wynasi 5 mm, adlegla§c da ekranu - 1 m, a dlugasc
fali swiatla - 0,5 J1.m.

Poniewaz koncowa predkosc ciala wynosi Vk = 2nv, wiec otrzymujemy Vk RJ 2v exp (2;/).

Gdy predkosc ciala stanie sie juz dosc duza, jeszcze lepsza metoda rozpedzania jest
ciagniecie nitki stale wzdluz niej (kierunek "od ciala"). Ruch ciala bedzie wtedy zachodzil
w przyblizeniu po okregu z rosnaca predkoscia v', a sila napiecia nitki bedzie wynosila
w przyblizeniu F = m(v')2/1. Praca nitki w czasie ~t jest równa Fv~t, a przyrównujac ja do

zmiany energii kinetycznej i calkujac otrzymujemy Vk = const . exp ( Ef-) .

Jak widac, mnoznik czasu w wykladniku ma teraz wieksza wartosc niz w metodzie poprzedniej,
czyli rozpedzanie zachodzi szybciej.

Powyzsza dyskusja jest daleka od kompletnosci i scislosci matematycznej (zwlaszcza
w ostatnim punkcie), ale autor ma nadzieje, ze uniknal istotnych bledów.

178. Przyczyna zjawiska jest równosc dróg od poszczególnych punktów brzegu kola do srodka
cienia, skad wynika, ze w srodku cienia fale ugiete na brzegu interferuja konstruktywnie. Aby
ocenic promien r jasnego obszaru, przyjmijmy, ze konczy sie on tam, skad róznica odleglasci1
do przeciwleglych punktów brzegu kola jest równa -A. Oznaczajac promien kola przez R,

2

a odleglosc do ekranu przez I (rys.) mamy równanie

Vi2 + (R + r)2 - Vi2 + (R - r)2 = ~A,
lA

skad, zakladajac I »R, otrzymujemy r = - = 0,025 mm, czyli srednica wynosi 0,05 mm.
4R

r

r

, I , I- -, ,

Toma.sz Wietecha. - Ta.rn6w 37,09
Andrzej Nowogrodzki - Chocia.n6w 34.,04
Andrzej Borowski
- Aleksandr6w Kuja.wski 31,6.4,
Aleksa.nder Surma. - Myszk6w 16,59

Czalówka ligi zadaniawej
Klub 44 F

pa uwzglednieniu acen razwiazan
zadan 169 (WT=2,OO) i 170 (WT=3,1O)

z numeru 12/1993

R

R

177. Male ciala parusza sie na plaszczyznie pad dzialaniem
sily wywieranej przez nierazciagliwa nitke a dluga§ci l,
przymacawana da niegO'. Drugi kanic c nitki jest przesuwany
w tej plaszczyznie z predka§cia v stala cO'da wartaki.
Przedyskutawac mazliwe ruchy tegO' kanca, prawadzace da
asiagniecia przez ciala w ciagu czasu t jak najwiekszej predka§ci.
Przyjac, ze w chwili paczatkawej ciala spaczywala.

177. Gdy czas t jest krótki w porównaniu z l/v, prawdopodobnie najlepsza metoda
rozpedzenia ciala jest szybka zmiana zwrotu predkosci konca nitki od kierunku prostopadlego
do nitki do kierunku równoleglego. "Pociagajac" w ten sposób cialo mozna mu nadac predkosc
bliska v, niezaleznie od t. Majac do dyspozycji dluzszy czas mozemy osiagnac wieksza predkosc
ciala. Oto jedna z mozliwych metod: Niech koniec nitki porusza sie stale wzdluz prostej
prostopadlej do poczatkowego kierunku nitki, dokonujac zmiany zwrotu za kazdym razem, gdy
nitka wykona pól obrotu (obróci sie o 180°). Poczatkowo cialo jest nieruchorne, czyli wzgledem
ukladu zwiazanego z poruszajacym sie koncem nitki ma predkosc v. Jego ruch po okregu jest
w tym ukladzie jednostajny, zatem zakresli pól obrotu w czasie 'TrI/v osiagajac predkosc 2v
wzgledem ukladu spoczywajacego. Gdy koniec nitki zacznie sie poruszac w przeciwna strone,
predkosc ciala wzgledem ukladu zwiazanego z koncem nitki bedzie wynosila 3v i nastepne
pól obrotu zakresli w czasie 'Tr1/3v. Po tym czasie bedzie mialo predkosc 4v, nastepne pól
obrotu zajmie czas 'Tr1/5v ... Jesli czas t jest dlugi, to mozemy skorzystac z przyblizenia

1 1 1 1 1 1 l . l" l' b 'l b' " . 'TrI l+ - + - + - + ... + --- RJ - n n l zna ezc lCZ e po o rotow n z tozsamOSCl - n n RJ t.3 5 7 2n - 1 2 2v
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283. Wyznaczyc wszystkie liczby dodatnie a, dla których funkcja
J(x) = aX(1 - x)

ma nastepujaca wlasnosc: istnieje taka liczba c E (O; l), ze

J(J(c)) = c -I J(c).

284. Na bokach AB i AC trójkata ostrokatnego ABC obrano odpowiednio punkty M
i N. Okregi, których srednicami sa odcinki BN i CM, przecinaja sie w punktach P
i Q. Udowodnic, ze ortocentrum (punkt przeciecia wysokosci) trójkata ABC lezy na
prostej PQ.

Zadanie 284 zaproponowal pan Henryk Pawlowski z Torunia.

!=44
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 M
po uwzgl~dnieniu ocen rozwiazan

zadan 269 (WT=I,81) i 270 (WT=3,16)
z numeru 11/ 1993

Zadania z matematyki nr 283, 284 Redaguje Marcin E. KUCZMA

Ja.n Kra.szewski - Legnica. 42,50
Mirosla.w Ma.tIQga. - Skoczów "'0,30
Toma.sz Kulpa. - Ka.towice 38,94
Krzysztof Jedzinia.k - Ka.towice 36,64.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1994
Przypominamy tresc zadan:

Rys. 2

C

y

IJPI = \SPI = IKPI·

ILKPCI = ILKPQI = a',

ILIQAI = ILIQRI = (3',

ILJRBI = ILJRPI = ,,/'.

orazIIQI = ISQI = IKQI

280. (a) Oznaczmy:

ILJPBI = ILJPRI = a,
ILKQCI = ILKQPI = {3,

ILIRA I = ILIRQI = ,,/,

(b) Poprowadzmy przez punkt S prosta l równolegla do PQ; przetnie ona odcinek QR
w punkcie L (rys. 3). Prosta QR jest symetralna odcinka SI, wobec czego

ILILRI = ILSLRI = ILPQRI = 60°;

zatem pólprosta LI- jest dwusieczna kata miedzy odcinkiem LR i przedluzeniem odcinka SL.
Okrag o srodku I, wpisany w trójkat ARQ, styczny do prostej QR, jest wiec takze styczny do
prostej l.

Analogicznie wykazujemy, ze okrag wpisany w trójkat BP R jest styczny do tej prostej
(korzystajac z tego, ze prosta P R jest symetralna odcinka SJ). A skoro - jak stwierdzilismy
w czesci (a) - takze prosta PQ jest symetralna odcinka SK, zatem proste przechodzace
przez S i równolegle do Q R oraz P R sa pozostalymi dwiema prostymi, o które chodzi, S zas
jest wspólnym punktem tych trzech prostych.

279. Numerujemy wszystkie punkty kratowe (z, y) O wspólrzednych calkowitych z, y ?: O tak,
jak pokazuje rysunek 1; punkt (z,y) otrzymuje numer

1
z = -(z + y)(z + y + 1) + y.

2

Ten wzór definiuje wielomian P(z, y) o zadanych wlasnosciach!

Kazdy kat wewnetrzny trójkata PQR ma miare 60°; zatem

2(a + a') = 2({3+ (3') = 2b + ,,/')= 120° .

Istnieje wobec tego pólprosta o poczatku R, tworzaca z bokami RQ i RP odpowiednio katy
"/ i ,,/'. Odlózmy na niej odcinek RS dlugosci IRSI = IRII = IRJI (rys. 2). Punkt S jest
symetryczny do punktu I wzgledem prostej QR oraz symetryczny do J wzgledem prostej PR.
Tak wiec ILSPRI = a, ILSQRI = {3', skad

ILSPQI = 60° - a = a', ILSQPI = 60° - {3' = {3,

co pokazuje, ze punkt S jest równiez symetryczny do K wzgledem prostej PQ. Zatem

279. Rozstrzygnac, czy istnieje wielomian P(x, y) o nastepujacych wlasnosciach:
(1) Jesli x, y sa liczbami calkowitymi nieujemnymi, to wartosc P(x, y) tez jest liczba calkowita
nieujemna.
(2) Dla kazdej liczby calkowitej z ?: O równanie P(x, y) = z ma dokladnie jedno rozwiazanie
w liczbach calkowitych x, y ?: O.

280. Na bokach BC, CA, AB trójkata ABC obrano odpowiednio takie punkty P, Q, R, by
trójkat PQR byl równoboczny. Okr~gi wpisane w trójkaty ARQ, B PR, CQP maja srodki
odpowiednio w punktach I, J, K. Zalózmy, ze lIR! = IJRI. Wykazac, ze:
(a) IIQI = IKQI oraz IJPI = !KP!;
(b) trzy wspólne styczne zewn~trzne dla par rozwazanych okregów wpisanych (nie zawierajace
boków trójkata ABC) przecinaja si~ w jednym punkcie.

A

A

20

•14
19

•
•

9
1318

•
••

5
81217

•
•••

2
471116

O

1361015 X

Rys. 1 C

Rys. 3 ERRATA do tekstu: Klub 44 w Delcie 2/1994

(roczne omówienie matematycznej ligi zadaniowej):
str. 14, lewa szpalta, szkic rozwiazania zadania 255:
ostatni wiersz przeksztalcanego wzoru (tuz nad rysunkiem) nalezy zastapic przez dwuwiersz:

= S-l. 4V2R· (pole(CBE) + pOle(CDE)) =

= S-l. 4V2 R· (pole(BCD) + pole(BED)) = 4V2R.

Przepraszam Waldka Pompe (autora przytaczanego rozwiazania) oraz wszystkich Czytelników
Delty za te pomylke.

Marcin E. KUCZMA
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XLVI OLIMPIADA MATEMATYCZNA

I seria
Zadania konkursowe zawodów stopnia pierwszego

II seria III seria

dla n = 2,3, ....

Udowodnic, ze dla kazdej'Iiczby
naturalnej n ~ 1 zachodzi nierównosc

Zl + Z2 + ... + Zn < 1.

9. Niech a i b beda liczbami
rzeczywistymi, których suma równa
jest 1. Wykazac, ze jezeli a3 i b3 sa
liczbami wymiernymi, to a i b tez sa
liczbami wymiernymi.

11. Dane sa liczby naturalne n > m > 1.
Ze zbioru {l, 2, ... ,n} losujemy bez
zwracania m liczb. Obliczyc wartosc
oczekiwana róznicy miedzy najwieksza
a najmniejsza wylosowana liczba·

10. Dana jest prosta k oraz lezace
na niej trzy rózne punkty. Kazdy z
nich jest poczatkiem pary pólprostych;
wszystkie te pólproste leza w jednej
pólplaszczyznie o krawedzi k. Kazda z
tych par pólprostych wyznacza z kazda
inna czworokat. Dowiesc, ze jesli w dwa
z tych czworokatów mozna wpisac okrag,
to równiez w trzeci mozna wpisac okrag.

Ciag (Zn) jest okreslony nastepujaco:
1 2n - 3

Xl = -, Xn = ---. Xn-l
2 2n

12.

7. (a) Rozstrzygnac, czy istnieje funkcja
rózniczkowalna f: R -+ R, nie równa
tozsamosciowo zeru, spelniajaca warunki

2f(l(z)) = f(z) ~ O dla z E R.

(b) Rozstrzygnac, czy istnieje funkcja
rózniczkowalna f: R -+ R, nie równa
tozsamosciowo zeru, spelniajaca warunki

-1::; 2f(l(z)) = f(z) ::; 1 dla z E R.

8. W ostroslupie prawidlowym n-katnym
katy nachylenia sciany bocznej i krawedzi
bocznej do plaszczyzny podstawy wynosza
odpowiednio er i {3. Udowodnic, ze

sin2 er - sin2 {3 ::; tg2 2: .

(1) va+ 1> 0,
(2) az + _z_ > b dla kazdego z > 1.z-l

6. Wewnatrz trójkata ABC obrano punkt
P. Proste AP, BP, CP przecinaja boki
BC, CA, AB odpowiednio w punktach
A', B', C'. Przyjmijmy u = IAPI : IPA'I,
v = IBPI: IPB'I, w = ICPI: IPC'I·
Wyrazic iloczyn uvw przez sume
u + v + w.

5. Dane sa liczby dodatnie a, b. Wykazac
równowaznosc zdan:

4. W pewnej szkole 64 uczniów
bierze udzial w pieciu olimpiadach
przedmiotowych. W kazdej z tych
olimpiad uczestniczy co najmniej 19
uczniów tej szkoly; zaden z nich nie jest
uczestnikiem wiecej niz trzech olimpiad.
Udowodnic, ze jezeli kazde trzy olimpiady
maja wspólnego uczestnika, to pewne
dwie maja ich co najmniej pieciu.

3. Czworokat o bokach a, b,

c, d jest wpisany w okrag o
promieniu R. Wykazac, ze jezeli
a2 + b2 + e2 + d2 = 8R2, to w

czworokacie tym jeden z katów jest
prosty lub przekatne sa prostopadle.

11+1
-- sa naturalne.

z

2. Dana jest liczba naturalna n ~ 2.
Rozwiazac uklad równan

{ zl1z11 = z21z21 + (Zl - 1)lz1 - 11

~~~~~~~.~~~~~I.~ .(~.2.~ .1?1~~.~.~!.
znlznl = zl1z11 + (Zn - l)IZn - 11-

1. Wyznaczyc wszystkie pary (z, II) liczb

b z+ 1 .naturalnych, dla których licz y -- l
II

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja byc wyslane
pod adresem wlasciwego komitetu okregowego Olimpiady najpózniej dnia

10 pazdziernika 1994 r. 10 listopada 1994 r. 10 grudnia 1994 r.

Rozwiazania przeslane w terminie pózniejszym nie beda rozpatrywane.

Adresy komitetów okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla województwa elblaskiego, gdanskiego i slupskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdansku, ul. Abrahama 18, 81-825 Sopot.

Dla województwa bielskiego, czestochowskiego i katowickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla województwa krakowskiego, krosnienskiego, nowosadeckiego i tarnowskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4,30-059 Kraków.

Dla województwa bialskopodlaskiego, chelmskiego, lubelskiego, przemyskiego, rzeszowskiego, siedleckiego, tarnobrzeskiego i zamojskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii
Sklodowskiej-Curie 1, pok. 310, 20-031 Lublin.

Dla województwa kieleckiego, lódzkiego, piotrkowskiego, radomskiego, sieradzkiego i skierniewickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Lódzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lódz.

Dla województwa koninskiego, leszczynskiego, pilskiego, poznanskiego i zielonogórskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Matejki 48/49, pok. 24,60-769 Poznan.

Dla województwa gorzowskiego, koszalinskiego i szczecinskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.

Dla województwa bydgoskiego, ciechanowskiego, olsztynskiego, plockiego, torunskiego i wloclawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18,
87-100 Torun.

Dla województwa bialostockiego, lomzynskiego, ostroleckiego, suwalskiego i warszawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla województwa jeleniogórskiego, kaliskiego, legnickiego, opolskiego, walbrzyskiego i wroclawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4,
50-384 Wroclaw.
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(n+i)k+l

8/94

(42)

Kuzyn trójkata Pascala
Mlody Carl Friedrich Gauss poradzil sobie z pozornie
niewdziecznym zadaniem sumowania kolejnych liczb
naturalnych od 1 do 100 w niezwykle pomyslowy sposób:
1 + 2 + ... + 100 = (1 + 100) + (2 + 99) + ... + (50 + 51) =
= 50 . 101. Dla nas bedzie istotne, ze suma ta
wyraza sie symbolem Newtona ( l~l). Wsród
zadan na wykorzystanie indukcji matematycznej
pojawia sie wzór na sume kwadratów w postaci:
12 + 22 + ... + n2 = (n;l) + (n;2). Jesli ktos
mialby klopoty ze sprawdzeniem tego wzoru dla
n = 1, niechaj wezmie pod uwage, ze (;) = O, jako
ze zbiór dwuelementowy nie ma zadnych podzbiorów
trójelementowych. A gdyby tak pójsc dalej i zapytac, czy

k

k kk,\,1 + 2 + ... + n = ~ ak,; .
i=1

dla k = 1, 2, ... ,
gdzie ak,; sa pewnymi, nie znanymi na razie
wspólczynnikami? Pamietajmy, ze w tej chwili nie tylko
nie znamy wartosci tych wspólczynników, ale w ogóle nie
mamy pewnosci, czy one istnieja. Jesli jednak istnieja,
to sa okreslone jednoznacznie i latwo je mozna wyznaczac.
Wymaga to nieco pracy, ale gdy juz ustawimy otrzymane
wspólczynniki w taki sposób, aby ak,; wystepowalo na
i-tym miejscu k-tego wiersza, to oczom naszym ukaze sie
nastepujacy trójkat:

1/ prawy skos nr 2
1

1

lewy skos nr 4 ""

141
1

11111
1

2666261
*

* ****

Nie sposób oprzec sie przekonaniu, ze istnieje jakas
zasada, w oparciu o która zbudowany jest ten trójkat.
Ba, ale jaka? W 1976 roku podzielilem sie ta zagadka
z ówczesnym osmioklasista, obecnie wykladowca Papieskiej
Akademii Teologicznej w Krakowie, Jackiem Dembkiem,
który odgadl regule:

(**) Kazdy wewnetrzny element trójkata otrzymasz
przez dodanie dwóch jego górnych sasiadów (lewego
i prawego) pomnozonych odpowiednio przez numer
lewego (prawego) skosu, w którym sie on znajduje
(na przyklad 26 = 4·1 + 2·11).

Wizualizacja Matematyki

Lisc Kartezjusza

Teraz mozliwy juz jest dowód (*), który pozostawiam
Czytelnikom.

Dzisiaj wydaje mi sie, ze bardziej natu.ralna droga do
odgadniecia tajemnicy trójkata bylaby interpretacj a
jego elementów. Suma k-tego wiersza wynosi k!, nasuwa
sie wiec przypuszczenie, ze ak,i jest liczba permutacji
zbioru k-elementowego majacych pewna wlasnosc zalezna
od j. Zbiór permutacji zbioru 3-elementowego sklada
sie z identycznosci, trzech transpozycji i dwóch cykli
dlugosci 3. Ale w trzecim wierszu mamy rozklad (1,4,1),
nie zas (1,3,2) - szukana wlasnosc powinna wiec rozrózniac
pewne cykle tej samej dlugosci, a zatem musi zalezec od
pewnej dodatkowej struktury w zbiorze k-elementowym,
na przyklad od porzadku. Dopiero teraz pozwolimy
sobie na odgadniecie. Niech K = {l, 2, ... , k}. Przez
odcinek w zbiorze K bedziemy rozumieli kazdy zbiór
{x E K : m ~ x ~ n}, gdzie m, n E K. Okazuje sie, ze

(***) ak,i jest liczba tych permutacji (Tzbioru K,
dla których istnieje dokladnie j maksymalnych
odcinków w zbiorze K, na których funkcja (T jest
rosnaca.

Sprawdzenie, ze tak okreslone elementy ak,i spelniaja
regule (**), pozostawiam jako zadanie.

Dariusz MIKLASZEWSKI

REMINISCENCJE EGZAMINÓW WSTEPNYCH NA MATEMATYKE
Po dyskusji zwiazanej z zadaniami wylosowanymi przez kandydatke egzaminatorzy rozpoczynaja rozmowe na inne tematy.
Egzaminator: - Czy interesowala sie Pani matematyka poza programem szkolnym? Czytala Pani cos?
Kandydatka: - ...
Egzaminator: - Z Delta sie Pani moze zetknela? Wie Pani, co to jest?
Kandydatka (radosnie): - Tak! Wyróznik trójmianu kwadratowego, b2 - 4ac!
Nastepna kandydatka. Po dyskusji na temat zadan pada standardowe pytanie.
Egzaminator: - Czy interesowala sie Pani matematyka poza programem szkolnym?
Kandydatka: - Ja slyszalam, jak pan pytal o to kolezanke, wiec ja czytam Delte. A poniewaz sie wybieram na UJ, to najbardziej
interesuje mnie taki smieszny dodatek, to robia ludzie z UJ, on sie chyba nazywa CEJLON albo jakos tak ...

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem c.
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