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Metoda obrazéw Whbrew
Krzysztof REJMER | zdrowemu

| rozsadkowi (IX)
Popularna w elektrostatyce metoda obrazéw pozwala znaleZé

rozklad natezenia pola elektrostatycznego wytworzonego przez uklad (Wedtug wykladéw radiowych
ladunkéw znajdujacych sie w obecnoéci przewodnikéw. Rozwazmy |z audycji IV programu — Widnokrag)
najprostsza sytuacje: ladunek punktowy i przewodzaca plaszczyzne.

Tomasz HOFMOKL

Czy rzeczywistoscé jest
rzeczywista?

Rys. 1. Linie pola
elektrostatycanego
sa prostopadle do
plaszcryzny.

W moim cyklu artykuléw przekonuje
Paristwa, ze wyniki dodwiadczen
w §wiecie bardzo malych sktadnikéw

Z elektrostatyki wiemy, ze powierzchnia przewodnika jest materii s3 nie do pogodzenia z naszym
powierzchnia ekwipotencjalna, a wektor natezenia pola jest do niej wyobrazeniem porzadku w przyrodaie,
prostopadly. Gdybysmy po drugiej stronie plaszczyzny umieécili jakie wyrobiliémy sobie na podstawie
tadunek bedacy zwierciadlanym odbiciem rzeczywistego ladunku ze obserwacji zjawisk makroskopowych
zmienionym znakiem, a nastepnie usuneli plaszczyzne przewodzaca, lub, inaczej méwiac, zjawisk z zycia

to rozklad natezenia pola w pélprzestrzeni, w ktérej znajduje sie ‘30‘151_9““330- Te niezgodnoéé okreé].ilem-
rzeczywisty tadunek, nie ulegtby zmianie. Ten drugi ladunek, | terminem ,wbrew zdrowemu rozsadkowi”.
ktéry wprowadziliémy jako obiekt pomocniczy, nosi nazwe obrazu Zjawiska te, z drugiej strony, sa bardzo
(elektrycznego) rzeczywistego tadunku. dobrze zbadane i nie mamy najmniejszych

podstaw, aby uzyskane wyniki poddawaé
w watpliwosé. Pozostaje wiec uznanie,
ze przyroda jest znacznie bogatsza, niz
moze to nam si¢ wydawaé i ze musimy
rozszerzy¢ kryteria tego, co jest, a co nie
jest zgodne ze zdrowym rozsadkiem.
Osobiécie uwazam, ze uczy to nas pokory
i ostroznosci przy ferowaniu wyrokéw,
Sens metody obrazéw jest wiec prosty: natezenie pola . co jest, a co nie jest mozliwe.
elektrostatycznego znajdujemy jako ‘superp‘ozycje natezen pdl : Pleatom ostatnlo o pierwszych siawiskach.
pochodzacych od ladunkéw rzeczywistych i e.le.ktrycznych obrazéw | ktére doprowadsily do powstania koncepcii
utworzonych za pomoca zwierciadlanego odbicia (ze zmiana znaku kwantéw, czyli o promieniowaniu
ladunku) wzgledem powierzchni kazdego przewodnika. Reszta to ciala doskonale czarnego i o zjawisku
Jedynie kwestia sprawnosci rachunkowe;j. . fotoelektrycznym. Rozwazania nad
pierwszym sklonily Maxa Plancka
do wprowadzenia koncepcji porcji
. energii, czyli kwantu energii, a drugie_

Rys. 2. Eadunek

i jego obraz wezgledem
plaszezyzny tworza,
dipol elektrycany.

Nie kazdy wie, ze metode obrazéw mozna zastosowaé w analizie
innych probleméw, na przyklad w rachunku prawdopodobieristwa.

Rozwazmy jednowymiarowe zagadnienie bladzenia przypadkowego. pozwolilo Albertowi Einsteinowi na
Czastka porusza si¢ wzdluz linii prostej, wykonujac skoki wysuniecie hipotezy, ze §wiatlo ma nature
o jednostkowej dlugosci. Kazdy skok jest statystycznie niezaleiny korpuskularna - rozchodzi sie w postaci
od poprzedniego, a prawdopodobiefistwo skoku w lewo i skoku czastek — fotonéw. Dalsze dodwiadczenia
w prawo sa jednakowe, a zatem réwne 1/2. WyobraZmy sobie pijana [ Wykazaly, ie materia ma réwnie wlasnosci
pchle skaczaca aleja; na kaidym koricu alei jest bar, a pchla jest falowe i korpuskularne, co uwidacznia sie,

tak bardzo nietrzefwa, ze nie pamieta o poprzednim skoku ani nie . miedzy innyu.:ni, w zaskakujacym zjawisku
rozpoznaje, w jakim miejscu alei sie znajduje, pamieta tylko o tych przechodnm}m elektronu przez dwa ctwory
barach. Oznaczmy przez O punkt startu. Po N skokach pchla moze | r:;vn::z;ﬁ]ue l.je:i dalelenia m.i' W ostat:{:.m
sie maksymalnie oddalié od niego do punktu o wspélrzednej N i e e S e ey

i s : alfa przez éciane, inaczej méwiac, przez
lub —N. Chcemy okresli¢ prawdopodobiefistwo tego, ze po N bariere potencjatu, co doprowadzilo

skokach pchla znajdzie sie w punkcie o wspétrzednej m, przy do stwierdzenia, se zachowanie sie

czym |m| < N. Dla parzystych N interesujace sa tylko parzyste . czastki mozemy opisaé tylko podajac
wartosci m, dla nieparzystych N — nieparzyste. Aby znale#¢ sie prawdopodobiefistwo znalezienia jej

w danym punkcie przestrzeni i czasu,

a nie mozemy przewidzieé jej loséw z calg
pewnosdcia. Krok po kroku coraz bardziej
odbiegamy od utartych pojeé i interpretacji

w punkcie o wspélrzednej m, pchla musi wykonaé skokéw

—-m

W prawo oragz skokéw w lewo. Kolejnoéé, w jakiej te skoki

beda wykonywane, jest obojetna, wazna jest tylko liczba skokéw
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fizyki klasycznej, ktéra jest w tym
miejscu synonimem zdrowego rozsadku.
Nagromadzilo sie tych odstepstw juz
sporo i dlatego chcialtbym tym razem
napisaé o klopotach ze zrozumieniem,
czyli interpretacja mechaniki kwantowej.
Klopoty te juz mieli twércy tej dziedziny
- nauki i byloby przesada twierdzié, ze dzis
nikt juz ich nie ma. Przypomnijmy cala
historie w porzadku chronologicznym.

Mechanika kwantowa narodzila sie

w latach dwudziestych obecnego stulecia
w oparciu o analize nagromadzonych
przez ubiegle lata wynikéw dodwiadczen,
ktére mozna by okredlié jako sprzeczne
ze zdrowym rozsadkiem, czyli takich,
ktérych nie udawalo sie wyjasdnié na

podstawie znanych dotychczas zasad fizyki.

Twércami tej nowej nauki byli de Broglie,
Heisenberg, Schrédinger, Born, Bohr.
Opierala sie ona na pracach dwéch, mozna
tak powiedzieé, gigantéw wspdlczesnej
fizyki: Maxa Plancka i Alberta Einsteina.
W miare rozwoju mechaniki kwantowej
potwierdzalo ja coraz wiecej faktéw
doéwiadczalnych wskazujac réwnoczeénie,
ze trzeba odrzucié, wydawaloby sie '
tak podstawowe dogmaty nauki, jak
determinizm, realizm, kompletnodé.

Pierwszy padt ofiara determinizm.

W 1926 roku Max Born wykazal,

%e w przeciwiefistwie do fizyki klasycznej,
ktéra jest w stanie przewidzieé

dokladnie przebieg zjawiska, mechanika
kwantowa pozwala obliczyé tylko
prawdopodobieristwo zajsécia okreslonego
zjawiska. Moga Panistwo wyobrazié sobie,
ze takie postawienie sprawy wzbudzalo .
niezwykle namietnosdci. Jak to? Nie
mozna przewidzieé dokladnie przebiegu
zjawiska? Przypadek moze odgrywaé
zasadnicza role? Stad bierze sie slynne
powiedzenie Einsteina, ze Pan Bég nie gra
w kodci. Latwiej bylo sie pogodzié z myéla,
ze to my nie umiemy scisle przewidywaé
przysziodel, Ze mamy niedoskonala teorie,
ale réwnoczeénie wierzyé, ze kiedys, jak
zbudujemy doskonalsza jej wersje, to okaze
sie, ze wszystko da sie przewidzieé.
Powstala koncepcja tak zwanej teorii

z ukrytymi parametrami. Gdybysmy

je znali, wtedy mozna by przewidywad
zachowanie sie czastek w pelni dokladnie,
a nie tylko obliczaé prawdopodobiefistwa.

W miare uplywu czasu sytuacja
pogarszala sie. Otéz w 1927 roku Werner
Heisenberg oglosil stynna, juz dzié zasade
nieoznaczonosci. Méwi ona, Ze nie moina
zmierzy¢ (wyznaczyé) réwnoczesnie
pewnych par wielkodci fizycznych zwanych
sprzezonymi. Do takich par naleiy, miedzy

w lewo oraz liczba skokéw w prawo. Istnieje
N!
N+ N
(RN (A2

sposobéw, na jakie pchla moze wykonaé skoki ladujac w punkcie
o wspllrzednej m. Prawdopodobiefistwo kazdej sekwencji skokéw
jest takie samo i réwne 1/2V. A zatem prawdopodobiefistwo tego,
ze po N skokach pchla oddali si¢ 0 m, wynosi:

N! 1

(T ()2

Skomplikujmy teraz sytuacje. Na drodze pchly umiescimy
odbijajaca bariere (Ustawa o wychowaniu w trzewoscy) w punkcie
o wspblrzednej m; (0 < m; < N). Jakie jest prawdopodobiefistwo
tego, ze po N skokach (w obecnosci bariery) pchla znajdzie sie

w punkcie o wspélrzednej m (przy czym —N < m < m,;)? Jedli
pchla dotrze do bariery, to prawdopodobienistwo nastepnego
skoku jest réwne 1 — gdy jest to skok w lewo oraz 0 — gdy

jest to skok w prawo. Symetria zagadnienia zostala zlamana,
prawdopodobienistwa réznych sekwencji skokéw moga byé réine;
zalezy to od liczby odbié od bariery. Liczenie liczby trajektorii

o jednakowym prawdopodobiefistwie takze wydaje sie bardziej
skomplikowane. Zanim wiec zabierzemy sie za rachunki, przyjmijmy
prosta metode obrazowania ruchéw pchly. Bedzie to dyskretny
diagram czasoprzestrzenny (rys. 3). Na osi pionowej bedziemy
odkladaé czas, na osi poziomej — polozenie.

[

Rys. 3. ."“’ —
Crasoprzestrzenny S
diagram ruchdéw
pchly. Wezly sieci B
88 jej mozliwymi
polofeniami. Rysunek
przedstawia fragment
trajektorii koficzacej
sie w punkcie M,

po dwukrotnym A
odbiciu od bariery
w punktach A i B. m

bariera

Prawdopodobiefistwo realizacji trajektorii pokazanej na rysunku 3
jest réwne:
1
W
poniewaz pchla znalazlszy sie w punktach A i B skacze w lewo
z prawdopodobieristwem nie 1/2 jak poprzednio, lecz 1.

N czyli 4

Narysujmy teraz na diagramie punkt M’ bedacy zwierciadlanym
odbiciem punktu M wzgledem bariery. Oznaczmy przez m
przestrzenna wspélrzedna punktu M. Przestrzenna wspélrzedna
punktu M’ jest wtedy réwna 2m; — m. Usufimy teraz bariere
irozwazmy takie trajektorie, ktére koricza sie w punkcie M lub jego
obrazie M’ oraz maja te mila wlasno$é, ze ksztalt }amanej AB jest
zawsze taki sam, takze ksztalt lamanej BM (ewentualnie BM')

jest zawsze taki sam. Méwiac, ze ksztalty dwéch lamanych sa
jednakowe, rozumiemy tu albo identycznoéé lamanych, albo
mozliwosé przeprowadzenia jednej w druga przez zwierciadlane
odbicie wzgledem bariery. W przypadku trajektorii z rysunku 3 beda
to trajektorie pokazane na rysunku 4.

Kazdej trajektorii z dwukrotnym odbiciem od bariery w punktach
A i B, koriczacej si¢ w punkcie M, odpowiadaja cztery trajektorie
przechodzace w nieobecnosci bariery przez punkty A i B, konczace



sie w M lub M', otrzymane z wyjéciowej trajektorii metoda
obrazéw. Latwo spostrzec, ze jest to przyporzadkowanie wzajemnie
jednoznaczne. Jeéli nie ma bariery, to prawdopodobiefistwo
zrealizowania kazdej z tych czterech trajektorii jest takie samo

i réwne 1/2V. Prawdopodobiefistwo zrealizowania ktérejkolwiek

z tych czterech trajektorii (w nieobecnoéci bariery) jest zatem
réwne 4/27 | czyli tyle samo, ile wynosilo prawdopodobiefistwo dla
trajektorii z dwukrotnym odbiciem sie od bariery.

a) M M b) M M
B \ B /
B B
3 A A A

Rys. 4. Trajektorie otrzymane za pomoca metody obrazdéw z trajektorii
przedstawionej na rysunku 3.

a) trajektorie koficzace sie w M,

b) trajektorie koficzace si¢ w M' bedacym zwierciadlanym odbiciem punktu M.

Jesli rozpatrzymy trajektorie z k-krotnym odbiciem od bariery
w punktach Ay,..., A, to metoda postepowania bedzie dokladnie
taka sama. Prawdopodobiefistwo zrealizowania takiej trajektorii
wynosi:
AR

o2N-k % N’
Usunimy bariere i rozpatrzmy wszystkie trajektorie, ktére konicza sie
w punkcie M lub w jego obrazie M’, o takich samych ksztaltach
tamanych A; A4y (1 =1,...,k— 1) oraz AxM (albo AxM').
Poniewaz w gre wchodzi k tamanych, ktére moga przyjaé jedno
z dwéch polozeri (po prawej lub po lewej stronie bariery), jest
wiec tych trajektorii 2%, a poniewas bariere usuneli$my, zatem
prawdopodobiefistwo zrealizowania dowolnej trajektorii jest

réwne 1/2V. Wynika stad, ze prawdopodobiefistwo zrealizowania

; ; ; ; . e ;
ktérejkolwiek ze wspomnianych k trajektorii wynosi N czyli
wlasnie tyle, ile wynosilo prawdopodobieristwo zrealizowania
trajektorii z k-krotnym odbiciem od bariery.

Wyplywa stad wniosek, ze prawdopodobieristwo Py (m)
wyladowania pchly w punkcie o wspélrzednej m w obecnoéci
odbijajacej bariery jest réwne sumie prawdopodobieristw
wyladowania pchly w tym punkcie lub w jego zwierciadlanym
obrazie w nieobecnosdci bariery. Poniewaz obraz koricowego punktu
trajektorii pchly ma wspélrzedna 2m; — m, prawdopodobieristwo to
jest réwne: _

Pgrnl (m) = PN(m) + PN(Zml — m] -
Poslugujac sie metoda obrazéw mozemy rozwiazaé takze nieco
trudniejsze zagadnienie. Na drodze czastki znajduje sie bariera
pochlaniajaca. Jakie jest prawdopodobiefistwo pochloniecia czastki
najdalej w N-tym skoku? (Mozemy wyobrazié sobie, ze na drodze
naszej skaczace] pchly znajduje sie kiosk z piwem.)

Zagadnienie bladzenia przypadkowego uwazane jest za model ruchéw
Browna, a zatem wiaze sie¢ réwniez ze zjawiskiem dyfuzji. Rozwaimy
czastke brownowska poruszajaca sie wzdluz prostej, wykonujaca
skoki o dlugosdci | z czestotliwoscia n. Przemieszczenie czastki mi
oznaczmy przez . Rozwazmy przedzial o dlugodci Az duzo wieksze]
niz dlugoéé jednego skoku [ i duzo mniejszej niz N1,

3

innymi, ped czastki i jej polozenie, czas

~ zycia czastki i jej masa i wiele innych par
. wielkodci. Jezeli zmierzymy dokladnie
-polozenie czagtki, to nie mozemy znaé

w tym samym miejscu jej pedu. Mozna
to nawet zrozumieé. Kazdy pomiar
polozenia zaburza ruch czastki, a tym
samym zmienia jej predkoéé. No bo

na przyklad: ustalimy polozenie elektronu
umieszczajac na jego drodze bardzo
wasky, szczeline. Im weisza szczelina,
tym doktadniej wiemy, Ze elektron, ktéry
przeszed! przez szczeling, mial w chwili
przechodzenia dobrze okreslone polozenie
— wlaénie poloZenie szczeliny. Pojawia sie
jednak od razu klopot. Ze wzgledu na
nature falowa elektron przechodzac przez
wspomniang szczeline ulega ugieciu i nie
mozemy juz powiedzieé, jaki jest jego
ped czy predkoéé. Zatrzymajmy sie na
tym przyktadzie. Czy stwierdzenie, Ze nie
znamy predkosci, oznacza, iz czastka jej nie
ma, czy tei oznacza nasza nieudolnoéé?
Inaczej méwiac, czy istnieje realnie,

czyli niezaleznie od nas, coé takiego

jak predkosé czastki, ktéra albo znamy,
albo nie? A moze jest sensowne méwié

o predkosdci tylko wtedy, gdy dokonujemy
pomiaru?

Przyznaja Pafistwo, Ze zaczynamy sie
oddalaé od tego, co uwazamy za oczywiste.
Ot6z we wrzedniu 1927 roku Niels Bohr

na konferencji w Come przedstawil
poglad, wedlug ktérego zjawiskom nie
mozna przypisaé realnodci niezaleznie od
obserwatora. Rola obserwatora staje sie
niezwykle wazna. Swiatlo moze byé fala
lub czastka—fotonem zaleznie od tego,

w jakim doswiadczeniu je badamy. Nie
mozemy powiedzeé, czy jest fala, czy
czastka, zanim nie dokonamy pomiaru.
Wystapienie Bohra spotkalo sie z bardzo
silnym sprzeciwem Kinsteina. Dyskusja
miedzy Bohrem i Einsteinem jest sama

w sobie pasjonujaca jako obraz écierania
sie dwéch najwybitniejszych umysléw
epoki. Einstein zaatakowal najpierw
zasade nieoznaczonodci. Na kongresach
Solvaya w roku 1927 i w 1930 przedstawial
slynne dodwiadczenia myslowe, ktére mialy
wykazac sprzecznos$é tkwiaca w zasadzie
nieoznaczonosci. Bohr zdolal sie obronié.
Jako anegdote mozna opowiedzieé,

iz zdarzalo sie, Ze Einstein jednego dnia
przygwaidzal Bohra swoimi argumentami,
ten za$ spedzal cala noc na pracy, aby
przy Sniadaniu nastepnego dnia mieé

juz gotows odpowiedZ. Byl to dla fizyki
okres niezwykle plodny i pasjonujacy.
Einstein w koficu zrezygnowal z wykazania

~ sprzecznodci logicznej tkwiacej, wedle

niego, w mechanice kwantowej, ale usilowat
wykazaé, ze jest ona niekompletna,
to znaczy, Ze nie opisuje calej




rzeczywistodci fizycznej. W 1935 roku
opublikowat wraz z Podolskim i Rosenem
prace, w ktérej, jak mu sie wydawalo,
wykazal, ze mechanika kwantowa jest
niekompletna. Koncepcja zwana do

dzié jako paradoks EPR od pierwszych
liter nazwisk autoréw opierala sie na
nastepujacym rozumowaniu:

* Jezeli nie zaklécajac w zaden sposdb,
czyli nie wykonujac pomiaru, mozemy
przewidzieé wartosé wielkoéci fizycznej

w jakim$ ukladzie, to mamy prawo
powiedzieé, ze wielkod¢ ta istnieje
rzeczywiscie niezaleznie od obserwatora.
Jezeli potrafimy przewidzieé wartosé

pedu czastki w danym miejscu przestrzeni
bez dokonywania pomiaru pedu tej
czastki, to czastka ta ma rzeczywiscie ped
niezalezny od nas.

* Nalezy wykazaé, e mozna zaprojektowaé
doswiadczenie, w ktérym bez dokonywania
pomiaru pedu czastki mozna okreéli¢
dokladnie jego wariosé. Bedzie to dowdd,
ze ped czastki jest wielkoscia niezaleina
od obserwatora, a wiec, Ze istnieje
obiektywnie. :

Doséwiadczenie zaproponowane przez
Einsteina i wspélpracownikéw przedstawie
na przykladzie dwéch jednakowych kulek
A i B iciénietych spreiynka i zwiazanych
nitka. Przepalamy nitke. Spreiynka
oddala od siebie kulki. Sa one jednakowe,
wiec leca w przeciwne strony z jednakowa
predkoécia. Po odczekaniu dostatecznie
dlugiego czasu, aby kulki oddalily sie od
siebie i nie mogly juz na siebie wplywaé
i wzajemnie sie zaklécaé, bo przeciez
sygnali nie mozna przestaé predzej niz
z predkoécia éwiatta, mierzymy predkosé
kulki A z dowolnie duza precyzja. MoZemy
nawet sie zgodzié, Ze stuszna jest zasada
nieoznaczonoéci i Ze w wyniku pomiaru
pedu nie mozemy znaé polozenia kulki A.
Zgodnie z ta zasada nie mozna bowiem
. zmierzyé z dowolna dokladnodcia predkosdci
i polozenia. Ze wzgledu na identycznosé
kulek A i B wiemy bez pomiaru,
ze kulka B biegnie w strone przeciwna
do ruchu kulki A z predkoscig dokladnie
taka sama jak predkoéé kulki A. Czyli
bez pomiaru predkodci kulki B znamy
jej predkosé. Przeczy to interpretacji
Bohra mechaniki kwantowej, ktéra méwi,
7e nie mozna méwié o rzeczywistosci
fizycznej w oderwaniu od pomiaru.
Einstein wyciagnal wniosek, Ze mechanika
kwantowa jest niepelna i nie opisuje calej
rzeczywistosci.

W 1952 roku David Bohm zaproponowal
modyfikacje mechaniki kwantowej. Byé
moze, méwil, istnieja w teorii nieznane
nam parametry, tak zwane parametry

Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze po wykonaniu N skokéw

w czasie t = N/m czastka znajduje si¢ w przedziale [z, z + Az]?

Jest ono réwne

Az

ﬁ )

poniewaz m moze przyjmowaé jedynie parzyste lub jedynie
nieparzyste wartodci. Dla bardzo duzych N i m duzo mniejszych

od N rozklad dwumianowy asymptotycznie przechodzi w rozklad
Gaussa. Dla czastki Browna nieskrepowanej istnieniem jakichkolwiek
barier otrzymamy gesto$é prawdopodobiesistwa

Pt(z) =

Py(z)Az = Py(m)

2

1
SRS ol SR s ¢4
2(nDt)1/2 3
natomiast dla czastki poruszajacej si¢ w obecnosci bariery
odbijajacej, umieszczonej w punkcie o wspélrzednej z,, jest ona
réwna

1 _ =z _ (2= —2)?
gdzie stala dyfuzji D jest okredlona jako
1
D= §m12

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 711. Udowodnié, ze jedli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja nieréwnosci
a+b+c>0,ab+ be+ ca >0, abe > 0, to s3 dodatnie.
Rozwiazanie na str. 13

M 712. Nie poshigujac sie wzorem Stirlinga udowodnié,
ze 80! > 10! - 10'°°,

(Zadanie zaproponowat P, Strzelecki)

Rozwiazanie na str. 12

M 713. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich a,b, ¢ zachodzi
nieréwnosé (5 — a? — b? — c?)abe < 2.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Jarosiaw KULPA

F 387. Zgodnie z efektem Hawkinga, na skutek kreacji par czastek
elementarnych w silnym polu grawitacyjnym czarne dziury promieniuja,
w spos6b zblizony do promieniowania ciala doskonale czarnego

ho = i : . 2
o temperaturze T' = SRGM i powierzchni 8 = 4w R?, gdzie R = G,;M
C

jest promieniem Schwarzschilda czarnej dziury o masie M (k oznacza stalq
Boltzmanna).

Oszacowad, jaka minimalna mase powinny mieé czarne dziury powstale
we wezesnych okresach istnienia Wszechdwiata, tj. okolo to = 18 mld lat
temu, aby nie wypromieniowaly do tej pory calej swojej energii.
Rozwiazanie na str. 12

F 388. W metodzie Millikana wyznaczania ladunku elementarnego
zaklada sie, Ze na kropelki oleju rozpylone w powietrzu dziata tylko sita
oporu zwiazana z lepkodcia powietrza. Oszacowaé, dla jakich promieni
kropelek sila oporu aerodynamicznego stanowi mniej niz € = 1% sily
oporu zwiazanej z lepkodcia. Gestosdé oleju g = 900 kg/m®, wspélczynnik
oporu aerodynamicznego przyjaé réwny c¢ = 0,4, lepkoéé powietrza
n=1,81-10"° Pas.

Rozwiazanie na str. 12



w niebo

Patrz

Od ponad 20 lat detektory promieniowania gamma wynoszone

na duze wysokoéci za pomoca balonéw rejestrowaly pochodzace

z centrum Galaktyki promieniowanie o energii kwantéw 511 keV.
Kwanty o tej energii powstaja, jak wiadomo, przy anihilacji
elektronéw z pozytonami. Z natezenia tego promieniowania

i odlegloéci jego #rédta (gdyby to bylo centrum Galaktyki)
wynikalo, ze w kazdej sekundzie ulega unicestwieniu kilka miliardéw
ton materii i antymaterii. W ogélnoéci natezenie to bylo doéé
przypadkowo zmienne, okolo roku 1980 oslablo niemal do zera,
po czym znowu pojawilo sie pod koniec lat 80. Z tempa tych
zmian zachodzacych w skali miesiecy mozna bylo wnioskowa,

ze frédlo promieniowania ma rozmiary nie przekraczajace jednego
roku éwietlnego. Narzucalo sie, ze osobliwe promieniowanie moze
pochodzié z osobliwego Zrédla, a c6z moze tu lepiej pasowaé niz
czarna dziura w centrum Galaktyki!

Niestety, kierunkowa zdolnoéé rozdzielcza detektoréw
promieniowania gamma wyraza sie dziesiatkami stopni, a wiec
centrum Galaktyki moze, ale nie musi byé Zrédlem anihilacyjnych
kwantéw. Otéz wlasnie! Pod koniec 1989 roku amerykanscy
astronomowie: Jeffrey McClintock i Marvin Leventhal oglosili,

ze #rédlem owego promieniowania moze byé zupelnie inny, konkretny
obiekt polozony w poblizu kierunku na centrum Galaktyki.

W 1970 roku balonowe obserwacje doprowadzily do odkrycia
#rédla promieniowania rentgenowskiego pochodzacego od obiektu
nazwanego GX1+4 (tu liczby oznaczaja wspélrzedne galaktyczne),
polozonego w odleglosci 5° od centrum. Jest to tzw. gwiazda
symbiotyczna, uklad podwéjny skladajacy sie z rentgenowskiego
pulsara i czerwonego olbrzyma zanurzonych w rozleglej, silnie
zjonizowanej mglawicy. Wahania jasnodci rentgenowskiej tej
gwiazdy okazaly sie silnie skorelowane ze zmianami natezenia
promieniowania gamma przypisywanego czarnej dziurze. Co wiecej,
okazalo sie, ze gdy w latach 70. emisja rentgenowska byla

silna, pulsar przyspieszyl, jego okres rotacji ze 135 s skrécil sie

do 110 s, natomiast spadkowi jasnodci rentgenowskiej w 1980 roku
towarzyszylo spowolnienie rotacji pulsara.

Amerykariscy astronomowie nie wyjaénili, skad ostatecznie pochodzi
promieniowanie towarzyszace anihilacji elektronéw i pozytonéw ani
nie przedstawili mechanizmu zachowania sie gwiazdy GX1+4, ale
moral z ich publikacji jest chyba juz widoczny: nie za wszystkie
dziwy trzeba od razu obarczaé wina czarna dziure. Gwiazda ta
z pewnoscia jest éledzona za pomoca nowszej aparatury i stale
mozna spodziewaé sie dalszych rewelacji.

Tomasz KWAST

ukryte, ktére pozwolilyby przewidywad
to, co mechanika kwantowa uznaje za
nieprzewidywalne. Uratowalibyémy

i determinizm, i realnoéé §wiata fizycznego
w starym sensie tego pojecia. Czy

zatem mechanika kwantowa uzupelniona

o koncepcje zmiennych ukrytych przybliza
sie znowu do fizyki klasycznej w sensie
zgodnosci ze zdrowym rozsadkiem?
Absolutnie nie. Bohm musial bowiem
zalozyé mozliwoéé natychmiastowego
przekazywania niekontrolowalnych
zaburzen od jednej czastki do drugiej.
Natychmiastowodé wzbudza natychmiast
sprzeciw, bowiem wiemy o maksymalnej
predkosci przekazywania sygnaltu

w szczegdlnej teorii wzglednosei. I tak

#le i tak niedobrze. Zwrdcono wiec

uwage na dwie zasady, jakimi kierowano
sie w konstruowaniu teorii: zasade
lokalnoéci i zasade sprawdzalnoéci.
Pierwsza méwi, ze jezeli w chwili
dokonywania pomiaréw dwa systemy nie
oddzialuja ze soba, to pomiar pierwszego
systemu nie moze zaklécié drugiego.
Zasada sprawdzalnodci odwoluje sie¢ do
doéwiadczenia jako do ostatecznego arbitra
prawdy. Przewidywania feorii uznajemy
za prawdziwe, jezeli zostaly potwierdzone
w doswiadczeniu. A wiec przyjmujemy,

ze ostatecznym arbitrem w sporze jest
eksperyment.

W 1964 roku fizyk francuski J.S. Bell
wykazal, ze teoria z parametrami ukrytymi
i zakladajaca, iz nie mozna przekazaé
informacji predzej niz z predkoscia,
dwiatla, czyli tak zwana teoria lokalna,
daje przewidywania rézne od mechaniki
kwantowej. Wynik ten znany jako
twierdzenie Bella ma ogromne znaczenie.
Wykazuje on nie tylko, ze teoria

z parametrami ukrytymi nie moze
odtworzyé wszystkich statystycznych
przewidywarn mechaniki kwantowej,

ale wskazuje na droge rozstrzygniecia
problemu poprzez dodwiadczenie, a nie
tylko przez mniej lub bardziej zlozone

i eleganckie rozumowanie. Wynik pracy
teoretycznej Bella mozemy ujaé jeszcze
inaczej. Jezeli mechanika kwantowa jest
zgodna z dodwiadczeniem, to prayroda

nie potwierdza przyjetej przez nas zasady
lokalnodci: dwie czastki skorelowane

ze soba, nawet odlegle o lata swietlne,
odczuwaja, wplyw pomiaru dokonywanego
na jednej z nich. Wydaje si¢ to wszystko
bez sensu. Nic wiec dziwnego, ze wiele
grup rtt'ikslzterymenl:aln]g'(:h prowadzi
doéwiadczenia nad rozstrzygnieciem, czy
potwierdza si¢ przewidywania mechaniki
kwantowej, czy teorii o parametrach
ukrytych.




W naszych artykulach zwykle punktem
wyjscia jest dodwiadczenie. Dzi§ wybralem
eksperyment grupy Francuzéw, ktérego
wyniki opublikowano w sierpniu 1981 r.
Pisze o nim na koficu, poniewaz chcialem
Paristwa przygotowaé do docenienia tych

kilku zdari, jakie napisali w standardowym :

streszczeniu, ktére umieszcza sig na
poczatku kazdej naukowej publikacji. Otoz
Alain Aspect, Philippe Grangier i Gerard
Roger pisza:

»Nasze wyniki sa w doskonalej (ezcellent)
zgodzie z przewidywaniami mechaniki
kwantowej, silnie naruszaja uogdlniona
nieréwnoéé Bella i wykluczaja cala klase
realistycznych lokalnych teorii®.

Co z tego wynika? Mechanika

kwantowa éwieci sukcesy. Zgadza

sie z dodwiadczeniem. Jest
niedeterministyczna, nie jest lokalna,

nie uznaje niezaleznej rzeczywistosci
fizycznej w oderwaniu od pomiaru.

I to wszystko wzbudza w nas sprzeciw
jako przeczace zdrowemu rozsadkowi.
Niewatpliwie wiele jeszcze pracy

trzeba wlozyé, aby wlasciwie zrozumieé

i zinterpretowaé mechanike kwantowa,. Jest
ona wspanialym narzedziem, ktére dziala,
ale nie do koinca wiemy, co to znaczy. Ale
to dobrze, tak jest ciekawiej. Naruszone
sa zasady zdrowego rozsadku? Nie szkodzi
— kierujmy sie jednak nim dalej. Claude
Bernard mawial:

» Wielka, sztuka jest zmieniaé swoje
poglady i idee w miare postepu nauki”,

a Henry David Thoreau stwierdzal:
yPrawdziwa wiedza polega na zdawaniu
sobie sprawy z tego, co wiemy, e wiemy

i z tego, co nie wiemy, Ze nie wiemy”

A od siebie dodam, 7e my jeszcze dujo nie
wiemy, ale fo, co wiemy, jest pasjonujace.

Powierzchnia oceandéw — jeszeze wicksza.
Williams oblicza, e gdyby krople wody
stanowigqee powierzchnie oceandw uloiyd w slup,
to bylby on bardzo wysoki.

Rseki plyna do swych ujdé i posiadajg
malownicze brzegi. Najdluieze rzeki: Nil
(historyczna egipska rzeka), Wolga (w Rosgi)

1 kilka innych. Reinhardt oblicza, e gdyby

z wazystkich rzek zrobif jednaq, bylaby ona wielka.

Antoni Slonimski i Julian Tuwim, W oparach
absurdu.

Migdzy innymi wynalazl on plyn do wywabiania
przykrych wapomnied, banknoty z poziomag
deemka, wyobrazajacq nieskoriczenie wielkq sume
pienigdzy, trzy sposoby kolorowania mgly na
mile dla oka kolory, a takie specjalny proszek,
ktdrym mozina posypywad chmury i odciskad je

w odpowiednich formach, dzigki czemu uzyskujq
trwale, solidne ksztalty.

Stanislaw Lem, Dzienniki gwiazdowe Ijona
Tichego; Podréz dwunasta.

Dwuglos o nieskonczonosci

Czy istnieje najwieksza liczba, to jest wieksza od wszystkich innych?
OdpowiedZ na to pytanie jest negatywna. Szczegélnie latwo te
odpowied% uzasadni¢ postugujac sie systemem pozycyjnym, do ktérego
Jjestedmy przyzwyczajeni ,od zawsze”. Dopisujac zero na koticu napisu
przedstawiajacego liczbe calkowita mnozymy ja przez 10, a zera mozemy
dopisywaé w ,nieskoficzonogé”.

Od poczatku historii ludzkoéé borykala sie z problemami nieskoficzonoéci.
Bardzo szybko zaczeto odréiniaé nieskoriczonoéé, jaka reprezentuje
nieskoficzony proces (np. o takiej nieskoiiczonoéci jest mowa

w poprzednim akapicie, albo w dzieciecym a ja zawsze o jeden wigcey),

od nieskoriczonodci, jako ilosci jakiché obiektéw (np. liczba punktéw
prostej). Latwiej sie zreszta godzono na istnienie tej pierwszej.

Poczatkowo sadzono, ze nieskoriczonoéci nie mozna policzyé. Pézniej
zlagodzono ten warunek — mozna przeciez liczyé liczby naturalne, gdyz
wiemy, jaka z nich ma byé wymieniona po kazdej z nich, jako kolejna.
Niemniej jednak poglad, Ze nieskoriczonoéé mozna zobaczyé gdzies

w przyrodzie, jest bledny, cho¢ nadal w §wiadomodci spolecznej pokutuje.
Méwi sie¢ wtedy o ziarnkach piasku na pustyni, kroplach wody w oceanie
czy gwiazdach na firmamencie. Poréwnania te biora sie stad, ze realnie
czlowiek istotnie nie moze policzyé ani kropel w oceanie, ani ziarenek
piasku na pustyni. Nie wystarczy mu po prostu czasu.

A czy naprawde nieskoficzonosé jest potrzebna w praktyce? Jak duze
liczby naturalne maja sie do przyrody? Korzystajac z notacji wykladniczej
jest bardzo latwo napisaé naprawde duza liczbe, na przykiad 10'°°.

W systemie dziesigtnym jest to jedynka ze stoma zerami. Zobaczmy,

jak ta liczba ma sie do przyrodniczych wyobrazen nieskonczonosci,

o ktérych méwiliémy powyzej. Niech kropla wody ma érednice 2 mm,

to znaczy jej objetosé wynosi okolo 4 mm®. Objetosé wody w oceanach
szacuje si¢ na 1370 mIn km®, a wigc to ,tylko” okolo 3 - 10% kropli. Dla
matematyka przyzwyczajonego do nieskoriczonoéci to nieduza liczba,
chociaz to tréjka z dwudziestoma szeécioma zerami. Mozemy sprébowaé
wyrazi¢ objetos¢ wéd oceanicznych przez liczbe molekut wody. Jedna
kropla wody to okolo 2 - 10™* mola wody, a wiec zawiera w przyblizeniu
2-10"° molekut. Stad otrzymujemy 6 - 10** molekul wody w oceanach.
Ciagle malo w poréwnaniu z 10'°°, Powierzchnia Ziemi mierzona w mm?
to znowu ,zaledwie” 5 - 10%°. Obliczajac objetosé Wszechéwiata w mm?
tez nie przekroczymy 10'°° (a w angstremach szedciennych?). Ale takie
rachunki nie maja Zadnego znaczenia fizycznego. Tak duzych ilodci
rzeczy na $wiecie nie ma i liczba 10'°® przekracza wszystko, co moina
policzy¢ i zmierzyé. Napotykamy tu réznice miedzy fizyka i matematyka,.
Dla matematyka jest to taka sama liczba jak 5 czy 28, to znaczy jedna

z nieskoriczonego zbioru liczb skoficzonych. Realnoéé czy nierealnodé
fizyczna poje¢ nie interesuje dzisiejszego matematyka. Porusza sie on

w dwiecie abstrakeji, w ktérym poprawnoéé rozumowania i niesprzecznosé
teorii sa wazniejsze niz ich odniesienia do rzeczywistosci.

Pojecie nieskoriczonosci uzyskalo w matematyce swéj precyzyjny sens.
Ta pierwsza nieskoficzonoéé — nieskoriczenie dlugo trwajacy proces — ma
swéj symbol: co, cod§ w rodzaju polozonej ésemki wprowadzonej do
matematyki w 1655 roku przez angielskiego matematyka Johna Wallisa.
Nazywa sie ja nieskoriczonodcia potencjalna,.

Tych innych nieskoriczono&ci jest (nieskotriczenie zreszta) wiele i tez maja
one (tym razem bogato rozbudowany) system oznaczen.

Z praktycznego natomiast punktu widzenia liczba 10'°° to nieskoriczonosé.
I ten, kto mysli o niej jak o nieskoriczonodci, ma, w gruncie rzeczy, dobra
intuicje.

Jan KALINOWSKI



Na sasiedniej stronie mozna przeczytaé artykut Jana
Kalinowskiego. Czytelnikowi trudno zapewne byloby nie
zgodzié sie z przedstawionym w owym tekscie pogladem,
ze z fizycznego czy moZe raczej zdroworozsadkowego
punktu widzenia zbedne sa liczby wigksze niz 10200,
Istotnie, gdy liczymy ziarnka piasku w hipotetycznej
sferze Archimedesa (o promieniu réwnym odleglosci
Ziemi od widzialnych gwiazd), albo wszystkie molekuly
wody w oceanach, albo liczbe lat potrzebnych do starcia
na proch kamienia o rozmiarach 1 km?®, zbudowanego

z materialu milion razy twardszego od diamentu, poprzez
pocieranie go reka raz na milion lat, albo nawet liczbe
wszystkich atoméw we Wszech§wiecie, to rzeczywidcie

w wyniku dostajemy liczby mniejsze (i to dodé wyraZnie)
od 10,

Wybraznia ludzka potrafi jednak byé zawodna. Nie
wykorzystujac wcale tak rozbudowanych drodkéw

opisu, jak ogromne odcinki czasu, supertwarde glazy,
czy wszystkie atomy Wszechdwiata, mozemy w bardzo
codziennych sytuacjach napotkaé liczby znacznie wieksze
niz 10*°°. Odwolajmy sie na poczatek do prostej
kombinatoryki i spytajmy, na ile sposobéw mozna
usadzié 80 pasazeré6w w jednym wagonie kolejowym
drugiej klasy (ktéry, jak wie kazdy, kto choé troche

w czasie wakacji podrézuje, ma 10 przedzialéw po 8
miejsc). Odpowied? zna kazdy uczeri: sposobéw jest
80'=1-2-... -80. Ta liczba jest w przybliZzeniu réwna
okolo 7,1569 ... x 10*!® i wyrasnie przekracza owa fizycana,
bariere 10'9°.

Do obliczenia przyblizonej wartodci silni wygodnie jest uizyé
wzoru Stirlinga:

n! w (%)nx/ﬂ_;.

Zapytajmy teraz o inna prosta kwestie: na ile sposobéw
mozna wybraé 1000 mieszkanicéw milionowego miasta

i nastepnie rozmieécié¢ ich na tysiacu ponumerowanych
miejsc w ekspresie wyruszajacym, na przyklad, z Warszawy
do Zakopanego. Znéw, odpowiedZ zna kazdy uczen
ogélniaka. Wszystkich sposobdéw jest

!
1000 000 . 1000! = 1000 000! ’
1000 999 000!

czyli mniej wiecej
6,0673297 ... x 10°°%°,

W ukladzie dziesiatkowym do zapisania tej liczby potrzeba
okraglych szesciu tysiecy cyfr.

Pomy$lmy teraz o kasynie w Las Vegas i wyobraZmy sobie,
7e raz do roku pojawia si¢ tam gracz, ktéry ma w kieszeni
100 dolaréw i chcialby je stawiaé (po jednym dolarze) na
czerwone lub czarne do momentu, gdy uda mu sie uciutaé
milion dolaréw, albo do momentu, gdy przegra wszystko.
Ruletka w Las Vegas ma 38 pél: po 18 czarnych i czerwonych
oraz 2 sielone. Gdy stawiamy na czarne lub czerwone,

to w przypadku wygranej odryskujemy podwojona stawke,
a w przeciwnym razie tracimy stawke. Prawdopodobieifistwo

18
wygranej w pojedynczej grze jest réwne 38 = 5

Student trzeciego roku matematyki, ktéry zetknat sie
z zadaniem o ruinie gracza oraz umie obliczyé wartodé
oczekiwana zmiennej losowej o rozkladzie geometrycznym,
powinien bez wiekszego klopotu stwierdzié, ze drednio

3

rzecz biorac trzeba poczekaé nieco dluzej niz 10%2°°° lat,
zanim jeden z takich graczy opusci kasyno z milionem
dolaréw w kieszeni (dla poréwnania: wiek Wszechéwiata
to okolo 18 x 10° lat). Swoja droga, do policzenia owego
gredniego czasu oczekiwania na wzbogacenie sie jednego

z graczy trzeba jedynie znaé¢ wzér na prawdopodobienstwo
catkowite i umieé sumowaé skoticzone i nieskonczone

ciagl geometryczne — moze wigc Czytelnicy zechcieliby
samodzielnie sprawdzi¢ powyzszy wynik?

A gdy wkroczy sie w czysto juz matematyczny $wiat
stalych wystepujacych w rozmaitych nieréwnosdciach
czy dajmy na to, w teorii liczb, to spotka¢ mozna tam
prawdziwe liczby-potwory. O jednej z nich chce tu
opowiedzieé.

Otéz, dokladnie 150 lat temu Catalan postawil
hipoteze, ze wérdd wszystkich poteg liczb naturalnych
(o wykladnikach 2, 3, 4,...) jedyne dwie kolejne liczby
naturalne to 8 = 2° oraz 9 = 3%. Méwiac inaczej, wedle
Catalana réwnanie
6} 5" =1,

nie ma innych rozwiazan niz z=m =3, y=n = 2.

z,y,n,meN, m,n>2

Swoje praypuszezenie Catalan sformulowal w lidcie do Crelle’a,
wydawcy slynnego Journal fir die reine und angewandte
Mathematik. Ow list zostal opublikowany w 29 tomie tego
czasopisma w 1844 roku.

Hipoteza ta do dzi§ stanowi otwarty problem teorii liczb.
Ogromny krok na drodze do jego rozwiazania uczynit

w polowie lat siedemdziesiatych naszego wieku holenderski
matematyk Robert Tijdeman, ktéry wykazal, ze jedli
liczby =z, y, m, n stanowia rozwiazanie réwnania (%),

to najwieksza z nich nie przekracza pewnej, jak sie ladnie
méwi, efektywnie obliczalnej stale] C. Wkrétce potem
pojawily sie rozmaite szacowania wielkodci owej stalej.

W 1976 roku M. Langevin obliczyl, e

C < exp(exp(exp(exp(730)))) .

Gdy zechce sie napisaé, ile cyfr ma liczba cyfr prawej
strony tej nieréwmnosci, to trzeba wypisac liczbe, ktéra
bedzie mieé duzo wiecej niz 10'°? cyfr. Sytuacja nieco sie
poprawi, gdy ustalimy wyktadniki m,n > 3. Jak R. Baker
wyprowadzil z twierdzenia Thue, Siegela i Rotha, czawdrka
liczb m, n, z, y spelniasjacych réwnanie (*) musi tez
spelnia¢ warunek

max(z,y) <

< min(exp exp{(sn]wmwm° To— exP{(5m)mnwn3 }) :

Z praktycznego punktu widzenia wszystkie te oszacowania

- 8a, calkowicie bezuzyteczne. Gdyby bowiem ktos chcial

zaprzac wykonujacy miliard zmiennoprzecinkowych
operacji w ciagu sekundy komputer CRAY do sprawdzenia,
czy w zbiorze C* wszystkich czwérek liczb naturalnych

z przedziatu [1, C] nie ma przypadkiem wyjatkéw od
hipotezy Catalana, to musialby dysponowaé czasem, przy
ktérym wiek Wszechdwiata wydaje sie byé nieporéwnanie
krétszy niz mrugniecie oka.

Zamiast wiec tracié czas na zapisywanie papieru duzymi
liczbami, lepiej od razu zabrac sie do dowodzenia
hipotezy Catalana — geniuszom moze na to (przypadkiem)

wystarczyé ludzkiego zycia. Pawel STRZELECKI
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Siatki

Rysunek 1 przedstawia zle

rozwiazanie zadania:

Narysowaé siatke ostrostupa

o podstawie kwadratowej i kazdej

krawedzi bocznej innej dlugosci. :

Rozwiazujacy obral dwie rézne 2 B
dlugosci i dla punktéw P i Q 1
znalazl punkt A. Potem wzial D P Q
jeszcze jedna dlugoséé i znalazl
punkt B, jeszcze jedna i punkt C; S R
pierwsza i ostatnia daly mu punkt
D. Wynik jest do niczego: kazde
dwie kolejne sciany boczne daja, sie
skleié, a caloéé nie.

Prosze wykona¢ tym sposobem
zadana, siatke — szansa, ze sie
trafi na taka, co sig sklei, jest
minimalna. Dlaczego tak sie
dzieje 7

C

A oto dobre rozwiazanie zadania.
" : 2 . Rys. 1

Z punktu O nie lezacego na zadnej = Dais A
z osi symetrii kwadratu rysujemy - = o
prostopadle do wszystkich 4 N
bokéw podstawy i1 tylko na Y 4
nich poszukujemy wierzcholtkéw /
trojkatow — przyszlych écian [
bocznych. Calosc jest wiec
wyznaczona jednoznacznie juz po D
obraniu punktu A. \

Taka z kolei siatka zawsze daje sig !
skleié. Ten, kto umie to uzasadnic, L e |
wie rowniez, ze na rysunku 3 et
jest prawidlowo wykonana siatka S - R
ostrostlupa o podstawie bedace]
pieciokatem niewypuklym. Tyle
ze na rysunku dwie sciany boczne
-~ QRB i RSC - czesciowo

sie nakladaja. Dlatego dobrze
przenies¢ jedna z nich w inne
miejsce (na rysunku: zamiast RSC g
wziaé R'SD). Rys. 2




Rys. 3

Matq Delte opracowal Marek KORDOS
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Dodawanie zbiorow

ale nie takie zwyczajne (gdzie suma jest zbiér majacy wszystkie elementy
dodawanych zbioréw), lecz okreélone za pomoca wektoréw, jest waznym
narzedziem teorii zbioréw wypuklych (bardzo od kilkunastu lat modnej).

Okreéla sie je w nastepujacy sposéb. Obieramy na plaszczyznie punkt O. Suma
zbioréw A i B nazywamy zbiér wszystkich punktéw X, dla ktérych istnieja
takie punkty A€ A1 B € B, ze 53(' - 0A + OB. Na rysunku dodali$my kolo
do tréjkata.

Jak latwo zauwazyé, A + B = B + A. Latwo tez zauwazy¢, ze wynik dodawania

" zalezy od tego, gdzie obraliémy punkt O. Zaleiy, ale nie bardzo — wyniki

dodawania za pomoca réznych punktéw O i O’ sa figurami przystajacymi,
a nawet wiecej: mozna jeden z nich nalozyé na drugi za pomoca przesuniecia
T
o wektor OO’ (prosze sprawdzi¢!). Wprowadzajac dla figur F i G, ktére mozna
nalozyé przez przesuniecie, symbol F = G mozemy badaé wlasnosci algebry
takich zbioréw, czyli struktury (X, +,=%), gdzie X to rodzina wszystkich figur,
powiedzmy, plaszczyzny. Jest to algebra (jak juz zauwazyliémy) przemienna,
bo A+B =B+ A. A czy jest to algebra laczna, tzn. czy dla dowolnych A, B
iC
(A+B)+C=A+(B+C),
albo, czy jest monotoniczna, tzn. czy istnieje taka figura D, ze
A+BOD=A?
Latwo wymysélié dalsze podobne pytania.
Mozna tez badaé dodawanie zbioréw wypuklych (bo dla nich to dodawanie
gostalo wymyslone). Na przyklad, czy suma zbioréw wypuklych jest zawsze
zbiorem wypuklym? Tu tez nasuwaja sie dalsze pytania. Polecamy te badania

jako temat do samodzielnej pracy naukowej — w szczeg6lnosci na Konkurs Prac
Uczniowskich z Matematyki.
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Komentarze Minkowskiego do
nierdwnofci Brunna zainteresowany
Cerytelnik odnajdzie w jego ksiagce
Geometrie der Zahlen wydanej

w 1910 roku w Lipsku i Berlinie juz
po dmierci autora.

Przyktadem bardzo wainego twierdzenia dotyczacego dodawania zbioréw jest
nieréwnoé¢ Brunna-Minkowskiego—Lusternika. Sformulujemy ja w szczegélnym
przypadku.

Jesli A © B sq (ptaskimi) figurami wypukiymi, to

V]A+B| > |4+ VB,

gdzie przez |F| oznaczylismy powierzchnig figury F.

Analogiczna nieréwnoé¢ zachodzi takie dla tréjwymiarowych bryt wypuklych.
Mianowicie,

Jezeli A i B sq brylami wypuklymi, to

VIA+B| > {/|Al+ /B,

gdzie przez |F| oznaczylismy tym razem objetosé bryly F.

W takiej wlasnie formie udowodnil te nier6wnoéé Brunn w 1887 roku. Minkowski
znalazl wszystkie przypadki, kiedy zachodzi réwnoéé. Wreszcie, w 1935 roku, Lusternik
wykazal dosy¢ zaskakujacy fakt: udowodnit mianowicie, e powyisze nieréwnosci
zachodza dla dowolnych, byle tylko ograniczonych i domknietych zbioréw A i B, czyli
zadne zalozenie dotyczace wypuklodci nie jest potrzebne.

Pigknym zastosowaniem powyiszej nieréwnoéci jest dowéd tak zwanej nieréwnodci
izoperymetrycznej. Otéz problem jest nastepujacy. Rozwaimy wszystkie figury

o danym obwodzie. Ktéra z nich ma najwieksza powierzchnie? Wydaje sie, ze kolo,
tylko jak to udowodnié? Rozwiatemy ten problem przy dodatkowym zalozeniu,

ze interesujg nas tylko figury wypukle, to znaczy udowodnimy nastepujace

Twierdzenie. Wirdd figur wypuklych o danym obwodzie najwieksze pole ma koto.

Dowéd: Weimy figurg¢ wypukla A. Niech r bedzie réwne obwodowi A podzielonemu

przez 2m. Mamy wykazaé, Ze kolo o tym samym obwodzie co figura A (czyli po prostu

kolo o promieniu r) ma nie mniejsza od A powierzchnie. Trzeba wiec udowodnié, ze
|A| < wr?.

Dodajmy do figury A w sposéb algebraiczny kolo o malutkim promieniu &

i drodku w punkcie O. W wyniku tego dodawania otrzymamy figure A® zlozona

ze wszystkich punktéw plaszczyzny oddalonych od A co najwyiej o e. Nieréwnodé

Brunna-Minkowskiego-Lusternika przyjmuje teraz postaé

Vi4s| > VAl + Vre?

Oznaczajac f(€) = |A®| mamy wiec

Vf(E)_ Vf{o) >\/; .

a zatem, przechodzac do granicy przy € — 0 dostaniemy (/F)'(0) > /7, czyli

1 )
e f(0) 2 7T,
- f(o)f(}_\/_

|47 - 4]
£

albo réwnowaznie

Otéz f(0) = |A|. Natomiast f'(0) = lim

paska okalajacego figure A. Jest to pasek o szerokoéci e i dtugoéci w przyblizeniu
réwnej obwodowi A, czyli 2nr. Zatem powierzchnia tego paska jest réwna
w przyblizeniu 27r - €, a stad f'(0) = 27r. Otrzymali$my wiec nieréwnosé

—~1—21rr >\,
2v/14]

. Licznik ulamka jest powierzchnis,

skad
|A| < 7r?,
co koficzy dowéd.

Powyisza nieréwnosé prawdziwa jest dla dowolnych, nie tylko wypuklych, figur
plaskich. Jest tylko jeden drobiazg: przy rozpatrywaniu dowolnych figur trzeba
wiedziec, co to jest powierzchnia i obwéd, a to juz nie jest takie proste. Nierédwnosé
izoperymetryczna jest takze prawdziwa dla bryl; prawda jest mianowicie, ze wéréd bryt
o danej powierzchni najwieksza objetodé ma kula.

: M.K. i P.H.
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Rozwiazanie zadania F 887.

Z prawa Stefana-Boltzmanna i wzoru

E = Mc*? mamy
d(Mc*)
dt

Podstawiajac wzdr na temperature

SeT*

1 powierzchnie S otrzymujemy
dM o
dt M2’

gdzie

16w G ( hc? § 5
i L 2 ) =4-10"% kg?/s.

BrkG
Calkujac otraymujemy warunek

M > My = (3atoe)*’?

]

Rozwiazanie zadania F 888,

Z prawa Stokesa sila oporu jest
réwna F' = Gmrnre, sila oporu

g Gl g -3
aerodynamicznego zad F} = —cpv mr”,

gdzie r oznacza promieni kropelki.
Na kropelke dziala sila cieikofci

4 9
Q@ =mg= —rnr pg. W dodwiadczeniu
Millikana kropelka spada ze stala
predkodcia. Powyisze informacje
mozemy zapisaé za pomoca dwdch
réwnari:
1 9.4
ebmnrv = —cpu wr",
5ce
. L g g 4 3
6mrnrv + Seev mrt = —mrogg.

Rozwiazujac powyiszy uklad réwnan ze

wzgledu na r otrzymujemy

54(1 + e)en?\ /3 -
- f_l__:_illl_) —38.10
o%cg J

L -1

Rozwiazanie sadania M 712. Mamy

80! = 10!-

-(11-80)-(12-79)-... (45 -486) .

=1,9-10*" kg.

A5 par

Dla kazdego k € [0,34] prawdziwa jest

nieréwnoéé

(11 + k)(80 — k) = 880 + k(69 — k) >

> 800 = 2% . 107,
a ratem

got A0l 42102 5 (ot 107"

=10t 1077,

bowiem 2'° = 1024 > 103.
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Staszic i pioruny
Krzysztof REJMER

Stanistaw Staszic (1755-1829) jest nie bez racji uwazany za ojca polskiej
geologii. Podczas swych badar interesowal sie takze zjawiskami przyrody, wéréd
nich burza. Swiadcza o tym liczne opisy burz zawarte w jego najwickszym dziele
O ziemiorddziwie Karpatdw t innych gdér 1 réwnin Polski wydanej w 1815 roku

w Warszawie, pisanej miedzy innymi w oparciu o spostrzezenia poczynione
podczas wedréwek karpackich w latach 1804 i 1805.

»Po trzech godzinach czasu naszego wychodu w gory, nagle Cieplomierz

podniost sie¢ do 17. Uwazalem to na gorach barzo czesto, ze krotko przed
deszczem, Pilorunomierz zaczal wydawaé wielkie znaki elektrycznosci sklennej
(electricité vitreuse). Wiatr powstal silny od polnocy. Geste zaczely przeciagad
chmury. Wkrétce caly wierzch cypla, na ktéry wyiéé chcialem znikt w ciemnych
chmurach. Te wszystkie jakoby wychodzac z gor Tatrow, zdawaly sie wydobywaé
dymem z sterczacych najwy#szych rypow; a potem stanaé bathanami w ostatnie
holic rowniny.”

Tych kilka zdari wymaga komentarza. Temperatura podana przez Staszica
mierzona byla w stopniach Reaumura, odpowiadala ona wartosci 12°C.
»Elektrycznoéé sklenna”, czyli szklana, to w dzisiejszym jezyku ladunek dodatni
(szklo zwykle elektryzuje si¢ dodatnio). Od 1733 roku uzywano za Du Fayem
terminéw: elektrycznosé szklana i zywiczna. Pojecia ladunku dodatniego

i ujemnego pojawily sie znacznie pééniej. Powréémy jednak do obserwacji
Staszica.

» W roku 1804. Dnia 10 Lipca, zdarzylo mi sie miedzy tutejszych skal szczotami,
osobliwsze elektrycznodci do§wiadczenie: O godzinie trzeciei po poludniu
elektrometr zaczal dawaé wielkie znaki piorunoplinu. Majac pilniejsza na jego
skutki uwage, spostrzeglem, ze jm wiecej z elektrometrem zbliZalem sie ku
cyplom skaly, tem wiecej rospieraly sie jego galki; a im dalei odchodzilem od
skal, tem mniejsze elektrycznoéci znaki. Elektrycznosé byla zywicznego gatunku
(electricité resineuse).”

W obu opisach zawarte jest wazne spostrzezenie, ktérego znaczenia, niestety,
Staszic nie umial docenié. Podczas dobrej pogody powierzchnia Ziemi
naladowana jest ujemnie, natomiast podczas burzy, gdy wisza nad nia chmury
o ujemnie naladowanym dnie — elektryzuje sie przez indukcje ladunkiem
dodatniego znaku. O tym wlasnie wspomina Staszic w pierwszym z cytowanych
opiséw: zauwazy! on, ze czesto przed deszczem powierzchnia Ziemi naladowana
jest dodatnio. Czesto, ale nie zawsze, poniewaz nie kazdej ulewie towarzyszy
burza, choé letnia pora burze sa w gérach czestym zjawiskiem. W drugim opisie
Staszic zauwaza, ze powierzchnia Ziemi jest naladowana ujemnie. Opisywany
efekt jest wyragnie zwiazany z ladunkiem znajdujacym sie na powierzchni Ziemi,
gdyz slabnie przy oddalaniu sie od skal. Obserwacje te zostaly poczynione na
péltorej godziny przed burza, a wiec jeszcze przy dobrej pogodzie. Jednak
podczas burzy ,Piorunomierz nie przestawal dawaé wiele znaku elektrycznosci,
zawsze w gatunku zywicznej.” To bardzo zastanawiajace spostrzezenie. Podczas
burzy znak ladunku powierzchniowego Ziemi powinien sie zmienié, tymczasem

z opisu wynika, ze tak sie nie stalo. Istnieja trzy mozliwe wytlumaczenia tego.
Zdarzenie mialo miejsce w okolicy Morskiego Oka, posréd granitowych skal,
ktére sa zlym przewodnikiem elektrycznosci; z tego powodu przemieszczenie

si¢ powierzchniowych ladunkéw bylo utrudnione. Inaczej jest tam, gdzie
istnieje choéby cienka warstwa wilgotnej gleby bedacej dobrym przewodnikiem
elektrycznym. Drugie mozliwe wytlumaczenie wiaze sie z istnieniem w dnie
chmury niewielkiego obszaru naladowanego dodatnio. Fragment powierzchni
Ziemi znajdujacy sie bezpoérednio pod spodem jest naladowany ujemnie.

_ To wyjaénienie nalezy jednak zdecydowanie odrzucié, poniewas podczas gérskiej

burzy chmury nie wisza nieruchomo nad Ziemia, czemu dal §wiadectwo sam
Staszic: ,Chmury za$ wiatrem parte o skale, w kilka minut, jeszcze wieksza sila
jakoby odepchniete, powracaly nazad z okropnym szumem.”
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Roszwigzanie zadania M T11.
Z pierwszej nieréwnoéci wynika,

#e przynajmniej jedna z liczb -

powiedzmy ¢

nierédwnodci mamy

jest dodatnia. Z drugiej

—2{a+b)e < 2ab < (a + 1‘}_}2

(ta ostatnia nieréwnofé zachodsi dla
dowolnych a i b). Stad

(a+b)(a+ b+ 2¢e) >0,

a poniewaz a+ b+ 2¢c>a+b+ec >0,
wiec a+ b > 0. Zatem a lub b jest

liceba, dodatnia. W kazdej sytuacji

7 trzeciej nieréwnoédci wynika,

#e pozostala tes.

Inna metoda:

S5 (e + b+ c)u3 + abe =
a? +ab+ bc+ca

podobnie wyrazamy b i e.

Zadanie jest szczegdlnym przypadkiem

twierdzenia méwiacego, fe dodatniodé

wszystkich wielomiandw symetrycznych

podstawowych n zmiennycl

(tun=23)

pociaga za soba dodatniofé wazystkich

argumentdow.

@

Rozwiazanie zadania M T13.

Mozna skorzystaé z (latwej w dowodazie
~ nale »blicayé ekstremum)
nieréwnofci
G2 5 3 > E
3u — 3
gdzie réwnoéé ma miejsce tylko dla

obliczamy

(przy czym pierwsza rownosé

miejsce tylko dlaa=b=1c¢

tylko gdy abe =

1ej arytmetycznej

i geometrycznej

az 2z nieréwnoéci dla

ma

1 druga

1: stad réwnosdé ma

miejsce tylko dla a =

b

=.f =

1)-

Mnoizac uzyskana nieréwnoéé przez 3

i przend

2 2 y
ca” + b° 4+ ¢ na druga

trzymujemy tezg¢ zadania.

Najbardziej prawdopodobne jest to, ze Staszic znajdowal sie na tyle
wysoko, zZe rejestrowal ujemny ladunek dna chmury. Przemawialoby za tym
wytlumaczenie zachowania sie chmur, jakie podaje:

»Tu przekonalem sie: ze ta gwaltownodé, ktéra uwazalem czesto w Tatrach,

iz chmury po odbiciu sie od skal, powracaja zawsze z wiatrem gwaltowniejszym,
od tego z jakim ku skalom bywaly parte; przekonalem si¢ mowa, ze gwaltownosé
odbijania si¢ chmur jest skutkiem elektrycznoédci.”

Ten fragment jest wyrainie jednoznaczny. Chmury sa odpychane od skal na
skutek obecno$ci ladunkéw elektrycznych, musza to byé ladunki tego samego
znaku. Poniewaz w pierwszym pomiarze Staszic stwierdzil ujemny ladunek

na powierzchni Ziemi, w drugim még! mieé na myséli ladunek dna chmury.
Oczywiécie, to wyjasnienie zachowania sie chmur jest bledne. Ponadto oba
pomiary zostaly wykonane z péltoragodzinnym odstepem. W tym czasie mégt
zmienié si¢ znak powierzchniowego ladunku Ziemi. Nie umniejsza to wagi
spostrzezen Staszica zwiazanych z istnieniem i znakiem powierzchniowego
ladunku Ziemi. Nie s3 mi znane wczedniejsze obserwacje innych badaczy, na
przyklad Franklina. Bylzeby Staszic wiec pierwszym?

Jest jeszcze jeden godny uwagi fenomen opisany przez Staszica, ktéry nadaje sie
do ksiegi Guinnesa. Bylo to podczas burzy, ktéra przezyl latem 1805 roku pod
Babia Géra. Miala ona charakter zywiolowej katastrofy o rzadko spotykanych
rozmiarach, polaczonej z silnym gradobiciem. Burza ta poczynila wielkie
spustoszenia na Orawie, Podhalu i1 Spiszu. Ale oddajmy glos Staszicowi: ,Przy
Spitkowicach spadla z powietrza sztuka lodu, ktora poltora stopy w dlugosé,

a stope 1 trzy cale w szerokoséé i tylez na rubos$é miala. Ja w cztery godziny po
jej spadnieciu widzialem ja. To jeszcze 52 funté$w wazyla. Byla barzo gladka

i jasna (translucide).”

Pierwszy problem to jednostki, jakimi postugiwal sie Staszic. W XVIII stuleciu
w uzytku byly funty warszawskie, rosyjskie, angielskie i niemieckie, nieco sie
rézniace. Przyjmujac, ze funt to okolo 0,5 kg, wnioskujemy, ze masa lodowe]
bryly wynosita okolo 25 kg. Jesli jednak obliczymy jej objeto$é i pomnozymy
przez gestodé lodu (900 kg/m?>), to w zaleznoéci od tego, czy postuzymy sie
stopami i calami rosyjskimi czy polskimi, otrzymamy mase okolo 38 lub 44 kg.
Oczywiscie, objeto$é mozemy obliczyé tylko w przyblizeniu, poniewaz bryla lodu
miala zapewne nieregularny ksztalt, ale 1 tak rozbieznoéé obu wynikéw jest zbyt
duza. Sensownym wytlumaczeniem moglaby byé niejednorodnoéé lodowej bryly;
duze gradziny czesto maja strukture zlepieficéw. Gestoéé lodu bylaby wtedy
mniejsza, co wraz z bledem wyznaczenia objetoséci czyni zgodnoéé rozmiaréw

1 masy bryly prawdopodobna. Jednak Staszic wyraZnie akcentuje gladkosé

i jasno$éé bryly, wskazuje to na jej jednorodnoéé. Ostatnie wyjadnienie, ktére
sugeruje sam tekst, jest jednoczednie proste i malo prawdopodobne. Rozmiary
bryly mogly zostaé zmierzone zaraz po upadku, natomiast Staszic widzial ja

1 zwazyl cztery godziny péiniej, kiedy czesciowo roztopila sie. Ale ktéz na
poczatku XIX wieku, w zapadlej gérskiej wiosce, w miejscu gdzie diabel méwi
dobranoc, mierzylby rozmiary lodowej bryly?!

Stanistaw Staszic powszechnie uwazany jest za wzér suchego racjonalisty,
tymczasem wiele opiséw burz zawartych w dziele O ziemiorddztwie. .. burzy

te opinie ukazujac w Staszicu nature wrazliwa na piekno, emocjonalna,

wrecz romantyczna. Nie widaé tego w tych kilku krétkich z koniecznodei
cytatach. Wielu fragmentéw tych opiséw nie powstydzilby sie niejeden z poetéw
wedrujacych po polskich gérach pél wieku pééniej. Zawsze jednak gdy korczy
si¢ burza, naukowiec bierze gére nad poeta. Bystry obserwator odnotowuje
kazdy godny uwagi fakt: zachowanie sie chmur, elektrometru, zwierzat.

Kazdemu Czytelnikowi wedrujacemu latem po gérach zyczymy, aby burze
przezywal zawsze w bezpiecznym miejscu i aby umial dostrzec nie tylko groze,
ale réwniez piekno tego fascynujacego zjawiska.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 1994

Zadania z fizyki nr 181, 182

181. Cienka powloka kulista o masie m i promieniu r
znajdujaca sie w prézni i naladowana ladunkiem Q
rozpadla sie nagle na male kawaleczki. Obliczyé predkosé
uzyskana przez odpryski w wyniku ich wzajemnego
odpychania. Zaloiyé jednorodny rozklad masy i ladunku.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kofica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), mozna to robié

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladno4cia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspélczynnik trudnoéci danego zadania: WT = 4 — 35 /N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — licabe 0s6b, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otraymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

182. Sila sprezystodci wywierana przez sprezyne dana
jest wzorem F = kz (z — wydluzenie), przy czym

stala spreiystodci k maleje ze wzrostem temperatury.
Udowodnié, ze adiabatycznemu rozciaganiu tej sprezyny
towarzyszy spadek temperatury.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1994

Przypominamy tres$é zada:

177. Male cialo porusza sie na plaszczyfnie pod dzialaniem

sily wywieranej przez nierozciagliwa nitke o dlugosci [,

ri koniec nitki jest przesuwany

w tej plaszczyfnie z predkoédcia v stala co do wartodci.
Przedyskutowaé mozliwe ruchy tego kofica, prowadzace do
osiagniecia przez cialo w ciagu czasu t jak najwieckszej predkoéci.
w chwili poczatkowej cialo spoczywalo.

przymocowana do niego. Drug

Przyjat, ze

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadai 169 (WT=2,00) i 170 (WT=3,10)
z numeru 12/1993
Tomasz Wietecha

Andrze] Nowogrodzki
Andrzej Borowski

- Tarnbw 3T,09
- Choclandw 34,04

~ Aleksandrdw Kujawski 31,64
Aleksander Surma - Myszkéw 16,59
R
I T
i
R

178. Gdy na drodze réwnoleglej wiazki §wiatla spdjnego
umiedcimy prostopadla przeszkode kolowa, to w Srodku cienia
rzucanego na ekran widoczny bedzie jasny punkt. Wyjasnié to
rzjawisko i oszacowaf frednice tego jasnego obszaru, jedli promien

r

przeszkody wynosi § mm, odleglodé do ekranu — 1 m, a dlugosé

fali éwiatla — 0,5 pm.

177. Gdy czas t jest krétki w poréwnaniu z I /v, prawdopodobnie najlepsza metoda,
rozpedzenia ciala jest szybka zmiana zwrotu predkodci korica nitki od kierunku prostopadiego
do nitki do kierunku réwnoleglego. ,Pociagajac” w ten sposéb cialo mozna mu nadaé predkodé
bliska v, niezaleznie od t. Majac do dyspozycji dluZszy czas mozemy osiagnaé wieksza predkoéé
ciala. Oto jedna z mozliwych metod: Niech koniec nitki porusza sie stale wzdluz prostej
prostopadtej do poczatkowego kierunku nitki, dokonujac zmiany zwrotu za kazdym razem, gdy
nitka wykona pét obrotu (obréci sig o 180°). Poczatkowo cialo jest nieruchome, czyli wzgledem
ukiadu zwiazanego z poruszajacym si¢ koricem nitki ma predkosé v. Jego ruch po okregu jest
w tym ukladzie jednostajny, zatem zakreéli pél obrotu w czasie xl/v osiagajac predkosé 2v
wezgledem ukladu spoczywajacego. Gdy koniec nitki zacznie sie poruszaé w przeciwna strone,
predkodé ciala wzgledem ukladu zwiazanego z koricem nitki bedzie wynosila 3v i nastepne

pél obrotu zakresli w czasie xl/3v. Po tym czasie bedzie mialo predkoéé 4v, nastepne pot

obrotu zajmie czas 7l /5v ...Jeéli czas t jest dlugi, to mozemy skorzystaé z przyblizenia

e S0 | 1
1+ -+-+-+...+

1 ; e : § ; . wl
s e s —Inn i znaleéé licebe pélobrotéw n z tozsamosdci — Inn s t.

2n—1 2 2v
Poniewaz korficowa predkosé ciala wynosi vy = 2nv, wigc otrzymujemy v & 2vexp (%),

Gdy predkoéé ciala stanie sie jug dosé duga, jeszcze lepsza metods rozpedzania jest

ciagniecie nitki stale wzdiuz niej (kierunek ,od ciala”). Ruch ciala bedzie wtedy zachodazil

w przybliZeniu po okregu z rosnaca predkoécia v', a sila napiecia nitki bedzie wynosila

w przyblizeniu F = m(v')2/l. Praca nitki w czasie At jest réwna FuAt, a przyréwnujac ja do
zmiany energii kinetycznej i calkujac otrzymujemy vy = const - exp ('—’f-)

Jak wida¢, mnoznik czasu w wykladniku ma teraz wigksza wartoé¢ niz w metodzie poprzedniej,
czyli rozpedzanie zachodzi szybciej.

w ostatnim punkcie), ale autor ma nadzieje, e uniknatl istotnych bledéw.

178. Przyczyng zjawiska jest réwnoéé drég od poszczegdlnych punktéw brzegu kola do érodka
cienia, skad wynika, ze w drodku cienia fale ugiete na brzegu interferuja konstruktywnie. Aby
ocenié¢ promieri r jasnego obsgzaru, przyjmijmy, ze koriczy sie on tam, skad réznica odleglosci

do przeciwleglych punktéw brzegu kola jest rowna EA' Oznaczajac promien kola przez R,

a odlegloé¢ do ekranu przez [ [rys.) mamy rownanie

ViE+(R+r)2-\/2+(R-r)2= %»\.

[5Y
skad, zakladajac [ » R, otrzymujemy r = i = 0,025 mm, czyli érednica wynosi 0,05 mm.
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Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazai
zadafi 260 (WT=1,81) i 270 (WT=3,16)
z numeru 11/1993

Jan Kraszewski — Legnica 42,50
Mirostaw Matlega =~ Skoczdw 40,30
Tomasz Kulpa — Katowice 38,94

Krzysztof Jedziniak - Katowice 36,64

y

L
20
4 L
141 19

4 L] .
9] 13 18

L L L L
5] 8 12 17

L] L . L]

2] 4 7 11 16

ol 1 B & 10 15 z

Zadania z matematyki nr 283, 284 Redaguje Marcin E. KUCZMA

283. Wyznacayé wszystkie liczby dodatnie a, dla ktérych funkcja
f(z) = az(1 - z)
ma nastépujaca wlasnoéé: istnieje taka liczba ¢ € (0;1), ze

fUf(e)) =c# f(c).

284. Na bokach AB i AC tréjkata ostrokatnego ABC obrano odpowiednio punkty M
i N. Okregi, ktérych érednicami sa odcinki BN i CM, przecinaja si¢ w punktach P

i Q. Udowodnié, ze ortocentrum (punkt przeciecia wysokodci) tréjkata ABC leiy na
prostej PQ.

Zadanie 284 zaproponowal pan Henryk Pawlowski z Torunia.

Rozwiazania zadaii z matematyki z numeru 4/1994

Przypominamy tre§é zadar:

279. Rozstrzygnaé, cay istnieje wielomian P(z,y) o nastgpujacych wlasnodciach:

(1) Jesli z, ¥ sa liczbami calkowitymi nieujemnymi, to wartodé P(=z,y) tei jest liczba calkowita
nieujemna,

(2) Dla kazdej liczby calkowitej =z > 0 réwnanie P(z,y) = z ma dokladnie jedno rozwiazanie

w liczbach calkowitych =,y = 0.

280. Na bokach B, CA, AB tréjkata ABC obrano odpowiednio takie punkty P, @, I, by
tréjkat PQR byl réwnoboczny. Okregi wpisane w tréjkaty ARQ, BPR, CQF maja srodki
odpowiednio w punktach I, J, K. Zaléimy, ze |[[R| = |JR|. Wykazaé, ie:

(a) [IQ| = |KQ| oraz |JP| = |[KP|;

(b) trzy wspélne styczne zewngtrzne dla par rozwazanych okregéw wpisanych (nie zawierajace
bokéw tréjkata ABC) przecinaja sie w jednym punkeie.

279. Numerujemy wszystkie punkty kratowe (z,y) o wspélrzednych calkowitych z,y = 0 tak,
jak pokazuje rysunek 1; punkt (z,y) otrzymuje numer

L
z= E(z+y](z+y+1]+y‘
Ten wzér definiuje wielomian P(z,y) o zadanych wlasnoéciach!

280. (a) Oznaczmy:

|£I7PB|=|{JPR| = a, |LKPC| = |LKPQ| =<',

|LKQC|=|LKQP| =8, |£LIQA| = |ZIQR| = B,

|ZIRA| = |LIRQ| = 7, |£JRB|=|LJRP| = ~'.
Kazdy kat wewngtrzny trojkata PQR ma miare 60°; zatem

2(a+a') =2(8+8") =2(7+1") = 120°.

Istnieje wobec tego péiprosta o poczatku R, tworzaca z bokami RQ i RP odpowiednio katy
7 1i4'. Odiézmy na niej odcinek RS dlugoéei |RS| = |RI| = |RJ| (rys. 2). Punkt S jest
symetryczny do punktu I wzgledem prostej QR oraz symetryczny do J wegledem prostej PE.
Tak wiec |LSPR| = o, |LSQR| = p', skad

|£8PQ|=60°-a=2a', |£5QP|=60° - 8' =3,
co pokazuje, ze punkt 5 jest réwniez symetryczny do K wagledem prostej PQ. Zatem

1@ = |8Q| = |KQ| oraz |JP| = |SP| = |KP]|.

(b) Poprowadémy przez punkt S prosta ! réwnolegla do PQ; przetnie ona odcinek QR
w punkcie L (rys. 3). Prosta QR jest symetralna odcinka SI, wobec czego

|LILR| = |ZSLR| = |{PQR|=60°;
zatem pélprosta LI~ jest dwusieczna kata miedzy odcinkiem LR i przedluzeniem odcinka SL.

Okrag o érodku I, wpisany w tréjkat ARQ, styczny do prostej QR, jest wigc takze styczny do
prostej I.

Analogicznie wykazujemy, ze okrag wpisany w tréjkat BPR jest styceny do tej prostej
(korzystajac z tego, ze prosta PR jest symetralna odcinka SJ). A skoro - jak stwierdziliémy
w czedci (a) — takze prosta PQ jest symetralng odcinka SK, zatem proste przechodzace
przez § i réwnolegle do QR oraz PR sa pozostalymi dwiema prostymi, o ktdre chodzi, S zas
jest wspélnym punktem tych trzech prostych.

ERRATA do tekstu: Klub 44 w Delcie 2/1994

(roczne oméwienie matematyczne] ligi zadaniowej):

str. 14, lewa szpalta, szkic rozwiazania zadania 255:

ostatni wiersz przeksztalcanego weoru (tuz nad rysunkiem) naleiy zastapié¢ przez dwuwiersz:

= 57! -4V2 R - (pole(CBE) + pole(CDE)) =
= $7'.4V/ZR - (pole(BCD) + pole(BED)) = 4V2 R.

Przepraszam Waldka Pompe (autora przytaczanego rozwiazania) oraz wszystkich Czytelnikéw
Delty za te pomyike.
Marein E. KUCZMA
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XLVI OLIMPIADA MATEMATYCZNA

Zadania konkursowe zawodéw stopnia pierwszego

I seria
1. Wyznaczyé wszystkie pary (z,y) liczb
; z+1 ,
naturalnych, dla ktérych licsby —— i
v

y+1
z

sa naturalne.

2. Dana jest liczba naturalnan > 2.
Rozwiazaé ukiad réwnan
z1|z1| = za|z2| + (21 — 1)|21 - 1]
z2|z2| = z3|zs| + (22 — 1)|=2 — 1

Zn|zn| = z1|21] + (20 — 1)|zn — 1]

3. Czworokat o bokach a, b,

¢, d jest wpisany w okrag o
promieniu R. Wykazaé, ze jezeli
a2+ b2 +¢2+d?=8R% tow
czworokagcie tym jeden z katow jest
prosty lub przekatne sa prostopadle.

4. W pewnej szkole 64 uczniéw

bierze udzial w pieciu olimpiadach
przedmiotowych. W kazdej z tych
olimpiad uczestniczy co najmniej 19
uczniéw tej szkoly; zaden z nich nie jest
uczestnikiem wiecej niz trzech olimpiad.
Udowodnié, ze jegeli kazde trzy olimpiady
maja wspdlnego ucrestnika, to pewne
dwie majg ich co najmniej pigciu.

II seria

5. Dane sg liczby dodatnie a, b. Wykazaé
réwnowaznosé zdari:

(1) Va+1> 5,
(2) az + Ll > b dla kazdego z > 1.
s

6. Wewnatrz tréjkata ABC obrano punkt
P. Proste AP, BP, CP przecinajg boki
BC, CA, AB odpowiednio w punktach
A', B!, C'. Przyjmijmy u = |AP| : |[PA'|,
v =|BP|:|PB'|, w = |CP|:|PC'|.
Wyrazié iloczyn uvw przez sumg
u+v+w.

7. (2) Rozstrzygnag, czy istnieje funkcja
rézniczkowalna f: R — R, nie réwna
tozsamosciowo zeru, speiniajaca warunki
2/(f()) = f(z) >0 dlaz ER.

(b) Rozstrzygnaé, czy istnieje funkcja
rézniczkowalna f: R — R, nie réwna
tozsamosciowo geru, spelniajaca warunki
-1<2f(f(2)) = f(z) < 1dlaz ER.

8. W ostrostupie prawidlowym n-katnym

katy nachylenia éciany bocznej i krawedzi

bocznej do plaszczyzny podstawy wynosza
odpowiednio @ i 8. Udowodnié, ze

: : ks
sin? a — sin? g < tg? — .
n

I1I seria

9. Niech a i b beda liczbami
rzeczywistymi, ktérych suma réwna
jest 1. Wykazaé, ze jezeli a® i b sq
liczbami wymiernymi, to a i b tez sa
liczbami wymiernymi.

10. Dana jest prosta k oraz lezace

na niej trzy rézne punkty. Kazdy =

nich jest poczatkiem pary pdlprostych;
wszystkie te pélproste leia w jednej
pélplaszczyinie o krawedzi k. Kaida z
tych par pélprostych wyznacza z kazda
inng czworokat. Dowiedé, ze jesli w dwa
z tych czworokatéw mozna wpisaé okrag,
to rowniez w trzeci mozna wpisaé okrag.

11. Dane sa liceby naturalnen > m > 1.
Ze zbioru {1,2,...,n} losujemy bez
zwracania m liczb. Obliczyé wartosé
oczekiwang réznicy miedzy najwieksza

a najmniejsza wylosowanag liczba,.

12. Ciag (zn) jest okredlony nastepujaco:
1 _2n-3
G S e T
dla no=2 8
Udowodnié, ze dla kazdej liczby
naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosé

z1+2z2+ ...+ 2 < 1.

"In—1

Rozwiagania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja byé wystane
pod adresem wladciwego komitetu okrgegowego Olimpiady najpéiniej dnia

10 paidziernika 1994 r.

10 listopada 1994 r.

10 grudnia 1994 r.

Rozwiazania przestane w terminie pééniejszym nie bgda rozpatrywane.

Adresy komitetéw okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla wojewédztwa elblaskiego, gdariskiego i stupskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdarisku, ul. Abrahama 18, 81-825 Sopot.
Dla wojewédztwa bielskiego, czestochowskiego i katowickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla wojewédztwa krakowskiego, krosnieriskiego, nowosadeckiego i tarnowskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw.

Dla wojewddztwa bialskopodlaskiego, chelmskiego, lubelskiego, przemyskiego, rzeszowskiego, siedleckiego, tarnobrzeskiego i zamojskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Oddziat Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii
Sklodowskiej-Curie 1, pok. 310, 20-031 Lublin.

Dla wojewddztwa kieleckiego, 16dzkiego, piotrkowskiego, radomskiego, sieradzkiego i skierniewickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Eddzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 L6d3.

Dla wojew6dztwa koninskiego, leszczyriskiego, pilskiego, poznariskiego i zielonogérskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Matejki 48 /49, pok. 24, 60-769 Poznari.

Dla wojewédztwa gorzowskiego, koszaliriskiego i szczeciniskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.
Dla wojewddztwa bydgoskiego, ciechanowskiego, olsztyriskiego, plockiego, toruriskiego i wloclawskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12 /18,

87-100 Torun.

Dla wojewédztwa bialostockiego, lomzyriskiego, ostroleckiego, suwalskiego i warszawskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.
Dla wojewédztwa jeleniogdrskiego, kaliskiego, legnickiego, opolskiego, walbrzyskiego i wroctawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4,

50-384 Wroclaw.
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Kuzyn tréjkata Pascala

Miody Carl Friedrich Gauss poradzil sobie z pozornie
niewdzigecznym zadaniem sumowania kolejnych liczb
naturalnych od 1 do 100 w niezwykle pomystowy sposdb:
142+...4 100 = (1 +100) + (2 +99) + ...+ (50 + 51) =
= 50-101. Dla nas bedzie istotne, ze suma ta

wyraza sie symbolem Newtona (1(2)1)‘ Wsrdd

zadan na wykorzystanie indukcji matematycznej

pojawia sie wzdr na sume kwadratéw w postaci:

12+22 4. 402 = (") +("F?). Jedli ktos

mialby klopoty ze sprawdzeniem tego wzoru dla

n = 1, niechaj weZmie pod uwage, ze (g) =0, jako

ze zbiér dwuelementowy nie ma zZadnych podzbiordéw

tréjelementowych. A gdyby tak pdjsé dalej i zapytaé, czy Lig¢ Kartezjusza
k .
n+1
(%) 1k+2k+...+nk:Zak‘i‘(k:1)
=1 Teraz mozliwy juz jest dowdd (x), ktéry pozostawiam
dlak=1,2,..., Czytelnikom.
gdzie ay ; sa pewnymi, nie znanymi na razie
wspéleczynnikami? Pamietajmy, ze w tej chwili nie tylko Dzisiaj wydaje mi sig, Ze bardziej naturalng droga do
nie znamy wartodci tych wspélczynnikéw, ale w ogéle nie odgadnigcia tajemnicy tréjkata bylaby interpretacja
mamy pewnosci, czy one istnieja. Jesli jednak istnieja, jego elementéw. Suma k-tego wiersza wynosi k!, nasuwa

to sa okredlone jednoznacznie i latwo je moZna wyznaczaé.
Wymaga to nieco pracy, ale gdy juz ustawimy otrzymane
wspélczynniki w taki sposdb, aby ax,; wystepowalo na
1-tym miejscu k-tego wiersza, to oczom naszym ukaze sie

sie wiec przypuszczenie, Ze ak,; jest liczba permutacji
zbioru k-elementowego majacych pewna wlasnoéé zalezna
od j. Zbiér permutacji zbioru 3-elementowego sktada

nastepujacy tréjkat: sie z identycznosci, trzech transpozycji i dwéch cykli
1 .~ prawy skos nr 2 dlugosci 3. Ale w trzecim wierszu mamy rozklad (1,4,1),
1 1 nie za$ (1,3,2) - szukana wlasnoéé powinna wiec rozrézniaé
lewy skos nr 4 \, 1 4 1 pewne cykle tej samej dlugodci, a zatem musi zalezeé od
1 11 11 1 pewnej dodatkowej struktury w zbiorze k-elementowym,
1 26 66 26 1

na przyklad od porzadku. Dopiero teraz pozwolimy
sobie na odgadniecie. Niech K = {1,2,...,k}. Przez
Nie sposéb oprze sig przekonaniu, ze istnieje jakad odcinek w zbiorze K bedziemy rozumieli kazdy zbiér

zasada, w oparciu o ktéra zbudowany jest ten tréjkat. {z € K:m < 1< n}, gdzie m,n € K. Okazuje sie, 7e
Ba, ale jaka? W 1976 roku podzielilem sie ta zagadka, i

z 6wezesnym osmioklasista, obecnie wykladowcs Papieskiej (*#%) ag,; jest liczba tych permutacji o zbioru K,
Akademii Teologiczne] w Krakowie, Jackiem Dembkiem, dla ktérych istnieje dokladnie j maksymalnych
ktéry odgadl regule:

* * ¥ * ® *

odcinkéw w zbiorze K, na ktérych funkcja o jest

(#*) Kazdy wewnetrzny element tréjkata otrzymasz rosnaca.
przez dodanie dwéch jego gérnych sasiadéw (lewego
i prawego) pomnozonych odpowiednio przez numer i
lewego (prawego) skosu, w ktérym sie on znajduje regule (++), pozostawiam jako zadanie.

(na prayklad 26 = 4-1+2-11). Dariusz MIKLASZEWSKI
REMINISCENCJE EGZAMINOW WSTEPNYCH NA MATEMATYKE

Po dyskusji zwigzane]j z zadaniami wylosowanymi przez kandydatke egzaminatorzy rozpoczynaja rozmowe na inne tematy.
Egzaminator: — Czy interesowala si¢ Pani matematyks poza programem szkolnym? Czytala Pani cos?

Kandydatka: — ...

Egzaminator: — Z Deltq si¢ Pani moze zetknela? Wie Pani, co to jest?

Kandydatka (radodnie): — Tak! Wyréznik tréjmianu kwadratowego, b% — 4ac!

Nastepna kandydatka. Po dyskusji na temat zadan pada standardowe pytanie.

Egzaminator: — Czy interesowala si¢ Pani matematyka poza programem szkolnym?

Kandydatka: — Ja slyszalam, jak pan pytal o to kolezanke, wigc ja czytam Delte. A poniewasz si¢ wybieram na UJ, to najbardziej
interesuje mnie taki émieszny dodatek, to robig ludzie z UJ, on sie chyba nazywa CEJLON albo jako$ tak. ..

Sprawdzenie, ze tak okreslone elementy ax,; spehniaja,

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzisltaw Pogoda, Ananiasz Posdmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-069 Krakéw, = dopiskiem e.
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