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Kosmiczny kataklizm na Jowiszu
Tomasz KWAST

Przestrzen kosmiczna jest wedle ziemskich miar niestychanie pusta.
Rozmiary przecigtnej gwiazdy to sekundy $wietlne, a odlegloéci
dzielace gwiazdy to lata §wietlne. Rozmiary planet to dziesiatki tysiecy
kilometréw, a dzielace je odleglodci to setki miliondw. Krétko méwiac,
w przestrzeni kosmicznej jest strasznie duzo luzu i trzeba sie bardzo
postaraé, aby trafié np. sonda kosmiczna w sasiedztwo jakiejkolwiek
planety.

Z drugiej strony, wiadomo, ze np. na Ziemie spadaja od czasu do czasu
réznej wielkosci bryly skalne wybijajace w powierzchni naszej planety
dziury nieraz kilometrowej érednicy. Zdarza sie to jednak bardzo
rzadko. Z pewnoécia kilka miliardéw lat temu planety byly intensywnie
bombardowane przez resztki materii, z ktérej powstal nasz uklad
planetarny, a $lady tego mozna nawet przez niewielka lunete zobaczyé
na Ksiezycu. Ale obecnie przestrzed Ukladu Slonecznego jest juz tak
oczyszczona, ze spadek czegod w rodzaju meteorytu tunguskiego jest
absolutnym fenomenem.

Tak czy inaczej, jestedmy w przededniu takiego wladnie rzadkiego zjawiska,
przy czym nie doéé, ze jest bardzo rzadkie, to jeszcze wiemy o nim

z wyprzedzeniem. Mianowicie w lipcu 1994 roku na Jowisza spadna
fragmenty rozdrobnionej komety Shoemakera—Levy’ego. Jak péiniej
obliczono, dnia 8 lipca 1992 roku kometa podczas bliskiego przejscia

koto Jowisza (43 000 km nad jowiszowymi chmurami) ulegla rozerwaniu.
Z obliczen jej ruchu w przeszlosci wynika tez, ze mogla obiegaé planete

co najmniej od 1970 roku, teraz jednak zmienita orbite na taka, ze po
wykonaniu jeszcze jednego obiegu po bardzo wydluzonej elipsie ma trafié
w samego Jowisza. W marcu 1993 roku, gdy komete odkryto, wykonane
zostaly pierwsze zdjecia tancuszka jej odlamkéw, ktérych do dzi§ (styczen
1994) naliczono co najmniej 22. Odlamki te spadaé beda na planete od 18
do 24 lipca.

Wydarzenie to zaiste niezwykle! Ale, niestety, jak pech to pech — zwykty
§miertelnik po prostu go nie zauwazy. Jowisz bedzie w gwiazdozbiorze
Wagi, a wigc bedziemy go dobrze widzie¢ w pierwszej polowie nocy, ale
odlamki komety spadaé beda na jego nocna strone, niewidoczna takie

z Ziemi. Co prawda, wskutek rotacji planety miejsca upadku wynurza

sie spoza widnokregu Jowisza po uplywie péltorej godziny, jednak dzieki
temu mozna bedzie dojrzeé tylko spéZnione skutki spadku skalnych bryt do
jego atmosfery. Zmierzajaca ku Jowiszowi sonda Galileo bedzie w lipcu
usytuowana nieco korzystniej, jednak i z jej pozycji miejsca spadku
widoczne nie beda. Teoretycznie ten kataklizm w calej okazatodci méglby
zobaczy¢ Voyager 2, gdyby nie to, Ze znajduje sie w takiej odleglodci od
Jowisza, jak Pluton od Slofica, dlatego moze wprawdzie wykonaé pomiary
jasnosci blyskéw towarzyszacych zjawisku, ale nie bedzie w stanie uzyskaé
zadnych obrazéw. Blyski te zapewne odwietla satelity Jowisza i bedzie

to jedyny bezpodredni sygnal o zjawisku dostepny dla mieszkaficéw
Ziemi. Potem pozostaje juz tylko éledzié powierzchnie planety za pomoca,
najwiekszych teleskopdw, wliczajac w to orbitalny, $wiezo usprawniony,
Hubble Space Telescope.

Skale zjawiska nietrudno oszacowadé, ale wyobrazi¢ — chyba nie. Rozmiary
odlamkéw komety oceniane sa na kilka kilometréw. Jeden kilometr
szeScienny skal o gestosci trzykrotnie wieksze] od gestodci wody ma mase
3 x 10'? kg. Prazy predkoéci 60 km/s (a taka bedzie predkoéé fragmentéw
komety przy zderzeniu z Jowiszem) niesie energie 5 x 10*' J, co — méwiac
jezykiem wojskowych - oznacza okraglo milion megaton trotylu

(1 Mt TNT jest réwnowazna energii 5 x 10'® J). Jowisz niewatpliwie to
wytrzyma, a my bedziemy Zalowaé, ze tak wyjatkowego zjawiska, tych
blyskéw mozliwych do dostrzezenia z odlegloéci kosmicznych, nie bedzie
nam dane widzieé bezpoérednio.

Wplyw Ksiezyca

na akcelerator LEP
— czyzby renesans

astrologii?
Jan KROLIKOWSKI

Akcelerator LEP,
program naukowy

W polowie 1989 roku uruchomiono

w Europejskiej Organizacji Badan
Jadrowych CERN w Genewie nowy
akcelerator przeciwbieinych wiazek

ete”™ — LEP. W tym akceleratorze

wiazki elektronéw i pozytonéw biegna,

w przeciwnych kierunkach, przecinajac sig
w czterech punktach na obwodzie dlugiego
na 26,66 km pierécienia akceleratora

o niemal kolistym ksztalcie. Akcelerator
LEP jest przede wszystkim fabryka
bozonéw poéredniczacych Z".

Naukowym powodem wybudowania
akceleratora LEP bylo dokladne poznanie
whasnosci bozonéw podredniczacych Z°

- neutralnych czastek o spinie 1

bedacych noénikami oddzialywan

stabych przewidzianych przez teorie
Weinb-erga.—Sala.ma—Glashowa, zwang,
obecnie modelem standardowym.

Bozony Z° zostaly odkryte doswiadczalnie
w CERNie w 1983 roku w zderzeniach
proton-antyproton przez zespoly
eksperymentalne UA1 i UA2, ktérymi
kierowali Carlo Rubbia i Pierre Darriulat.
W oddzialywaniach proton-antyproton
bozony Z° powstaja rzadko, a wyznaczenie
ich wlasnosci jest trudne. Tylko czesé
energii ukladu proton-antyproton moze
zamienié sie w energie Z°, ressta zad jest
wynoszona przez obficie produkowane
inne czastki wtérne, ktére utrudniaja
analize dodwiadczalna. Duzo czystszym
frédlem Z° sa procesy anihilacji ete™.

W takich anihilacjach cala energia
uktadu ete™ moze zamienié sie W mase
(tj. energie spoczynkowa) Z°. W ukladzie
wiazek przeciwbieznych ete™ zachodzi

to dla energii wiazek elektronéw

i pozytonéw réwnej polowie masy 2",
czyli okolo 46 GeV (w ukladzie jednostek,
w ktérym predkosé dwiatla przyjmuje sie
rowna 1, energia, ped, masa




i szerokodé caltkowita maja ten sam
wymiar i mozna je mierzy¢ w jednostkach
energii, na przyklad GeV = 10° eV).
Akcelerator LEP pracuje wilaénie przy
energiach rzedu 100 GeV. Liczba
produkowanych dziennie czastek Z°
dochodzi do kilkudziesieciu tysiecy

w kazdym z czterech przeciel wiazek ot

Podstawowymi parametrami
charakteryzujacymi czastke nietrwala Z°
sa jej masa Mz i calkowita szerokodé I'z.
Zgodnie z zasada nieokredlonodci dla
energii czastki nietrwale nie maja
dokladnie okreélonej masy. Rozmycie
masy jest tym wigksze, im krécej Zyje
dana czastka. Jesli sporzadzimy wykres
przedstawiajacy prawdopodobiefistwo
produkcji czastki w zaleznodci od jej masy,
to ma ono pewne maksimum. Polojenie
maksimum definiowane jest jako masa tej
czastki, a szeroko§é wykresu w polowie
wysokoéci maksimum definiuje szerokosé
catkowita I'. Im wiecej jest mozliwych
stanéw czastek koricowych, na ktére moze
rozpaéé sie dana czastka, tym krécej ona
#yje i, zgodnie z zasada nieoznaczonodci,
ma ona wieksza, szerokoéé I'. Precyzyjny
pomiar I' pozwala wiec uzyskaé informacje
o mozliwych stanach koficowych rozpadu
badanej czastki, nawet jesli nie potrafimy
bezposrednio zaobserwowaé niektérych

z tych stanéw.

Wyznaczenie wspomnianych dwéch
wielkoéci jest dwustopniowe. Po pierwsze
naleiy zmierzyé jakas wielko$é zalezna

od Mz i I'z. Po drugie nalezy poréwnaé
wynik pomiaru z przewidywaniami modelu
standardowego i wyznaczyé, najlepiej jak
mozna, wartodci Mz i I'z, oraz, co bardzo
wazne, oszacowaé bledy tych wa.rtoéci;

Podstawowy pomiar to wyznaczenie
zaleznodci przekroju czynnego, czyli

z grubsza méwiac liczby produkowanych
czastek Z° przypadajacych na jedno
zderzenie ete™ na sekunde, od energii
zderzajacych sie elektronéw. Nalezy

w tym celu umieé nie tylko zliczaé
powstajace w wyniku anihilacji Z°, ale
takze umieé poréwnaé liczby czastek Z°
produkowanych przy réznych energiach,
a wiec przy réznych strumieniach
anihilujacych par ete™. Nie bedziemy
tu dyskutowali tych trudnych probleméw
dosdwiadczalnych. Po prostu zaloiymy,
ze zespoly dodwiadczalne pracujace

w czterech eksperymentach przy LEPie
zrobily to najlepiej, jak byto mozna.

Dlaczego szybka jazda
samochodem jest niebezpieczna?

Waitold SKIBA

Poruszajace sie ciala obdarzone sa energia kinetyczna. W trakcie
hamowania cialo musi stracié te energie. Przy zderzeniach,
tzn. gwaltownych zmianach predkosci, energia ta moze spowodowaé
nieodwracalne straty — rozbié¢ karoserie, itp. Im wieksza predkoéé
samochodu, tym wieksza jego energia kinetyczna i stad powazniejsze
moga by¢ nastepstwa gwaltownego jej tracenia w trakcie zderzenia.
Energia kinetyczna ciala bedacego w ruchu, jak prawie kazdy
pamieta ze szkoly, zalezy od kwadratu jego predkosci. Zaleznoéé te
opisuje wzoér

By = mv? /2,
gdzie m jest masa ciala, a v — jego predkodcia. Wzér ten méwi,
ze Ej rodnie doéé szybko (kwadratowo) z predkosécia. Zeby rozpedzié
dane cialo do predkosci dwa razy wiekszej, potrzeba az catery
razy wiecej energii. Tyle tez wiecej energii traci cialo na skutek
hamowania. Gdyby energia nie rosla tak szybko z predkoécia,
to i straty w wyniku zderzeri bylyby mniejsze. Sprébujmy zrozumieé
zaleznosé¢ Fy od v.

Wydawaé by sie moglo, ze nastepujace rozumowanie powinno
prowadzié¢ do wniosku, ze energia kinetyczna zalezy liniowo od v.
Wyobrazmy sobie, ze rozpedzamy najpierw cialo do, predkosci v,

co wymaga energii Ey, a nastepnie przechodzimy do ukladu
poruszajacego sie z tym cialem i dopiero w tym ukladzie rozpedzamy
cialo do predkosci v w tym samym kierunku (a wiec do predkoéci 2v
wzgledem poczatkowego ukladu), co znowu wymaga energii Ey

— w sumie wiec tylko 2E%, a nie 4E;. W przypadku samochodu
mozna zauwazy¢, ze istnieje wyrézniony uklad wspéhrzednych
zwiazany z droga. Ale jesli powtérzyé ten argument dla rakiety

w kosmosie?

SprawdZmy, dlaczego taki wariant zaleznosci Ey od v nie moze
byé realizowany w Przyrodzie. Oczywisécie, mozna formalnie
wyprowadzi¢ wzér na Fy i jui. Sprébujmy jednak zrozumieé

to bez formalnych wybiegéw wychodzac jedynie z przestanek
zupelnie oczywistych. Po pierwsze, spodziewamy sie, ze Ej

nie zalezy od kierunku predkosci — niezaleznie, w ktéra strone
rozpedzamy samochéd (na wschéd czy na péinoc), tyle samo trzeba
sie napracowaé. Zatem Ejx = Ex(|v|). Proporcjonalnoéé Ey do
masy jest oczywista. Bedziemy wiec mase pomijaé rozwazajac
ciala o jednakowej masie. Zobaczmy wiec, czy mozliwe jest
obliczanie E}, przez dodawanie energii ciala w danym ukladzie do
energil potrzebnej do rozpedzenia go do tego ukladu, tzn.

(*) E(ju+v|) = E(jul) + E(lv]) -

Wystarczy wziaé u = —v (cialo spoczywajace w jednym ukladzie
porusza sie z predkoscia v w innym ukladzie poruszajacym sie

z predkoécia —v), aby zauwazy¢, ze E(0) = 2E(|v|). Z pewnoscia
wzér (%) jest falszywy. A wiec zadanie niezaleznodci Ey od
kierunku v wyklucza juz mozliwoéé liniowego wzrostu Ej z |v|,
chociaz nie okreéla szczegélowo charakteru tej zaleznoéci.

Druga zupelnie naturalna cecha energii kinetycznej jest to, ze jej
zmiana w zderzeniu cial nie zalesy od ukladu. Zmiana Ej méwi,

na przyklad, o skutkach zderzenia, wgnieceniach karoserii itp., a te
w kazdym ukladzie odniesienia sa takie same. Zalézmy zatem, ze Ej



mozna zapisaé ogdlnie jako

B = (}.1!'\?! G a2[v|2 + C&3|V|3 5 e
(matematycy nazwaliby to rozwinigciem w szereg potegowy).
Wyznaczymy wspélczynniki a;. Przeanalizujmy zderzenie dwéch
samochodéw o jednakowych masach. Przed zderzeniem w ukladzie
érodka masy obydwa samochody poruszaja sie z predkosciami
réwnymi co do wartodci v i przeciwnie skierowanymi; po zderzeniu
za$ spoczywaja. Rozwazmy teraz to samo zderzenie w ukladzie,
w ktérym jeden z samochodéw spoczywa. Oznacza to, ze drugi
samochéd przed zderzeniem ma predkosé 2v, a po zderzeniu oba
samochody poruszaja si¢ razem z predkoécia v. Obliczymy zmiane
energii w trakcie zderzenia w obu ukladach.

Uklad érodka masy:

—2(ayv+ agv? +agv® +..)).

Uklad spoczynkowy jednego z samochodéw:
—(a12v + az4v? + a38v® +...) +2(a1v + azv? + agv®).
Za.da.ja.c, by zmiany te byly réwne, dostajemy
2a1v — 4a3v3 — 12(141;"1 +oa=0:
Poniewaz v jest dowolne, wiec wszystkie wspélezynniki w tym

réwnaniu musza byé réwne zeru. Zatem Ej = azv? i nic wiecej.

No trudno, E} nie moze byé funkcja liniowa predkosci. Wzér

E = mv? /2 jest stuszny przynajmniej dla malych predkoéci. Jadac
szybko samochodem mozna sie pocieszaé, ze Ei nie roénie szybciej
niz kwadratowo, a w mianowniku stoi dwdjka.

Idylla malenka taka

Wazér de Moivre’a odkryl Euler; twierdzenie Pitagorasa bylo znane

kilkaset lat przed jego urodzeniem; Tales nie znal twierdzenia Talesa;

wzory Cardano podali Tartaglia (dla réwnar stopnia 3) i Ferrari

(dla stopnia 4); aksjomat Archimedesa uzywano co najmniej 150 lat

przed jego narodzinami, natomiast sam Archimedes byl autorem
zasady Cavalieriego (ktéry zyl 18 wiekéw péiniej); jeszcze wiekszy
dystans dzieli Dedekinda od wynalazcy przekroju Dedekinda,

czyli Eudoksosa (22 wieki); tenze Eudoksos jest wynalazca petli
Vivianiego; sfery Dandelina wymy§lilt Apoloniusz; jeszcze §mieszniej
jest z plaszczyzna Gaussa wprowadzona kilkadziesiat lat przed

jego urodzeniem przez Eulera — jej odkrywca, wedle wiekszosci
podrecznikéw historii matematyki, jest Wessel; troche lepiej jest
natomiast z prawami de Morgana — odkry! on jedno z nich (drugie
9 lat péiniej Pierce); schemat Hornera jest wynalazkiem arabskim,
podobnie jak stosowany do dowolnych wykladnikéw dwumian
Newtona; wystepujacy w nim symbol Newtona obliczal Pascal -
choé tutaj metode nazwano uczciwie tréjkatem Pascala; przestrzei
kartezjanska i kartezjanski uklad wspélrzednych to dzielo Fermata;
sito Eratostenesa wystepuje w napisanych przed jego urodzeniem
Elementach Euklidesa; wielosciany archimedesowe wymys$lit Pappus
i sam pudcil plotke, Ze znal je juz jego wielki poprzednik sprzed
szesciu wiekéw — Archimedes. Z blizszych nam okolic: przestrzenie
Sobolewa wymyélilt Nikodym i nazwal je przestrzeniami Beppa
Leviego. W niczym nie zmienia to faktu, ze przez caly czas klécono
sie zawziecie o priorytet kazdego wladciwie odkrycia.

M.K.

Precyzja wyznaczenia liczby czastek Z"
i strumienia zderzajacych sie eTe™
wplywaja na blad wyznaczenia wartosci
przekroju czynnego. Zaleinoéé przekroju
czynnego od energii ete™ w LEPie
przedstawia rysunek 1. Punkty
doédwiadczalne pochodza z pomiaréw
eksperymentu z detektorem DELPHI,
krzywe zad s3 wynikiem dopasowania
przewidywan modelu standardowego.
Na tym rysunku bardzo wyraZnie widaé
rezonansowe maksimum odpowiadajace
produkcji Z°.

DELPHI
e hadrony

oDane 1989
® Dane 1990

Przekréj czynny (nb)

Ililllllll!l!llllllllll!!Illlllll'll

P Ll Do b binas Lena Linaa B aaas

88 90 92 94 96
Energia ete™ (GeV)

Rys. 1. Wyniki dopasowania ksztaltu linii 2°
dla rozpadu Z° na hadrony w detektorze
DELPHI. Krzywa ciagla to przewidywania
modelu standardowego, odpowiadajace

Mgz = (91,171 + 0,030 % 0,030) GeV,

I'z = (2,511 £ 0,065) GeV. Drugi blad
podany dla Mz odpowiada bledowi pomiaru
energii eTe” w LEPie, ktéry w latach
1981-1990 wynosil 30 MeV.

Blad wyznaczenia energii poczatkowych
ete™, czyli blad zmiennej niezaleinej, jest
gléwnym tematem tego artykulu.

Od czego zaleiy energia wiazek
w akceleratorze?

LEP jest jednoczednie akceleratorem
elektronéw (i pozytonéw) i pierscieniem
akumulacyjnym, to znaczy urzadzeniem
do dlugotrwalego utrzymywania wiazek

o stalej energii. Przy napelnianiu LEPu
wykorzystuje sie caly CERNowski
kompleks pieciu akceleratoréw, ktére
stanowia etapy wstepnego przyspieszania
elektronéw i pozytonéw do energii 20 GeV.
Przyspieszenie od 20 do 46 GeV zachodzi
juz w samym pierécieniu LEPu. Elektrony
poruszajace sie w piericieniu akceleratora
doznaja, przyspieszefi, a wiec promieniuja,
fale elektromagnetyczne tracac przy tym
energie. Tak wiec nawet po osiagnieciu
energii koficowe] musimy ciagle pompowaé
energie z zewnatrz, zeby skompensowaéd
straty.




Dokladny pomiar energii elektronéw

w LEPie jest mozliwy dzieki
wykorzystaniu wszystkich informacji

o calym CERNowskim kompleksie
przyspieszajacym oraz dzieki wykonaniu

skomplikowanych pomiaréw pomocniczych.

Opis stosowanych metod wykracza

poza zakres tego popularnego artykutu.
Waine jest to, Ze po kilku latach pracy
akceleratora osiagnigto precyzje pomiaru
energii od 3 do 5 MeV, czyli wzgledna,
dokladnoéé AE/E okoto 3,5 x 10™°.

Po dokonaniu tych pomiaréw zauwazono
nieoczekiwany efekt — dobowa, zaleznosé
energii wiazki od czasu przedstawiona na
rysunku 2.

e

Godziny

Rys. 2. Zaleinodé AE od godsiny, w ktdrej
wykonano pomiar energii ete”™ w LEPie.
Na potrzeby tego rysunku przyjgto,

ie Bg = E(0) = E(24 h). Krzywa ciagla jest
przewidywaniem teorii plywéw.

Okazuje sie, ze zaleznosé ta jest
spowodowana przez ruch Ksieiyca wokél
Ziemi, a dokladniej — przez odksztalcenie
skorupy ziemskiej spowodowane
‘przyciaganiem grawitacyjnym Ksiezyca.
Zrozumienie tego efektu wymaga
dokladniejszego rozwazenia mechanizmu
przyspieszania elektronéw w LEPie.

Do przyspieszania elektronéw

w LEPie wykorzystujemy fale radiowe

o czestosci f = 352 254 170 Hz, kiére

w specjalnych wnekach rezonansowych
przékazuja, swoja, energie przechodzacym
przez wneke paczkom czastek. Wybér
czestodcl przyspieszajacej nie jest
przypadkowy, jest ona liniowo zwiazana
z czestodcia obiegu pierdcienia LEPu
przez elektrony, a wiec z jego rozmiarami,
na przyklad promieniem R, ktéry dla
LEPu wynosi 4,24 km. Tak wiec zmiana
czestodci fal radiowych A f bedzie
prowadzila do pewnej zmiany energii
wiazek AE. Dla LEPu obowiazuje

Promien swietlny

Kazimuerz PIETRASZKIEWICZ

W optyce pojecie promienia §wietlnego ma dwa znaczenia: jest to
nieskoriczenie cienka linia — pojecie matematyczne, a takie jest to
fizyczny promien, ktéry ma skornczona grubogé.

Promieni jako pojecie fizyczne bedziemy odréiniali od promienia jako pojecia
matematycznego wytluszcrajac ten pierwsay.

Jaka jest jego grubosé? Jezeli sprébujemy wydzielié promien
przepuszczajac fale przez otwér w ekranie, to rozmiary tego otworu
nie moga by¢ wieksze od rozmiaréw pierwszej strefy Fresnela (patrz
Delta 3/1993). Co to oznacza w praktyce? Otéz, znaczy to tyle,

ze droga L przebyta przez promieri érodkowy (od érodka otworka

do plaszczyzny obserwacji) nie powinna réznié sie od drogi przebytej
przez promieni skrajny o wiecej niz A/2. Latwo wykazaé, ze érednica
promienia wyniesie D < 2v/AL, gdzie A jest dlugoscia fali éwietlnej.
Z drugiej strony $rednica promienia $wietlnego nie moze byé
znacznie mniejsza od podanej tn wartodci, gdyz wystapi wtedy

silne ugiecie. Tak okre$lony promieni stanowi rurke w przestrzeni,
zwezajaca sie w kierunku plaszczyzny obserwacji.

Otwor w ekranie Plaszcezyzna
przepuszczajacy

jeden promien

obserwacji

Promien $wietlny to podstawowe pojecie optyki geometrycznej,
dziah fizyki, ktéry ciagle sie rozwija. Optyka geometryczna, mimo
ze jest teoria przyblizona, shuzy takze do opisu zjawiska dyfrakcji.
Ten dzial optyki nazywa sie geometrycznq teoriq dyfrakcji. A wiec
opis zjawisk dyfrakcji nie jest wcale zarezerwowany tylko dla optyki
falowej. Optyka geometryczna jest bezkonkurencyjna przy analizie
propagacji w of§rodkach niejednorodnych, zwlaszcza wtedy, gdy
parametry osérodka znamy tylko w przyblizeniu. Dobrym przykladem
jest tu zjawisko refrakcji astronomicznej, czyli odchylenie promienia
$éwietlnego podczas przejécia przez atmosfere ziemska.

Inny przyklad to zastosowanie
optyki geometrycznej do oceny
jakodel pojedynczej soczewki.
Na soczewke kierujemy pek
promieni, ktére nastepnie

po opuszczeniu soczewki
przecinaja plaszczyzne detekcji
(plaszczyzne obserwacji)
tworzac tzw. diagram sladéw.
Rozmieszczenie punktéw
stanowlacych diagram sladéow
jest miara jakoéci analizowanej
soczewki; im punkty sa bardziej
skupione, tym lepsza jest
soczewka.




Wréémy jednak do promienia. Pewnego razu na éwiczeniach
rachunkowych z teorii dyfrakcji prowadzacy zapytal studentéw:
jaka powinna byé érednica otworka w camera obscura? (patrz
Delta 12/1993). Studenci wydawali sie zaskoczeni pytaniem

i wreszcie jeden z nich powiedzial: érednica otworka powinna
byé taka, aby przeszedl przezen tylko jeden promien (a moze
mial na mysli promieni?). Odpowiedi ta wywolala wesolod¢ na

sali. Jednak w $wietle tego, co wiemy o promieniu jako realnym

obiekcie fizycznym, odpowied? ta jest jak najbardziej poprawna.
Rzeczywiécie, érednica otworka w camera obscura powinna byé réwna
§rednicy promienia, czyli nie powinna przekraczaé rozmiaréw

pierwsze]j strefy Fresnela.

Kacik spokojnych miloénikéw rachunkoéw

Jeszcze raz o nozu

Piszac poprzednio o tzw. szewskim nozu wyrazilem opinie, ze nie

sposéb wypowiadaé sie o jego polu, gdyz brakuje — obecnego
w przypadku ksiezycéw Hipokratesa — tréjkata do poréwnania.

Inna nazwa, tej figury jest arbalest — tak nazywano najstraszniejsza brof

fredniowiecza: kusze ze stalowym lukiem.

Tréjkata istotnie brakuje, natomiast o polu méwié¢ mozna,
gdyz ladnie si¢ wyraza przez dlugosé wspélnej stycznej dwoch

mniejszych pélokregéw od punktu stycznosci do punktu przeciecia

z najwiekszym pdlokregiem.
D

®

B c

L 2

Oznaczajac, tak jak poprzednio (Delta 5/1994), odcinek ten

A

przez CD (patrz rysunek), a promienie mniejszych okregéw przez
r; i rp, promien zad duzego okregu przez r mamy r = r; + 73 oraz

CD? = 2r, - 2ra,
gdyz tréjkat ADB jest prostokatny, pole natomiast calego noza jest
réwne
}m'z = 1‘mf’-2 - 17{"1‘2 = —:rr(r2 —(r1+r )2 + 2r1r3) =
2 2 1 2 2 2 3 2 172

-
4

Mo#na to interpretowad jako pole kola o Srednicy CD.

Warto zwrécié uwage, ze promienie okregéw wpisanych w kazda
z czedci noza mozna tez wyrazié za pomoca CD:

_¢p?
8 = o .

: (oDt = (%9)2 :

MK.

nastepujacy zwiazek miedzy wzglednymi
zmianami energii 1 wzglednymi zmianami
czestodcei:

A Sl AL
(1) 'f = a‘; _f_ ]
gdzie stala e, = 3,84 x 10™* jest zwiazana
ze struktura, wnek rezonansowych LEPu
i znamy ja z niezaleznych pomiaréw
z dokladnoécia okolo 5%.

Zastanéwmy sie teraz, co by sie stalo
z energia elektrondéw, gdyby piersciert
akceleratora ulegl niewielkiemu
odksztalceniu, powiedzmy, promien
zwiekszylby sie o AR, Czestodé obiegu
elektrondéw uleglaby zmniejszeniu na
skutek niewielkiego wzrostu obwodu
piericienia i przestalaby pasowaé

do starannie dobranej czestodci fal
radiowych f. Dopasowanie czestodci fal
do nowych rozmiaréw LEPu wymagaloby
obnizenia jej o Af.

Mozemy wiec zapisaé, ze w pierwszym
przyblizeniu

Al AR
(2) S e
Jezeli czestodé radiowa nie ulegnie zmianie,
to energia wiazki elektronéw musi ulec
zmniejszeniu zgodnie ze wzorem (1),
co, po podstawieniu zaleznosci (2),
prowadzi nas do wzoru

AE 1 AR

®) . o
Obliczenie odksztalcenia LEPu pod
wplywem sit grawitacyjnych Ksiezyca
wymaga doéé ztozonych rachunkéw
numerycznych uwzgledniajacych budowe
geologiczna i wlasnodci sprezyste skal,
w ktérych jest wydrazony podziemny tunel
akceleratora. Z obliczenl tych wynika,
ze maksymalna gmiana promienia R
wynosi okolo 150 pm. Wzgledna zmiana
promienia LEPu AR/R wynosi wiec
(1,5x107* m)/(4,24x10° m) = 3,5x10™°.
Po podstawieniu do wzoru (3)
otrzymujemy wzgledna zmiane energii
wiazki réwna, okolo 0,7 x 10™%,
~czyli zmiane energii ukladu efe”
o okolo 6,8 MeV. Taka sama, zmiane
energii eTe” mozna by uzyskaé zmieniajac
czestosé fali priyspiessajacej o 10 Hz,
na przyklad z 352 254 170 Hz na
352 254 180 Hz.

Dane z rysunku 2 mozna teraz wykreslié
nie w zaleznogci od czasu, lecz w zaleznoéci
od stosunku sily ptywu w danym '
momencie <:l.0b§r do makéymalnej sity

‘plywu. Taki wykres przedstawia rysunek 3.
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Gorowanie
Ksiezyca Ksiezyca

Rys. 3. Zaleinoddé AF od znormalizowanej sily
plywow Ksiciyvea X, adefiniowanej jako:
sila plywdéw Ksigiyea w czasie pomiaru

T maksymalna dobowa sila plywéw Ksigiyea
Kraywa ciagla jest praewidywanicm teorii
plywdw.

Linia ciagla jest wynikiem obliczen
odksztalcenia promienia R. Jak widag,
zgodnosé pomiaréw energii wiazek

w LEPie z przewidywaniami teorii plywéw
jest bardzo dobra. Nie potrzebujemy wigc
uciekaé sie do astrologii.

Wilacz komputer!

Okazuje sig, ze nastepujaca bardzo
skomplikowana suma

o0

> (VE—e)(¥z—c)(Yz—c) . ..(*Vz—0),

n=1
gdzie £ > 0, zaé 0 < ¢ < 2, w bardzo
prosty sposéb wyraza sie za pomoca
z oraz c. Te cala skomplikowana
sume mozna ,zwinaé” do jednego
bardzo prostego wyrazenia. Co to za
wyrazenie? Az trudno sobie wyobrazi¢,
ze taka suma moze sie uproécic.
Dlatego tez proponujemy odgadniecie
owego wyrazenia za pomocg obliczen
na komputerze. Czekamy na listy
z odpowiedziami oraz z ewentualnymi
kréotkimi opisami, w jaki sposéb te
odpowiedzi zostaly otrzymane.

* * *

Na lekcji matematyki:
— Ile jest komputeréw na stole?
- Pigé.
— Teraz schowam dwa komputery pod
tawke. Ile zostanie?
— Trzy.
- Widzicie dzieci, kiedy$ uczono liczy¢
na liczydle, a teraz uczymy sie liczy¢ na
komputerach.
P.H.

Matematyka, prawo i zycie

Pawet STRZELECKI

Czy prawnikéw warto uczy¢ matematyki? Wydaje sie, ze nie:
po pierwsze nie beda chcieli sie uczyé, po drugie i tak na ogél umieja
zarabiaé na zycie. ..

Moze sie to Czytelnikowi wyda nieco przewrotne, ale niekiedy
wlaénie nieznajomo$é matematyki pozwala prawnikom na toczenie
dlugich, metnych, zawilych spraw. Oto przyklad, wyszperany

we wspomnieniach slynnego angielskiego matematyka Johna
Littlewooda.

Littlewood byl tak §wietnym matematykiem, e juz za jego fycia opowiadano
o nim rozliczne anegdoty — niektére z nich mozna znalefé w Deleie 5/1993.

Poczawszy od 1914 roku obowiazywal w Anglii pewien akt
parlamentarny dotyczacy placenia podatkéw za posiadanie doméw
1 kamienic. Akt zawieral sporo definicji; najwazniejsze z nich
przytaczamy nizej, zachowujac (o ile to mozliwe) styl oryginatu.
W nawiasach podajemy wlasne oznaczenia niektérych wielkodci.

Standardowa oplata (= R) byla zdefiniowana jako réwna podatkowi
zaplaconemu w 1914 roku (= Rp), jedli ten ostatni nie byl mniejszy
od pewnej — zaleznej od paru nieistotnych dla nas czynnikéw — sumy
(= 8); w przeciwnym razie przyjmowano, ze standardowa oplata jest
réwna owej sumie S. Nastepnie akt stwierdzal, ze -

,Dom podpada pod dzialanie niniejszego aktu, jesli albo standardowa
oplata, albo wspomniana wyzej suma S jest mniejsza niz 105 funtdw
szterlingéw.”

W brytyjskich sadach toczylo si¢ podobno wiele spraw, w ktérych
chodzilo o rozstrzygniecie, czy nalezy stosowaé éw akt. Przy tym
owe sprawy (czesto dosé skomplikowane i niejasne) rozpatrywano
oddzielnie dla kazdego z dwéch przypadkéw wymienionych

w zacytowanym wyzej przepisie. Tymczasem mozna sformulowaé
(i szybko udowodnié) twierdzenie jasno okreélajace, kiedy sie akt

stosuje, a kiedy nie. Owo twierdzenie najwyragniej nie bylo znane
ani prawodawcy, ani calej rzeszy sedziéw i adwokatéw.

Twierdzenie. Dom podpada pod dzialanie aktu wtedy 1 tylko wtedy,
gdy S < 105.

Dowéd twierdzenia wynika natychmiast z nastepujacego, trywialnego
lematu (Cazytelnicy zechca sami przekonaé sie o jego prawdziwosci).

Lemat. S = min(max(Ry, S), S) dla dowolnych rzeczywistych Ry
1 8.
Wystarczy bowiem przypomnieé sobie definicje: standardowa
oplata R to po prostu wigksza z dwéch liczb Ry 1 S, czyli
R := max(Ry, S), akt za$ dziala wtedy (i tylko wtedy), gdy mniejsza
z dwéch liczb R 1 S jest mniejsza od 105. Ostatecznie, widzimy, ze
akt dziala wtedy i tylko wtedy, gdy

105 > min(R, S) = min(max(Ro, S),S) = S
Inny (choé juz nie tak tadny) przyklad sytuacji, gdy dlugie i krete
oméwienia mozna latwo skrécié i uproécié wypisujac jeden wzér,
znaja wszyscy Czytelnicy, ktérzy musza placié podatek dochodowy.
Gdy w 1993 roku wypelnialiémy po raz pierwszy formularze
podatkowe, to w wydanej przez Ministerstwo Finanséw broszurce
tabelka objasniajaca zalezno$é podatku od dochodu zajmowala



Rozwiazanie zadania F 888. Tecza
powstaje wskutek wewnetrznego

odbicia §wiatla od kropelek
deszczu (rys.).

Kat migdsy promieniem padajacym na
krople, a wpadajacym do oka wynosi
y=28-2(a—-B) =48 — 2a.
Z prawa zalamania
sin a

sinf

mozemy wysnaczy€ @ = arcsin

Kat v jest teraz funkcja tylko kata a,
tj. 7(a), a € (0°,90°). Obraz teczy
powstaje, gdy padajace promienie po
odbiciu sa, nadal réwnolegle. Warunek
ten jest w przyblizeniu spelniony dla

3 o A .
takiego a, ze — = 0, tj:
da

dg dag 1
4— —2 =0 = _—= —.
da de 2

Z drugiej strony

. dg cosa 1
sina = nsin 8 = =

dex

cos @ n’
Rozwiazujac uklad réwnan

CO8 & T
cos 3 2
sin a

. = n
sin A

przez podniesienie do kwadratu
g T T :
i eliminacje gin” @ otraymujemy

i 4 —n? &
a = arcsin = 594",
3
8 in4/ A—n ana®
= arcsin _— = A a0
3n?
— n2

stad

Ostatecznie
7 =4 arcsiny/ % -
3n?
— 2arcsin s _Snz r42°

&

Rozwiazanie zadania F 384,
Zalésmy, ze futerko myssy i otoczenie

promieniuja jak ciala doskonale czarne.

Z prawa Stefana—-Boltzmanna mamy
moc promieniowania myszy wzgledem
tla

P=o(T*-T})S.
W odleglofei r gestodé mocy na
jednostke powierzchni musi réwnad
si¢ co najmniej czulodci sensordw
termicznych grzechotnika

P

=
Stad

[a(T4 —TH)S
- g:iﬁm.
dmra

(s}

— wraz z objaénieniem i kilkoma przykladami — prawie trzy pelne strony druku.
Byla tam mowa o kolejnych przedzialach dochodéw, progach podatkowych
(20% podatku od dochodéw mieszczacych si¢ w pierwszym przedziale,

do tego 30% podatku od dochodu pomiedzy 64,8 mln a 129,6 min, a dla

tych, co oémielili si¢ zarobi¢ ponad 129,6 mln w ciagu roku, jeszcze 40% od
nadwyzki), odejmowaniu jakich§ magicznych kwot od dochodéw w pierwszym
przedziale itp. Matematycy, a moze nie tylko oni, zapewne woleliby zamiast
tabelki z zawilymi objagnieniami, zobaczy¢ nastepujace zdanie:

Jesli dochdd roczny (w milionach zlotych, po odjeciu kosztéw uzyskania
i odliczen) jest réwny D, to podatek P (w milionach zlotych) wyraza si¢ wzorem

P:=02-(D—-4,32)"+0,1-((D-648)" + (D —1296)"),
przy czym 7 := max(0, z) oznacza nie mniejszq z liczb 0 1 .

Pomogla nam znowu funkcja max(z, y), ktéra z dwéch liczb wybiera wieksza
i jest wygodnym narzedziem do zwiezlego zapisywania przepiséw w rodzaju ,jesli
tak, to zréb tak, a w przeciwnym przypadku postepuj troche inaczej;”. Innym
takim wygodnym narzedziem, dobrze znanym nawet przecietnemu uczniowi,
jest modut (wartoéé bezwzgledna); nic dziwnego, bo obie funkcje sa powiazane
prostymi wzorami. Mianowicie, jak latwo sprawdzié
z+y  |z—y

2 2

|z| = z + max(0, —2z), max(z,y) =

dla dowolnych rzeczywistych z i y (patrz rys. 11 2).

Rys. 1. Jeéli dodamy
dwie funkcje,

= oraz max(0, —2z),
to dostaniemy |z|

- wystarczy
naszkicowaé wykresy
i praypomnieé sobie
twierdzenie Talesa.

max(0, —2z)

Rys. 2. Dla dwéch liczb z,y € R punkt LA jest drodkiem laczacego je odcinka.

Gdy z owego frodka przesuniemy sie w prawo o pél dlugodci odeinka, czyli o @,

to nadepniemy na wicksza z dwéch liczb = oraz y.

Podobnych sytuacji mozna, jak sadze, znaleZé wiele; jezyk matematyki

jest po prostu znacznie bardziej zwiezly i precyzyjny niz jezyk prawa.
Niejasnoéci zwiazane z interpretacja rozmaitych przepiséw sa czesto irédlem
zwiekszonych dochodéw dla prawnikéw, a dla innych — powodem zgryzoty,
zdenerwowania czy marnotrawienia czasu. Wydaje sie, ze nic na to poradzié
nie mozna; taki juz jest nasz swiat.

Wszystkich, ktérzy znaja inne ciekawe historie tego rodzaju, prosimy
o podzielenie sie swa wiedza z redakcja Delty.



8 Nata delid

Jaka srednia?

Samochéd potowe drogi jedzie z predkoscia vy, druga polowe drogi
z predkoécia v, rézna od v;. Jaka jest jego Srednia predko$c? Prawie
kazdy, kogo o to zapytam, odpowiada bez namystu

1
§(v1 + v3)

i jest to odpowiedz bledna. Srednia predkosé jest to stosunek drogi do
czasu, w ktérym zostala ona przebyta. Jesli przez t, 1 {; oznaczymy
czasy, w ktérych samochéd przebywa jednakowe odlegloéci réwne polowie
drogi, to z warunku t = t; + t,, gdzie ¢ jest czasem potrzebnym na
przebycie calej drogi, otrzymujemy

1 1 1 1 ' 201‘02 A

vy 2 (U_1+E) el e vy +vg
Srednia obliczona zgodnie z powyzsza recepta nazywa sie $rednia
harmoniczna. batwo spostrzec, ze $rednia predkos¢ bylaby srednia
arytmetyczna obu predkosci, gdyby samochéd w takich samych czasach
réwnych polowie czasu podrézy przeby! z réznymi predkosciami rézne
drogi.

A oto podobny problem. Do naczynia nalano ciecz o gestosci g,

oraz druga ciecz o gestosci g,. Jaka jest srednia gestos$é obu cieczy
znajdujacych sie w naczyniu? (Przez srednia gestos¢ rozumiemy stosunek
masy do objetoéci.) W zaleznosci od tego, jak sformulujemy warunki
zadania, znéw otrzymamy rézne srednie. Jesli jednakowe beda masy obu
cieczy — otrzymamy $rednia harmoniczna, jesli jednakowe beda objetosci
— érednia arytmetyczna,.

Teraz calkiem inne zadanie. Rozwazmy cialo poruszajace si¢ w polu
jakiej$ sily z punktu A do B. Jaka jest érednia sila dzialajaca na to
cialo? Najpierw musimy okredlié, co mamy na my$li méwiac ,$rednia
sita”. Jest to taka (stala) sila, ktéra wykona te sama prace przy takim
samym przesunieciu ciala. W zaleznosci od rodzaju sily otrzymamy rézne
srednie.

re

o &

Rozwazmy cialo o masie m przemieszczajace si¢ w centralnym polu
grawitacyjnym masy M, jak to jest pokazane na rysunku.
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Prace sil grawitacji obliczymy jako réznice energii potencjalnych
w punktach A1 B:
GM GM GM
W =Eps— Epp=— = A =
Ta rp TATB
Widzimy wiec, ze zgodnie z definicja $redniej sily

W= —Fgr(!‘B == fA) y

(rg—ra).

ma ona wartosé

- = GMm
TATB
czyli Fs, = \/F4 Fp, gdzie Fy = Gifm iFg= Gis;fm sg wartosciami sit

A B
grawitacji w punktach A i B. Ten rodzaj éredniej nosi nazwe sredniej

geometrycznej. Srednia geometryczna otrzymamy dla sil zmieniajacych
sie jak ;_12- (sity grawitacji, sily elektrostatyczne). Gdyby sila zmieniala
sig liniowo wraz z odlegloscia (tak jest dla sil sprezystosci), érednia sila
bylaby érednia arytmetyczna sily poczatkowej i koricowej.

Na zakoriczenie jeszcze jeden problem. Rozwazmy dwa ciala o takich
samych pojemnosciach cieplnych i poczatkowych temperaturach
bezwzglednych Ty i T, (T > T2). Jesli pozwolimy na przeplyw ciepla
pomiedzy tymi cialami izolujac je cieplnie od otoczenia, ich temperatury
wyréwnaja sie. Koncowa temperatura tych cial zalezy od sposobu
przeprowadzenia procesu. Jesli cale cieplo oddane przez cialo o wyzszej
temperaturze zostanie przekazane cialu o nizszej temperaturze, koficowa
temperatura bedzie Srednig arytmetyczna poczatkowych temperatur
cial. Mozemy jednak postapi¢ inaczej. Cialo o wyzszej temperaturze
moze zostaé uzyte jako grzejnik silnika cieplnego, cialo o nizszej — jako
jego chlodnica. W tej sytuacji cze$¢ ciepla oddanego przez pierwsze
cialo zostanie zamieniona na prace. Okazuje sie, ze maksymalna prace
uzyskamy, jesli caly proces bedzie przebiegal w sposéb odwracalny.
Temperatura koricowa obu cial bedzie wtedy $rednia geometryczna,
temperatur poczatkowych.

Moéwilismy o trzech rodzajach sredniej: arytmetycznej, geometryczne;

1 harmonicznej. W naturalny sposéb pojawia sie pytanie: ktéra z nich
jest najwigksza, a ktéra najmniejsza? Wezmy zatem dwie dodatnie liczby
a i b. Zachodzi oczywista nieréwnosé

(Va-vb)* >0,
z ktorej otrzymujemy
%(a +b) > Vab.
Tak wigc érednia arytmetyczna jest nie mniejsza niz érednia

geometryczna. Réwno$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.
Dzielac obie strony ostatniej nieréwnosci przez iloczyn ab otrzymujemy:

LDl
2\a b)) \ab’

2ab
Vab > a+b’

A zatem érednia geometryczna jest nie mniejsza niz érednia harmoniczna.

czyli

Réwnoéé znéw ma miejsce tylko w przypadku a = b.
Malq Delte przygotowal Krzysztof REJMER



Patrz w niebo

Najwieksze laboratorium, czyli Wszech§wiat, realizuje wszystko, co jest
dozwolone przez prawa przyrody, nawet rzeczy — zdawaloby sie — dziwaczne.
Za jedna z takich ,rzeczy” mozna chyba uznaé ujemny jon wodorowy H™,

tzn. proton z dwoma elektronami. Na zdrowy rozum, drugi elektron nie ma
szans trzymaé sie protonu, atom wodoru jest przeciez jednowartodciowy.
Tymczasem mechanika kwantowa pokazuje, ze wprawdzie slabo, ale moze sie
trzymaé. Jego energia wiazania wynosi zaledwie 0,75 eV, zapewnia to jednak
istnienie jonu nawet w temperaturze panujacej na powierzchni Slofica, co prawda
w iloéci znikomej, wystarczajacej jednak do odegrania tam powaznej roli. Otéz
gdyby nie H™, to fotony odpowiadajace liniom absorpcyjnym moglyby byé
przekazywane od atomu do atomu bez przeszkéd i opuszczalyby gwiazde w tej
ilodci, w jakiej wyprodukowane zostaly w jej wnetrzu — zatem linie absorpcyjne
nie bylyby widoczne. Aby staly sie widoczne, trzeba przynajmniej czesé
odpowiadajacych im fotonéw zniszczyé. To wladnie robi H™ - jon ten zdolny
zaabsorbowaé nawet malo energetyczny foton nie jest w stanie go w tej samej
postaci odtworzy¢.

Kilka lat temu inny dziwolag zostal odkryty w wysokich warstwach atmosfery
Jowisza. Az trudno uwierzy¢, ze po misjach Pioneeréw i Voyageréw dalo sie

coé nowego zaobserwowaé na Jowiszu z Ziemi — a jednak! W podczerwonym
zakresie widma w okolicy fali 2,1 um znaleziono szereg linii emisyjnych, ktére
doéé dlugo nie dawaly sie zidentyfikowaé. Identyfikacji dokonano wreszcie sitami
miedzynarodowymi. Badacze Kanady, Francji i USA stwierdzili, Ze linie te
pochodza od innego jonu wodorowego, mianowicie H;

Prawdopodobnie czasteczka taka powstaje w wyniku spotkania obojetnej
czasteczki Hy z druga taka, ale uprzednio zjonizowana przez wysokoenergetyczne
elektrony jowiszowe]j jonosfery. Czasteczka podrednia rozpada sie nastepnie
na HY i neutralny atom wodoru. Gdyby dalo si¢ wlasnoéci dodatniego jonu
wodorowego w pelni opisaé teoretycznie, to obserwacje podczerwonych linii przy
2,1 pm w Drodze Mlecznej i w innych galaktykach stalyby sie nowym poteznym
narzedziem badania rozkladu wodoru we Wszeché§wiecie.

Tomasz KWAST

Redaguje Pawel STRZELECKI

M 705. W ciagu liczbowym (a.) kaidy wyraz, poczawszy od trzeciego, jest suma,
dwéch poprzednich wyrazéw. Ciag (b.) ma te sama wlasnosé. Ponadto a; = 3, az = 2,
by = 2, by = 3. Ile jest liczb, ktére wystepuja w obu tych ciagach (niekoniecznie na tym
samym miejscu)?

Rozwiazanie na str. 13

M 706. Czy réwnanie

\/z+ Z+...++/z=y

;

o

1994
ma rozwiazania w liczbach naturalnych z, y?
Rozwiazanie na str. 13

M 707. Rozwiazaé w liczbach naturalnych réwnanie z°® — y® — zy — 25 = 0.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Jarostaw KULPA

F 383. Oszacowal rozmiary katowe teczy, gdy Slorice znajduje sie w poblizu
horyzontu. Wspéiczynnik zatamania wody wynosi n = 1,333.
Rozwiazanie na str. 7

F 384. Wai grzechotnik ma na glowie druga pare oczu — sensory termiczne,
odbierajace promieniowanie podczerwone w szerokim przedziale 6-12 pum. Ich
czuloéé wynosi okolo ¢ = 10~* W/m?. Obraz powstaje na zasadzie camery
obscury. Oszacowaé, z jakiej najwigkszej odleglodci waz moze zaobserwowaé mysz
o temperaturze futerka T' = 310 K i powierzchni § = 50 cm?, jezeli temperatura
otoczenia wynosi Ty = 300 K.

Rozwiazanie na str. 7
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Zasada wlaczen i wylaczen
Przemystaw GRZEGORZEWSKI

Niech A i B beda dowolnymi skonczonymi podzbiorami pewnego zbioru X. Wéwczas
moc sumy tych zbioréw A U B (tzn. liczba elementéw nalezacych do A U B) jest réwna:

|AUB| = 4|+ |B| - |An B,
gdzie | - | oznacza moc zbioru. Dla trzech podzbioréw skoficzonych A, B, C moc sumy
wyraza sie nastepujaco

|AUBUC| = |A|+|B|+|C|-|ANnB|-|ANnC|—-|BNnC|+|ANnBNC|.

i)
A7

I
L7STN
(NS

Powyzsze wzory sa prostymi przypadkami nastepujacej zasady, zwanej zasada, wlaczen
i wylaczen:

Twierdzenie Niech A;, Az,..., A, beda skoficzonymi podzbiorami pewnego zbioru X.
Wtedy

lAiu...Udal= D lad- Y lainagl+
1<i<n 1<i<i<n
+ > |ANANAd =+ (-1)"TA N0 A
1<i<j<k<n '

Dowéd indukcyjny tego twierdzenia pozostawiam Czytelnikom.

Zasada wlaczen i wylaczeli ma wiele zastosowani w réznych dyscyplinach
matematycznych. A oto przyklady pochodzace z teorii liczb, rachunku
prawdopodobieistwa i analizy kombinatorycznej.

Odcinek dla poczty Odcinek dla posiadacza rachunku Potwierdzenie dla wplacajacego

stownie ztotych stownie zlotych stownie zlotych

) )
;- ey § g e 5 E T S
2 . g E § E
AMOS " AMOS "

01806 Warssawa | g OL-8O6Warspawa | o O1-806Warszawa

. il £ A =P 4 .
A nazwa nazwa

w, BRO VIO WA . | i "ERO VEEOMN WA - o2, | waie FRO VIO .

r 1586-77578-136 Nr 1586-77578-136 Nr—1586-77578-136

ku r-ku r-ku :
Pobrano Pobrano ) Pobrano

oplate -fg oplatg = oplatg

= i

E 5]

a z ;

w w I

U podpis przyjmujacego T podpis przyimujacego L S T podpis przyjmujgcego i |




Przyklad 1.

W tym przykladzie zasade wlaczen i wylaczend wykorzystamy w dowodzie twierdzenia
dotyczacego tzw. funkcji ¢ Eulera definiowanej nastepujaco

¢(m) jest to liczba tych naturalnych k < m,
ktére nie maja z m wspdlnego dzielnika réznego od 1.

Twierdzenie:

Wartoéé funkcji ¢ Eulera dla dowolnej liczby naturalnej m > 1 wyraza sie wzorem

¢(m)=m-1'[(1—,%),

gdzie p przebiega zbiér wszystkich dzielnikéw pierwszych liczby m.

Dowéd: Weimy pod uwage pewna liczbe naturalna m > 1. Niech {pi,p2,...,0n}
bedzie zbiorem wszystkich dzielnikéw pierwszych liczby m. Liczba naturalna k jest
wzglednie pierwsza z m, jedli nie jest podzielna przez zadna z liczb p; (i = 1,2,...,n).
Dla?=1,...,n oznaczmy przez A; zbidr tych wszystkich liczb naturalnych k < m,
ktére sa, podzielne przez p;. Korzystajac z zasady wiaczen i wylaczen otrzymujemy

¢(m)=m—(z lal- > IAmA:-i+---+(—1)“+‘IA1m-‘-ﬂAnl)-

1<i<n 1<i<j<n
Jak latwo za.uwa.i.yé, |A:] = ﬂ (bo jest to zbiér liczb postaci: p, 2p:, 3pi..., Ep,-);
pi
|Ai N Aj| = —; itd. Wreszc;e, O O R,
Pip; P1°ess P

Po podstawieniu otrzymujemy

o) = m (z L

£+..+{_1)“+1—-—-L) —
1cizn P 1<ici<n PP Prievicle

—m(l—Z-lf+...+(~1}“ . )zm (1—.1__) 5
1gia B P i=1 £
..... I e e i e e o S e i e Mo
Prenumerata ,,Delty” Prenumerata ,,Delty” Prenumerata ,,Delty”
za okres: za okres: Za okres:
“u 5 ||l “
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Rozwigzanie zadania M 705.
Mamy, oczywidcie, az = by = 5, zatem
z definicji obu ciagdéw

=gy =T hy =8

o

by =5
< as =12 < bs

Jedli dla pewnego n € N zachodza
nieréwnosci bp—31 < ap < bp oraz
bp < apt1 < bpg1, to dodajac je
stronami otrzymujemy natychmiast
bnt1 < @ntyz < bpya. Stad przez
indukcje

bp—1 < anp < by

dla wszystkich n > 4. Ponadto, oba
ciagi sa dcifle rosnace poczawszy

od drugiego wyrazu,
tylko trzy liceby naturalne spelniajace

warunki zadania: 2, 31 5.

istnieja zatem

@

Rozwinzanie zadania M 706.
Przypu$émy, #e para liczb naturalnych
Podnosimy
obie strony réwnania do kwadratu

x,y jest rozwiazaniem.

i przenosimy r na prawa strong.
Liczba pierwiastkéw po lewej stronie
zmniejszyla sie o jeden, a po prawej
stronie nadal mamy liczbg naturalna,
(pierwiastek kwadratowy jest
Powtarzajac te operacje
wielokrotnie, dochodzimy do wniosku,

nieujemny).

Ze

m:IEN OTAL V{;:kGN,

Stad wynika, #e liczby naturalne k
i | spelniaja, zaleznoéé k(k + 1) = o
k<l wige k41 <1, skad

| Y 1?2 — sprrecznosé.

Oczywiicie,

k(k+1

Zatem rozpatrywane réwnanie nie ma
rozwiazan w liczbach naturalnych.

ko Y
Rozwiazanie zadania M 707.
Jedli para liczb naturalnych (=, y)
jest rozwiazaniem réwnania,
tox > y. Zapiszmyz =y +r, r= 1.
Po podstawieniu i prostych rachunkach
dostajemy

yly + r)(e r—i}+r

Stad 1 <r <r® <25 < 3% zatemr=1
lub r = 2.

= 25.

W pierwszym przypadku dostajemy
réwnanie 2y(y + 1) = 24, ktére ma
jeden pierwiastek naturalny y = 3.
Wtedy £ = y + r = 4; jak sie nietrudno
przekonad, rzeczywidcie jest to
rozwiazanie naszego réwnania.

Gdyby r = 2, to mieliby$my

Sy(y + 2) = 17. To jest sprzecznosé
7 zaloZeniem y € N, bowiem 17 nie
dzieli sie przez 5.

Przyklad 2 (problem roztargnionej sekretarki).

Pewna sekretarka napisala n réznych listéw — po jednym do kazdej z n oséb. Nastepnie
wlozyla je do n kopert, zakleila koperty, po czym na kazdej napisata jeden z n adreséw.
Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze choé jeden z listéw jest dobrze zaadresowany?

Zdarzeniami elementarnymi sa tu permutacje na zbiorze n-elementowym, ktére
odpowiadaja mozliwym przyporzadkowaniom adreséw poszczegdlnym kopertom. Jest
ich n!. Niech A; oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze i-ty list znajduje sie we
wladciwie zaadresowanej kopercie. Wtedy interesujace nas zdarzenie A — co najmniej
jeden list we whasciwie zaadresowanej kopercie — jest réwne A, U...U A,. Liczbe
zdarzen elementarnych sprzyjajacych A obliczymy korzystajac z zasady wiaczen

i wylaczed. 016z, skoro A; sprzyja (n — 1)! zdarzefi elementarnych, a zdarzeniu

Ay, MA;, NN Ay (listy 11,12,.. ., %% 83 we wiadciwie zaadresowanych kopertach)
sprzyja (n — k)! zdarzer elementarnych i skoro podciag (%1,%2,...,%) mozemy wybraé
na (:) sposobéw, to

= 30 1= D 044+ (-)" A0 A =

1<i<n 1<i<j<n
+( 1)n+l( ) l_ﬂ-'Z( l k41 1

= (’;)(n— P (;)(n——Z]

Zatem P(A) = |A| = Z( 1)" . Gdy n — 00, to P(A) > 1—e '

| b2

(dla n > 7 jest to juz ,,mema.l sta.}e”).

Dodajmy jeszcze, ze w rachunku prawdopodobienstwa korzysta sie ze wzoru na
prawdopodobienstwo sumy zdarzen, bedacego probabilistyczna wersja zasady wlaczen
i wylaczen

P(A1U...UA.) = ) P(A)— Y P(AiNAj)+.

1<i<n 1<i<j<n

A D) P(AIN... N AL).

Przykiad 3.

Twierdzenie. Jezeli |X| = m, |Y| = n, to liczba wszystkich funkcji ze zbioru X na

zbiér ¥ jest réwna ) (—1)*(})(n — k)™.
k=0

Dowéd. Niech ¥ = {y1,...,yn} iniech dlai=1,2,...,n, A; bedzie zbiorem
wszystkich funkcji ze zbioru X w zbiér ¥\ {y:}, A zaé — sbiorem wszystkich funkcji

z X wY. Funkcja F jest odwzorowaniem na caly zbiér V', gdy nie nalezy do zadnego
ze zbioréw A;. Zatem szukana liczba funkeji jest réwna |A| — |A U ... U A,|. Eatwo
zauwazyé, ze |A| = n™, a licznodé zbioru wszystkich funkcji ze zbioru X w zbiér
Y\{wir,--., ¥, } Jest réwna (n — k)™ (tzn. |4, N...NAi | = (n — k)™). A poniewas
ciag 1 <1; <... <1 < n moZemy wybraé na ( ) sposobdw, wiec liczba wszystkich
funkcji ze zbloru X na zbidr ¥ jest réwna

g (('1") e (’2‘) (BB (—1)"*"(:){% = n)"‘) =

—Z( 1)“()@— By

Zauwazmy, ze dla m < n nie ma zadnych funkcji ze zbioru X za zbiér ¥'. Nie powoduje
to wcale sprzecznosci, bowiem mamy wtedy

> (3)

— zastandéw sie, Czytelniku, dlaczego. B

(n—k)™ =0

Na zakoriczenie proponuje Czytelnikom latwe zadanie: prosze podaé, ile jest
odwzorowali n-elementowego zbioru na siebie majacych dokladnie jeden punkt staly
(z € X nazywamy punktem stalym odwzorowania f: X — X, gdy f(z) = z).
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadani z numeru n w terminie do kofica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazaf zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié

Croléwka ligi zadaniowej co miesiae lub 7 dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
Klub 44 F przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
po uwzglgdnieniu ocen rozwiazan Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnofcia do 0,1. Ocene mnoiymy
zadan 165 (WT=1,40) i 166 (WT=3,70) przez wspélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume
z numeru 10/1993 ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
B bxémigs i GwWorsh S i dastoch ows: 42,14 Jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
Andrge] Nowogrodzki- Chociandw 34,04 nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéeh
Andrzej Borowski - Alcksandr. Kuj. 27,03 konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana

do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Uwaga:

Zadanie 174 zostalo wydrukowane w numerze 2/1994 z bledem: pominieto dane
dotyczace wartosci i kierunku predkosci poczatkowej planetoidy. Oto prawidlowa
tresé:

174. Planetoida o masie m = 50 ton znajduje sie¢ w odleglosci r = 100 tys. km od
v érodka Ziemi i leci z predkoédcia v = 3 km/s pod katem a = 10° do kierunku Ziemi
_/Pia/ RZ . .. . . . . wi . e .
L (rys.). Cazy planetoida minie Ziemie, czy rozbije si¢ o jej powierzchnie? Czy porusza sie
po torze eliptycznym, parabolicznym czy hiperbolicznym? Promien Ziemi jest réwny

6370 km.

Termin przysylania rozwiazaii tego zadania zostaje przedtuzony do

31 sierpnia br., a zaliczenie punktéw za oba zadania 178 i 174 nastapi lacznie
(zatem z opéénieniem). Przepraszamy! W zwiazku z powyzszym w tym numerze
dajemy rozwiazanie tylko jednego zadania.

Rozwiazanie zadania z fizyki z numeru 2/1994

Przypominamy treéé zadania:

178. Porcje miesa o temperaturze +5°C wlozono do zamraialnika, w ktérym temperatura
wynosi —18°C, a jednoczednie taka sama porcje miesa o temperaturze —18°C przelosono

z zamrazalnika do komory lodéwki (gdzie temperatura wynosi +5°C). Niech t; oznacza czas,
po ktérym pierwsza porcja osiagnie temperature —15°C, a t3 — czas, po ktérym druga porcja
osiagnie temperature +2°C. Ktéry z tych czaséw jest dluiszy i ile razy?

173. Migso skiada sig gléwnie z wody, a duze cieplo wlasciwe wody i duze cieplo topnienia
usprawiedliwiaja pominigcie innych skladnikéw. Obliczmy — na przyklad — czas oziebiania
porcji od +5° C do 0°C przy temperaturze otoczenia —18°C. Prayjmujemy, ze tempo
przeplywu ciepla jest proporcjonalne do réznicy temperatur, a oznaczywszy stalg
proporcjonalnoéci przez & mamy réwnanie rézniczkowe

a(T + 18)dt = —medT,

gdzie T — temperatura w skali Celsjusza, t — czas, ¢ — cieplo wlaéciwe. Calkujac otraymujemy
- me 1 23
- (5)
1 m

Obliczenie czasu zamarzania nie wymaga calkowania — wynikiem jest ¢/ = B =4 (g — cieplo
[2

topnienia). Nalezy jeszcze dodaé czas ozigbiania do —15°C i powtérzyé rachunki dla drugiej
porcji. Ostatecznie

5 c;]n( )+ +c..,1n( )

ty cwln( )+—q—+cgln(—l§)}
gdzie ¢y — cieplo wladciwe wody, ¢; — lodu. Podstawienie danych liczbowych daje rezultat
ta/t) &~ 3,09. Warto zauwazyé, e gardwno w liczniku, jak i w mianowniku irodkowy wyraz

przewaza (najdiuzej trwa zamarzanie lub rozmarzanie), czyli doé¢ dobrym przyblizeniem jest
ta/t, ~ 18/5 = 3,6.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadani z matematyki z numeru 2/1994
Przypominamy treéé¢ zadan:

276. Wysnaczyé wazystkie funkcje réiniczkowalne f: R — R spelniajace warunki
F(F(f(=)}) = f{=) 2 0 dla wszystkich z € R.

276. Cieciwy AC i BD okregu o $rodku O przecinaja si¢ w punkecie P. Okregi opisane na
tréjkatach PAB i PCD przecinaja sie w punktach P oraz . Zakladamy, ie O, P, () sa trzema
réinymi punktami. Dowiedé, ie kat OQFP jest prosty.

275. Przypuéémy, ze funkcja f, nie bedaca stala, spelnia
podane warunki. Oznaczmy kres dolny i kres gérny funkeji f
na zbiorze R odpowiednio przez a i b; tak wiec 0 < a < b < oco.
Zbidr wszystkich wartoéci przyjmowanych przez f jest
przedzialem (otwartym lub domknietym lub jednostronnie
domknigtym) o koricach a, b; oznaczmy ten zbidr przez J.
Podane réwnanie funkcyjne mozemy zapisaé w postaci

(1) Fif{z)) == dla z€J,

z ktérej wynika, ze funkeja f, zawezona do przedziatu J,
przeksztalca ten przedzial na siebie w sposéb wezajemnie
jednoznaczny. Jest wigc na nim &cisle monotoniczna.

Gdyby dla wszystkich £ € J zachodzila réwnoéé f(z) = =,
wéwcezas mielibyémy

f(z) - f(a)

zT—a

lim =1
z—a+-

a= lim f(z)= f(a) €J, f_;_[a]:
z—a+
i wobec zalozenia rézniczkowalnogci pochodna f'(a) bylaby
réwna 1. Funkcja f przyjmowaltaby wiec w lewostronnym
otoczeniu punktu a wartosci mniejsze od a, whrew
okredleniu a = 12;' f(z). Wobec tego istnieje z1 € J takie,
z

e €2 = f(z1) # z1. Stad, wobec (1), f(z2) = z.. Bez straty
ogélnoéci moina przyjaé, ze z1 < zg; wéwezas f(z1) > f(z2),
co oznacea, ze f nie jest na przedziale J funkcjg rosnaca. Jest
zatem funkcjg malejaca — na przedziale J, wige (wobec ciaglodci)

f odwzorowuje J na J, to zachodzi réwnosé

b =supJ = sup f(z) = f(a) < 00,
zEJ
wobec czego b € J. Stad
f(®) = inf f(z)=infJ =a,
zEJ
wobec czego a € J.

Tak wiec J jest przedzialem domknigtym {a;b}); f(a) = b,
f(b) = a. Funkcja f osiaga w punktach a i b swoje wartosci
ekstremalne (na R) i w konsekwencji

(2) ffla)y=0,  f'(b)=0.

Niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkty plaszczyzny
(a,b) i (b,a). Dla z z prawostronnego otoczenia a punkty

(z, f(z)) wykresu funkeji f leza powyzej prostej [; zaé dla z

z lewostronnego otoczenia b punkty (z, f(z)) leza ponizej [;
wynika to z réwnosci (2). Z drugiej strony, réwnanie (1)
pokazuje, ze funkcja f (zawezona do przedzialu J) jest funkeja
odwrotna, do siebie samej, a wigc jej wykres jest symetryczny
wezgledem prostej y = z. Te dwie konkluzje wzajemnie sig
wykluczaja.

Otrzymana sprzecznosé jest wynikiem przypuszczenia, ze f
nie jest funkcja stala. Stad odpowiedé: jedynymi funkcjami

takze na jego domknieciu. Stad f(a) = sup f(z). A skoro
zeJ

Czoléwka ligi sadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadafl 265 (WT=2,11) i 266 (WT=2,41)

z numeru 9/1993

spelniajacymi warunki zadania sa nieujemne stale.

276. Okregi opisane na tréjkatach PAB i PCD oznaczmy odpowiednio przez wy i wa; okrag
przechodzacy przez punkty A, B, C, D oznaczmy przez (1. Peine rozwigzanie zadania wymaga
rozpatrzenia nastepujacych sytuacji:

(1) rozwazane punkty moga lezeé na okregach w; oraz wz odpowiednio:
(1.1) w porzadku P, @, A, B oraz w porzadku P, @, D, C;
(1.2) w porzadku P, Q, B, A oraz w porzadku P, @, C, D;

Leszek Gasifski - Stalowa Wola 43,96
Jan Ciach - Ostrowiec Sw. 43,65
Mirostaw Matlaga -~ Skoczdw 39,44
Tomasz Kulps - Katowice 18,04 (2) érodek O okregu 1 moze lezeé:
Jan Kraszewski - Legnica 37,66
Kraysztof Jedziniak - Katowice 35,57

(2.1) po tej stronie prostej PQ, co punkty A i B;
(2.2) po tej stronie prostej PQ, co punkty C'i D.
Kazdy z tych podzialéw na przypadki jest niezalezny od drugiego. Mamy wiec cztery mozliwe
konfiguracje:
(L) Aa(21), (1.1)a(2.2), (1.2)A(2.1), (1.2)A(2.2).

Przyjmijmy pierwsza mozliwodé. [Gdy zachodszi druga, trzecia lub czwarta sytuacja, mozemy
ja sprowadzi¢ do pierwszej stosujac — odpowiednio — zamianeg rél punktéw:

(A»D, B~C), (A—B, C~ D), (A—=C, B« D). |
W sytuacji przedstawionej na rysunku zachodza réwnodci:

(3) |{BQP|=|LBAP| (katy wpisane w okregu wy),
|LPQC|= |LPDC| (katy wpisane w okregu ws),
(4) |£BAP|= [{BAC| = %|KBOC'| (katy: wpisane i érodkowy

|£PDC|= [£BDC|= %|/BOC]| w okregu (1).
Zatem
|LBQC| = |LBQP|+|LPQC| = |LBAP| +|/LPDC| = |/BOC]|,

co oznacza, ze na czworokacie BOQC da si¢ opisaé okrag (nie uwidoczniony na rysunku);
wobec tego

(5) |£{BQO| = |/BCO| (katy wpisane w tym okregu).
Zauwazmy jeszcze, ze
(6) |£BCO|=90° — %ILBOC[ (katy w tréjkacie réwnoramiennym OBC).

Z réwnosci (5), (3), (4) i (8) otrzymujemy, ostatecznie,
|LOQP| = |LBQO| + |/BQP| = |LBCO| + |LBAP| = 90°.
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Od Kola Fortuny do ... Malego Twierdzenia Fermata

Kazdy, kto choé raz ogladal w telewizji (niekoniecznie polskiej) teleturniej ,,Koto
Fortuny” (a tym bardziej, jesli mial ,szczedcie” wziaé w nim udzial) wie, co to za
kolo.

Jest ono podzielone na ile§ tam réwnych réznokolorowych sektoréw.

Zalézmy, ze tych sektoréw jest p, gdzie p to ustalona liczba pierwsza, i kazdy
z nich chcemy pomalowaé na jeden z n koloréw. I tutaj powstaje

Pytanie: Ile jest wszystkich takich pokoloro;vaﬁ kola, jeéli dwa pokolorowania,
z ktérych jedno po obrocie kola o kat k - —-f-i-—, gdzie £ =0,1,2,3,...,p— 1,
staje sie¢ drugim, uznajemy za identyczne?

OdpowiedZ na to pytanie nie wydaje sie trudna.

Kazdy sektor malujemy na jeden z n koloréw. Zatem wszystkich pokolorowai
tego kola jest nP (tyle, ile wszystkich funkcji okreélonych na zbiorze

p-elementowym i przyjmujacych jedna z n wartosci). Wsrédd tych pokolorowan
jest n jednobarwnych i n” — n niejednobarwnych. Lecz kazde niejednobarwne

pokolorowanie tego kola jest w liczbie n? — n liczone p razy, gdyz. . ., no wlasnie,
dlaczego? Zatem istotnie réznych pokolorowan niejednobarwnych naszego kola
. nP—n ; .
jest , a wszystkich nieidentycznych pokolorowan mamy:
nf —n
n+
p

Liczba ta jest wiec, przy kazdym naturalnym n oraz dla dowolnej liczby

pierwszej p, catkowita. Stad wynika z kolei, ze dla kazdego naturalnego n
nPl—m

oraz dla kazdej liczby pierwszej p liczba jest calkowita, cayli ze p

dzieli n? — n.

Latwo spostrzec, ze podzielnosé p|(n? — n) zachodzi tez dla dowolnego n
catkowitego ujemnego; jesli bowiem n < 0, to —n > 01 p|((—n)? — (—n)) a wiec
p|((=1) - (n? — n)), gdy 2 Jp. Stad p|(n” — n).

Gdy p = 2, to podzielnoéé 2|(n? — n) jest ocaywista.

Zatem mamy p|(n? — n), dla kazdego calkowitego n oraz dla kazdej liczby
plerwszej p.

Poniewai n? — n = n(n?~! — 1), wiec z podzielnoici p|(n? — n), cayli
p|(n(n?~! — 1)), przy dodatkowym zalozeniu, ie p fn otrzymujemy podzielnosé
p|(n?~! — 1), a wiec zachodzi

Male Twierdzenie Fermata

Jesli n jest liczbg calkowrtq niepodzielng przez liczbe pierwszq p, to
pl(n"~! —1).

A oto kilka nietrudnych zadan olimpijskich, ktére tatwo rozwiazuje sie
z zastosowaniem Malego Twierdzenia Fermata.

1. Udowodnié, ze jezeli liczby ay, as, ..., ar sa calkowite, p zad jest liczba
pierwsza, to
pl(a} +ab + ...+ a}) © pl(ar +az+ ...+ ax).
2. Wiadomo, ze liczba pierwsza p dzieli liczbe 11...1. Udowodnié, ze p = 3.
St

P
3. Niech a i b beda liczbami naturalnymi, p za$ liczba pierwsza. Udowodnié,
ze jezeli liczba a? — bP jest podzielna przez p, to jest réwniez podzielna przez p2.
4. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby pierwszej p liczba

11...122...233...3...99...9—123456789 jest podzielna przez p.
s i iyt S gt e

r P P p

Henryk PAWELOWSKI
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6/94
(40)

Francuz Jean-Pierre Petit jest autorem $wietnych
komikséw popularyzujacych nauki éciste. ,Geometrikon”,
JInformagia”, ,Chronologikon” — oto niektére tytuly.
Gléwny bohater przeiywa w nich rozmaite niesamowite
przygody, przy okazji wzbogacajac swoja wiedze,

a jego przewodniczka, wyjadniajaca tajniki wiedzy,

jest atrakcyjna dziewczyna, Sophie. Robi to réznymi
metodami — np. zamyka Archibalda Higginsa (tak w wersji
angielskiej, najbardziej znanej, zwie si¢ gléwny bohater)

w torusie tréjwymiarowym... Sophie zawsze paraduje

w kostiumie kapielowym (a w komiksie , Lot fantazji”

na pierwszym obrazku kieruje do czytelnika slowa ,I'm
Sophie, fly me”). W ,Geometrikonie” pare razy wystepuje
nawet bez kostiumu, by wytlumaczyé tajniki krzywizny
dodatniej i ujemnej.

=

Gdyby tymi metodami nauczano na studiach, o ile
lepiej studenci rozumieliby rozmaite zagadnienia
geometryczne. ..

Komiks zostal przettumaczony z jezyka francuskiego na
angielski przez znakomitego matematyka i popularyzatora,
Iana Stewarta, wydany w Wielkiej Brytanii, a potem

w USA. I oto w wersji amerykaiiskiej wydawcy. ..

ubrali dziewczyne. Tak w wersji amerykanskiej wyglada
zmieniony powyzszy rysunek:

PS. Jeden z komikséw (,Operacja Hermes” ) zostal
preetlumaczony na jezyk polski. Ktoé jednak wpadl na
oryginalny pomysl i w polskiej wersji wszystkie teksty

w ,dymkach” (a nie jest ich malo) sa wykaligrafowane literami
pisanymi, co znacznie utrudnia czytanie (mimo tego jednak
goraco ksiazeczke polecamy!). Niewykluczone, Ze ta innowacja
,potozono” serie¢ w Polsce — zapowiedzianych dalszych czegéei
jakoé w ksiegarniach nie widaé, pierwsza chyba ,nie posela”.
Szkodal

Gdy nadchodzi czerwiec, wiekszo$é czasopism podwigca czesd
miejsca na swoich tamach najmlodszym. Takze i dwa poprzednie
czerwcowe EPSILONY byly zredagowane specjalnie pod katem
Dnia Dziecka. Jednakze na dluisza mete takie postepowanie
moze okazaé sie niesprawiedliwe; dzis zatem, z okazji Dnia
Dziecka, EPSILON przeznaczony jest

WYEACZNIE DLA CZYTELNIKOW DOROSEYCH

John Boyd jest matematykiem, zajmujacym si¢ zastosowaniami,
autorem ksiazki ,Chebyshev and Fourier Spectral

Methods” (Springer 1989). Napisal takze wiele ksiazek
fantastyczno-naukowych. Oto fragmenty pierwszego rozdzialu
jednej z nich — ,Ostatni statek z planety Ziemia” (1968,

wyd. polskie 1979, przeloiyt Tomasz Mirkowicz).

Zaparkowal samochdd 1 ruszyl w strong wejdcia, kiedy przed sobq
zobaczyl dziewczyng. Saa zamaszystym krokiem, kolyszqe lekko
biodrami, jakby jej miednica byla krzywkq wytwarzajgeq fascynujacy
moment sily wokdl wlasnej ost. Uplynelo kilka mikrosekund, zanim
estetyka ruchu przerwala techniczno-matematyczne rozwazania Haldana.
(...) Tymeczasem dziewczyna wesda do rotundy galerii i zalrzymala sig
przed jednym z obrazéw. Haldan, ciekaw jej frontalne; geometrii, stangl
obok dziewczyny, 1 kiedy ta ogladala obraz, zerkng! na niq dyskreinie.
Zobaczyl polyskujace kasztanowe wlosy, kaztaliny, zaokraglony podbridek,
dumne fuki brui nad piwnymi oczami, dlugq szyje, wysokie, strome
piersi 1§ plaski brazuch wpadajacy w diugie V ud. (...)

Dochodzi do zawarcia znajomodei. W pewnym momencie
dziewczyna, ktéra okazuje si¢ poetka, méwi do gléwnego
bohatera:

- Haldante, nie masz sig co dziwic. Lepiej kleci¢ wierszyki, niz podrywad

Teraz dopiero oslupial, wrecz zbaranial — 1 ucieszyl sig. Nie byl

pewten znaczenia slowa ,poduika”, ale si¢ domydlal, natomiast po raz
plerwszy w zyciu slyszal, zeby kobieta sama powiedziala cod doweipnego.
Co wiecej, po raz pierwszy zdarzylo mu sig slyszed poza domem
rozrywek, zeby profesjonalistka o takiej urodzie rzucila tak zaloine
powiedzonko.

Ta dziewczyna byla pierwiastkiem z minus jeden!
A w nastepnym rozdziale czytamy m.in.:

Ojeiec Haldana, statystyk, nie mial tak hiberalnych pogladéw jak syn.
Wiadciwie byl rasistq. Uwazal bowiem wszystkich niematematykdw

za ludzi niZszej rasy 1 byl przeciwny integracsi. Poglady te dmieszyly
Haldana, ktéry jako matematyk teoretyk censt statystykdw nie wyzes
od murarzy: jego ojciec byl jednak nie tylko statystykiem, ale rowniez
cadonkiem ministerstwa, a jego ustne polecenia mialy moc prawng.
Wiadomodé, ze ayn chee uczeszczad na wyklady z hteratury, na pewno
go nie ucieszy. A jego miezadowolenie zamieni sig w furig, jezeli tylko
zacznie podejrzewad, ze Haldan chee uwiedd dziewczyng innej kategorii,
1 to w dodatku poetke.

Wielu matematykom Rudy Rucker znany jest jako autor
ksiazki ,The Fourth Dimension and How to Get There",
niejako kontynuujacej stynna ,Flatland” E. Abbotta. Ale i on
pisze powiesci science-fiction, jest laureatem nagrody Philipa
K. Dicka. Oto fragment ksiazki ,Sekssfera” (1983, wyd. polskie
1991, tlumaczyl Slawomir Studniarz):

Nagle Babsi zagina sig w sobie { dwa okregi si¢ 2biegaga. Na ekranie
pojawia sig zmienny zarys butli Kleina, migsistego worka, kidrego
szyjka wydluza sie 1 zalamnuge, by dobraé sig do wlasnego tylka;

obraz udreczonego, oskubanego ptaka z dziobem wbitym w pgpek

1 wystajgeym na zewnqlrz przez odbyt. Swiat na podobieristwo weza.
Babsi-fasolka w ksztalcie butli Kleina polyka 1 wypluwa samaq siebie,
kredlge niesamowite krzywizny. Powoli sig uspokaja, wygladza zagigeia,
odrabing aig kurczy.

Redakeja EPSILONA: Krrysztof Clesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Podmiechowski, Marcin PoZniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, = dopiskiem e.
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