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Saneczkarstwo
sport piekny, choc trudny

Bohdan MACUKOW

Enigmat Gemingi
rozwiazany! .
Kazimierz STEPIEN

Prawo Webera-Fechnera - empiryczna regula z pogranicza fizjologii i psychologii
orzekajaca, ze liniowa zmiana odczuwania bodzca odpowiada wykladniczej
zmianie jego intensywnosci. Prawo to stanowi zasade decydujaca o sposobie
konstruowania urzadzen sterujacych sprzetem audiowizualnym.

Rozwazane sa równiez krzywe przejsciowe, przy których mamy
logarytmiczna zmiane sily. Zapewnia to liniowa zmiane obciazenia
odczuwana przez zawodnika (prawo Webera-Fechnera).

Czym jest Geminga?

Z wygladem nocnego nieba usianego
gwiazdami jestesmy oswojeni od
dzieci:nstwa - znamy najjasniejsze gwiazdy
i tworzone przez nie charakterystyczne
uklady nazywane gwiazdozbiorami.
Trudno wyobrazic sobie, by nasze niebo
wygladalo zupelnie inaczej. Ale przeciez
oko ludzkie reaguje na prómieniowanie
elektromagnetyczne z bardzo waskiego
przedzialu dlugosci fal, obejmujacego
zaledwie okolo 300 nm (nanometr
-,jedna miliardowa metra), miedzy
400 i 700 nm. Zakres ten nazywamy
widzialnym. A jak wygladaloby niebo
ogladane okiem czulym na zupelnie' inny
zakres promieniowania? W przypadku
promieniowania o dlugosci fali krótszej
niz 300 nm odpowiedz do niedawna byla
trywialna - ogladane z powierzchni Ziemi
niebo jest w tych dlugosciach fal czarne
(czy moze scislej - szare) i nie ma na nim
zadnych gwiazd. Po prostu, atmosfera
ziemska nie przepuszcza promieniowania
krótkofalowego. By móc sensownie
obserwowac niebo w tych falach, niezbedne
jest wyniesienie odbiornika promieniowania
poza atmosfere. Systematyczne
obserwacje w zakresie krótkich fal
elektromagnetycznych prowadzimy
dopiero od lat 70., gdy nauczylismy sie
umieszczac odbiorniki na sztucznych
satelitach. Patrzac spoza atmosfery na
niebo oczami czulymi tylko na ultrafiolet
rozpoznalibysmy jeszcze wiekszosc znanych
nam z zakresu widzialnego gwiazd, choc
zmienilaby sie ich hierarchia jasnosci.
Ale niebo rentgenowskie, obserwowane
w zakresie od 0,1 do 10 nm, wyglada juz
zupelnie inaczej. Jedna znajjasniejszych
gwiazd naszego nieba, Wega, jest
rentgenowsko tak slaba, ze z trudem
rejestruja ja naj czulsze odbiorniki.
Z drugiej strony, najjasniejszym zródlem
rentgenowskim (poza, oczywiscie, Sloncem)
jest slabiutka gwiazda 13. wielkosci,
optyczny odpowiednik zródla Sco X-l.
Jest to uklad podwójny skladajacy
sie z chlodnej gwiazdy podobnej do
Slonca i gwiazdy neutronowej, na która
spada materia z drugiego skladnika
i rozgrzewajac sie podczas spadku swieci
intensywnie w zakresie rentgenowskim.
Drugim najjasniejszym na niebie zródlem
rentgenowskim jest mglawica Krab,
w której srodku znajduje sie pojedyncza
gwiazda neutronowa - pulsar.

W miare postepu techniki opanowywano
umiejetnosc budowy odbiorników
czulych na coraz to szersze zakresy
widma elektromagnetycznego. Jednym
z ciekawszych byl zakres promieniowania
gamma .. Rozciaga sie on na fale o dlugosci
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Chociaz sanki nie sa tak popularne jak narty, niemal kazdy z nas
zjezdzal z wiekszych czy mniejszych górek. Sport saneczkowy
i bobsleje ze wzgledu na widowiskowe walory równiez ciesza sie
duzym zainteresowaniem. W Polsce saneczkarstwo jest uprawiane
w kilku osrodkach na poludniu kraju. Znajduja sie tam naturalne
tory, których okres uzytkowania jest, niestety, bardzo krótki
i uzalezniony od kaprysów pogody. Budowano je przed laty
korzystajac z doswiadczenia i intuicji trenerów oraz zawodników.
Poprawki wprowadzano nieraz metoda prób i bledów. W koncu
lat 60. i na poczatku 70. w krajach przodujacych w saneczkarstwie
- w Niemczech Wschodnich i Zachodnich oraz Austrii - powstaly
pierwsze tory sztucznie mrozone. W latach 80. przymierzano sie do
budowy takiego toru w Polsce, którego, z powodu burz dziejowych,
ostatecznie nie zbudowano. Przy projektowaniu torów zaczeto
wykorzystywac metody komputerowe umozliwiajace symulacje
przejazdu. Dzieki temu mozna bylo wybrac optymalne parametry
toru zapewniajace bezpieczenstwo zawodników i zachowujace przy
tym widowiskowosc zawodów. Symulacje komputerowe staly sie
równiez pomocne dla zawodników i trenerów w opracowywaniu
taktyki slizgu.

Najistotniejszymi charakterystykami przejazdu sa chwilowe predkosci
i przyspieszenia, jakich doznaje zawodnik glównie pod dzialaniem
sily odsrodkowej. Przyspieszenia te sa ograniczone przez regulaminy
do 4 g dla bobslejów i 4,5 g dla sanek (g oznacza przyspieszenie
ziemskie). Wazna jest jednak nie tylko maksymalna wartosc
przyspieszenia, ale jego przebieg w czasie, co wymaga precyzyjnego
wyprofilowania wirazy.

Typowy wiraz sklada sie z dwóch krzywych przejsciowych
- wejsciowej i wyjsciowej - oraz, ewentualnie, odcinka luku o stalym
promieniu. Klasycznym rozwiazaniem jest stosowanie klotoid jako
krzywych przejsciowych. Podczas przejazdu po klotoidzie ze stala

predkoscia nastepuje liniowa zmiana przyspieszenia (odsrodkowego).
Klotoida (inaczej: spirala Cornu)
- krzywa plaska, której krzywizna
(zorientowana) jest proporcjonalna do
dlugosci (liczonej od ustalonego punktu - na
rysunku od O)l a zatem zIllienia sie liniowo
wraz z przebywana. droga.. Jej równania
parametryczne sa nastepujace

t t

(/ k,2 / k,2 )(x(t),y(t)) = cos Td', sin Td' ,
O O

gdzie stala k jest parametrem odrózniaja.cym
rózne klotoidy (jest to wspomniany wyzej
wspólczynnik proporcjonalnosci). Nie
sa to wzory proste, wiec w praktyce
(np. w kolejnictwie) jako krzywe
wprowadzaja.ce w zakret i wyprowadzaja.ce
z zakretu uzywane sa. linie maja.ce ksztalt
wykresu y == x3.
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mniejszej niz 0,1 nm. Zamiast dlugosci
fali czesciej uzywa sie w tym zakresie
jednostek energetycznych, tzn. energii,
jaka niesie ze soba pojedynczy foton
odpowiadajacy fali o dlugosci A. Wynosi
ona E = hv = hcl A, gdzie c jest predkoscia
swiatla, v czestotliwoscia fali, a h stala
Plancka. Dlugosci fali równej 0,1 nm
odpowiada energia nieco ponad 0,1 MeV
(megaelektronowolt = milion eV).
Te wartosc mozna zatem tez uznac za
granice oddzielaj aca promieniowanie
rentgenowskie od gamma. Rejestrowanie
promieni gamma jest zadaniem
nieprostym. Typowy kwant gamma
ma energie 100 000 do 1 000 000 razy
wieksza niz kwant optyczny, a prowadzimy
obserwacje równiez kwantów gamma
o energiach setek GeV, czyli jeszcze okolo
100000 razy wiekszych. Kwanty gamma
sa bardzo przenikliwe, wiec zamiast
np. odbic sie od zwierciadla teleskopu
i skupic w jego ognisku, przeszlyby przez
nie swobodnie. Do ich obserwacji musimy
zatem stosowac zupelnie inne techniki.
W obecnie uzywanych instrumentach
obserwujemy je wykorzystujac uklad
komór scyntylacyjnych lub iskrowych,
w których przechodzacy kwant wywoluje
blysk optyczny lub wtórna kaskade czastek.
Rejestrujac nastepnie te zjawiska mozemy
odtworzyc kierunek i energie pierwotnego
kwantu. Musimy przy tym nastawic sie na
rejestracje nawet pojedynczych kwantów
- spodziewamy sie ich przeciez znacznie
mniej niz w zakresie widzialnym.

Gdy na poczatku lat 70. umieszczono
odbiornik promieniowania gamma
na satelicie SAS-2, zarejestrowal on
podczas siedmiu miesiecy dzialania
okolo 8 000 kwantów, z czego tylko czesc
pochodzila ze zródel punktowych. Wsród
nich dwa najintensywniejsze zostaly
latwo zidentyfikowane jako pulsary
- pierwszy (jasniejszy) to wspomniany
juz pulsar w Krabie, drugi - to inny
pulsar, w gwiazdozbiorze Vela.
Trzeciemu najjasniejszemu zródlu nie
odpowiadal na niebie zaden "podejrzany"
obiekt. Trzeba tu jednak podkreslic,
ze dokladnosc wyznaczenia polozenia
zródla promieniowania gamma na niebie
byla podówczas dosc niska i w przedzialach
niepewnosci tego polozenia mozna
bylo znalezc wiele slabych gwiazdek.
Próby identyfikacji zagadkowego zródla
gamma na drodze optycznej, radiowej czy
wreszcie rentgenowskiej nie przynosily
definitywnego rozstrzygniecia. Nazwano
je GEMINGA. Nawet ta nazwa stala
sie elementem zagadki. Jedni twierdzili,
ze jest to po prostu zlozenie nazwy
gwiazdozbioru, w którym je odkryto,
(Gemini, czyli Bliznieta) i slowa gamma.
Inni zauwazyli, ze geminga po wlosku
{w dialekcie mediolanskim) znaczy tyle co,
"tego tam nie ma" i lansowali te, bardziej
romantyczna, interpretacje.
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Pelny opis ruchu sanek czy bobslejów po torze jest bardzo zlozony
i wymaga wprowadzenia wielu stopni swobody. Po licznych próbach
i porównaniach okazalo sie jednak, ze calkiem dobry opis uzyskuje
sie w najprostszym modelu o jednym stopniu swobody, w którym
zawodnika z sankami przedstawia sie jako punkt materialny. Dalej
przedstawiamy oddzielnie opis jego ruchu wzdluz i w poprzek osi
toru.

W przypadku ruchu podluznego, który przyjmujemy za zgodny
z osia x, mamy nastepujace równanie wyrazajace druga zasade
dynamiki Newtona

mx = mg sin a - Px - FT ,

gdzie m jest masa obiektu, a katem nachylenia toru do poziomu,
Px sila oporu aerodynamicznego, a FT sila tarcia plóz o powierzchnie
lodu. Kropka oznacza pierwsza, a dwie kropki - druga pochodna
wzgledem czasu. Przyjmuje sie zwykle, ze sila oporu jest
proporcjonalna do powierzchni S przekroju prostopadlego do
kierunku ruchu, kwadratu predkosci :i; i gestosci powietrza p.
A zatem

Px = CxpSx2.

Wprowadzono tutaj dobierany doswiadczalnie bezwymiarowy
czynnik Cx, wyrazajacy zaleznosc oporu aerodynamicznego od
ksztaltu poruszajacego sie obiektu.

Sile tarcia wybrano w postaci

FT=NJ1.,

gdzie J1. jest wspólczynnikiem tarcia dobieranym na podstawie
pomiarów, N zas sila nacisku uwzgledniajaca sile ciezkosci i sile
odsrodkowa (rys. 1).

R

Rys. l

Tak wiec

J '4
N = m g2 cos2 a + -=-R2'

z R bedacym promieniem wirazu. Zaklada sie prawidlowy przejazd,
przy którym wypadkowa sily nacisku grawitacyjnego i sily
odsrodkowej jest prostopadla do powierzchni toru. Wówczas nie
nastepuja poslizgi boczne.

Uwzgledniwszy omówione czynniki otrzymujemy nastepujace
równanie ruchu wzdluz osi toru

... CxpS ·2 J 2 2 x4
X = g sm a - --x - J1. g cos a + - .m R2

Rozwiazujac je numerycznie znajdujemy jako funkcje czasu:

przebieg x(t), predkosc x(t) oraz przyspieszenie x(t).

Ruch w plaszczyznie prostopadlej do toru analizujemy w modelu
zilustrowanym na rysunku 2. Jak poprzednio, zaloge wraz z sankami
przedstawiamy jako punkt materialny, na którego ruch naklada sie
wiezy kinematyczne wynikajace z geometrii poprzecznego przekroju



toru. Poniewaz przekrój ten zmienia sie z dlugoscia toru, w naszym
modelu zmienia sie on w czasie. Symulacje wykazaly, ze przy
rozwazaniu ruchu poprzecznego mozna przyjac predkosc wzdluz toru
jako stala. Ze wzgledu na niewielkie predkosci poprzeczne mozna
równiez zaniedbac sile tarcia i oporu aerodynamicznego w ruchu
p-oprzecznym. Dzieki temu analiza znacznie sie upraszcza.

Rys.2

Przedstawiony powyzej model ruchu sanek zastosowano do
analizy slizgów na starym, nie uzywanym juz torze ziemnym
w Mikuszowicach kolo Bielska Bialej. Symulacje wykazaly, ze na
jednym z wirazy zawodnicy powinni doznawac przyspieszenia
dochodzacego az do 6 g przy duzej predkosci. Okazalo sie,
ze rzeczywiscie wiraz ten byl miejscem wielu niebezpiecznych
wywrotek.

Model wykorzystano równiez przy projektowaniu toru sztucznie
mrozonego. Niestety, jak juz wspomnialem, projekt ten nie doczekal
sie realizacji. Moze w przyszlosci ....

Zadania
Redaguje Pawel STRZELECKI

M 699. Udowodnic, ze w dowolnym czworokacie wypuklym o polu P
i obwodzie L mozna umiescic pewien okrag o promieniu P/L.
Rozwiazanie na str. 15

M 700. P jest pewnym wielomianem o wspólczynnikach calkowitych.
Wiadomo, ze liczby P(O) i P(l) sa nieparzyste. Czy P moze miec
pierwiastki calkowite?
Rozwiazanie na str. 16

M 701. Udowodnic, ze istnieje taka liczba a, dla której równanie

[x{IX] + [yWJ = a

ma przynajmniej 1994 rózne rozwiazania (x, y) w liczbach naturalnych.
Rozwiazanie na str. 14

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 379. Obliczyc maksymalne natezenie oswietlenia na jednej z plaz
nad Baltykiem w bezchmurny dzien na poczatku lata. Szerokosc
geograficzna wybrzeza jest równa rp = 54°, zwrotnik Raka ma szerokosc
geograficzna rpo = 23°.
Dane dotyczace Slonca: wydajnosc fotometryczna T/ = 7,55 cd/W,
promien R = 696 tys. km, efektywna temperatura powierzchni
T = 5780 K, odleglosc Ziemi od Slonca r = 159 mln km.
Rozwiazanie na str. 10

F 380. Obliczyc stosunek oswietlen powierzchni Ziemi w dzien i w noc
ksiezycowa podczas pelni przy tej samej przejrzystosci nieba oraz przy
tej samej wysokosci Ksiezyca, jak i Slonca, nad horyzontem. Promien
Ksiezyca R = 1738 km, odleglosc Ksiezyca od Ziemi r = 384 tys. km,
albedo (stosunek energii odbitej do padajacej) a = 0,07.
Rozwiazanie na str. 10
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Gdy w latach 80. prowadzono intensywne
obserwacje pola Gemingi za pomoca
satelity rentgenowskiego Einstein, wykryto
slabe zródlo promieni X, które w pare
lat pózniej zidentyfikowano z bardzo
slaba gwiazda 25. wielkosci gwiazdowej.
Takie gwiazdy byly do niedawna
w ogóle niedostepne obserwacjom, nawet
przy uzyciu najwiekszych istniejacych
teleskopów. Dopiero najnowsze osiagniecia
w dziedzinie zwiekszania czulosci
detektorów pozwolily na zarejestrowanie
swiatla przychodzacego z tak niklych
zródel. Wysunieto sugestie, ze wykryty
rentgenowsko i optycznie obiekt to
Geminga. Ale, jezeli tak, to stosunek
energii promieniowanej w dziedzinie
gamma do energ:ii w dziedzinie X musi
wynosic co najmniej 1000, a z kolei
jasnosc energetyczna w dziedzinie X
jest ,tez okolo 1000 razy wieksza niz
w zakresie optycznym! Innymi slowy,
obiekt promieniuje praktycznie wylacznie
w wysokoenergetycznym zakresie
gamma z zaniedbywalnym dodatkiem
w innych przedzialach widmowych. Nie
znamy drugiego kosmicznego zródla
promieniowania o tak osobliwym rozkladzie
energii.

Pulsary w Krabie i Veli sa bardzo mlode
- wskazuja na to zarówno ich krótkie
okresy rotacji (0,033 s i 0,089 s), jak
i bardzo szybkie jej spowalnianie. Wiek
pulsarów, obliczony z podzielenia okresu
rotacji przez tempo spowalniania, wynosi
okolo 1000 lat dla pulsara w Krabie
i okolo 200 000 lat dla pulsara w \Teli.
Tempo rozszerzania sie mglawicy Krab
wskazuje, ze powstala ona równiez okolo
1000 lat temu. W starych kronikach
znaleziono zapis o obserwacjach bardzo
jasnej gwiazdy w 1054 r., w miejscu,
gdzie obecnie znajduje sie Krab.
Przyjmujemy zatem, ze wtedy wlasnie
nastapil wybuch supernowej, po którym
pozostal pulsar i szybko rozszerzajaca
sie mglawica. Definitywnym dowodem
na to, ze obserwowane w tym kierunku
zródlo promieni gamma to pulsar,
bylo stwierdzenie wystepowania zmian
strumienia promieniowania gamma
dokladnie z tym samym okresem, z jakim
zmienia sie strumien optyczny, radiowy
i rentgenowski pulsara (rys. 1).

Podobna sytuacja wystepuje w przypadku
pulsara w Veli. Mozna. wiec przyjac za
udowodniony obserwacyjnie fakt, ze mlode
pulsary promieniuja intensywnie w zakresie
gamma. Wysunieto zatem przypuszczenie,
ze Geminga to tez mlody pulsar. Przez
wiele lat byla to jednak tylko hipoteza, na
slusznosc której brakowalo przeko~ujacych
dowodów.

Decydujacy dowód znaleziono dopiero
mniej wiecej rok temu. Historia
jego odkrycia jest nastepujaca.
W marcu 1991 r. wykonano szereg



Ucieczka atmosfer
Krzysztof REJMER

tlnlg.nowski

Wykonamy teraz oszacowanie pozwalajace zrozumiec, czym moze byc
ten hipotetyczny stan koncowy. Gestosc prawdopodobienstwa p(r)

znalezienia czasteczki w odleglosci r od srodka planety jest proporcjonalna
do emgOR2/kBTr(pomijamy wplyw innych cial niebieskich). Wynika stad,
ze

00! gOmR2

r2e~dr

R

jest rozbiezna w nieskonczonosci. Jest to konsekwencja dlugiego zasiegu sil
grawitacji, ich bardzo powolnego zanikania. W rzeczywistosci sytuacja jest
jeszcze gorsza, poniewaz w dostatecznie duzej odleglosci od powierzchni
planety istotne zaczyna byc oddzialywanie grawitacyjne ze strony Slonca
i innych planet, a wtedy prosty, centralny potencjal traci racje bytu.
Gdybysmy calkowali po skonczonym obszarze przestrzeni, uniknelibysmy
wprawdzie rozbieznosci, musimy jednak zdawac sobie sprawe z tego,
ze dazac do równowagi atmosfera rozprasza sie w cala przestrzen.

Atmosfera nie jest w stanie równowagi termodynamicznej (o czym
swiadczy, na przyklad, brak stalosci temperatury), mozemy najwyzej
mówic o nietrwalej równowadze lokalnej. Czasteczki gazu nieustannie
zderzaja sie i co pewien czas któras z nich uzyskuje predkosc wieksza lub
równa drugiej predkosci kosmicznej, a wtedy moze ona uciec z atmosfery,
o ile w kolejnych zderzeniach nie utraci tej predkosci. Wzgledna liczba
takich czasteczek nie jest wprawdzie duza, jednak po dostatecznie dlugim
czasie utrata czasteczek przez atmosfere moze byc znaczna. Tempo
rozplywania sie atmosfery warunkowane jest nie tylko przez sily grawitacji,
lecz takze przez temperature i sklad chemiczny. Zachowujac ostroznosc
mozna pokusic sie o oszacowanie tego tempa na podstawie wzorów
równowagowej fizyki statystycznej, nalezy jednak przy tym pamietac,
ze w rzeczywistosci atmosfera nie jest ukladem w stanie równowagi.
Gestosc prawdopodobienstwa tego, ze czasteczka gazu atmosferycznego
ma predkosc v, jest okreslona rozkladem Boltzmanna

E

p = ae -1<jiT' ,

... , mv2 gomR2 ...
gdZIe E Jest energIa rowna -- - ---, R Jest promlemem planety,

2 r
go - przyspieszeniem grawitacyjnym na jej powierzchni, r - odlegloscia
od jej srodka, m - masa czasteczki, v - jej predkoscia, T - temperatura,
kB - stala Boltzmanna. Stala a wyznaczamy z warunku normalizacji;
prawdopodobienstwo znalezienia gdziekolwiek czasteczki z jakakolwiek
predkoscia jest równe jednosci. Tu jednak spotyka nas niemila
niespodzianka. Calka

p(r) mgOR2 _mgOR

p(R) = e ~ e ""JiBT.

Gestosc czasteczek h(r) w odleglosci r od srodka planety jest
proporcjonalna do prawdopodobienstwa p(r):

h(r) _ p(r)

h(R) - p(R) .

Prawie wszystkie planety nalezace do Ukladu Slonecznego maja atmosfery
- otaczajace je gazowe powloki o grubosciach stosunkowo niewielkich
w porównaniu z ich rozmiarami. Okreslenie "grubosc atmosfery" jest,
oczywiscie, umowne, poniewaz atmosfera nie ma wyraznej granicy, lecz
zanika w sposób ciagly. W przypadku atmosfery ziemskiej zaledwie jedna
milionowa czesc jej masy znajduje sie w odleglosci wiekszej niz 100 km od
powierzchni (promien Ziemi wynosi okolo 6400 km). Widac stad wyraznie,
ze choc jej granica jest rozmyta, to jednak powloka atmosfery jest bardzo
cienka warstwa otaczajaca nasza planete.

1,0

.radiowy

fazo
o

Rys. 1. Strumienie promieniowania 20r6znych
2Oakres6wwidmowych, wysylane pr2Oe2Opulsar
w Krabie, 2Omieniaja,sie 20tym samym okresem,
r~wnym 0,0332 s. PrecY20jaobserwacji
p020wala stwierd2Oic,ze maksima strumieni
we wS20ystkichobserwowanych 20akresach
dokladnie pokrywaj a, sie. Charakterystyc20ne
jest wystepowanie dw6ch maksim6w w czasie
jednego okresu, zwia,zane zapewne z faktem,
ze ukierunkowane wia,zki pochodza,ce 20okolic
obydwu biegun6w magnetycznych trafiaja,
w Ziemie.

obserwacji wspomnianego wyzej slabego
zródla, majacego polozenie zbiezne
z Geminga, za pomoca nowego, czulszego
satelity rentgenowskiego ROSAT. Laczny
czas obserwacji wynosil okolo 4 godzin.
Mimo tego ze, jak juz wspominalismy,
calkowita energia na jednostke czasu,
wypromieniowywana w przedziale
rentgenowskim, jest duzo mniejsza niz
w przedziale promieniowania gamma,
to jednak liczba zaobserwowanych
kwantów byla w tym zakresie
promieniowania znacznie wyzsza niz
w zakresie gamma (ogólem zarejestrowano
ponad 7600 kwantów). Pozwolilo to
na dokonanie szczególowej analizy
periodogramowej , która doprowadzila
do wykrycia zmian w strumieniu
rentgenowskim z okresem równym 0,237 s.
Otrzymana okresowosc jest dobrze
widoczna równiez w poszczególnych
fragmentach ciagu obserwacji i zachowuje
sie stabilnie. Wyraznie ja widac we
wszystkich pasmach energetycznych,
w jakich prowadzone byly obserwacje.
Wszystkie obserwacje ukladaja sie
w charakterystyczna, krzywa, podobna, do
typowych pulsów rentgenowskich (rys. 2).
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Wynika stad, ze
mgOR

h( 00) = h(R)e - J<BT .

Widac stad, ze w koncowym stanie równowagi gestosc h(R) czasteczek
przy powierzchni planety musi byc równa zeru. W przeciwnym przypadku
bylaby ona niezerowa w nieskonczonosci, a to oznaczaloby nieskonczona

mgOR

mase atmosfery. Czynnik e- J<BT dla Ziemi jest rzedu 10-350, a wiec
bardzo maly. Gdybysmy zalozyli, ze Ksiezyc mial kiedys atmosfere taka
jak Ziemia, to dla Ksiezyca wynosilby on 10-16, a wiec bylby znacznie
wiekszy niz dla Ziemi. Wiaze sie to ze znacznie wieksza predkoscia
rozplywania sie atmosfery w przypadku Ksiezyca.

Model ucieczki atmosfery

100

~ Energia> 300 MeV80
O

80

O)

C
alN 40U
N

20

0,2 % 0,& 0,_ 1.0
fazo

ln(l - S) ::::J -S,

Prawdopodobienstwo tego, ze najpózniej po k zderzeniach (czyli
po czasie t = kr2) czasteczka uzyska predkosc równa lub wieksza od
drugiej predkosci kosmicznej wynosi

Pk = S + (1 - S)S + (1 - S)2 S + ... + (1 - S)k S .

Pierwszy wyraz sumy jest prawdopodobienstwem tego, ze czasteczka juz
na poczatku miala predkosc umozliwiajaca ucieczke. Wyraz (1 - S)i S,
jest prawdopodobienstwem uzyskania jej dopiero w i-tym zderzeniu.
Powyzsza suma jest suma wyrazów szeregu geometrycznego, a zatem

Pk = l - (1 - S)k+l .

Prawdopodobienstwo tego, ze czasteczka pozostanie w atmosferze, wynosi
l - Pk, czyli (1 - S)k+l, gdzie k = t/T2' Mozemy zapisac je jako

q(t) = (1 _ S)et1n(1-S)/T2 ,

gdzie 1 - S jest poczatkowa wartoscia tego prawdopodobienstwa.
Poniewaz S jest bardzo male w porównaniu z jednoscia, mozemy posluzyc
sie przyblizeniem
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Rys. 2. Strumien promieniowania
rentgenowskiego Gemingi z zakresu
0,1 - 1,5 keV otrzymany za pomoca satelity
ROSAT zmienia sie z okresem 0,237 s, ale
widoczne jest tylko jedno maksimum na
okres (a). Strumien promieniowania gamm3
otrzym3ny z Corllptonowskiego Obserwatorium
Promieniowania G3mm3 zmienia sie z tym
s3myrn okresem, ale krzywa zmian ma dwa
maksima (b). Niedokl3dnosci obserwacji
nie pozwalaja na dokladne por6wnanic'faz
obserwacji z obydwu zakrcs6w.

Autorzy tych obserwacji oglosili
swoja publikacje w polowie 1992 r.
i natychmiast sypnely sie dalsze wyniki.
Na orbicie znajduje sie od niedawna
satelita o nazwie Comptonowskie
Obserwatorium Promieniowania Gamma

(Compton Gamma-Ray Observatory),
który prowadzi obserwacje w wielu
zakresach energetycznych gamma
z duzo wyzsza czuloscia niz poprzednie
instrumenty. Oczywiscie, wsród
pierwszych obserwowanych obiektów
znalazla sie i Geminga. Gdy podano do
publicznej wiadomosci okres pulsowania
rentgenowskiego, postanowiono sprawdzic,
czy aby strumien promieniowania
,gamma pochodzacy z Gemingi tez nie
zmienia sie z tym samym okresem.
Analiza danych zebranych w ciagu

,.50 dni wykazala nie tylko, ze strumien
promieniowania gamma rzeczywiscie
zmienia sie z okresem okolo 0,237 l;l,

ale mozna bylo ponadto wykryc tempo
zmian tego okresu, co od razu prowadzi
do wieku pulsara. Na wiek Gemingi
otrzymano wartosc okolo 30P 000 lat.
Inna grupa naukowców siegnela ·do starych
obserwacji Gemingi z przelomu lat 70. i 80.
(prowadzonych za pomoca satelity Cos-B)
i bez trudu stwierdzila równiez i w nich
obecnosc okresu okolo 0,237 s. Dokladna
wartosc znalezionego okresu wynosila
nieco mniej niz wyznaczona za pomoca
ROSATA, co potwierdzilo istnienie stalego
wydluzania sie. Obliczone tempo zmian
okazalo sie bliskie wartosci otrzymanej
z danych pochodzacych z Obserwatorium

)(

y2vsr sin Qt=---
g

Usredniajac go wzgledem katów
z przedzialu [0,11"/2]otrzymujemy sredni
czas, po jakim czasteczka opada

4vsr
T2 = --.

11"g

Mozemy rozwazyc dwa skrajne przypadki: atmosfere gesta i atmosfere
rzadka. W gestej atmosferze czasteczka nieustannie zderza sie z innymi
czasteczkami. Nawet gdy uzyska predkosc równa co najmniej drugiej
predkosci kosmicznej, w nastepnym zderzeniu moze ja utracic. Sredni czas
uplywajacy miedzy kolejnymi zderzeniami wynosi

1
Tl = ,

V211"a2h(r)vsr

gdzie a jest srednica czasteczki (wielkosc rzedu 10-10 m), h(r) jest
gestoscia czasteczek w odleglosci r od srodka planety, vsr zas to srednia
predkosc czasteczki.

Jesli atmosfera jest rzadka, czasteczka wylatujaca ku górze ma niewielka
szanse na zderzenie z inna czasteczka. Jesli ma predkosc wieksza lub
równa drugiej predkosci kosmicznej, ucieka do nieskonczonosci, jesli nie
- opada i zderza sie z powierzchnia planety lub nizej lezaca warstwa
atmosfery. Przypadek ten bedzie opisywal ostatnia faze ewolucji atmosfery
lub ucieczke czasteczek z jej górnych warstw, których gestosc nigdy nie
jest duza. Jesli sredni czas uplywajacy miedzy kolejnymi zderzeniami jest
wiekszy lub przynajmniej porównywalny ze srednim czasem, po jakim
czasteczka opada, mozemy poslugiwac sie przyblizeniem rzadkiej
atmosfery. Czas opadania czasteczki oszacujemy w oparciu o wzory
opisujace rzut ukosny. Czasteczka wyrzucona pod katem Q do poziomu
z predkoscia vsr spada po czasie
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Ziemia i Ksiezyc

czyli

Oszacowanie prawdopodobienstwa S

",",

Dla Ksiezyca zalozymy, ze jego hipotetyczna atmosfera byla ~ka sama
jak ziemska. W tych warunkach czas uplywajacy miedzy zderzeniami

'bedzie taki sam, jak dla Ziemi (71 = 15 min), natomiast czas opadania

(72 = 2700 s ~ 45 min) jest dluzszy od sredniego czasu uplywajacego

Jest to mozliwe, poniewaz ze wzgledu na szybko zanikajacy czynnik
m.'

e - 'ka \. wklad do calki pochodzacy od duzych wartosci v jest
zaniedbywalnie maly. Otrzymujemy wiec

(m) 1/2 m·i
S ~ 2V2 --- e - 2ka T •

27TkBT

JOO m.' JOO , k T m.'v2e-2kaTdv~v2 ve-;;:;Tdv= v2;: e-'ka'T

a(t) = (1 - S)e-f/Tu, gdzie Tv. = ~ .
Prawdopodobienstwo znalezienia czasteczki w rzadkiej atmosferze maleje

wykladniczo z czasem. Tu jest czasem, po jakim zmaleje ono e-krotnie.

Charakteryzuje on tempo zaniku atmosfery.

Jesli planeta prócz zewnetrznej, rzadkiej warstwy ma takze gesta czesc
atmosfery, z której czasteczki praktycznie nie uciekaja, otrzymany czas

ucieczki bedzie zanizony, jak mozna oszacowac, w takim stosunku, w jakim
pozostaja masy calej atmosfery i jej rzadkiej warstwy.

00 _ m.' ( m ) -3/2gdzie A = f v2e 'kaT dv = iJiT --o oraz V2 jest
o 2kBT

druga predkoscia kosmiczna. Calke we wzorze okreslajacym

prawdopodobienstwo S oszacujem1 nastepujaco

W modelu gazu doskonalego o punktowych, nie oddzialujacych
czasteczkach mamy

Na podstawie o.trzymanych wzorów oszacujemy teraz tempo rozplywania

sie atmosfery ziemskiej i hipotetycznej atmosfery Ksiezyca.

W przypadku Ziemi czasteczki beda uciekaly glównie z górnych, rzadkich

warstw atmosfery. Na wysokosci 400 km nad powierzchnia Ziemi

temperatura wynosi okolo 1800 K, gestosc zas n = 2 . 1013 czasteczek/m3.
W tych warunkach mamy

V3kBTvsr = --m = 1235 m/s.

Druga predkosc kosmiczna na tej wysokosci wynosi

V2g0R2V2 = R + h = 10900 m/s,
a przyspieszenie grawitacyjne

( R )2 2g = go R + h = 8,7 m/s .
Czasy 71 i 72 wynosza: 71 = 914 s ~ 15 min, 72 = 90 s = 1,5 min, a zatem

sredni czas opadania jest dziesieciokrotnie krótszy od sredniego czasu
uplywajacego miedzy zderzeniami. Mozemy wiec zastosowac przyblizenie

i rzadkiej atmosfery. Otrzymamy wówczas S ~ 10-50, czyli

Tv. '= ~ ~ 1047 S ~ 1030 mld lat.

Jest to czas duzo wiekszy niz czas zycia Wszechswiata (okolo 20 mld lat).
Tak wiec Ziemia nie mogla stracic atmosfery.

Comptonowskiego, tyle ze, ze wzgledu
na dluzsza baze czasowa, moglo byc
wyznaczone dokladniej. Autorzy

stwierdzaja w konkluzji, ze "to bylo tam
caly czas!"

Zaobserwowanie tak silnego
promieniowania gamma swiadczy,
ze jego zródlo znajduje sie blisko nas.
Oszacowania wskazuja, ze Geminga lezy
w odleglosci okolo 300 lat swietlnych
od Slonca, co czyni ja najblizsza, znana
nam gwiazda neutronowa. Calkowita
jej moc promieniowania jest 10 razy
wieksza niz Slond, ale gdyby znajdowala
sie na jego miejscu, widzielibysmy ja _
w dziedzinie optycznej po prostu tylko
jako bardzo jasna gwiazde, znacznie
slabsza od Ksiezyca w pelni. Tyle
ze takie porównania maja bardzo
hipotetyczny charakter. Nie przezylibysmy
smiercionosnego zalewu kwantami gamma,
a i Ksiezyc nie swiecilby tak jasno, jak
teraz, gdy odbija swiatlo Slonca.

Jak Geminga produkuje kwanty
gamma?

Identyfikacja Gemingi z mlodym
pulsarem wyjasnia glówna zagadke
zwiazana z nia, ale, jak to zwykle bywa
z waznymi odkryciami, stawia nowe
pytania i problemy. Dlaczego Geminga
promieniuje tysiac razy wiecej energii
w zakresie gamma niz w rentgenowskim
i milion razy wiecej niz w optycznym?
Proporcje te dla innych znanych mlodych
pulsarów wygladaja inaczej. Czy zatem
Geminga jest wyjatkiem, czy tez kazdy
mlody pulsar musi przejsc przez stadium
Gemingi? Aby na te pytania odpowiedziec
chocby hipotetycznie, musimy przyjrzec sie
mechanizmom promieniowania pulsarów
nie bedacych skladnikami ukladów
podwójnych.

Zgodnie z nasza wiedza, pulsary
pojedyncze wytwarzaja fale
elektromagnetyczne poprzez mechanizm
promieniowania nietermicznego,
a w szczególnosci poprzez oddzialywanie
czastek naladowanych z silnym polem
magnetycznym. Mechanizm ten wyglada
nastepujaco: szybko rotujaca gwiazda
neutronowa, majaca potezne pole
magnetyczne o natezeniu 1012 Oe (czyli
rzedu 1014 A/m), wytwarza bardzo .
silne pole elektryczne, które mimo
olbrzymiej sily grawitacji panujacej na jej
powierzchni wyrywa z gwiazdy naladowane
elektrycznie czastki. W tym samym
polu elektrycznym czastki nabieraja
szybko predkosci bliskich predkosci
swiatla, a ich energia siega 1014 eV.
Poruszajac sie wzdluz zakrzywionych
linii pola magnetycznego emituja
wysokoenergetyczne promieniowanie
elektromagnetyczne. Niektóre kwanty
tego promieniowania rozpadaja sie na pary
elektron-pozyton, które znów ulegaja
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miedzy zderzeniami. Latwo jednak zauwazyc, ze tak naprawde wazny

jest sam czas wznoszenia sie czasteczki, czyli 22,5 min. Rózni sie on

niewiele od sredniego czasu uplywajacego miedzy zderzeniami, od biedy
mozemy wiec zastosowac przyblizenie rzadkiej atmosfery. Druga

predkosc kosmiczna dla Ksiezyca wynosi V2 = 2400 m/s, a przyspieszenie

grawitacyjne na jego powierzchni jest równe go = 1,62 m/s2. Ostat~cznie
otrzymujemy

s ~ 10-2 czyli Tu = kilkadziesiat godzin.

Widzimy wiec, ze jesli Ksiezyc mial kiedykolwiek atmosfere, a warunki,

jakie w niej panowaly, byly takie, jak w górnych warstwach atmosfery
Ziemi, to prawie natychmiast ja utracil. Atmosfera ta rozplynela sie we

Wszechswiecie, poniewaz sily grawitacji Ksiezyca byly zbyt slabe, zeby
utrzymac ja przy powierzchni globu.

Inne planety Ukladu Slonecznego

Na zakonczenie oszacujemy predkosc rozplywania sie atmosfer kolejnych

planet Ukladu Slonecznego, przyjmujac za stan poczatkowy obecnie
panujace tam warunki.

Merkury - bardzo rzadka atmosfera, temperatura 300-420 K,

Tu rzedu 105 mld lat.

Wenus - bardzo gesta atmosfera, temperatura 750 K, glówny skladnik
CO2,

Tu rzedu 10145 mld lat.

Mars - rzadka atmosfera, temperatura 220-270 K, glówny skladnik CO2,

Tu rzedu 1091 mld lat.

Jowisz - gesta atmosfera, temperatura 130 K, glówne skladniki wodór
i hel,

Tu rzedu 101363 mld lat.

Saturn - gesta atmosfera, temperatura 120 K, glówne skladniki wodór
i hel,

Tu rzedu 10512 mld lat.

Widzimy wiec, ze charakterystyczny czas zaniku atmosfery jest najwiekszy

dla dwóch planet o zimnej i gestej atmosferze oraz silnej grawitacji:

Jowisza i Saturna. W rzeczywistosci nasze obliczenia dotycza górnych,

rozrzedzonych warstw atmosfery, tempo zaniku calej atmosfery jest o wiele

wolniejsze. Naj krótszy, ale takze dluzszy niz czas zycia Wszechswiata,

jest charakterystyczny czas zaniku atmosfery Merkurego i Marsa, planet
malych, o rozrzedzonej atmosferze.

Na pierwszy rzut oka niepokojacy moze sie wydawac fakt calkowitej

odmiennosci wyników dla Merkurego i Ksiezyca, cial niebieskich, które

sa bardzo podobne. Wynika to z odmiennych warunków poczatkowych

przyjetych w analizie. Dla Merkurego rozpatrywalismy' ewolucje

rozpoczynajaca sie od takiego stanu atmosfery, jaki istnieje tam obecnie.

Dla Ksiezyca przyjelismy jako poczatkowy stan warunki panujace
w górnych warstwach atmosfery ziemskiej. Sa to warunki calkowicie inne
niz w przypadku Merkurego.

Dla Ziemi czas zaniku atmosfery (jej górnych warstw) oszacowalismy
na 1030 mld lat. Mozemy wiec spac spokojnie. Atmosfera nie ucieknie

nam podczas nocy. Gdyby udalo sie nam wytworzyc wokól Ksiezyca
atmosfere taka, jaka ma Ziemia i zamieszkalibysmy na powierzchni

Srebrnego Globu, to eksperyment ten zakonczylby sie niepowodzeniem,
poniewaz juz po kilku dniach Ksiezyc utracilby atmosfere.
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przyspieszeniu w polu elektrycznym.
Zderzajac sie z pierwotnymi czastkami
wypelniajacymi magnetosfere tworza
cala kaskade energetyczna czastek.
Jednoczesnie szybko poruszajace sie czastki
oddzialuja z kwantami promieniowania
poprzez efekt Comptona i odwrotny
efekt Comptona. Czastki naladowane

(i te bardzo szybkie, i te wolniejsze) traca
tez swoja energie poprzez promieniowanie
synchrotronowe. W efekcie magnetosfera
pulsara wytwarza promieniowanie
z calego zakresu fal elektromagnetycznych
- od fal radiowych do "twardych",
tj. wysokoenergetycznych kwantów gamma.
Duza jego czesc powstaje w poblizu
biegunów magnetycznych i jest emitowana
kierunkowo, wzdluz osi pola, co daje znany
efekt "latarni morskiej". Kat rozwarcia
wysylanej kierunkowo wiazki zalezy
m.in. od geometrii pola, jego natezenia,
tempa rotacji pulsara itd.

Szczególy opisanego mechanizmu nie sa
jeszcze zbyt dobrze znane, a wiele z nich
jest wciaz przedmiotem kontrowersji.
Niemniej jednak, dobierajac odpowiednio
warunki fizyczne, mozna, jak sie wydaje,
wyjasnic obserwowana róznorodnosc
zachowan pulsarów. Zakladajac sensowna
fizycznie ewolucje pulsarów i ich
otoczenia specjalisci od problemów
promieniowania pulsarów twierdza,
ze moga równiez wyj asnic róznice miedzy
trzema wspomnianymi mlodymi pulsarami
i fakt, ze gwiazdy te tworza sekwencje
ewolucyjna. Swobodnymi parametrami,
dobieranymi indywidualnie dla kazdego
pulsara, sa w tym przypadku parametry
opisuj ace geometrie pola magnetycznego
wzgledem gwiazdy i obserwatora.
Omówmy zatem te sekwencje.

Powstaly po wybuchu supernowej pulsar
ma bardzo silne pole magnetyczne
- rzedu 1012 - 1013 Oe i rotuje z
okresem rzedu setnych sekundy. Wokól
pulsara rozciaga sie ekspandujaca
otoczka. powstala w wyniku wybuchu.
Pulsar 'traci szybko energie rotacj i
przekazujac ja glównie otoczce, przez co
pobudza ja do intensywnego swiecenia
w szer6kim zakresie widma. Sam pulsar
bezposrednio wypromieniowuje tylko
niewielka czesc swej energii rotacyjnej.
Jest to stadium Kraba. Kwanty gamma
powstajace w magnetosferze pulsara
unosza w tym okresie mniej niz 0,1 %
calej traconej przez pulsar energii, która
wynosi okolo 1038 erg/s (1031 W), co jest
30 000 razy wieksze od calkowitej energii
wyswiecanej przez Slonce. Po okolo
10 000 lat otoczka ulega rozproszeniu, pole
jest slabsze, a okres rotacji wydluza sie do
prawie 0,1 s. Natezenie promieniowania
o nizszych energiach, zwiazane
z kaskadami zderzajacych sie czastek
czy oddzialywaniami z "zewnetrznymi"
czastkami otoczki, majacymi duzo mniejsze
energie, ulega znacznemu oslabieniu,

rodczas gdy ~omieniowanie gamma,



zwiazane z ultrarelatywistycznymi
czastkami wyrywanymi z powierzchni
gwiazdy lub kreowanymi w jej
magnetosferze nie ulega tak znaczacemu
oslabieniu, ze wzgledu na to, .
ze wysokoenergetyczne czastki moga
swobodniej poruszac sie po bardziej pustej
niz poprzednio magnetosferze pulsara,
a jego pole magnetyczne i elektryczne sa .
wciaz jeszcze bardzo silne. Mamy stadium' ,
pulsara w Veli. Po okolo 105 lat, gdy
okres rotacji pulsara przekracza nieco
0,1 s, w kwanty gamma pompowana jest
maksymalna czesc energii traconej przez
pulsar. W innych zakresach widmowych
pulsar promieniuje wtedy bardzo
slabo. Jest to stadium Gemingi. Nieco
pózniej wiatr elektronowo-pozy tonowy
ulega wysyceniu, po czym energia jego
slabnie wskutek spadku natezenia pól
elektromagnetycznych pulsara. Pociaga to
za soba szybki spadek strumienia kwantów
gamma, a maksimum promieniowania
przesuwa sie do fal coraz dluzszych, az do
fal radiowych. Po okolo 107 lat, gdy okres
rotacji siega 1-2 sekund, a natezenie
powierzchniowego pola magnetycznego
spada do okolo 1011 Oe, nastepuje
calkowite wylaczenie sie pulsara. I tylko
niektóre ze starych pulsarów ulegaja
"ozywieniu" w bardzo szczególnych
przypadkach, gdy ich rotacja ulega
przyspieszeniu do wartosci okresów rzedu
milisekund.

Obraz powyzszy naszkicowany jest
na razie bardzo grubo i zapewne ulegnie
w przyszlosci wielu modyfikacjom.
Na koniecznosc jednej z nich wskazuje
odkryta wartosc okresu rotacji Gemingi.
Wczesniejsze teorie przewidywaly,
ze pulsar promieniujacy glównie w zakresie
gamma (tj. tak jak Geminga) powinien
miec okres nie dluzszy niz okolo 0,13 s.
Po przekroczeniu tej wartosci nastepuje
gwaltowny spadek emisji kwantów
gamma. Obserwowany okres Gemingi
jest wyraznie dluzszy niz ta teoretyczna
wartosc krytyczna, co oznacza, oczywiscie,
ze trzeba bedzie przerobic istniejace teorie.
Sporo swiatla na fizyke mlodych pulsarów
powinny rzucic obserwacje promieniowania
gamma prowadzone obecnie za pomoca
wspomnianego Comptonowskiego
Obserwatorium Gamma. Warto tu
zwlaszcza skoncentrowac sie na pulsarach
o nazwach PSR1509-58 (okres 0,150 s)
i PSR1706-44 (okres 0,102 s), które
powinny byc podobne do pulsara
w Veli. Innym ciekawym obiektem jest
rentgenowskie zródlo 1E1257.4-5209,
które nie ma zauwazalnego odpowiednika
optycznego, co wskazuje na stosunek
jasnosci rentgenowskiej do optycznej
przewyzszajacy 1000. Nie wiemy na razie
nic na temat okresowosci jego zmian.
Zródlo zn~jduje sie w srodku pozostalosci
po supernowej, której wiek oceniono na

. nieco ponad 10 000 lat.
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Miedzywydzialowe Indywidualne Studia
Ma terna tyc zno- Przyrodnicze

(MIS MaP)
w Uniwersytecie Warszawskim

Rekrutacja w roku 1994

Uniwersytet Warszawski wprowadzil, poczawszy od roku
akademickiego 1992/93, po raz pierwszy w Polsce nowa
forme studiów pod nazwa Miedzywydzialowe Indywidualne
Studia Matematyczno-Przyrodnicze (MIS MaP). W latach
1992 i 1993 przyjeto na MIS MaP lacznie ponad 100 osób.
W czerwcu 1994 planowane jest przyjecie równiez okolo
100 osób.

Udzial w MIS MaP bierze siedem Wydzialów Uniwersytetu:

Wydzial Biologii, Wydzial Chemii, Wydzial Fizyki, Wydzial
Geografii i Studiów Regionalnych, Wydzial Geologii,
Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki oraz Wydzial
Psychologii.

Miedzywydzialowe Indywidualne Studia sa normalnymi studiami
dziennymi, nie przewiduje sie prowadzenia studiów w trybie
zaocznym ani wieczorowym. Studenci MIS MaP sa, formalnie
rzecz biorac, studentami wszystkich wymienionych wydzialów
jednoczesnie. Kazdego ze studentów obejmuje opieka profesor lub
adiunkt reprezentujacy kierunek najblizszy jego zainteresowaniom.
Studenci wraz ze swoimi opiekunami ustalaja wlasne, w pelni
indywidualne programy studiów zlozone przede wszystkim
z przedmiotów prowadzonych na wymienionych wyzej wydzialach
oraz pewnych przedmiotów uzupelniajacych z innych wydzialów
Uniwersytetu. Nie ma obowiazku wybierania zajec ze wszystkich
wydzialów tworzacych MIS MaP. Do najbardziej popularnych naleza,
jak dotad, programy matematyczno-fizyczne, biologiczno-chemiczne
oraz biologiczno-psychologiczne.

Studia indywidualne sa zarazem ciekawsze i trudniejsze. Mozna
je zalecac zarówno w przypadkach trudnosci z podjeciem decyzji
wyboru kierunku studiów uniwersyteckich, jak i w przypadku
dobrze sprecyzowanych zainteresowan. Idealnymi kandydatami
na Miedzywydzialowe Studia Indywidualne sa osoby o szerokich
zainteresowaniach matematyczno-przyrodniczych. Jesli ktos jest
juz zdecydowany na fizyke czy biologie, to moze od razu rozpoczac
studia na wlasciwym wydziale, gdzie równiez bedzie dysponowac
pewna swoboda wyboru przedmiotów.

Prawo przystapienia do egzaminu wstepnego ma kazdy
absolwent szkoly sredniej posiadajacy swiadectwo
maturalne. Ze wzgledu na konkursowy charakter wczesniej

organizowanego egzaminu nalezy równiez skladac
dókumenty na inne wydzialy Uniwersytetu Warszawskiego
lub inne uczelnie. Oceny na swiadectwie maturalnym nie
beda brane pod uwage przy klasyfikacji na MIS MaP. Nie bedzie
egzaminów ustnych ani egzaminu z jezyka obcego.

Egzamin (wylacznie pisemny) odbedzie sie 21 czerwca
1994 roku i obejmie dwa, wybrane przez kandydata,
sposród pieciu testów z matematyki, fizyki, chemii, biologii
i geografii. Testy beda zawierac po 50 pytan, kaide
z czterema odpowiedziami. Egzamin bedzie trwal 4 godziny,
co oznacza, ze bedzie niecale 2,5 minuty na pytanie. Punktowany



bedzie wylacznie wybór jedynej, prawidlowej odpowiedzi.
Zakres egzaminów obejmuje programy nauczania w liceach
ogólnoksztalcacych w klasach o odpowiednich profilach
specjalistycznych.

W celu dopuszczenia do egzaminu nalezy zlozyc lub nadeslac
do Sekretariatu MIS MaP dokumenty w terminie do
1 czerwca 1994 roku.

Laureaci dowolnej olimpiady szczebla centralnego przyjmowani
beda bez egzaminu, finalisci olimpiad beda zwolnieni z egzaminu
odpowiadajacego tresci olimpiady i otrzymaja z niego ocene
maksymalna.

Koncowy rezultat egzaminu bedzie iloczynem liczby punktów
uzyskanych z dwóch testów. Ostateczne wyniki rekrutacji zostana
podane do 25 czerwca 1994 roku. Limit miejsc wyniesie okolo 100.
Miejsca na studiach beda przydzielane w kolejnosci uzyskanych
koncowych rezultatów egzaminu. Pozytywny wynik egzaminu
(powyzej 900 punktów) uprawnia do przyjecia bez dalszych
egzaminów na Wydzial Chemii UW oraz w przypadku
pojawienia sie wolnych miejsc moze umozliwic przyjecie na
Miedzywydzialowe Studia Ochrony Srodowiska.

Obok listy osób przyjetych zostanie stworzona lista rezerwowa.
W przypadku rezygnacji osób z pierwszej listy Komisja Rekrutacyjna
bedzie proponowac podjecie studiów osobom znajdujacym sie na
liscie rezerwowej. Komisja zastrzega sobie prawo ustalania kryteriów
wyboru kandydatów z listy rezerwowej biorac pod uwage mozliwosci
dydaktyczne UW.

Wszyscy zainteresowani moga otrzymac Informator
MIS MaP zawierajacy, miedzy innymi, przyklady pytan
testowych po zgloszeniu listownym, telefonicznym lub
osobistym do Sekretariatu MIS MaP, ul. Pasteura 7,
02-093 Warszawa, telefon (2)658-22-52, we wtorki
w godz. 9 - 12 oraz w czwartki w godz. 12 - 15.

Na zakonczenie zwrócmy uwage na jeszcze
jedna ciekawostke zwiazana z Geminga.
Jej predkosc wzgledem Slonca oceniamy
na okolo 100 km/s, a zatem, od wybuchu
przemiescila 'ie wzgledem nas nie wiecej
niz o 100 lat swietlnych. Wynika stad,
ze jakies 300 000 lat temu, w odleglosci
paruset lat swietlnych od Ziemi wybuchla
gwiazda supernowa. W maksimum
jasnosci mogla przekroczyc -15. wielkosc
gwiazdowa, bedac wtedy co najmniej
10 razy jasniejsza niz Ksiezyc w pelni!
Na szczescie odleglosc byla zbyt duza,
by jej promieniowanie jonizujace moglo
znaczaco wplynac na przebieg ewolucji
zycia na Ziemi (w przeciwnym razie
biosfera Ziemi uieglaby zapewne trwalemu
zniszczeniu). Dla naszych praprzodków
musialo to jednak byc zjawisko niezwykle
- przy swietle supernowej mogliby w nocy
czytac gazety (oczywiscie, gdyby je mieli
i potrafili czytac). Wybuch zgarnal wiele
rozproszonej materii miedzygwiazdowej
tworzac gigantyczny ba,bel, w którego
wnetrzu znalezlismy sie. Dzieki tak
szczesliwemu zbiegowi okolicznosci
mozemy teraz obserwowac swiatlo wielu
pobliskich gwiazd nieoslabione przez
pyl miedzygwiazdowy. A gdyby nie ten
wybuch, moglibysmy tkwic w jakims
lokalnym zgeszczeniu materii, które
by skutecznie odcielo od nas swiatlo
nawet bliskich gwiazd. I wtedy nasze
niebo byloby czarne lub usiane bardzo
nielicznymi, slabiutkimi gwiazdeczkami.
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Rozwiazanie zadania F 879.
Na mocy prawa Stefana-Boltzmanna
moc promieniowania Slonca wynosi
p = uT'S, gdzie S = 411"R2 jest
powierzchnia, Slonca. Swiatlosc Slonca
jest równa I = uT'Sf'/, natezenie

I cos t3

zas oswietlenia E = --1'-2-' gdzie
t3 = </> - </>0 jest ka,tem padania
promieni slonecznych na poczatku lata.
Ostatecznie mamy

uT' ·411" R'f'/ cos( </> - </>0)E=--------­
1'2

podstawiajac wielkosci liczbowe 1

otrzymujemy
E = 120000 luksów.

Rozwi",zanie zadania F 380.
Niech er oznacza kat padania promieni
na powierzchnie Ziemi, Es bedzie
natezeniem oswietlenia w poblizu Zierni
dla powierzchni ustawionej prostopadle
do promieni slonecl,nych. Swiatlosc
Ksiezyca. wynosi I = ESTrR2a,

gdzie a oZ.nacza albedo. Natezenie
oswietlenia w kierunku prostopadlym,
pochodzace od Ksiezyca, jest równe

1I"R2Esa
EK = --1'-2--' Stosunek natezen
oswietlenia powierzchni Ziemi przez
Slonce i Ksiezyc wynosi

Es cos er. X2

- 1I"R2a "" 220000.

Patrz w niebo

Phobos, pierwszy - liczac od planety - satelita Marsa, wzbudzil powszechne
zainteresowanie, gdy w 1945 r. amerykanski astronom RP. Sharpless odkryl
systematyczne przyspieszenie jego ruchu orbitalnego. Oznaczalo to, ze Phobos
po bardzo ciasnej spirali opada na Marsa, co w odleglej przyszlosci moze
zakonczyc sie katastrofa.

Niedawno nowe badania tego problemu przeprowadzil angielski astronom
Andrew Sinclair. Zebral wszystkie dostepne obserwacje Phobosa i drugiego
satelity, Deimosa, poczawszy od odkrywczych obserwacji wykonanych
przez Asapha Halla, przez obserwacje z Marinerów i Vikingów, konczac na
najnowszych obserwacjach naziemnych. Na ich podstawie dokonal nowego
wyznaczenia orbit satelitów, a przy okazji masy Marsa, kierunku jego osi rotacji
i tempa jej precesji. Przyspieszenie ruchu Phobosa zostalo potwierdzone i jego
wartosc zostala wyznaczona na 0~00124/rok2, z czego wynika, ze sredni promien
jego orbity maleje o 9 cm/rok. Przy takim tempie opadania Phobos ma przed
soba okolo 40 mln lat zycia.

Okres ten stanowi drobny ulamek wieku Ukladu Slonecznego, mozna wiec
podejrzewac, ze Phobos satelita Marsa jest równiez od niedawna, czyli ze jest
niedawno pochwycona planetoida, a nie satelita, który powstal w przyblizeniu
jednoczesnie z planeta. Nie wiadomo jednak, kiedy to pochwycenie nastapilo
i jak przebieglo. Nie ma tez jasnosci co do przyczyn opadania Phobosa.
Mogloby ono byc wywolane przyplywowym dzialaniem planety - w tym
przypadku hamujacym, bowiem Phobos szybciej obiega Marsa niz Mars
wiruje, ale zbyt slabo znamy ksztalt i budowe wewnetrzna planety. Druga
mozliwosc, opór atmosfery, jest nie do obronienia, bowiem atmosfera Marsa jest
w ogóle bardzo rzadka, tym bardziej na wysokosci orbity Phobosa. W dodatku
zyskala nieco zla slawe. Mianowicie, gdyby opór atmosfery mial grac znaczaca
role, gestosc satelity musialaby byc!niezwykle niska i to tak bardz~, ze przy
obserwowanych rozmiarach i spodziewanym budulcu powinien byc pusty
wewnatrz. Nastepnym krokiem bylo juz tylko sugerowanie, ze jest satelita
sztucznym, zbudowanym przez jakas cywilizacje na tymczasowe schronienie.
Na szczescie dzieki sondom kosmicznym srednia gestosc Phobosa zostala
wyznaczona na okolo 2 g/ cm3, satelita nie musi wiec byc pusty w srodku
i hipoteza ingerencji obcej cywilizacji stala sie zbedna. Oddychamy z ulga!

Tomasz KWAST
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mala delia

Wieloscian w zeszycie

Co najmniej 60 lat liczy sobie przedstawiona tu
zabawka, gdyz znalezc ja mozna juz w przedwojennym
wydaniu Kalejdoskopu matematycznego Steinhausa.

Wykonac ja najlepiej ze sztywnego kartoniku,
w ostatecznosci moze to byc arkusz z bloku
technicznego. Wycinamy dwie figury takie, jak na
rysunku 1. Sa to polaczone pieciokaty foremne i,
jak widac, jest ich szesc. Linii przerywanych nie
przecinamy, tylko zaginamy wzdluz nich kartonik
(uprzednio mocno pociagajac po przerywanych
liniach wypisanym dlugopisem). Dwie takie figury
ukladamy jedna na drugiej (liniami przerywanymi na
zewnatrz) tak, jak na rysunku 2, to znaczy obracajac
jeden wzgledem drugiego o 110 kata pelnego (jest to
36°, ale lepiej niz mierzyc, jest zrobic to "na oko").
Teraz potrzebna jest gumka-recepturka, dosc miekka,
o dlugosci (w stanie nierozciagnietym ) równej mniej
wiecej obwodowi pojedynczego pieciokata. Zakladamy
ja na rogi kartonikowych figur tak, by biegla na

wierzchu tam, gdzie jest na wierzchu dany róg (rys. 2).
Kartoniki podczas zakladania gumki przyciskamy do
stolu.

Jesli teraz puscimy kartoniki, stanie przed nami
dwunastoscian foremny. Naciskajac na srodek jego
najwyzszej sciany mozemy go z powrotem splaszczyc.
Przyklejajac jedna ze srodkowych scian do strony
(koniecznie grubego) zeszytu, mozemy miec w nim
figure, która bedzie przestrzenna, ilekroc zeszyt
otworzymy, plaska zas, gdy go zamkniemy.

Nie jest mi znany inny wieloscian, który dalby sie
tak skladac i rozkladac. Bede wiec wdzieczny za
informacje o takowym, gdyby byl on któremus
z Czytelników znany.

Pozostaje jeszcze tylko opisac, jak najlatwiej wykreslic pieciokat
foremny. Bok dziesieciokata foremnego wpisanego w dany
okrag mozna znalezc rysujac w okregu dwie prostopadle
srednice i okrag, dla którego jeden z narysowanych promieni
(na rysunku 3 jest to AG) jest srednica.
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Rys. 1

Rys. 2

B

A

Rys. 3

Laczac jego srodek (na rysunku 5) z koncem drugiej srednicy
(na rysunku B) otrzymamy miedzy malym a duzym okregicm
odcinek (na rysunku BG) o dlugosci boku dziesieciokata
foremnego. Po narysowaniu dziesieciokata laczac co drugi jego
wierzcholek otrzymujemy pieciokat foremny. '

Mala Delte przygotowal Marek KORD OS



Cyprian Kamil Norwid o konstrukcjach geornetrycznych
Marek KORDOS

Niedowiarków powatpiewajacych w istnienie sensownej wypowiedzi Norwida na
ten temat odsylam do jego wiersza Plato i Archita. Wiersz jest dosc trudny do
zrozumienia dla kogos mniej obytego z matematyka starozytnej Grecji niz jego
autor.

Rzecz dotyczy awantury zwiazanej z rozwiazaniem problemu podwojenia
szescianu. Problem ten to zagadnienie skonstruowania odcinka \12 razy
dluzszego niz dany - jego szescian to podwojony szescian danego odcinka, stad
nazwa. Otóz problem ten mozna rozwiazac, gdy umie sie rozwiazac ogólniejszy
problem tzw. dwu srednich proporcjonalnych. Chodzi o to, by do danych
odcinków o dlugosci a i b dobrac dwa takie, których dlugosci x i y spelniaja
zaleznosc

Dobierajac trzy odcinki o takich
dlugosciach X, y, z, ze

a _ x _ y _ z
; - y - -; - b'

znajdujemy trzy srednie proporcjonalne
itd.
Jedna srednia proporcjonalna
nazywana jest srednia geometryczna.

Rys. 1.

a_~=!!..
x y b

W szczególnosci dla b = 2a znaleziony odcinek o dlugosci x realizuje podwojenie
szescianu. Istotnie, mamy bowiem x2 = ay oraz y2 = 2ax, skad

x4 . 3 3
2 = 2ax, czylI x = 2a .a

A oto sposób rozwiazania tego zadania przez norwidowego Archite - Archytasa
z Tarentu (-428; -365), tyrana - co oznacza cos w rodzaju prezydenta, a takze
stratega - cos w rodzaju generala, ale przede wszystkim znakomitego mechanika.

Krok pierwszy w stylu co by bylo gdyby. Otóz, gdyby majac dane dlugosci
a i b umielibysmy znalezc na pólkolu o srednicy AB = b taki punkt K, aby
skonstruowany przez dwukrotne rzutowanie prostokatne (patrz rys. 1) punkt
C mial te wlasnosc, ze byloby AC = a, to odcinki AL i AK bylyby dwiema
srednimi proporcjonalnymi dla a i b - z oczywistego podobienstwa trójkatów
prostokatnych mamy bowiem

AC AL AK- ---------
AL AK AB

Problem wiec jedynie w tym, jak taki punkt K znalezc.

W celu znalezienia punktu K zastosujemy tzw. analize Starozytnych
- przypuscimy, ze stosowny punkt K zostal znaleziony i badajac jego wlasnosci
postaramy sie znalezc dostatecznie wiele okreslajacych go warunków, by mozna
go bylo wskazac.

K

A

Rys. 2.
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B

Rysujemy na plaszczyznie okrag o majacy srednice
AB = b, a nastepnie w plaszczyznie do niego
prostopadlej, zawierajacej srednice AB, umieszczamy
pólkole ze znalezionymi punktami K, L i C.
Plaszczyzne te obracamy dokola przechodzacej przez
A prostej prostopadlej do plaszczyzny okregu o dotad,
az punkt L znajdzie sie na tym okregu (rys. 2).
Uzupelniamy wówczas rysunek rzutem prostokatnym
M punktu C na odcinek AB' oraz przechodzaca
przez M cieciwa N P okregu o prostopadla do AB
- jej srodek oznaczamy przez O. Poniewaz trójkat
AC L jest prostokatny, wiec CM2 = AM . M L.

Poniewaz AM . M L = P M . M N (kto nie wie dlaczego,
niech spojrzy na margines nastepnej strony), wiec
CM2 = PM· MN, z czego wynika, ze trójkat
PC N jest prostokatn.y, a wiec P, C i N leza na
okregu majacym srodek w punkcie O i lezacym w
plaszczyznie prostopadlej do AB. W szczególnosci
wynika stad, ze AP = AN = AC, a nawet wiecej:
punkty te - a wraz z nimi punkt K - leza na stozku
o wierzcholku A.



Rys. 3.

Dla przecinajacych sie w punkcie Z
cieciw XY i TU tego samego okregu

zachodzi X Z . ZY = T Z . ZY. Wynika
to z podobienstwa trójkatów X ZT i
UZY, ono zas z twierdzenia o katach
wpisanych opartych na tym samym
luku. Szerszego kontekstu do tej
zaleznosci szukac mozna pod haslem
potega punktu wzgledem okregu.

Stozek ten mozemy skonstruowac znajdujac punkty P i N, jako przeciecia
okregu o srodku A i promieniu a, lezacego w plaszczyznie okregu o, z tym
okregiem. Tym samym dowiedzielismy sie, ze punkt K lezy na powierzchni
stozka, który mozemy skonstruowac znajac jedynie a i b.

Wskazemy teraz jeszcze dwie powierzchnie, na których lezy K. Jedna z nich
to walec zlozony z prostych prostopadlych do okregu o i zawierajacej go
plaszczyzny. Kolejna powierzchnia to "torus bez dziurki" - powierzchnia
powstala przez obracanie okregu dokola jednej z jego stycznych. Powierzchnia
ta jest pokazana na rysunku 3.

Kazda z tych powierzchni mozemy skonstruowac majac dana jedynie dlugosc b.

Punkt (a scislej kazdy z czterech punktów) bedacy przecieciem tych trzech
powierzchni daje nam rozwiazanie problemu dwu srednich proporcjonalnych,
a wiec w szczególnosci problemu podwojenia szescianu.

Dzis kazdy, nieco bardziej interesujacy sie matematyka, wie, ze problemu
tego nie da sie rozwiazac. Sprzecznosc znika, gdy dokladniej przyjrzec sie
sformulowaniu twierdzenia o niemoznosci - jest tam mowa o wykonywaniu
konstrukcji na plaszczyznie, a na dodatek wylacznie cyrklem i linijka.
Sprzecznosci wiec nie ma. Pozostaje jednak pytanie, dlaczego przyjete zostaly
takie ograniczenia. Dyskusja na ten wlasnie temat wypelnia wspomniany wiersz
Norwida. Drugi z jego tytulowych bohaterów, Platon (-429; -348), jest wlasnie
autorem przyjetego pózniej powszechnie ograniczenia srodków konstrukcyjnych.
Powierzchnie, ich konstruowanie, poszukiwanie linii i punktów ich przeciec,
wydawalo sie Platonowi zajeciem z zakresu mechaniki, a wiec dyscypliny
opartej na pozytkowaniu materii - tym zas, jego zdaniem, zaden matematyk nie
powinien sie splamic. Matematyka, wedle Platona, ma byc dzialalnoscia czysto
intelektualna. Nie ma wiec w niej miejsca dla nikogo, kto trudni sie jakakolwiek
dzialalnoscia praktyczna.

Dzis myslenie w stylu Platona (przynajmniej o matematyce) 'wydaje sie nam
zdecydowanym anachronizmem. Co jednak o przeciwstawieniu matematyki
dzialalnosci praktycznej mial do powiedzenia Norwid? Tego tu nie napisze
odsylajac Czytelnika do lektury wiersza Norwida.

Warto wspomniec, ze ów wiersz byl tematem dyskusji przeprowadzonej w dniu
20 kwietnia 1967 roku, przewodniczyli jej matematyk - Edward Marczewski i filolog klasyczny
- Jerzy Lanowski. Dyskusja odbyla sie w ramach Czwartków Naukowych organizowanych przez
Wroclawskie Towarzystwo Naukowe od 1961 roku. Dzialalnosc Czwartk6w wygasla w latach 70.
Ostatnio jednak wobec duzego zapotrzebowania na tego typu dzialalnosc intelektualna dnia
17 lutego 1993 roku Senat Uniwersytetu Wroclawskiego powola! do zycia Studium Generale,
którego jedna z form dzialalnosci jest prowadzenie dwóch interdyscyplinarnych seminariów
poswieconych symetriom i systemom w przyrodzie, sztuce i naukach humanistycznych.

ARCHITA
Geometrycznej nieswiadom nauki
Widzialem prosty lud, kladacy bruki,
I, jako kamien jedna sie z kamieniem,
Baczylem, stojac pod filarów cieniem -
Az zal mi bylo b e z w i e d n o s c i gminu,
Mimo ze wieczna on jest wag a c z y n ul. ..
Wiec - Geometrii myslane promienie
(Rzekne) gdy z glazem zlacze i ozenie,
Sferycznosc w drzewie wykluwszy toporem,
Silami ramion pchne brazowe walce,
Promienne jesli kolom natkne palce ...
To - któz wie ...

PLATO
Boskie zmyslowiac obrysy,

Archito! - koturn rzucisz za kulisy ­
Jezyka lotnosc niebieskiego zgrubisz *,
Wiec Filozofie, Grecje moze, zgubisz ...

Cyprian Kamil NORWID
PLATO I ARCHITA

ARCHITA
Ol Plato ... padam przed p r a w d y b e z - kon c e m,
I nieraz, mysli z drzewa cioszac, placze,
Tak wielce wszystko przesiakle jest s l o n c e m,
K t ó r e m u n i e ty, n i j a b i e g ó w z n a c z ej
Dlatego swietych nie znize arkanów,
Ani ojczyzny kragla tarcz wyszczerbie,
Owszem: z tych, które raza cie dzis, planów,
Z kres tych na Grecji idealnym herbie,
Z liczebnych równan w sil zmienionych dzwignie
(Lubo promiennosc uroku w nich stygnie),
Któz wie? - powtarzam - czy lud w sobie drobny,
Bezsilny cialem - jak wyspa osobny,
Sykulów mówie, na przyklad, siedziba,**
Ta sily ramion zmnozywszy n a u k a,
Nie zdola bronic sie j ak morska ryba? ..

PLATO

Przyjdzie - i tobie dzien zwyciestwa - s z t u k ol. ..
* Idealnosc Platona byla przeciwna rodzacej sie wlasnie
mechanice, uwazajac ja (w pierwotnym jej ekstremie) jako
z d e g r a d o w a n i e k o n t e m p l a c j i (przypis Poety).
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** To sie odnosi do przyszlosci juz wyrazniejszej m e c h a n i ki,
której Archimed na rzecz ojczyzny zazyl (przypis Poety).



Klub 44
Termin nadsylania rozwiazan
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesia,c lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczaja,c na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladnosci a, do 0,1. Ocene mnozymy
przez wsp6lczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwia,zania tego zadania, a N - liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punkt6w otrzymuje
nadsylaja,cy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w kt6rejkolwiek z dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczeg6lowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Zadania z matematyki nr 279, 280
279. Rozstrzygnac, czy istnieje wielomian P(x, y)

o nastepujacych wlasnosciach:
(1) Jesli x, y sa liczbami calkowitymi nieujemnymi, to
wartosc P(x,y) tez jest liczba calkowita nieujemna.
(2) Dla kazdej liczby calkowitej z ~ ° równanie P(x, y) = z
ma dokladnie jedno rozwiazanie w liczbach calkowitych
x,y ~ O.

Redaguje Marcin E. KUCZMA
280. Na bokach BC, CA, AB trójkata ABC obrano
odpowiednio punkty P, Q, R tak, ze trójkat PQR jest
równoboczny .. Okregi wpisane w trójkaty ARQ, BPR,
CQP maja srodki odpowiednio w punktach I, J, K.
Zalózmy, ze IIRI = IJRI. Wykazac, ze:
(a) IIQI = IKQI oraz IJPI = IKPlj
(b) trzy wspólne styczne zewnetrzne dla par rozwaz anych
okregów wpisanych (nie zawierajace boków trójkata ABC)
przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 280 zaproponowal pan Waldemar Pompe z Warszawy.
Rozwia,zania zadan z matematyki z numeru 12/1993
Przypominamy tresc zadan:
271. Do kazdej sciany osmioscianu foremnego o objetosci V doklejamy czworoscian foremny.
Powstala bryla B nie jest wypukla. Obliczyc objetosc najmniejszego wieloscianu wypuklego
zawierajacego B.
272. Udowodnic, ze dla liczb dodatnich a, b, c zachodzi nier6wnosc

ab(A+B) + bc(B+G) ca(G+A) <1
ab(A + B) + ABG bc(B + G) + ABG + ca(G + A) + ABG - ,

gdzie A = b + c, B = c + a, G = a + b.

271. Ustalmy prostokatny uklad wspólrzednych, w·którym wierzcholkami danego osmioscianu
sa punkty Al = (a, O, O), A2 = (O, a, O), As = (O, O, a), A4 = (-a, O, O), As = (O, -a, O),
AG = (O, O, -a). Czworoscian foremny doklejony do sciany A1A2AS ma czwarty wierzcholek
w punkcie P = (a, a, a); zatem P E B. Analogicznie, kazdy punkt o wspólrzednych
równych ±a nalezy do bryly B; poszukiwana bryla wypukla wobec tego zawiera szescian C
o wierzcholkach w tych osmiu punktach. Pozostaje zauwazyc, ze szescian C zawiera caly
dany osmioscian wraz z wszystkimi doklejonymi czworoscianami; jest wiec najmniejszym
wieloscianem wypuklym zawierajacym B.

Czesc osmioscianu zawarta w oktancie (sektorze przestrzennym)

{(x, y, z): x ~ 0, y ~ O, z ~ O}

ma objetosc równa 1/6 objetosci czesci szescianu C zawartej w tym oktancie. Ta sama
sytuacja ma miejsce w pozostalych siedmiu oktantach. Zatem objetosc C równa sie 6V.

272. Oznaczajac

u = be/A, u = ca/B, w = ab/C

Rozwiazanie zadania M 701.
Ustalmy n E N i rozpatrzmy n 2 par
(x,y) utworzonych przez 1 ~ x =:; n oraz
1 ~ Y ~ n. Kazda z tych n2 par jest
rozwiazaniern pewnego r6wnania

(1) IxijXJ + [yijYI = b,

gdzie 1 < b ~ 2[nijnj. Gdyby dla
kazdego b równanie (1) mialo mniej niz
1994 rozwiazania, to byloby

2n ijn. 1994 ~ 2[n ijn] . 1994 ~ n 2 .

Sta,d wynika, ze 2 . 1994 ~ n2/3, a to
jest sprzecznosc dla duzych n. Istnieje
wi~c przynajmniej jedna liczba a
spelniajaca warunki zadania.

Uwazny Czytelnik dostrzeze,
ze z naszego rozwiazania wynika wiecej:
liczb a spelniajacych warunki zadania
jest nieskonczenie wiele.

mamy nierównosc

AB - (A + B)(u + u) = AB - (A + B) (~+ i) c =

(A - c B - C)=AB-(A+B) ~+~ c=

= AB - 2(A + B)c + (A + B) (~ + ~) c2 =

= A~[AB-(A+B)cf~o,

czyli AB ~ (A + B)( u + u). Zatem pierwszy skladnik danego w zadaniu wyrazenia spelnia
nierównosc

ab(A + B) < ab(A + B) = w
ab(A+B)+ABC - ab(A+B)+(A+B)(u+u)C u+u+w

Przez cykliczne przesuniecie oznaczen wnosimy, ze drugi i trzeci skladnik rozwazanego
wyrazenia mozna oszacowac z góry odpowiednio przez liczby

u u

u+u+w' u+u+w

Stad teza.
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177. Male cialo porusza sie na plaszczyznie pod dzialaniem sily wywieranej przez
nierozciagliwa nitke o dlugosci l, przymocowana do ciala jednym koncem. Drugi
koniec nitki jest przesuwany w tej plaszczyznie z predkoscia II stala co do wartosci.
Przedyskutowac mozliwe ruchy tego konca, prowadzace do osiagniecia przez cialo
w ciagu czasu t jak najwiekszej predkosci. Przyjac, ze w chwili poczatkowej cialo
spoczywalo. Wykluczone jest "szarpanie" nitka, tzn. doprowadzanie do jej zwiotczenia
lub do nieograniczonego wzrostu sily napinajacej (np. ruch musi rozpoczac sie od
kierunku prostopadlego do nitki).
Uwaga. Rygorystycznie postawiony problem "Znalezc taki tor konca nitki, dla
którego w ciagu czasu t cialo osiagnie maksymalna predkosc" wydaje sie trudny
(byc moze, rozwiazanie scisle nie istnieje). Wystarczy wiec dyskusja kilku ruchów
przykladowych.

178. Gdy na drodze równoleglej wiazki swiatla spójnego umiescimy prostopadla
przeszkode kolowa, to w srodku cienia rzucanego na ekran widoczny bedzie jasny
punkt. Wyjasnic to zjawisko i oszacowac srednice tego jasnego obszaru, jesli promien
przeszkody wynosi 5 mm, odleglosc do ekranu - 1m, a dlugosc fali swiatla - 0,5 Mm.

I I , ,- -, ,
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 161 (WT=3,65) i 162 (WT=3,65)
z numeru 8/1993

Przemysla.w Gwarys - CZ'ltochowa. 39,90
Andrzej Nowogrodzki - Chocia.n6w 28,77
Andrzej Borowski - Aleksa.ndr6w K. 25,01

Zadania z fizyki nr 111, 118 Redaguje Jerzy B. BROJAN

RozwiAzania zadan z fizyki z numeru 12/1993
Przypominamy tresc zadan:
169. Dwaj zawodnicy A i B rozegrali regaty na identycznych
jachtach, plyna,c w dól rzeki, gdy nie bylo zadnego wiatru.
Zawodnik A zwina,l zagle, podczas gdy B próbowal wykorzystac
pozorny wiatr z przeciwka i halsowal (plyna.l "pod wiatr"
okresowo zmieniajac kurs). Który wygral wyscig?

170. Z pocza,tkowo nieruchomego pistoletu oddano strzal.
Obliczyc "ka,t podbicia" (ka,t miedzy pocza,tkowym kierunkiem
lufy a torem pocisku) zakladaja,c, ze sila odrzutu dzialaja,ca na
pistolet jest znacznie wieksza od sily dzialaja,cej ze strony reki.
Dane: masa pocisku m, masa pistoletu M, moment bezwladnosci
pistoletu wzgledem srodka masy l, srodek masy znajduje
sie w odleglosci h od pocza,tku lufy o dlugosci l w kierunku
prostopadlym do niej.

(1)

Rozwi,\zanie zadania M 699.
Niech A, B, C i D beda, wierzcholkami
danego czworoka,ta. Jeden z trójka,tów
ABC, ADC ma pole Pl nie mniejsze
od polowy pola czworoka,ta - dla
ustalenia uwagi niech bedzie to b.ABC.
Oznaczmy Ll = AB + BC + CA;
z nierównosci trójka,ta mamy Ll < L.
Jesli wpiszemy okra,g w b.ABC, to jego
promien bedzie równy

r = 2Pl > .!..- > ~
Ll - Ll L

169. Wygral zawodnik B (oczywiscie, o ile prad rzeki byl dostatecznie szybki, aby wystapil
liczacy sie efekt). Analiza zagadnienia w ukladzie zwiazanym z woda jest nie mniej prawidlowa
niz analiza w ukladzie zwiazanym z powietrzem i brzegami. W tym ukladzie wystepuje wiatr
przeciwny, który umozliwia halsowanie i wyprzedzenie zawodnika nieruchomego wzgledem
wody.

170. Zgodnie z podanym zalozeniem, pistolet nalezy uwazac za cialo swobodne, czyli spelnione
sa zasady zachowania pedu i momentu pedu. Oznaczmy przez x droge przebyta przez pocisk
wzgledem lufy (w chwili wylotu z lufy x = I), a przez (3 - kat obrotu pistoletu. Zatem
lip = dx/dt jest predkoscia przesuwu pocisku, a w = d(3/ dt - predkoscia katowa pistoletu.
W nieobracajacym sie ukladzie odniesienia zwiazanym ze srodkiem masy pistoletu skladowa
predkosci pocisku wzdluz osi lufy jest równa lip - wh, a wzdluz osi prostopadlej wx (rys.).
Te wyrazenia mozemy wykorzystac takze w ukladzie nieruchomym (zwiazanym ze srodkiem
masy ukladu pistolet + pocisk), gdyz sa one wtedy skladowymi predkosci wzglednej, tj. sumy
predkosci pocisku i srodka masy pistoletu. Z zasady zachowania pedu wynika, ze skladoweM
predkosci samego pocisku otrzymamy mnozac skladowe predkosci wzglednej przez ---.

M+m
Moment pedu calosci wzgledem dowolnego punktu jest równy zeru, ale najwygodniej bedzie
go obliczac wzgledem chwilowego polozenia srodka masy pistoletu. Wtedy zasada zachowania
momentu pedu sprowadza sie do równania

M
Iw = (mh(lIp - wh) - mwx2)---.M+m

mM
Wprowadzajac mase zredukowana /.I. = --- i przeksztalcajac, otrzymujemyM+m

d(3 dx d(3
(I + /.I.h2+ /.I.x2)- = /.I.h-, czyli-dt dt dx

.1S.

Calkowanie daje nam zwiazek miedzy (3 i x

(3 = ~ arctg (~) ,

gdzie przez>. oznaczylismy>. = V (I / /.1.) + h2. Szukany "kat podbicia" O< jest suma kata (3
w momencie wylotu pocisku i zaznaczonego na rysunku kata "I. Tangens tego kata jest równy

wx
tg"l= ---,

lip - wh

a uwzgledniajac równanie (1) znajdujemy w chwili wylotu
/.I.hl

tg"l = 1+/.1.12
Ostatecznie

h (I) (/.I.hl)O<= - arctg - + arctg ---2 .>. >. 1+/.1.1

Wynik ten jest scisly i obowiazuje dla dowolnych wartosci stalych. Na przyklad, dla I = O

otrzymujemy O< = 90°, gdyz w takiej sytuacji pocisk moze sie poruszac tylko wzdluz linii
przechodzacej przez punkt poczatkowy i srodek masy pistoletu (linii pionowej). Oczywiscie,
w praktyce mamy do czynienia raczej z przypadkiem, kiedy M » m, I » mh2, I » m12,

2mhl ..•.
a katy sa male. Wtedy o<Rl --; wyprowadzeme tego wzoru moze byc znaczme prostsze.I
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Krzysztof CHELMINSKI
Waldemar POMPE

Kacik olimpijski (l)

A

B

Rys. 1

A

Rys.2

B

Rys.3

Kacik olimpijski chcialby przedstawiac Czytelnikom Delty kilka przykladowo
rozwiazanych zadan, wybranych przez nas z róznych olimpiad matematycznych
i konkursów prowadzonych przez wiele czasopism matematycznych calego
swiata. Mamy nadzieje, ze pomoze on mlodym Czytelnikom bioracym udzial
w krajowej olimpiadzie przygotowac sie do zawodów, natomiast starszym
Czytelnikom dostarczy kilku nowych zadan, przy których (naszym zdaniem)
milo spedza sie czas.

Pierwszy kacik chcielibysmy poswiecic olimpijskim zadaniom geometrycznym.

Zadanie 1 (Olimpiada kanadyjska '93).

W trójkacie ABC srodkowe poprowadzone do boków AB i AC przecinaja sie
pod katem prostym. Wykazac, ze ctg B + ctg C ~ 2/3.

Rozwiazanie I.

Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na rysunku 1. Wykorzystujac fakt,
ze srodkowe w dowolnym trójkacie przecinaja sie w stosunku 2 : 1, oraz wzór na
kotangens sumy katów dostajemy

B (. R) ctg o: ctg (3 - 1 (2x/2y) . (2x/y) - 1ctg = ctg o: + f1 = ------ = --------
ctg o: + ctg (3 (2x/2y) + (2xJY)

Analogicznie dowodzimy, ze ctg C = (2y2 - x2)/(3xy). Stad

2x2 - y2 + 2y2 _ x2 x2 + y2 2xy 2
ctgB+ctgC= -------- = ---> - =-

3xy 3xy - 3xy 3 '

na mocy dobrze znanej nierównosci x2 + y2 ~ 2xy .•

Rozwiazanie II.

Spójrzmy na rysunek 2. Punkt M jest srodkiem odcinka BC, zatem jest równiez
srodkiem okregu opisanego na trójkacie BCG. Oznaczmy wiec dlugosc odcinków
M B, MC, MG przez x. Stad mamy

BH CH BC BC 2x 2

ctg B + ctg C = AH + AH = AH ~ AM = 3x = 3" . •

Zadanie 2.

W czworoscianie ABC D katy plaskie przy wierzcholku A wynosza po
90°. Udowodnic, ze jesli AB = AC + AD, to suma katów plaskich przy
wierzcholku B wynosi 90° .

Rozwiazanie (rysunek 3).

Niech P i Q beda punktami lezacymi na przedluzeniach krawedzi AD i AC,
tak aby AQ = AP = AB. Rozwazmy kwadrat APRQ, a w nim trójkaty RCD,
RCQ, RDP. Trójkaty RP D i RQC sa przystajace odpowiednio do trójkatów
BAC i BAD, a wiec równiez trójkat RCD jest przystajacy do trójkata BDC.
Stad otrzymujemy

LCBA+ LABD+ LCBD = LDRP+ LQRC+ LCRD = 90° .•

N a koniec zadanie dla Czytelników.

3. Udowodnic, ze w dwunastokacie foremnym A1A2 ... A12 przekatne A1AS,
A2A6, A3AS, A4Al1 maja punkt wspólny.

Rozwiazanie zadania M 700. Niech P(x) = anxn + ... + alX + aD. Jesli x jest liczba, parzysta" to wszystkie potegi x o wykladniku
naturalnym sa, parzyste, xl = 2m, dla I = 1,2, ... i dla pewnych calkowitych mi. Zatem

P(x) = 2(anmn + an-Imn-l + ... + almI) + aD = 2M + P(O)

jest liczba, nieparzysta" poniewaz P(O) = aD jest liczba, nieparzysta,. Sta,d wynika, ze P(x) op O dla parzystych x.

Jesli x jest nieparzyste, to rozumujemy podobnie jak poprzednio: mamy xl = 2kl + 1 dla I = 1,2, ... i dla pewnych calkowitych k,.
Otrzymujemy sta,d

P(x) = 2(ankn + an-Ikn-l + ... + alkI) + an + an-l + ... + aD = 2K + P(l),

a wiec P(x) jest liczba, nie parzysta" bowiem P(l) jest liczba, nieparzysta,. Zatem P(x) op O takze dla x nieparzystych. Wielomian P nie
ma wiec pierwiastków calkowitych.
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A.P.

- To tylko niektóre okazy z mojej bogatej kolekcji.

/~n~n

Rysunek z ksia.zki K. Ciesielskiego i Z. Pogody "Bezmiar
matematycznej wyobrazni" - w ksiegarniach na poczatku
1994 roku.

Wybrane fakty z najnowszej historii matematyki

1934 - H. Whitehead oglasza dowód hipotezy Poincarego.
Dowód okazuje sie bledny.
1958 - K. Koseki oglasza dowód hipotezy Poincarego. Dowód
okazuje sie bledny.
1964 - W. Haken oglasza dowód hipotezy Poincarego. Dowód
okazuje sie bledny.
1964 - V. Ponearu oglasza dowód hipotezy Poincarego. Dowód
okazuje sie bledny.
1964 - de Branges i Rovnyak oglaszaja dowód hipotezy
Ramanujana-Petersona. Dowód okazuje sie bledny.
1984 - de Branges oglasza dowód hipotezy Bieberbacha. Dlugo
nikt nie chce w to uwierzyc i sprawdzic bardzo dlugiego dowodu,
glównie ze wzgledu na wydarzenie z roku 1964. Tymczasem
dowód okazuje sie poprawny.
1984 - H. Matsumoto oglasza dowód hipotezy Riemanna.
Dowód okazuje sie bledny.
1986 - C. Rourke i E. Rego oglaszaja dowód hipotezy
Poincarego. Dowód okazuje sie bledny.
1988 - Y. Miyaoka oglasza dowód Wielkiego Twierdzenia
Fermata. Dowód okazuje sie bledny.
1993 - A. Wiles oglasza dowód Wielkiego Twierdzenia Fermata,
po kilku miesiacach J. Coates znajduje luke w dowodzie.

Nie ma tu, niestety, miejsca, aby szczególowo opisac konstrukcje
sfery homotopijnej. Nalezy jednak zaznaczyc, ze konstrukcja
jest stosunkowo przejrzysta, choc jeszcze "goraca" i trzeba ja
spokojnie przeanalizowac.

blyskotliwy zespól tricków pozwalajacych na panowanie nad
chirurgia na dzikich wezlach i sferach laczacy techniki topologii
czterowymiarowej z trójwymiarowa.

4/94

(38)

Ze sfery trójwymiarowej nalezy wyciac pewien obiekt i w miejsce
wyciecia odpowiednio wkleic inny obiekt, wzglednie ten sam
tylko inaczej polozony. Caly problem polega na znalezieniu
tego obiektu lub rodziny obiektów oraz sposobu wycinania
i wklejania. Matematycy postawili pytanie: co bedzie, gdy
zamiast wezlów zwyklych wytnie sie ze sfery trójwymiarowej
wezly dzikie.

Do niedawna nie bylo metod pozwalajacych badac takie
sytuacje, lecz ostatnio Yung Kam Ping i Claud de Derrirre
wypracowali efektywne techniki (tzw. szeregi formalne
Derrirre'a-Pinga, dzikie diagramy Heegaarda nazwane dzikimi
H-diagramami). za pomoca których uzyskali zadziwiajace
rezultaty. Van der Fao! i Forster w sposób istotny skorzystali
z rezultatów Derrirre'a i Pinga dodajac wiele nowych pomyslów;
do najciekawszych nalezy tzw. metoda oswajania. Jest to

W 1986 roku swiat matematyczny obiegla wiadomosc, ze Colin
Rourke i Eduardo Rego udowodnili hipoteze Poincarego.
Dowód ich miescil sie na ponad stu stronach. Po wnikliwej
analizie okazlo sie, ze w rozumowaniu sa luki i ostatecznie
autorzy opublikowali w Topology artykul o tym, jak szukac
kontrprzykladu. Prace te przestudiowali dwaj mlodzi
stypendysci przebywajacy obecnie w Institute ol High and
Advanced Study w Portland w stanie Oregon, Holender Peer
van der Fool i Amerykanin B.J. Forster. "Przegryzli" sie
oni równiez przez monstrualne prace Ponearu z 1989 roku.
Zgodnie doszli do sensacyjnego wniosku: hipoteza Poincarego
jest falszywa! Istnieje trójwymiarowa rozmaitosc zwarta, bez
brzegu, spójna i jednospójna, która nie jest homeomorficzna
ze sfera trójwymiarowa. Pomysl konstrukcji znalezli w lukach
rozumowania Rourkego i Rego oraz w niejasnosci przerazliwie
dlugich wywodów Ponearu. Od strony technicznej nie bylo
w pomysle zbytnich rewelacji; van der Fool i Forster posluzyli
sie dobrze znana i modna ostatnio metoda chirurgii (warto
przypomniec, ze nazwa ta pochodzi z angielskiego "surgery" ,
a po rosyjsku metoda nazywa sie pieriestrojka.

Sfera homotopijna istnieje!!
Dzis w EPSILONIE mamy prawdziwy rarytas - "jeszcze
ciepla" sensacje. Otóz problem, frapujacy matematyków
od prawie wieku, chyba zostal w koncu pokonany! Autorzy
rozwiazania pamietali jednak o smutnych przygodach swoich
starszych kolegów, którzy rozglosili wiesci o rozstrzygnieciu
slynnych hipotez, a pózniej okazywalo sie, ze proponowane
rozwiazania zawieraly bledy i luki (por. dane ponizej). Nie
przedstawili zatem swoich wyników na zadnej konferencji, lecz
po prostu napisali prace i po cichu wyslali ja do publikacji. Jesli
recenzenci orzekna, ze dowód jest dobry, i tak beda slawni; jesli
zly - nie zyskaja slawy innego typu. Nasz kolega, przebywajacy
na stypendium w USA, zdobyl maszynopis tej pracy i przeslal
go nam. W jaki sposób uzyskal on egzemplarz pracy wyslanej
do renomowanego czasopisma, pozostanie jego i nasza slodka
tajemnica·

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz. Posmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem E.
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