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Rozpad promieniotwórczy
sukcesywny i jego model
hydrodynamiczny
Stanislaw BEDNAREK

Jak pecznieje
waz ogrodowy
Andrzej SZYMACHA
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Znak minus informuje o tym, ze liczba jader maleje. Czytelnicy,
którzy poznali rachunek rózniczkowy, moga sprawdzic,
ze rozwiaz aniem równania (1), przy warunku poczatkowym
N(O) = No jest funkcja wykladnicza

(2) N(t) = Noe-At.

Wykres tej funkcji jest przedstawiony na rysunku 1.

Mam na dzialce dlugi, gumowy, czarny
waz polaczony z pompa elektryczna ,
z jednego konca i zaopatrzony w zawór na
drugim koncu. Waz sluzy do podlewania,
ale takze do grzania wody w pogodny
dzien. Stad znam dokladnie objetosci
wody w wezu - 12 l (to duzo - mozna

.spokojnie wziac prysznic). Waz ten 8luz~
takze jako minihydrofor. Po wylaczeniu
pompy (przy zamknietym zaworze) waz
jest nabrzmialy i wyrzuca z siebie do 3 l
wody (to tez sporo - mozna wielokrotnif.
oplukac rece b~z wlaczania pompy).
Innymi slowy, pod cisnieniem pompy
(okolo 2'atm) objetosc weza przyrasta.
o 1/4. To jest fakt wziety z obserwacji.
Objetosc cylindra, jaki stanowi waz,
jest iloczynem pola przekroju i dlugosci.
Zaintrygowalo mnie któregos dnia w jakim
stopniu owe 25% bierze sie ze wzrostu
pola przekroju, a w jakim ze zwiekszenia
dlugosci weza. Gdyby rozdymala sie
kostka, to poniewaz 1,25 ~ 1,0773, kazdy
wymiar liniowy zwiekszylby sie o okolo 8%.
Przy dlugosci mojego weza - 60 D?-, 8%
to prawie 5 m - zmiana bardzo wyrazna,
latwa do zauwazenia. Tymczasem

pomiar wydluzenia po napompo~}\niu
weza wykazal w ramach dokladnosci
po prostu ... zero! Skoro analiza
wymiarowa prowadzi do oszacowania
wydluzenia rzedu dlugosci weza, czyli
metrów, a w praktyce sa co najwyzej
centymetry, to w problemie musi byc jakis
maly bezwymiarowy parametr. Z pewnym
falszywym poczuciem zrozumienia
wiazalem go zrazu z dysproporcja wymiaru
srednicy weza i jego dlugosci, ale cos mnie
gryzlo, ze to nie tak i zaczalem sie nad tym
dokladniej zastanawiac.

Aby wyjasnic obserwacje, musimy
odwolac sie do prawa Hooke'a. Prawo
Hooke'a sformulowane zostalo niemal tak

dawno jak prawa Newtona, jego praktyczne
znaczenie w technice jest olbrzymie,
jednak szerzej znane jest ono jedynie
w uproszczonym przypadku szczególnym
rozciagania czy sciskania preta. Wz6r,
jaki sie tu powinien nasunac, to F = kóJ.
W tym wzorze F jest, oczywiscie, sila
rozciagajaca, a ~l wydluzeniem preta.
Stala proporcjonalnosci k jest rózna dla
róznych pretów. Nie jest trudno

dN = -ANdt.(1)

Wszystkie izotopy pierwiastków wystepujacych w przyrodzie mozna
podzielic na dwie grupy - izotopy trwale oraz nietrwale. Te drugie
ulegaja rozpadowi promieniotwórczemu. Wsród powstajacych
w wyniku tego produktów moga znajdowac sie izotopy trwale
lub nietrwale. Izotopy nietrwale ulegaja kolejnemu rozpadowi
i wtedy marny do czynienia z rozpadem promieniotwórczym
sukcesywnym. Powstajace w tym rozpadzie izotopy tworza.
tzw. szereg promieniotwórczy. W przyrodzie wystepuja cztery
naturalne szeregi promieniotwórcze - uranu, toru, aktynu i neptunu.
Ich nazwy pochodza od nazw pierwiastków, od których zaczynaja sie
te szeregi.

Bezposrednie badanie rozpadu promieniotwórczego w warunkach
domowych, czy nawet szkolnych, nie' jest latwe. Potrzebna jest do
tego celu specjalna aparatura, a poza tym istnieje niebezpieczenstwo
napromieniowania eksperymentatora.

W sytuacji, gdy prowadzenie badan na rzeczywistych obiektach
jest niemozliwe, trudne lub niebezpieczne, fizycy i technicy chetnie
wykorzystuja. modele, które powinny odzwierciedlac interesujace
nas cechy obiektów rzeczywistych. Podobnie postapimy równiez
z rozpadem promieniotwórczym sukcesywnym. Zastosujemy
calkowicie bezpieczny i latwy do zbudowania w warunkach
domowych model hydrodynamiczny. Wykorzystamy w tym
modelu ilosciowa analogie zaleznosci od czasu wysokosci slupa
cieczy wyplywajacej przez pozioma rurke z cylindrycznego
pionowo ustawionego naczynia i liczby jader izotopu, które nie
ulegly jeszcze rozpadowi. Ograniczymy sie przy tym do szeregu
promieniotwórczego zlozonego z trzech izotopów. Nic jednak nie
stoi na przeszkodzie, aby opisywac i modelowac szeregi dluzsze,
w których wystepuje wieksza liczba izotopów.

Rozpatrzmy najpierw wspomniana. analogie. Liczba jader izotopu

dN, która ulega rozpadowi w bardzo krótkim przedziale czasu dt,
jest wprost proporcjonalna do pozostalej jeszcze liczby jader N
i zalezy od rodzaju izotopu, co charakteryzuje stala rozpadu A. Jes";
to prawo rozpadu promieniotwórczego. Mozna je zapisac równaniem

Rys. l
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Rys. 2

dV = -Sdh,

dNl = -A1Nldt,

dN2 = (A1Nl - A2N2)dt,

dN3 = A2N2dt .

(9)

(10)

(11)

(5)

Rozpatrzmy teraz naj prostszy rozpad promieniotwórczy sukcesywny.
Niech N01, N02, N03 i Nl, N2, N3 oznaczaja odpowiednio liczby jader
trzech izotopów w chwili t = O i t > O, Al oraz A2 niech oznaczaja
stale rozpadu pierwszych dwóch izotop6w, trzeci jest trwaly. Zmiany
liczby jader poszczeg6lnych izotopów dNl, dN2, dN3 w bardzo
krótkim przedziale czasu dt wyrazaja wzory wynikajace z prawa
rozpadu promieniotwórczego

s - oznacza w tym wzorze pole przekroju poprzecznego naczynia.
Laczac równania (3) i (5) oraz podstawiajac Ap otrzymujemy

4

(6) dh = - 1rr pg hdt.
8l'1S

Równanie to ma strukture analogiczna do równania (1). Wyrazenie
stojace przed h jest stale i oznaczymy je przez Am

4

(7) A = 1rr pg
m 8l'18'

Rozwiazaniem równania (6) przy warunku poczatkowym h(O) = ho
jest funkcja

(8) het) = hoe->-mt •

Patrzac na równania (2) i (8) widzimy, ze charakter zmian N
oraz h w zaleznosci od czasu jest taki sam. To wlasnie pozwala
nam wykorzystac cylindryczne naczynie z pozioma rurka do budowy
modelu.

Objetosc cieczy, która przeplynela przez te rurke w bardzo malym
przedziale czasu dt, jest okreslona wzorem Hagena-Poiseuille'a

(3) dV = 1rr4 Ap dt
8l'1 '

w którym '1 oznacza wspólczynnik lepkosci, a Ap róznice cisnien
miedzy koncami rurki. W naszym przypadku Ap jest cisnieniem
hydrostatycznym slupa cieczy w naczyniu i wyraza sie znanym ze
szkoly podstawowej wzorem

(4) p = pgh.

Przyjmujac, ze ciecz jest niescisliwa, mozna okreslic obnizenie sie
poziomu cieczy dh w naczyniu spowodowane jej wyplywem

Wezmy teraz pod uwage cylindryczne pionowo ustawione naczynie
napelnione do wysokosci h ciecza o gestosci p i zaopatrzone
w pozioma rurke o dlugosci l i promieniu r, przez która ciecz moze
wyplywac. Naczynie to przedstawione jest na rysunku 2.

uzasadnic, ze stala ta dla róznych pretów
wykonanych z tego samego materialu
powinna byc wprost proporcjonalna do
pola przekroju poprzecznego 8 i odwrotnie
proporcjonalna do dlugosci poczatkowej l
preta. Z uwzglednieniem tej obserwacji
prawo Hooke'a mozna zapisac w postaci

!.. = E f:.l
8 l '

gdzie E zalezy juz tylko od rodzaju
materialu, ale nie od rozmiarów preta.
Stala E nazywa sie mo(lulem Younga.

Z uzyciem tych wielkosci napiszemy
1

x= EN.
A zatem deformacja jest wprost
proporcjonalna do napiecia lub, jak
oryginalnie ujal to Hooke, jakie napiecie

- taka deformacja.

Gdy przyjrzec sie dokladniej rozciaganemu
pretowi, zauwazy sie, ze deformacji
podluznej, spowodowanej napieciem
wzdluznym, towarzyszy nieodlaczna
deformacja poprzeczna, mimo ze nie
wystepuje poprzeczne napiecie! Ma to
szczególne znaczenie, gdy pret nie
jest wcale dlugi, a wrecz jest klockiem
prostopadlosciennym (np. szescianem).
Kompletne prawo Hooke'a musi opisac
wiec takze i to, co dzieje sie z wymiarami
poprzecznymi. Sprawa jest prosta. Jest
niemal oczywiste, ze wartosc kazdej
z deformacji poprzecznych (y w kierunku y

i z wzdluz osi z) powinna byc pewnym
stalym (dla danego materialu) ulamkiem

deformacj i podluznej:

y = -eTX,

Z = -eTX.

Stala eT jest, obok E, druga stala
charakteryzujaca wlasnosci sprezyste

danego materialu. Nazywa sie ona stala
Poissona.

Sci§le biorac, to, co zostalo powyzej
powiedziane, dotyczy tzw. cial izotropowych,
nie wyr6zniajacych swa struktura zadnego
z kierunk6w. Cialem takim bedzie na przyklad
szklo czy zwykla bryla metalu bedaca zlepkiem
ogromnej ilo§ci mikrokrysztalk6w chaotycznie
zorientowanych. Przykladem ciala

Dla dalszych rozwazan wygodnie jest
zamiast sily dzialajacej na caly przekrój
rozwazac sile przypadajaca na jednostke
pola powierzchni zwana napieciem

N = F / 8. Gdy N jest ujemne, nazywa
sie je tez cisnieniem. Podobnie, zamiast
bezwzglednej wartosci wydluzenia f:. l lepiej
wprowadzic wydluzenie wzgledne x = f:.l/l,
które bedziemy zwac deformacja.
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Rys.3

Równania analogiczne do równan (9), (10) i (11) opisuja. równiez
zaleznosci od czasu wysokosci slupów cieczy w ukladzie naczyn
pokazanym na rysunku 4.

l
x = 15(N", - u(Ny + Nz)) ,

y = ~(Ny -u(N", + Nz)),
l

z = -(Nz - u(N", + Ny)).E
Nim przejdziemy do tytulowego weza,
jeszcze chwile poswiecimy rozwazaniom

ogólnym. Dodajmy stronami trzy powyzsze
równania. Otrzymamy:

l
x + y + z = Fi(1 - 2u)(N", + Ny + Nt) .

Czytelnik latwo sprawdzi, ze dla malych
deformacji suma x + y + z wyraza akurat

wzgledna zmiane objetosci:
~V
V=x+y+z.

Poniewaz przy sciskaniu ze wszystkich
stron cialo nie moze zwiekszac swej

objetosci (nastapilaby samorzutna
eksplozja), przeto

lu < -.
- 2

Dla typowych metali jest q ~ 1/3.
Do górnej granicy wartosci, tj. do 1/2,
stala Poissona zbliza sie u cial, których
sprezystosc wzgledem zmiany objetosci
jest duzo wieksza niz wzgledem zmiany
ksztaltu. Cialem takim jest guma, dla

której q = 0,49. Idealizujac, mozemy,
dla uproszczenia, przyjac dla gumy nawet

q = 1/2.

Poniewaz za chwile wprowadzimy napiecia

w kierunku osi y i z, dla rozróznienia
oznaczymy napiecie dotychczasowe N
dzialajace wzdluz osi x symbolem N",.

Zbierajac wyrazenia na wszystkie trzy
deformacje wywolane napieciem N", mamy

l
x = Fi(N", - O),

l
Y = 15(0 - uN",),

l
z = 15(0 - uN",).

Jeze~i oprócz napiecia N", przylozone

jest i napiecie Ny, to wystapia nowe
deformacje: (1/E)(Ny) w kierunku y oraz

(1/ E)( -u Ny) w kazdym z kierunków x

i z (które teraz sa poprzeczne wzgledem
napiecia Ny). Wreszcie jesli dziala takze
napiecie Nz, to kompletna deformacja
wynosi:

nieizotropowego· moze byc drewno, które
przy tym samym napieciu inaczej deformuje
sie, gdy rozciaga sie je wzdluz wlókien,
a inaczej gdy w poprzek wlókien. Podobnie
jest z monokrysztalami - uog6lnieniem prawa
Hooke'a na ciala anizotropowe zajmowac' sie tu
jednak nie bedziemy.

(17)

W tym celu wystarczy zastapic liczby jader izotopów przez
odpowiednie wysokosci slupów cieczy, a stale rozpadu przez
wspólczynniki .Alrni .A2rnzalezne od parametrów modelu.
Otrzymujemy wtedy:

(15) hl = hOle-Ahnt ,

( ) .A2rn16 h2 = hOl .A .2rn - Alrn

h3 = hOl [1 + .Alrn (e-A'mt _ e-Almt)].A2rn- .Alrn

Liczba jader pierwszego izotopu maleje o .AlNI , stad minus
w równaniu (9). Jadra pierwszego izotopu po rozpadzie
przeksztalcaja. sie w ja.dra izotopu drugiego. Przyrost ich
liczby wynosi .AINI. Jednoczesnie izotop ten rozpada sie
z szybkoscia .A2N2, przeksztalcajac sie w izotop trzeci. Z ta sama
szybkoscia wzrasta wiec liczba jader tego izotopu.

Zalózmy, ze w chwili O istnial tylko pierwszy izotop, który po
nieskonczonym (praktycznie - bardzo dlugim) czasie przeksztalcil
sie za posrednictwem izotopu drugiego w izotop trzeci. Te warunki
brzegowe mozna zapisac w postaci NdO) = NOl, N2(0) = N3(0) = O,

Ndoo) = N2(oo) = O i N3(oo) = NOl. Latwo sprawdzic przez
rózniczkowanie, ze przy tych warunkach rozwiazania ukladu równan
(9), (10), (11) maja. postac

(12) NI = NOle-Alt ,
.A

(13) N = N, 2 [e-Alt _ e-A,tj2 Ol \ \ 'A2 - Al

(14) N3 = NOl [1 + .A2~ .Al (e-A,t - e-Alt)]
Ich wykresy w zaleznosci od czasu przedstawia rysunek 3.

Zeby zbudowac hydrodynamiczny model sukcesywnego rozpadu
promieniotwórczego, potrzebne beda: trzy przezroczyste plastikowe
butelki o pojemnosci 1,5-2 l, trzy kawalki mocnej nici, dwie rurki
do picia napojów (tzw. slomki), plastelina, linijka, mazak, nozyczki,
zegarek z sekundnikiem, troche piasku, naczynie z woda. i drewniany
pret o dlugosci okolo 1 m lub wiekszej (moze to byc np. kij od
szczotki) .
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Wracamy teraz do weza. Spróbujmy
wyznaczyc napiecia gumy w "nabitym"
woda wezu. Wyobrazmy sobie kwadracik
wydzielony na powierzchni weza o jednej
z par boków równoleglych do osi. Z jakimi
silami ciagniete sa boki tego kwadratu,
lub inaczej, z jaka sila trzeba by trzymac
kazdy centymetr dlugosci "rany", jaka
powstalaby na powierzchni weza, gdyby
go autentycznie naciac na calej grubosci
lancetem i starac sie nie dopuscic do
"wodotoku"? Dla kierunku podluznego
sile te najlatwiej wyznaczyc tnac od razu
waz na calym obwodzie. Sila, która
musimy przylozyc, równa sie w tym
przypadku parciu wody na denka cylindra.
Oznaczajac promien weza przez r,
a cisnienie wody (ponad atmosferyczne;
cisnienie atmosferyczne w dalszym ciagu
zaniedbamy jako nieistotne dla naszego
problemu) przez p i zaniedbujac (chwilowo)
grubosc h gumy, ustalamy, ze na obwodzie
o dlugosci 21Tr trzeba przylozyc sile 1Tr2p.

Na kazda jednostke dlugosci przypada
wiec pr/2, a na jednostke pola powierzchni
przecietego materialu pr /2h.

W celu wyznaczenia napiecia poprzecznego
wyobrazamy sobie, ze przecinamy waz
na calej dlugosci d (jak bagietke, z której
chcemy zrobic bardzo dluga kanapke).
Sila oddalajaca obie polówki weza
równa sie i teraz iloczynowi cisnienia
i pola przekroj u (a nie pola powierzchni
bocznej walca!), czyli 2rdp, i trzeba ja
rozlozyc równomiernie na dlugosci dwóch
"ran" wynoszacej razem 2d. Daje to na
jednostke dlugosci sile równa pr, a napiecie
równe pr/h. Zauwazmy, ze napiecie
wzdluzne jest dokladnie dwa razy
mniejsze od poprzecznego. Nic dziwnego,
ze na przyklad parówki w gotowaniu, o ile
pekaja, to zawsze wzdluz osi.

Troche mniej oczywiste jest, jak sobie
poradzic z napieciem (teraz ujemnym)
w kierunku prostopadlym do powierzchni
weza. Napiecie to zmienia sie od zera na
powierzchni zewnetrznej do wartosci -p
na powierzchni wewnetrznej. Szczesliwie
napiecie to nie zalezy od wartosci h,
podczas gdy dwa poprzednie zawieraly
h w mianowniku. W przypadku weza
o cienkich (w stosunku do promienia)
scia.nkach mozna przyjac, ze na.piecie
prostopadle do powierzchni jest równe
zeru.

Przyjmujac, ze os weza to os x, kierunek
prostopadly do powierzchni to z,

4

Od butelek odcinamy dna, wykonujemy w poblizu powstalego
brzegu cztery otworki, przez które przewlekamy nic sluzaca do
zawieszenia butelek. Nici te musza byc róznej dlugosci, tak zeby
druga butelka znalazla sie ponizej korka pierwszej, a trzecia ponizej
korka drugiej (rys. 4). Butelki zakrecamy korkami i wypelniamy
piaskiem czesc zwezajaca sie w poblizu szyjki. Otrzymamy w ten
sposób naczynie o stalej powierzchni przekroju poprzecznego.
W bocznych scianach w poblizu zwezajacej sie czesci dwóch wyzej
zawieszonych butelek wycinamy jeszcze po jednym otworze, przez
który przekladamy slomki. Miejsca przechodzenia slomek przez
scianki butelek uszczelniamy plastelina. Butelki zawieszamy
na niciach na podpartym na koncach, np. na oparciach dwóch
ustawionych obok siebie krzesel, drewnianym precie.

Rys. 4. b - butelka, n - nic, pl - plastelina, p - pret, ps - piasek, r - rurka,
w - woda.

Za pomoca mazaka i linijki rysujemy skale zaznaczajac w równ)"Ch
odstepach, np. co 1 cm, poziome kreski. Koniec slomki wychodzacej
z pierwszej butelki zatykamy korkiem z plasteliny, napelniamy te
butelke woda i notujemy wysokosc, na której znajduje sie górna
powierzchnia tej cieczy. Nastepnie usuwamy plastelinowy korek
i pozwalamy cieczy swobodnie przeplywac. W równych odstepach
czasu, np. co 20 s, odczytujemy na skalach wysokosci poziomy
wody we wszystkich trzech butelkach. Pomiary przeprowadzamy
az do momentu przeplyniecia calej cieczy do trzeciej - najnizej
polozonej butelki. Na podstawie tych wyników sporzadzamy wykresy
wysokosci slupów cieczy w zaleznosci od czasu i porównujemy te
wykresy z rysunkiem 3.

N a zakonczenie trzy problemy do samodzielnego rozwiazania:
1. Mamy do dyspozycji tylko rurki o równych srednicach. Jak
w najprostszy sposób mozna uzyskac uklad do badania rozpadu
izotopów o innych wartosciach stalej rozpadu?
2. Jakie jeszcze zjawiska lub procesy mozna modelowac za pomoca
naszego ukladu?
3. Jak zmieni sie ksztalt krzywych z rysunku 3 dla przypadku, gdy
stale rozpadu beda spelnialy warunki: }.1 = }.2, }.1 > }.2 i }.1 ~ }.2?



Patrz w niebo

Galaktyki wystepuja w czterech wyraznie dajacych sie rozróznic

typach: najliczniejsze to spiralne i eliptyczne, znacznie mniej liczne
to nieregularne i soczewkowate. Nazwy te nie wymagaja omawiania
- moze z wyjatkiem soczewkowatych. Oznacza sie je symbolem

SO (S-zero), a ich budowa jest jakby posrednia miedzy budowa
galaktyk eliptycznych a spiralnych. Mianowicie, ksztalt centralnego
zgeszczenia maja jak maksymalnie splaszczone galaktyki eliptyczne,
a ponadto rozlegly plaski dysk - jak galaktyki spiralne - ale
pozbawiony struktury. Inaczej mówiac, galaktyka SO wyglada jak
galaktyka spiralna pozbawiona jasnych gwiazd, gromad otwartych

i materii miedzygwiazdowej.

Nasuwa sie naturalne pytanie, skad takie galaktyki sie wziely,
co wiaze sie z ogólnym problemem powstawania i ewolucji galaktyk.
Niestety, obecnie problem ten jest daleki od rozwiazania. Panuje
poglad, ze pierwotna wartrec momentu pedu obloku, z którego
powstaje galaktyka, okresla typ przyszlej galaktyki. Oczywiscie,

z obloków o malym momencie pedu, tj. rotujacych powoli,
powstawalyby galaktyki eliptyczne, a z rotujacych szybko - galaktyki
spiralne. Przypuszcza sie, ze potem ani galaktyki eliptyczne nie staja
sie spiralnymi, ani odwrotnie. Nie mniej jednak SO robia wrazenie,
ze powstaly ze spiralnych wskutek utraty czesci budulca.

W wyniku nowych obserwacji wrazenie to nalezy jednak, jak
sie wydaje, wyjasnic inaczej. Przede wszystkim obserwacje
rentgenowskie ujawnily obecnosc w galaktykach SO znacznych

ilosci goracego (rzedu 103 eV) gazu miedzygwiazdowego. Podobnie
obserwacje radiowe dowiodly obecnosci równiez gazu zimnego, nawet
w postaci czasteczkowej. Okazalo sie, ze galaktyki soczewkowate

zawieraja srednio do 1/10 tej ilosci rozproszonego gazu co nasza
Galaktyka i ze tempo powstawania w nich gwiazd równiez jest okolo
dziesieciokrotnie nizsze niz w galaktykach spiralnych. Wydajnosc
produkcji gwiazd na jednostke masy materii miedzygwiazdowej

jest w przyblizeniu taka jak w zwyklych galaktykach spiralnych.

Poniewaz zas gwiazdy tworzace galaktyki SO ewoluuja i rozpraszaja
swoja materie powoli, nic dziwnego, ze materii miedzygwiazdowej
jest w tych galaktykach niewiele.

Powyzsze rozwazania mozna uwazac za jeszcze jeden argument
ratujacy nasz dotychczasowy poglad, ze typ galaktyki jest staly
w trakcie jej zycia. Przedstawione tu sprawy brzmia malo

efektownie, ilustruja jednak fakt, jak dalecy jestesmy od stworzenia
spójnego modelu ewolucji galaktyk i jakie szczególy model taki

powinien uwzgledniac.

Tomasz KWAST

Ro"wil\"anie "adania M 69-4. 9900 punktów przeciecia stu okregów wielkich
wyznacza nam 9900 : 2 = 4950 róznych srednic sfery. Z linb 1,2, ,9900
tworzymy 4950 róznych par postaci (k, 9901 - kl, gdzie k = 1,2, ,4950
i wpisujemy liczby z jednej pary na koncach tej samej srednicy (w jakikolwiek
sposób przyporzadkowujac pary srednicom). Suma liczb polozonych na dowolnym
okregu jest równa

S = liczba srednic ó koncach na jednym okregu· (k + 9901 - k) = 99 . 9901.
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a kierunek na powierzchni styczny do

obwodu to y, mamy
N"=N,,,
Ny = 2N",

Nz =0.

Wstawiajac powyzsze wartosci do prawa
Hooke'a, obliczamy natychmiast, ze

x = (l - 2CT).r;; ,

y = (2 - CT).r;; .

A zatem przy stosunku napiec l :2
stosunek deformacji wynosi w naszym
przypadku (l - 20"):(2 - 0").

Bez tej "sigmy" byloby tez l : 2,
a to musialoby oznaczac przy
dwudziestopiecioprocentowym wzroscie
objetosci okolo piecioprocentowy wzrost
dlugosci naszego weza (okolo 3 m).
Ale O" dla gumy jest prawie równe 1/2!
W tym przyblizeniu stosunek deformacji
wynosi O : 2. Przyjmujac bardziej
rea.listycznie O" = 0,49 dostaniemy
stosunek deformacji równy 0,02: 1,51,
a to prowadzi do wydluzenia weza
o okolo 8 cm, wielkosc trudna do
zauwazenia przy dlugosci szescdziesieciu
metrów. ,Nieoczekiwanym malym
parametrem, zmieniajacym proces
pecznienia calkowicie wbrew intuicji,
jest róznica miedzy faktyczna wartoscia
wspólczynnika Poissona dla gumy
a wartoscia teoretycznie maksymalna,
tj. 1/2.

Wreszcie, na zakonczenie, zastanówmy
sie, jak zachowac sie powinien przy
rozdymaniu cylinder o sciankach grubych,
na przyklad gdy promien wewnetrzny
cylindra stanowi, powiedzmy, polowe
promienia zewnetrznego. Dla uproszczenia,
niech ma miejsce przypadek graniczny
materialu, dla ktÓrego O" = 1/2. Jesli I

podzielic w mysli (lub nawet realnie!)
taki cylinder na szereg koncentrycznych
walców scisle w siebie wpasowanych,
to kazdy z nich jest teraz cienki i spelnia
zalozenia poprzednich rozwazan. Jedyna
róznica polega na tym, ze, poza dwoma
skrajnymi, nasze cylindryczne powloki
zamiast przez wode od wewnatrz,
a powietrze od zewnatrz, sa sciskane przez
przylegajace powloki gumowe. Mimo
ze guma nie podlega prawu Pascala, sama
symetria problemu gwarantuje, ze i w tym
przypadku oddzialywanie ma wylacznie
kierunek radialny! A wiec kazda z powlok
(cienkich!) jest w sytuacji mechanicznej,
która juz rozpatrzylismy. Wiemy, ze zadna
z nich nie zmieni dlugosci, a wiec i waz
jako calosc nie zmieni dlugosci.



MONOMINO

D
DOMINO

maladel1a

Wielomino

Domino to prostokat 2 x 1 zlozony z dwóch kwadra~w. Uogólnieniem
tego pojecia jest wielornino. Wielornino to kilka kwadratów polaczonych
wzdluz krawedzi, tworzacych lacznie jeden kawalek - w tym sensie,
ze kazde dwa kwadraty wielornina mozna polaczyc ruchem wiezy.
Zamiast uscislac definicje wyjasnijmy ja na przykladach. Wielornino
zlozone z n-kwadratów nazywac bedziemy n-ominem. I tak monomino,
czyli l-amino, to po prostu kwadrat 1 x 1; domino (2-omino) to kostka
2 x1.Triomina (3-omina) sa juz dwa (rysunek). Tetromin (4-omin)
jest 5, a pentomin (5-omin) az 12 (patrz tylna okladka)., Do dzis nie
wiadomo, jaki jest wzór na liczbe n-omin.
TETROMINA

CD
TRIOMINA

[ITI tetromino proste

EE
tet romino
kwadratowe T - tetromin·o

Eb ~ L-l.lmm'oo

tetromino
skosne

Wielornino to sliczny matematyczny obiekt. Dlaczego? Gdyz jak
z rekawa wysypuja sie pytania, twierdzenia, hipotezy ... i sliczne rysunki.
Jeden, wciaz nie rozwiazany, problem znalezienia wzoru na liczbe n-omin
juz zasygnalizowalismy.

Autorem definicji wielornina jest Solomon W. Golomb. On wlasnie
zwrócil uwage na wielornina jako skarbnice matematycznych pomyslów.

Szachownicy nie mozna pokryc za pomoca 15 L-tetromin i jednego
tetromina kwadratowego.

Liczba kwadratów 16 x 4 = 64, niestety, zgadza sie. Aby wiec udowodnic
powyzsze stwierdzenie, trzeba znalezc jakis inteligentniejszy argument.
Pomalujmy szachownice w paski, tak jak na rysunku. Zauwazmy,
ze niezaleznie od tego, jak polozymy L-tetromino na szachownicy, zawsze
pokryje ono trzy kostki jednego koloru i jedna drugiego.

6



Przypuscmy, ze udalo sie nam pokryc szachownice' za pomocl:\ 15

L-tetromin i jednego tetromina kwadratowego. Oznaczmy przez n
liczbe tych L-tetromin, które pokrywaja trzy kostki kolorowe i jednl:\
biall:\. Wówczas kazde z pozostalych 15 - n L-tetromin przykrywa trzy
kostki biale i jedna kolorowa. Poniewaz mamy 32 kostki kolorowe,
a tetromino kwadratowe przykrywa dwie kostki biale i dwie kolorowe,

wiec n· 3 + (15 - n)·l + 2 = 32, skad n = 7~, a to jest niemozliwe.
Oznacza to, ze nie da sie wyzej wymienionymi tetrominami przykryc
szachownicy.

Szachownicy nie mozna przykryc za pomoca jednego tetromina

kwadratowego oraz dowolnej kombinacji tetromin prostych i skosnych.

To tez mozna udowodnic za pomoca odpowiedniego - innego niz
poprzednio - malowania szachownicy. Jak to zrobic?

Inne ciekawostki odnosnie wielornin drukujemy na tylnej okladce. Mozna

wym~slac bardzo, bardzo duzo ciekawych twierdzen, stawiac wiele hipotez
i rysowac wiele kolorowych rysunków.

Uwaga! Czekamy na ciekawe twierdzenia i rysunki. Najciekawsze
wydrukujemy ..

Mala Delte przygotowal Piotr HAJLASZ

---~------------------------------------------------------------------------------------------------------------------~
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Rozwl" ••anle zadania F 876.
PredkoU elektronu wyznaczamy na
podstawie bilansu energii

mv' ~eu-- = eU, skad v = -- .2 m
Promien krzywir.ny w t.iemskirn
polu magnetyc~nym wyr.nacr.amy na
podstawie drugiej zasady dynamiki

mv' = evB ~ r = mv = ~J2Um .r eB B e

Uwzgledniajac geometrie toru elektronu
(rys.) mamy

(r _ x)' +,' = r' .
Zakladajac male odchylenie x
zaniedbujemy wyraz x', skad

"
x,,"

2r

Ostatecznie [;;;;;
"B _e = 2, l mm.x = -2 2Um

}

o nierównosci o srednich
i pewnym jej uogólnieniu

Henryk PA WLO WSKI

Chyba nie bylo u nas takiej edycji Olimpiady Matematycznej, w której nie
byloby zadania dajacego sie rozwiazac (zawsze w elegancki sposób!) za pomoca
nierównosci o sredniej arytmetycznej i sredniej geometrycznej liczb nieujemnych,
zwanej powszechnie nierównoscia Cauchy'ego. Ilez zadan maturalnych
i egzaminacyjnych jest w stanie za jej pomoca rozwiazac uczen juz klasy
pierwszej szkoly sredniej (a nierzadko wybitny - z klasy VII czy VIII szkoly
podstawowej!) .

Nie wiem, czy doczekam sie, kiedy nierównosc ta znajdzie swoje nalezne miejsce
w programie nauczania matematyki obowiazujacym wszystkie profile. Prosta
w sformulowaniu, dajaca sie bardzo elementarnie udowodnic i przebogata
w swoich zastosowaniach.

W niniejszym artykule zaprezentujemy bodaj najpiekniejszy jej elementarny
dowód i uogólnimy ja.

Udowodnimy najpierw nastepujacy
Lemat. Dla kazdej liczby naturalnej n oraz dla dowolnych n liczb nieujemnych
al, a2, ... , anI takich ze al + a2 + ... + an = n zachodzi nierównosc

( 1)

Dowód. Zastosujemy indukcje wzgledem n.
Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste.

-----~---------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Prenumerata "Delty"
za okres:

8

Prenumerata "Delty"
za okres:

Prenumerata "Delty"
za okres:



Rozwiazanie zadania M 698.
Dobierzmy k tak, zeby miec
Zk ::; n < Zk+l. Wtedy wsród liczb
1, Z, ... ,n dokladnie jedna dzieli sie
przez Zk, pozostale •.as moga byc
podzielne tylko przez mniejsze potegi Z.

Niech 1= Zk-l(ZN + 1) oznacza polowe
najmniejszej wspólnej wielokrotnosci
liczb 1,2, ... , n; wtedy, dla pewnego
calkowitego M,

. S" = M + ~ = I .M + N + ~Zk Z
Znaczy to, ze l . Bn, a wiec tym
bardziej S"' nie jest liczba naturalna.

Rozwiazanie zadania M 696.
Zdarzenie elementarne dla

doswiadczenia opisanego w tym
zadaniu polega w istocie na l080wyrn
wyborze jednej kuli sposród
dwunastu (pieciu bialych i siedmiu
czerwonych); zawily jest tylko sam
sposób wybierania. Wybiera sie
po prostu pierwsza kule "nie-czarna".
Wszystkie zdarzenia sa przy tym
jednakowo prawdopodobne, bo zadna
z kul nie jest wyrózniona. S·zukane
prawdopodobienstwo jest zatem
równe 7/1Z.

Dla niezadowolonych z powyzszego
rozumowania szkicujemy nizej inne,
bardziej "szkolne" (i duzo bardziej
zawile) rozwiazanie. Tym razem zbiór
zdarzel! elementarnych O sklada sie
ze wszystkich 17! permutacji naszych
siedemnastu kul. Zdarzenie A: "kule
czerwona otrr.ymamy wczesniej niz
biala" jest suma nastepujacych parami
rozlac znych zdarzen A l, A., ... :
Al: "za pierwszym razem wylosujemy
k ule c zerwana" ,
A~: "za pierwszym razem wylosujemy
kule czarna, a za drugim czerwona",
A3: "za pierwszym i drugim razem
wylosujemy kule czarna, a za trzecim
czerwona", itd. (Skrupulatny
Czytelnik, oczywiscie, poUczy, ile tych
zdarzel! jest!). Prawdopoaobienstwo
sumy zdarzen parami rozlacznych to
suma prawdopodobienstw, a zatem

76765 7p=-+-'--+- -.-+ ...
17 17 16 17 16 15

Prowadzac takie samo rozumowanie dla
zdarzenia przeciwnego A' dostajemy
druga równosc

5 6 5 6 5 5

1 - p= 17 + U' 16 + 17 . 16. 15 + ...
(Kule biale i czerwone zamienily sie
rolami, a wiec w82.ystkie siódemki
w licznikach zamienily sie na piatki.)

Dzielac obie równosci stronami

dostajemy p/(l- p) = 7/5, a stad, jak
poprzednio, p = 7/12.

Dla n = 2 mamy

a1aZ = ad2 - ad = -ai + 2a1 = -(al - 1)2 + 1 ~ 1.

Zalózmy wiec, ze dla pewnego naturalnego n ;:::2 oraz dla dowolnych n liczb
nieujemnych o sumie równej n zachodzi nierównosc (1) i rozwazmy n + 1 takich
liczb nieujemnych al, az, ... , an, an+1, ze

al + az + ... + an + an+1 = n + 1.
Wsród nich jest taka liczba, która jest nie wieksza od 1 oraz taka, która jest nie
mniejsza od 1 (w przeciwnym razie byloby al + a2 + ... + an + an+1 > n + 1
lub al + az + ... + an + an+1 < n + 1). Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze
an ~ 1 i an+1 ;::: 1. Wówczas (an - 1)(an+1 - 1) ~ O, czyli
anan+1 ~ an + an+~ - 1.

Rozwazmy teraz liczby al, az, ... , an-l> an + an+1 - 1. Sa one nieujemne, jest
ich n oraz ich suma wynosi n.

Zatem, na mocy zalozenia indukcyjnego, otrzymujemy

alaZ ... an-dan + an+1 - 1) ~ 1.

Stad oraz z poczynionej wczesniej uwagi wynika, ze

alaZ ... an-1anan+1 ~ alaZ ... an-I(an + an+1 - 1) ~ 1,

czyli, ze alaZ'" anan+1 ~ 1.

Konczy to dowód kroku indukcyjnego oraz dowód slusznosci lematu dla dowolnej
liczby naturalnej n.•

Niech Xl> Xz, ... , Xn beda dowolnymi liczbami dodatnimi. Wówczas liczby
nXi ..--------, ~= 1,2, ... ,n,

Xl + Xz + ... + Xn

tez sa dodatnie, jest ich n oraz ich suma wynosi n. Na mocy lematu
otrzymujemy

nII nx·• <1.
. Xl + ... + Xn -.=1

Nierównosc ta jest równowazna kolejno nierównosciom:

(2)

Ostatnia nierównosc, to wlasnie nierównosc Cauchy'ego.

Zauwazmy, jeszcze, ze gdy którai z liczb Xl, Xz, .~ ., Xn jest zerem, to
nierównosc (2) zachodzi w oczywisty sposób.

Odnotujmy na koniec tej czesci artykulu, iz równosc w nierównosci Cauchy'ego
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy Xl = X2 = ... = Xn·

Jesli Xl = Xz = ... = Xn, to istotnie srednie arytmetyczna i geometryczna
tych liczb sa równe. Zalózmy teraz, ze srednie arytmetyczna i geometryczna
Xl, Xz, ... , Xn sa równe, oraz ze, na przyklad, Xl =1= X2. Wówczas

(Xl - XZ)Z > O, czyli Xl + X2 > 2y'XIX2 •

g
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G(Al. A2, ... , An) ,

Rozwiazanie zadania F 876.
Przyro8t ci~nienia hydro8tatycznego

wyno8i dp = P'1dr, gdzie '1 = Gmr'
je8t natezeniem pola grawitacyjnego

r

w odleglo~ci r, a m = f 4".pr'dr.
o

Zakladaja,c liniowa, zmiane gesto~cir
p = Pl - P, R' gdzie R oznacza
promien Ziemi, mamy

( r~ r' )m = 4". Pl:3 - P, 4R '
R

p=4".G !(Pl~-P<:) (Pl-P'~) dr
O

, (p? 7 p~)
=4".RG --P1P,-+-6 36 16

Z warunków zadania mamy:
1

Pl - P, = iPO .
Masa Ziemi jest r6wna

( R3 R3) 4 3
M=4". Pl--P'- = -".R Po,

3 4 3
ska,d otrzymujemy

4Pl - 3p, = 4po .

Rozwia,zuja,c r6wnani~ otrzymujemy
5

Pl = iPo, P, = 2po ,

uwzgledniaja,c za~, ze Po = 3M ,4".R3
oraz ze przyspieszenie ziemskie jest

r6wne GM, otrzymujemyR'

23 g'
p = --- = 330 GPa.

32". G

Bardziej realistyczne modele zakladaja,
ci~nienie 370 GPa, natomiast
gdyby~my zalozyli stala ge8tOol"CZiemi,
otrzymalib~rny

3 g'p= -- = 172 GPa.
8". G

W konsekwencji otrzymujemy

Xl + X2 + ... + Xn > yXiX2 + yXiX2 + X3 + ... + Xn >n n-

V( ~2 Xl + ... + Xn;::: yX1X2J X3"'Xn = y.'X1X2",Xn = ------,. n
a wiec sprzecznosc. Jesli wiec srednie te sa równe, to Xl = X2 = ... = Xn.

Otrzymalismy ostatecznie nastepujace
Twierdzenie. Jezeli n jest dowolna liczba naturalna, Xl, X2, ... , Xn - dowolnymi
liczbami nieujemnymi, to

_X_1_+_X_2_+_. ,_,_+_x_n> _"/ ._ V X1X2 ... Xn ,n
przy czym równosc ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy Xl = X2 = ... = Xn.

Wprowadzmy teraz oznaczenia

A( ) _ Xl + X2 + ... + XnX1,X2"",Xn - -------­ n
G(Xl. X2, ... , xn) = y.'X1X2 ... Xn .

Rozwazmy macierz prostokatna [aij]mxn liczb nieujemnych i obliczmy srednie
geometryczne liczb kazdego jej wiersza, oznaczajac je odpowiednió przez
Gl, G2, ... , Gm, oraz srednie arytmetyczne liczb kazdej kolumny tej macierzy,
oznaczajac je odpowiednio przez Al, A2, , An.

[au a12 a13 a1n] Gl

a21 a22 a23 a2n G2
· .· .· .

am1 am2 am3 ... amn Gm

Al A2 A3 ... An

Okazuje sie, ze prawdziwe jest nastepujace
Twierdzenie

(3)

Dowód.

a) Jezeli któras ze srednich Al. A2, ... , An bedzie zerem, na przyklad Al = O,

wówczas, oczywiscie, bedzie au = a21 = ... = am1 = O, G(A1, A2"'" An) =;: O,

Gl = G2 = ... = Gm = O, A(Gl. G2, ... , Gm) = O. Nierównosc jest wiec w tym
przypadku oczywista.
b) Niech wiec Ai > O, i = 1,2, ... , n. Wówczas z nierównosci Cauchy'ego, dla
kazdego i = 1,2, ... , m, mamy

n

"aij>~A--
j=l J

skad, po dodaniu tych nierównosci stronami, otrzymujemy, ze
mA1mA2 .. mAn n·m·A(G1,G2, ... ,Gm)

--+--+"'+-A > G( \'Al A2 n - Al, A2' ... , An

czyli, ze

Zauwazmy, ze nierównosc (3) staje sie równoscia wtedy i tylko wtedy, gdy
co najmniej jedna z kolumn jest zerowa lub gdy liczby we wszystkich wierszach
sa proporcjonalne.

Nierównosc (3) jest uogólnieniem nierównosci Cauchy'ego, choc nie tylko tej
nierównosci.
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1. Rozwazmy macierz kwadratowa. n x n postaci~al a2as...an-lan
a2

asa4• o oanal
as

a4aso o.ala2

an

ala2o ••
an-2an-l

gdzie ai ~ O,i = 1,2, ... , n.

Wówczas
Gl = G2 = ... = Gn = G(al' a2,: .. , an) oraz
Al = A2 = .o. = An = A(al' a2, ... , an), a nierównosc (3) przyjmuje postac
nierównosci Cauchy'ego

A(al' a2, .. o, an) ~ G(al' a2, .. o, an).

2. Jezeli bysmy, na przyklad,
rozwazyli macierz prostokatna
n. x 2 postaci takiej jak obok,
to nierównosc (3) przyjelaby
postac

[ aI bI]

a~ b~

a~ b~

. Iar + ... + a~ . ~r~ + b~ ~ lalbil + la2b21 + ... + lanbnl ,V n n n
z której bez trudu otrzymamy znana nierównosc Schwarza, tj. nierównosc

(ai + a~ + ... + a~)(bi + b~ + ... + b~) ~ (albl+ ... + anbn)2.

3. A teraz rozwazmy m ciagów liczb nieujemnych

4. Wezmy teraz pod uwage macierz

[ af

aP...
aP
11• o o

1

] ,

l
l

aP
aP•• o

aP
11•• o

1
2

2 2

aP

aPo. o

aP
11o ••

1
,n

n n..~ "---v----"
a

p-a

Spójrzmy na macierz n x M postaci

[aH

au.. .aua21a2l.. .a2lo ••
amlaml...

am']

al2

al2...al2a22a22.. .a22...am2am2.. .am2

aln

aln.. .alna2na2n.. .a2n•• o
amnamno ••arn'}, ~.~ ,~

Al kolumn
A, kolumnAm kolumn

Widzimy, ze nierównosc (3) przyjmuje postac

au, aI2,···, aln; a21, a22,···, a2n; ... ; aml, C!;m2,... , amn

oraz liczby wymierne dodatnie al, a2,' o., am, których suma wynosi 1.
Sprowadzmy te liczby do wspólnego mianownika M:

Al A2 Am
a l = M·' a2 = M' ... , am = M'

gdzie Al, A2,"" Am sa liczbami naturalnymi oraz ich suma wynosi M.

gdzie ai ~ O, i = 1,2, . o o, n; a, {3E N i a ~ {3.

Wówczas, jezeli obie strony otrzymanej dla tej macierzy nierównosci (3)
podniesiemy do potegi a-l, to otrzymamy kolejna. znana nierównosc o srednich
potegowych, czyli nierównosc .

( af + ag : •. + a~r"(ap a~ : • + a~)"

a~t a~i o •• a~l + a~~a~~ ... a~2 + a~~a~~ .... a~';',~
~ (au + al2 + ... + aln)al . (a21 + a22 + o" + a2nt' . o.

o ••• (aml + am2 + . o. + amn)am ,

a wiec postac znanej nierównosci Holdera.

1 4 <? ?

'2" L fi 3
'3> ' "1

~ 5 '3 1 f

~ ,t':: Y2~
~':> ('? 3j ~ 06 1-:

: ~-O-9~~\;A \1 I1 '"<] AU \'2'7 C/ .

G -1/ \

\
.~~~,rw. ~t,
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Regulamin

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty!=44
Klub 44

Lista uczcstnik6w ligi l.adaniowcj
Klub 44 M

Legenda (przykladowo): stan konta. 7-43,33

oznacza, ze uczestnik juz siedmiokrotnie

zdobyl 440 punkty, a w kolejnej (6smej)
rundzie ma 43,33 punkt6w.

Trzech ).lczestnik6w w tlO'j wladnie rundzie

przekroczylo próg 4040 punktów:
L, Skrzypek - po raz pierwszy, J. Olszewski

- po raz drugi oraz P. Kumor - po raz
trzeci, zostaja.,.c trzynastym Weteranem

ma.tematycznego Klu bu .••.••.

Zestawienie obejmuje wszystkich uczestnik6w
ligi, którzy spelniaja, nastqpuja.ce dwa.
warunki:

- stan ich konta (w aktualnie wykonywanej
rundzie) wynosi co na.jmniej 20 punktów;

- pnysla.1i rozwia,za.nie co najmniej jednego
zadania. z rocznika 1991, 1992 lub 1993.

4. Ucze'~tnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu
opra.cowanych rozwiazan do redakcji Delty. U czestnikieIn zostaje sie po przyslaniu rozwiazania
co najmniej jednego zadania.

6. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie ma koniecznosci roz.wiazywania
zadan z kazdego rniesiaca.

6. Rozwi;-"\zania z.adan z nUlneru n nalezy nadsylac do konca miesiaca n + 3 (dodawanie modulo
12; na przyklad t.ermin nadsylania rozw;'\l.an zadan z numeru 11/1993 uplywa 28 lutego 1994).
W nUInerze n + 4 podane sa szkicowe rozwiazania.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane na oddzielnyrn arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci - roku
i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy pnysylac w oddzielnych
kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs - lige
zadaniowa pod nazwa Klub 44.

8. Prace powinny byc samodzielne. Jednobrl,nliace rozwiazania pisane przez r6znych
uczest.ników nie beda brane pod uwage.

9. ROl,wiazanie kazdego zadania jest ocenione w skali od O do 1, z dokladnoscia do 0,1. Przy
ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnosc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
potIlyslowosc nIetody i elegancja rozwh\l.ania. '

10. Kazde zadanie otrzymuje wspólczynnik trudno/ici ustalany po wystawieniu ocen.
Wspólczynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N
oznacza liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a 8 oznacza sume ocen uzyskallych przez
wszystkich uczestnik6w za dane zadanie, w6wczas otnymuje ono wsp6lczynnik trudnosci
WT = 4 - 38/N. Za nadeslalle rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punkt.ów r6wna iloczynowi uzyskanej oceny przez wsp6lo,ynnik trudIlosci (l, zaokragleniem
do dw6ch miejsc po przecinku).

11. Niekt6re z zadan mozna znalezc (w brzmieniu ident.ycznym lub bardzo zblizonym) wraz
z rozwiazanianli w r6znych ksiazkach i czasopisIuach. Uczestnicy, kt6rzy vi takich prz.ypadkach
przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacz do literaturYl otrzYlnaj a ocene
nlaksynlalna, pod warunkienl, :i:.ew cytowanym zródle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie
(dow6d, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszac propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego
aut.orstwa, nalezy podawac zr6dlo. Gdy zadanie wykorzyst.ane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, kt6ra przysIala juz rozwiazanie jakiegos zadania - por. p. 4),
a dostarczone zostalo wraz 1. rozwiazaniem (chocby szkicowym, ale poprawnyrn, ewentualnie
odsylac7eIn do literatury), uczestnik otrzymuje ocene nlaksyrrlalna.

18. Punkty zdobyte przez kazdego uo,estnika za rozwiazania poszczególnych zadali, obliczone
wedlug reguly podanej w p. 10, sa sumowane - oddzielnie dla matematyki i dla fil,yki.
Z chwila osiagniecia sumy 44 punktów w jednej z tych dw6ch dziedzin uczestnik staje sie
czlonkiem Klubu 44.

14. Po zgromadzeniu 44 punktów (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu
brac udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartosc 44 zostaje zaliczona na
poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w tuiesiec?niku Delta, po c?,tery zadania w kazdy tU

numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dWllrniesieczna przerwa (nr 6 i 7 kazdego roku).

8. Uczest.nikiem ligi moze byc kazdy.

32,51
2-3" ,66

"'1,4.6
38,76

3-37,72

"'9,3'"
2-40 7 ,51

1-405,63

7-403,33
1-40 2 ,8 2

1-40 2 ,.&2

1-32,00
31,81
31,"'8
30,77
'29,640

2-'28,4 .•.
28,00

2-27,16
26,53

1-25,'" 2
240 ,22

- 'l'arn6w
- Legnica.

- Legnica.
- Ka.towice

-- Pozna.n
War3z","wa.

- Za.wa.dzkie

.- Pula.wy
- Wa.rsza.wa.

- Wa.rszawa

po uwzglednieniu ocen rozwia7.311
zadan 261 (WT=2,33) i 262 (WT=3,06)

z numeru 5/1993
Lesla.w Skrzypek -- R~esz6w

Piotr Kumor - Olsztyn
Ja.nugz Olszewski - Suwa.~ki

Jerzy Janowicz - Bolesl'l.wie,
Krzysztof Za.wisla.wski ~ Wa.rs'l.a.wa

Józef Siwy -. La.ziska.
Górne
.- Sta.lowa. Wola.

- Skoczów
- Ostrowiec
Swiatokrzyski
- Ka.towice
- Orna.towice

- Ostrów Ma.?.

Leszek GasiJ'l:ski

Mirosla.w Ma.tIElga.
J a.n Cia.ch

Krzysztof Jedziniak

Leszek KrzywonolI

Krystyna. Witek
Ma.rek Ka.ra.!
Luka.sz Wiechecki
Ja.n Kra.szewski

Toma.sz Kulpa.
Ta.deusz J6zefczyk
Krzysztof Za.pisek

Rysza.rd Paga.cz
Pa.wel Liza.k

Mikola.j Rotkiewicz

Wa.ldema.r Pomp e

Nie drukujemy wi~c nazwisk tych

uczestnik6w, kt6rzy rozstali si •.• z liga" trzy
lata temu (lub dawniej); oczywi!fcie, je:fli

ktokolwiek z nich zdecyduje si •.•wrócic' do
naszych matematycznych lamigl6wek, jego
nazwisko automatycznie wróci na list •.•.

Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu .•..••M (w kolejno1ci

uzyskiwania statusu Weterana.):
J. Ja.nowicz (7), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),
A. Pawlowski (40), D. Sowizdrzal, T. Rawlik,
M. Mazur, A. Bonk, K. Serbin, J. Ciach,

M. Prauza, P. Kumor
(jedli uczestnik przekroczyl bariera

4040 punktów wiecej niz trzy razy, sygnalizuj(>

to cyfra w na.wiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu .•..•.M
(a.lfabetycznie; nie powtarzamy na.zwisk

figurujarcych na Iiicie powyzej):
"dwukrotni": Z. Bartoid, A. Czornik,

P. Gadzif.ski, P. Jadrzejewicz, H. Kallprzak,

T. Komorowski, H. Kornacki, Z. Koza,
O. Kurpiel, J. Malopolski, J. Mik'lta.,

E. Orzechowski, K. Pióro, S. Solecki,
T. Wieteeha, G. Zakrzewski;

"jednokrotni": T. Bieganski, W. Boratynaki,

M. Czerniakowska, P. Plgurny, M. Piszer,
Z. Galia., A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewleckl, K. Jaehaey, M. Kaaperski,

A. Krzysztofowiez, P. Kubit, A. Langer,
R. Latala, J. Ma:ndziulc, M. Ma.rczak,
R. Mazurek, H. Mikolajczak, M. Mikucki,

J. Milczarek, R. Mitraszewlki, W. Olszewlki,
M. Roman, A. RUlzel, A. Smolczyk,

Z. Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,

IK. Tra.utman I, P. Wa.ch, A. Wyrwa,
M. Za.ja.cc, Z. Za.us.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44.

16, Aby uzyskac informacje o swoich wynikach, nalei,y przysIac do redakcji Delty kartke
pocztowa (oddzielna dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylanie takich kartek nie czesciej niz co kilka
miesiecy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czolówka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko
uczestnika moze byc wymienione w czol6wce z nie zmieniona suma punktów co najwyzej
trzykrotnie; nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w g6re.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest om6wienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w skr6cie ciekawsze rozwiazania i uog6lnienia oraz oglaszana jest obszerna
czol6wka (kilkadziesiat nazwisk).

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaj a sobie wylaczne prawo interpretacji i mozno~c zmian
regulaminu.
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Zadania z matematyki nr 215, 216 Redaguje Marcin E. KUCZMA Termin nadsylania rozwiazan: 31 V 1994

215. Wyznaczyc wszystkie funkcje rózniczkowalne J: R ---+ R
spelniaj ace warunki

J(J(J(x))) = J(x) ~ ° dla wszystkich x E R.

216. Cieciwy AC i BD okregu o srodku O przecinaja sie
w punkcie P. Okregi opisane na trójkatach PAB i PCD
przecinaja sie w punktach P oraz Q. Zakladamy, ze O, P, Q
sa trzema róznymi punktami. Dowiesc, ze kat OQP jest prosty.

268. Oznaczmy podana sume przez Sn. Wykazemy, ze Sn

wyraza liczbe ciagów zero-jedynkowych dlugosci n, konczacych
sie jedynka i nie zawierajacych dwóch zer pod rzad. Ciag
spelniajacy te warunki nazwijmy "dobrym".

Wezmy pod uwage dowolny dobry ciag dlugosci n i przypuscmy,

ze jest w nim dokladnie k zer. Po kazdym zerze musi wystapic
jedynka; ciag jest wiec zbudowany z k bloków 01 oraz jeszcze
z n - 2k jedynek. Mamy wiec n - k "cegielek" dwóch rodzajów,
odpowiednio k oraz n - 2k kazdego rodzaju. Mozliwych

ustawien mamy (nik), bo na tyle sposobów mozna wybrac k
miejsc, na których kladziemy "cegielki" pierwszego rodzaju.

Poniewaz k moze przyjac wartosci od O do [n/2], zatem mamy
istotnie Sn dobrych ciagów dlugosci n.

[nt')

268. Udowodnic, ze L (n ~ k) = F", gdzie Fo = Fl = l,
k=O

Fn+' = Fn + F,,+l dla n ~ O.

261. Liczby a, b, c sa pierwiastkami równania x3 + Ax - B = 0,
gdzie A = be + ca + ab, B = abc. Jesli wiec u jest jedna z liczb
a, b, c, to u3 = B - Au, a stad

(1) un+3 = Bun - Aun+l dla n = 0,1,2, ....

Oznaczmy sume an + bn + en przez Tn. Podstawiajac w (1)
kolejno u = a, u = b, u = c i dodajac stronami dostajemy
zwiazki

(2) Tn+3 = BTn - ATn+l dla n = 0,1,2, ....

Przy tym: To = 3, Tl = ° (z zalozenia);
stad ° = Tf = (a+ b + c)2 = T2 + 2A, czyli T2 = -2A. Dalej
ze wzoru (2) (dla n = O i n = 2):

T3 = BTo - ATl = 3B,

Ts = BT2 - AT3 = -2AB - 3AB = -5AB.

Tak wiec Q2 = T2/2 = -A, Q3 = T3/3 = B,
Qs = Ts/5 = -AB = Q2Q3.

Zauwazmy teraz, ze kazdy dobry ciag dlugosci n + 2 ma jedna
z nastepujacych dwóch postaci: albo na poczatku jedynka,

a p9:niej dowolny dobrY ciag dlugosci n + 1, albo na poczatku
z~ro, potem jedynka, a dalej dowolny dobry ciag dlugosci n.
·Stad wynika rekurencja Sn+2 = Sn + Sn+l. Bezposrednio
sprawdzamy, ze SI = 1, S2 = 2 i wnosimy, ze Sn = Fn dla
kazdego n.

\

Pora na doroczne omówienie. Jak zwykle, uczestnicy ligi znajduja dowody i wyprowadzenia ogólniejsze lub bardziej
pomyslowe od naszych "firmowych". Oto ciekawsze rozwiazania zadan oraz uogólnienia i komentarze (uczestników ligi oraz
nasze). Gdy zadanie zostalo zrobione przez nie wiecej niz szesc osób, podajemy ich nazwiska.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 10/1993
Przypominamy tresc zadan:

267. Dowiesc, ze ie~li Qn = (an + bn ~ cn)/n, a + b + c = O, to
Q5 = Q,Q3.

(a + b + c)(u + u + w)uuw ~ 9abc,

Zadanie 244. [Dany punkt P; sup{ pole(~ABC): IP Al +
IPBI+ IPCI = l} =?] (wspólczynnik trudnosci WT=2,78;
liczba poprawnych rozwiazan LPR ~ 7). Poprawne rozwiazania
przyslali: J. Olszewski, M. Rotkiewicz, T. Wietecha,
L. Skrzypek, J. Ciach; a przy milczacym zalozeniu,
ze konfiguracja optymalna istnieje: M. Prauza, M. Zygmunt.
Metody rózne (trygonometria, rachunek wektorowy).
J. Olszewski rozwaza analogiczny problem dla n-kata wypuklego
AlA2 ... An (zamiast trójkata): wystarczy ograniczyc uwage do
wielokatów zawierajacych punkt P w swoim wnetrzu; oznaczajac
przez B l, ... , Bn takie punkty, by kazdy z czworokatów
P A,B,A'+l byl równoleglobokiem otrzymujemy 2n-kat
AlBlA2B2 ... AnBn o ustalonym obwodzie. Korzystajac
z faktu (który tez wymaga dowodu), ze pole tego 2n-kata jest

maksymalne, gdy jest on foremny, znajd~emy maksimumpola n-kata AlA2 ... An przy warunku 2...IP Ad = 1, równe
(1/4n) tg (1l'/2n).

Zadanie 245. [inf{ max ILPQRI:
P,Q,REH

H - siedmiopunktowy zbiór na plaszczyznie} =?] (WT=2,93;
LP R=4). Autorzy poprawnych rozwiazan (nie rózniacych
sie istotnie od naszego): P. Gadzinski, J. Olszewski,
M. Rotkiewlcz, L. Skrzypek. Szukany kres dolny wynosi
120°; ciekawe, ze ten sam wynik dostajemy rozwazajac zbiory
osmiopunktowe; na to zwrócil uwage P. Gadzinski.

Zadanie 241. [A,G,H - srednie (arytm., geom., harm.)
trzech liczb a, b,c > O ==> 3A2 + G2 ~ 4G3 H-l] (WT=2,45;
LPR=lO). Dowód chyba najzgrabniejszy przedstawili
(niezaleznie) panowie J. Ciach i J. Olsllewski: podstawiajac
a = x3/2, b = ,;3/2, C = z3/2, po prostych przeksztalceniach
otrzymujemy do udowodnienia nierównosc U ~ W, gdzie

U = x3 + ,;3 + z3 + 3XIIZ, W = 2(XII)3/2 + 2(IIZ)3/2 + 2(zx)3/2.

Niech V = XII(X + II) + IIZ(II+ z) + zx(z + x); oczywiscie,
V ~ W (bo x + II ~ 2(XII)1/2). Zakladajac, ze z ~ II ~ z
oraz dodajac stronami nierównosci z(z - Z)(II - z) ~ O

i (x - 1I)2(z + 11- z) ~ ° stwierdzamy, ze U ~ V; koniec
dowodu.

Wzmocnienie tezy, bardzo pomyslowa metoda, podal
L. Skrzypek:

3A2 + A-lG3 ~ 4G3H-1

Ta nierównosc, po przeksztalceniach, przybiera postac

gdzie

u = fb + ~ -~, u = ~ + ~ - ../b, w = ~ + ../b - ~.
Moina zakladac, ze u, u, w > O (w przeciwnym razie uuw ~ °
- przypadek trywialny). Istnieje wiec trójkat o bokach dlugQsci
~, ../b, ~. Dowodzona nierównosc latwo sprowadza sie
do nastepujacej: a + b + c ~ 9R2 (gdzie R to promien kola
opisanego) - ta zas jest znana, choc wcale nie prosta; do.wód
np. w ksiazce: S.I. Zetel, Geometria tr6jkata, Warszawa 1964)'
s. 62--63.

Zadanie 249. [al = l/(z + 1),

an = (n/(z + n)) n;,:: ((z - j)/(z + i)); z > O dane;

2:::'=1 an =? I (WT=2,83; LP R=4). Dobre rozwiazania
(nie prostsze od naszego): P. Gadllinski, J. Olsllewski,
M. RotkiewiCll i (z drobna luka) T. Wietecha.

Zadanie 252. [Wo(z) = 1, Wn+l(z) = W~(z) - 2zWn(z)
=- W2k+l(0) = O, W2k(0) = (-1)k(2k)!/(k!)] (WT=2,88;
LPR=6). Rozwiazanie "firmowe" opieralo sie na spostrzezeniu,
ze wielomiany Wn(z) pojawiaja sie przy obliczaniu pochodnych
kolejnych nedów funkcji exp( -z2). Ta sama metoda zadanie
rozwiazali P. Gadllinski i M. Rotkiewicll. Dobre rozwiazania
przez wyprowadrenie wzorów (jawnych lub rekurencyjnych)
m. wszystkie wspólczynniki badanych wielomianów przyslali:
L. Gallinski, P. Li.ak, A. C.ornik oraz L. Skrzypek, który
zwrócil tez uwage, ze zagadnienie jest opracowane w literaturze;

zachodzi bowiem równosc(!r~(z) = (-l)n Hn(z), gdzie

Hn(z) = (2z)n + "(_l)k n! (2z)n-2k~ (n - 2k)!k!k=l
to tzw. wielomianIl Hermite'a; informacje o nich mozna znalezc
w kaidym obszerniejszym podreczniku analizy matematycznej.
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Zadanie 255. [a,b, c, d, S - boki i pole czworokata
wpisanego w kolo o promieniu R oraz opisanego na kole

=> S(a-I+b-I+c-I+d-I) ::;2SI/2+4R2S-I/2]
(WT=3,OO; LP R=4). Wszystkie poprawne rozwiazania byly
zgrabniejsze od naszego. Ich autorzy: J. Ciach, W. Pompe,
J. Olszewski oraz A. Czornik. Trzej pierwsi dowodza,
ze wyrazenie po prawej stronie mozna zastapic przez mniejsza
liczbe 4V2 R; uzyskana w ten sposób nierównosc jest bardziej
naturalna i mocniejsza od tej, która byla trescia zadania. Oto
dowód - tak, jak go przedstawil W. Pompe:

Niech IADI = a, ICDI = b, IBCI = c, IABI = d i niech E
bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem symetralnej
odcinka BD (rysunek). Którys z katów CBE oraz CDE
jest nieostry ; przyjmijmy, ze to kat C D E. Wówczas
b + d = IDEI + IDCI ::; 2V2 R sin ILCDEI (te ostatnia
nierównosc wyprowadza sie nietrudno ze wzoru sinusów).
A poniewaz czworokat ABCD ma kolo wpisane i kolo opisane,
zatem zachodza zwiazki

a + c = b + d, S = Vabcd.

Stad wobec równosci sin ILCBEj = sin ILCDEI:

S (a -I + b-I + c-I + d-I) = S -I (bcd + acd + abd + abc) =

= S-I(ac + bd)(b + d) ::;

::; S-I(ac + bd)· 2V2Rsin ILCDEI =

= S-I. 4V2R( (ac/2) sin ILCBEI + (bd/2) sin !LCDEI)

= S-I. 4V2R . ((S/2) + (S/2)) = 4V2 R.

s

Zadanie 257. [Czworoscian o danych dlugosciach krawedzi
wpisany w sfere o srodku O i promieniu R; odleglosc O od
srodka sfery przechodzacej przez srodki ciezkosci scian =?]
(WT=2,66; LPR=5). Dobre rozwiazania, w wiekszosci
ta sama metoda, co nasze (rachunek wektorowy lub wzór
cosinusów): J. Ciach, T. Kulpa, J. Olszewski, W. Pompe,
L. Skrzypek. Pan Ciach rozwiazuje analogiczne zadanie
dla sympleksu n-wymiarowego; metoda identyczna, jak dla
czworoscianu (przypadek n = 3); wynik:

(l/n) [(n + 1)2R2 - (suma kwadratów dlugosci krawedzi)] 1/2.

Zadanie 260. [A, B, C, D, U - rózne punkty na okregu =>
rzuty punktu U na proste Simsona tego punktu wzgledem
trójkatów ABC, ABD, ACD, BCD sa wspólliniowe]
(WT=3,07; LPR=6). No, tutaj uczestnicy ligi udzielili nam
prawdziwej lekcji, jak nalezy brac sie za tego typu problemy
(kto ciekawy jak nie naJezy, niech spojrzy do numeru 8/1993 na
rozwiazanie "firmowe": dlugie rachunki na liczbach zespolonych;
na nasza obrone moze tylko to, ze rachunki owe daja tez, niejako
"przy okazji" , dowód istnienia prostej Simsona dla trójkata).

Krótkie rozwiazanie geometryczne podali: P. Bechler,
T. Kulpa, W. Pompe, T. Wietecha, R. Wencel oraz
(bardziej okreznie, choc idea w istocie ta sama) L. Skrzypek.
Najzgrabniej przedstawil to rozwiazanie W. Pompe:

Niech B', C', D' beda rzutami U na proste AB, AC, AD;
punkty te, wraz z punktem U, leza na okregu o srednicy AU
(rysunek). Rzuty U na proste B'C', B'D', C'D' leza na
prostej Simsona punktu U wzgledem trójkata B'C' D' - sa
wiec wspólliniowe. A te trzy proste - to wlasnie proste Simsona
punktu U wzgledem trójkatów ABC, ABD, ACD. Analogicznie
dowodzimy wspólliniowosci rzutów punktu U na jego proste
Simsona wzgledem trójkatów BAC, BAD, BCD; stad teza.

Autor rozwiazania konczy je nastepujaca uwaga: Prosta,
o której mowa w zadaniu, nosi nazwe pro6tej Sirmona punktu U
wzgledem czworokata ABCD. Dalej, przez indukcje: jesli W
jest n-katem wpisanym w okrag, zas U jest pewnym punktem
tego okregu, i jesli wiadomo juz, co to prosta Simsona punktu U
wzgledem dowolnego (n-l l-kata wpisanego w ten okrag,
wówczas (dowodzi sie, ze) rzuty punktu U na jego proste
Simsona wzgledem wszystkich (n-l)-katów wyznaczonych przez
wierzcholki wielokata W leza na jednej prostej, która nazywa sie
pro6ta Sirmona punktu U wzgledem n-kata W.

Start tego postepowania indukcyjnego - czyli istnienie prostych
Simsona dla trójkatów - zostal w tresci zadania podany
"do uwierzenia", jako fakt znany. Dowód (geometryczny): patrz
np. S. Straszewicz, Zbiór zadan z olimpiad matematycznych., tom I,
zad. 82.

Zadanie 261. [Równanie zn + (z + l)n = (z + 2)n w liczbach
naturalnych n, z I (WT=2,33; LP R=9). Autorzy poprawnych
rozwiazan albo rozumowali, jak w rozwiazaniu "firmowym" ,
albo - bardziej uciazliwie - przechodzili do metod analizy
matematycznej, albo - najmniej uciazliwie - odsylali do
literatury; okazalo sie bowiem, ze równa~ie to mozna znalezc
w jednym z popularnych zbiorów zadan.

Natomiast na O punktów zostaly ocenione "rozwiazania"
odwolujace sie do Wielkiego Twierdzenia Fermata. U schylku
lata '93 nie ma w literaturze matematycznej dowodu tego
twierdzenia! Praca A. Wilesa, której zaanonsowanie wywolalo
tak wielkie poruszenie w swiecie matematycznym, jest na etapie
recenzji. Warto nadmienic, ze wynik tej pracy to czesciowe
potwierdzenie hipotezy matematyka japonskiego o nazwisku
Taniyama, dotyczacej problematyki z zaawansowanej geometrii
algebraicznej. (W C2 kazda krzywa eliptyczna nad Q je6t modularna
.:..tak brzmi owa hipoteza; zas Wiles w swej pracy prowadzi
dowód pod dodatkowym zalozeniem tzw. pólstabilnosci;
samo wyjasnienie uzytych terminów wymaga przygotowania
specjalistycznego.) Otóz te zagadnienia sa w opinii specjalistów
nieporównanie wazniejsze niz hipoteza Fermata, której
prawdziwosc istotnie daje sie wydedukowac z prawdziwosci
hipotezy Taniyamy (pólstabilnosc wystarczy).

Praca Wilesa (w wersji preprintowej) liczy kilkaset stron.
Podobna objetosc maja (lacznie) prace, których wyniki sa
w niej wykorzystywane. Uczestnik naszej ligi, chcacy ta metoda
"zaliczyc" rozwiazanie omawianego prosciutkiego równania,
powinien, przede wszystkim, upewnic sie, czy zasadniczy
wynik zostal opublikowany; a gdyby tak bylo, powinien jeszcze
(poza zacytowaniem wszystkich zródel - por. Regulamin, p. 11)
wyjasnic, w jaki sposób wynik Wilesa implikuje twierdzenie
Fermata ...

Oto dlaczego "Fermatowskie rozwiazania" zostaly uznane za
zwykly bluff.

Zadanie 262. [Czy istnieje plaski zbiór wypukly, który mozna
podzielic trzema prostymi na siedem czesci o równych polach?]
(WT=3,06; LPR=4). Nie istnieje. A dokladniej: jesli szesc
czesci przylegajacych do brzegu figury ma równe pola, to pole
srodkowego trójkata nie przekracza 1/8 pola calej figury. Dowód
podaje np. B. Griinbaum w ksiazce Etiudll po kombinatomoj
geometrii i teorii tIIl/Puid!lcA !iel, Moskwa 1971, s. 52. I do tego
wlasnie odsylacza sprowadzaja sie cztery dobre rozwiazania
(A. C.ornik, P. Kumor, L. Skrzypek, R. Wencel).

Nie da sie ukryc, nie udala sie nam ta ostatnia przedwakacyjna seria: oba zadania (261, 262) znajduja sie w nietrudno
dostepnych ksiazkach; my zas nie zadalismy sobie trudu, aby sie o tym zawczasu przekonac. Za niefrasobliwosc przepraszamy.

14



v,

"

Termin nadsylania rozwiazan 31 V 1994

166. Dzielnicowy m6wil, pokazujac reka widoczne za. ogrodzeniem budynki szklarni:
-. Wlasciciel wszystko ogrzewa elektrycznie, a rachunki placi niewielkie. Jak on to robi?
- A czy nie podlaczyl sie do wysokiego napiecia? - zapytal inspektor Wnikliwy w8kazujac
przewody linii przesylowej biegnacej wzdluz drogi.
- Zastanawiam sie, czy to byloby mozliwe - powiedzial przygladajac sie czemwf uwaznie.
Czemu przygladal sie inspektor Wnikliwy i do jakich d08zedl wniosk6w?

165. Inspektor przygladal sie ogrodzeniu. Druty ogrodzenia moglyby tworzyc

uzwojenie wtórne "transformatora" kradnacego energie z linii przesylowej. Spról?ujmy
orientacyjnie ocenic napiecie uzyskiwane z jednego zwoju. Przyjmijmy, ze g6rny
drut biegnie w odleglosci 3 m, a dolny w odleglosci 5 m od przewodu, w kt6rym
plynie prad 100 A. Srednia wartosc indukcji magnetycznej w zwoju wynosi wiec

BIl 7 N 100A 0-6 T d .. dl 'c d'= - /-lo - = 2 . 10- -. --- = 5 . 1 , a po staw1aJac ugos ogro zema
211" r A2 4 m

równa 100 m mamy strumien ~ = 5 . 10-6 T . 100 m . 2 m = 10-3 Wb (scisle rzecz biorac
nalezaloby obliczyc ten strumien jako calke, ale do naszych cel6w podstawienie sredniego
pola jest zupelnie wystarczajace). Jesli czestotliwosc drgan wynosi 50 Hz, a podana wartosc
natezenia 100 A jest wartoscia skuteczna, to otrzymujemy skuteczna wartosc napiecia
U = 211"·50 s-l .10-3 Wb Rl 0,3 V. Nie jest to zbyt wiele; co prawda zwiekszajac liczbe
zwojów mozna by w zasadzie zwiekszyc uzyskiwane napiecie, ale watpliwe jest, czy op6r
takiego uzwojenia bylby dostatecznie maly, aby czerpana moc wystarczala do zasilania
chocby jednej zarówki (nie mówiac juz o ogrzewaniu szklarni). Kradziez energii nie mogla
nastepowac ta droga.

166. Oznaczmy odleglosc srodka preta od pierscienia przez d, szybkosc zmiany d (czyli

predkosc przesuwu) przez v, a predkosc katowa przez w. Tak wiec skladowa predkosci srodka
preta wzdluz niego wynosi v, a w poprzek - wd. Przy podanych zalozeniach zachowane sa
dwie wielkosci: energia kinetyczna preta oraz moment pedu preta wzgledem pierscienia.
Kazda z nich jest suma dwóch wyrazen odnoszacych sie do ruchu postepowego srodka
masy i do ruchu obrotowego wzgledem srodka masy. Korzystajac ze wzoru na moment

bezwladnosci preta wzgledem srodka masy I = ..!..m12 mamy równania
12

( ) m 2 m ( )2 12m (2 (1 ) 2) 1 l 2( /)2 m (2 l 2)
1 -v + - wd + -Iw = - v1 + -V2 + -·-ml V2 l = - tli + -tl2 ,2 2 2 2 2 2 12 2 3

(2) Iw + md2w = (112m12 + m (D2) (v2/1) = ~mlV2'

W miare tego, jak pret wsuwa sie do pierscienia (d maleje), rosnie - jak wynika z (2)
- predkosc katowa, osiagajac dla d = O maksymalna wartosc wmas = 4V2/1. Z równania (1)
widzimy, ze predkosc przesuwu v wtedy maleje. Odpowiedz na postawione pytanie zalezy

od tego, czy v osiaga wartosc O (pret przestaje sie wsuwac), czy tez nie. Podstawie~e
w = Wmax i d = O do (1) prowadzi po przeksztalceniach do wyniku v~in = v~ - v~, zatem
pret przeleci przez pierscien wtedy, gdy VI > V2.

166. W chwili poczatkowej jednorodny pret o dlugosci I mial kierunek osi x, przy czym
jeden jego koniec poruszal sie wzdluz tej osi w prz6d z predkoscia "1, a skladowa y predkosci
drugiego konca byla równa "2 (rys. 2). W tym momencie przedni koniec preta w8unal 8ie do
wnetrza pierscienia, kt6ry moze sie swobodnie obracac w ustalonym miejscu. Jaki warunek
musza spelniac podane wielkosci, aby pret przelecial przez pierscien na druga 8trone?

Zadania z fizyki nr 173, 174

Redaguje Jerzy B, BROJAN

173. Porcje miesa o temperaturze +5°C wlozono do zamrazalnika, w którym
temperatura wynosi -18°C, a jednoczesnie taka, sama, porcje miesa
o temperaturze -18°C przelozono z zamrazalnika do komory lodówki (gdzie,
temperatura wynosi +5°C). Niech h oznacza czas, po którym pierwsza porcja
osia,gnie temperature -15°C, a t2 - czas, po którym druga porcja osia,gnie
temperature +2°C. Który z tych czasów jest dluzszy i ile razy (czy tez sa, one
jednakowe)? Wystarczy ocena przyblizona.
Wskazówka: Mieso sklada sie glównie z wody. Niezbedne dane wziac z tablid

174. Planetoida o masie m = 50 ton znajduje sie w odleglosci r = 100 tys. km
od srodka Ziemi (rys. l). Czy planetoida minie Ziemie, czy rozbije sie o jej
powierzchnie? Czy porusza sie po torze eliptycznym, parabolicznym czy
hiperbolicznym? Promien Ziemi jest równy 6370 km.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1993
Przypominamy tresc zadan:

18,15
13,70
12,08
11,60
9.70

2-9.50
9, l'

2-1,09
3-6,95

6,50
5,91

1-5,80
5,63
5,11

I , I,- -, ,

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub.f..f. F

Rys. 1

Lista obejmuje uczestników, kt6rzy
przyslali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z rocznik6w 1991-1993, oraz
maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 5 punktów. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl
juz 44 punkty.
Pozostali czlonkowie Klubu 4.f.F
(alfabetycznie; liczba w nawiasach
oznacza wielokrotnosc przekroczenia 44
punkt6w):
Piotr Bala (3),
Wieslaw Kacprzak (1),
Jerzy Lipkowski (2),
Boguslaw Mikielewicz (1),
Roman Musial (1),
Tomasz Rawlik (1),
Robert Repucha (1),
Jacek Stelmach (1),
Leszek Szalast (1),
Piotr Wach (1).

Rys.2

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 159 (WT=3,85) i 160 (WT=2,90)

z numeru 5/1993
PrzemJ's~a.w Gwary. - CZ4utochowa. 1-31,12
Tow ••sz Wietecha. - Tarn6w 1-33,90
D'1.ieriJ'sla.w Lipnia.cki - Lublin 3-29,11
Andrzej Nowogrodzki - Chocia.nów 28,96
Anna. Gluza. - Torurt ••1-2 .•••35
Andrzej Borowski - Aleksa.ndr6w 1-23,81

Kuja.wski
Da.I'"iUlJZ Wilk - Rzesz6w

Konra.d Ba.na.nek - Gdynia.
Ja.cek Plotrowllki - Rzeszów
Roma.n Wencel - Kompra.chcice
Sla.womir Onwa.ldowski- Grudzia.dz
AlekBa.nder Surma. - MYlzk6w
Artur Polinski - Kona.lin
Pa.wd Perkowski - Szczecin
Ada.m SikorlJki - Lublin

Sta.nisla.w Swia.tc-k Klodzko

Artur Sh.pier1: - Belcha.t6w
Leszek Motyk •• - Kra.Jr6w
ArkadiulZ Kowalski - Lublin

Andrzej Rostworowski - Kra.k6w
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Zadania

(wykladnik 3/4 zamiast 1/4).

Zadanie 160 [lodówka spalaj aca rope] (WT = 2,90; LP R = 2). Rozwiazania P. Gworysa
i A. Borowskiego sa nie tylko prawidlowe, ale nawet staranniejsze niz podane w Delcie, gdyz
uwzgledniono w nich zmieniajaca sie sprawnosc procesu oziebiania wody.

Redaguje Pawel STRZELECKI

M 693. Wykazac, ze dla zadnego n > 1 suma czesciowa Bn szeregu harmonicznego
1 1

Bn = 1 + - + ... + - ,
2 n

Zainlereeowanie Clylelnik6w liga filyclna wyrunie "faluje-. Prsyslano slosunkowo
duio rOIwiazan ladan 166 i 16'1 (obwody eleklryclne) oru do ladania U9 (drabinka.
na Ksiezyc). Mniej slandardowe ladania (np. wymagajace lasto8owania przyblizen)
sa czeslo pomijane, lak wiec nikt nie lknal ladan 146 (calkowile wewnelrzne
odbicie d'wieku), 148 (kraienie wody w naczyniu) i 163 (prsyporzC\dkowanie
obru6w dyfrakcyjnych otworom). Bardzo malym powodzeniem cieszyly sie tez
zadania 141 (pole ladunk6w dodatnich i ujemnych na przemian), 143 (wyplyw
wody z dwóch zródel), 14'1 (zderzenia lekkiej kulki) i168 (wiotki przewód w polu
magnetycznym). Nie moge zwlaszcza przebolec zignorowania przez Czytelników
oryginalnego zadania 153. Zapewne niektórzy z Was zrezygnowali z przyslania listów
nie mogC\cprzedstawic rozwiC\Zaniakompletnego, opartego na scislym rozumowaniu.
Zadanie fizyczne rózni sie jednak od matematycznego - w razie koniecznosci mozna
sie tu kierowac przyblizeniami, analogiami i rozwazaniami jakosciowymi, i nawet jesli
istnieje rozwiazanie dokladniejsze, to taka. niepelna analiza problemu moze zostac
oceniona dosc wysoko. Apeluje wiec o próby rozwiazywania zadan nietypowych, które
bynajmniej nie musza byc w istocie trudniejsze.

Przejdzmy teraz do szczególowego omówienia niektórych zadan.

Zadanie 157 [40jednakowych oporników] (WT = l,90j LP R = 5). Rozwiazaniem
prostszym i bardziej eleganckim od podanego w Delcie bylo wyszukanie w obwodzie punktów
o jednakowym potencjale, tak ze po ich zwarciu mozna zastosowac wzory na laczenie szeregowe
i równolegle oporników. W ten spollÓb postapili J. Nesdropa i R. Wencel. Ciekawy byl
równiez sposób uzyty przez P. Gworysa, polegajacy na "sprytnym" podziale ukladu na
cztery czesci, oraz A. Borowskiego, który zamiast II prawa Kirchhoffa wykorzystal warunek
minimum mocy cieplnej wydzielonej w ukladzie (co jednak bylo bardziej pracochlonne). Piate
bezbledne rozwiazanie nadeslal A. Surma.

Zadanie 159 [wahadlo na wciaganej nici] (WT = 3,85; LPR = O). Bardzo slabe rezultaty,
wynikajace z przyjecia blednego warunku stalosci energii wahadla. Powolywanie sie na zasade
zachowania energii nie ma sensu, jesli wciaganie nici moze te energie zmienic!
Rozwiazanie podane w Delcie 9/1993 zawiera blad w znaku pracy, gdyz przy wciaganiu dl jest
ujemne. Prawidlowy wzór koncowy ma postac

al = ao(lo/II)3/4

~:'J. Ii" 1() nie jest liczba naturalna·
&~AOl\ ~ Roz)/Viazanie na str. 9
~ M 694. N, ,r"" d"y,h j••t 100ro;ny,h ok""ów wi.lk"h (to ,na"y I"'o'y,h
,,'l.~ w plaszczyznie przechodzacej przez srodek sfery), tak ze przecinaja sie one w 9900

punktach. W jaki sposób rozmiescic w punktach przeciecia okregów liczby
1,2,3 ... ,9900, by dla kazdego okregu suma polozonych na nim liczb byla taka sama?
Rozwiazanie na str. 5

M 695. W urnie jest piec kul bialych, szesc czarnych i siedem czerwonych.
Wyciagamy po kolei wszystkie kule z urny (w losowy sposób). Jakie jest
prawdopodo bienstwo wyciagniecia pierwszej kuli czerwonej wczesniej niz pierwszej kuli
bialej?
Rozwiazanie na str. 9
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Redaguje Jaroslaw KULPA

F 375. Oszacowac cisnienie, jakie panuje we wnetrzu Ziemi. Zalozyc, ze gestosc Ziemi
rosnie liniowo w kierunku srodka i ze na powierzchni gestosc jest dwukrotnie mniejsza
od sredniej gestosci Ziemi.
Porównac uzyskane wartosci cisnienia z prostym modelem, w którym zakla.da sie stala
gestosc Ziemi.
Rozwiazanie na str. 10

F 376. Oszacowac maksymalne odchylenie wiazki elektronowej na obrazie telewizora
spowodowane ziemskim polem magnetycznym o indukcji B = 5 . 10-5 T. Wiadomo,
ze elektrony sa przyspieszane róznica potencjalów U = 20 000 V, a droga swobodna
elektronów wynosi okolo 20 cm.
Rozwiazanie na str. 8
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A takie bryly nie istnieja ... Te serie znaczków wydano
w Szwecji; w katalogach filatelistycznych nosi ona nazwe:
Niemozliwe figury, nieeuklidesowe konstrukcje bryl.
Autorem znaczków jest Oskar Reutersvard wedlug
sztychów, które wykonal Polak, Czeslaw Slania.

Rysunek z ksiazki K. Ciesielskiego i Z. Pogody "Bezmiar
matematycznej wyobrazni" - w ksiegarniach na poczatku
1994 roku.

Dwa miesiace temu zaproponowalismy Czytelnikom piec
zadan swiatecznych pod wspólnym haslem: "Czy Pan
istnieje?". Tekst zamieszczony obok zawiera rozwiazanie
zadania pierwszego - obiekt o zadanych wlasnosciach
nie istnieje. W przypadku pozostalych czterech pytan
odpowiedz jest inna - opisane sytuacje moga zajsc!
Opiszemy je w nastepnym numerze EPSILONAj jesli ktos
przy rozwiazywaniu któregos z zadan doszedl do wniosku
przeciwnego, ma przed soba miesiac na odnalezienie
(zapewne niestandardowego ) tworu spelniaj acego zadane
warunki.

Czy istnieje funkcja I: R -> R ciagla, która dowolna liczbe
wymierna przeprowadza w liczbe niewymierna, kaida zas
liczbe niewymierna w liczbe wymierna? (J(Q) ~ R\Q,
I(R\Q) ~ Q)?

A oto obiecane .wlasnosci:
(1) funkcj a ciagla przeksztalca przedzialy na przedzialy.
(2) wszystkie liczby wymierne mozna ustawic w ciag
(ponumerowac liczbami naturalnymi).- mówimy, ze Q jest
zbiorem przeliczalnym.
(3) jesli przedzial ma wiecej niz jeden element, to jego
elementów nie da sie ustawic w ciag (skonczony lub nie)
- przedzial nie jest zbiorem przeliczalnym ani skonczonym.

Wszystkie trzy fakty byly znane juz w XIX wieku, dzis
naleza do elementarza wiedzy kaidego matematyka.
Pierwszy to nieco inne sformulowanie twierdzenia
o przyjmowaniu wartosci posrednich (znanego niektórym ze
szkoly). Drugi i trzeci to jedne z najbardziej podstawowych
stwierdzen teorii mnogosci. Wszystkie trzy 8a w miare
proste do wykazania.

Przejdzmy teraz do naszego zadania. Przypuscmy,
ze 8zukana funkcja istniejej na mocy wlasnosci (1) zbiór
I(R) je8t przedzialem. Ma on jednak co najmniej"dwa
elementy, bo 1(-12) jest liczba wymierna, zas 1(0) nie. Nie
da 8ie zatem elementów I(R) ustawic w ciag (korzY8tamy
z (3)).

Stuknalem mlotkiem

Z drugiej 8trony jednak, I(R) musi byc 8konczony lub
przeliczalny! Czemu? Wiemy, ze I(R) = f(R\Q) U I(Q).
Elementy Q mozna ponumerowac liczbami natura.lnymi,
mozna zatem to zrobic takze i z w8zY8tkimi elementami
dowolnego podzbioru Q, a wiec w 8zczególnosci
zbioru I(R\Q), który to zbiór w Q jest zawarty.
Ponumerowac potrafimy takze w8zY8tkie liczby z I(Q)
(dlaczego?). Stad wynika (jak?), ze mozemy u8tawic w ciag
(8konczony lub nie) w8zY8tkie elementy z I(R).

Warunki zadane funkcji I doprowadzily do 8przecznosci.
Oznacza to, ze funkcja o 8zukanych wlasnosciach nie
i8tnieje.

Dowód nie je8t trudny. Trzeba tylko wpasc na to, z czego
8korzY8tac...

Stary dowcip mówi, ze ongis pewnemu podróznemu zepsul
sie samochód i nikt nie potrafil auta naprawic. Dopiero
zawezwany blacharz ... stuknal raz mlotkiem i silnik zaczal
pracowac! Blacharz zazadal 100 zlotychj wlascicielowi auta
wydalo sie to oplata zbyt wygórowana (widac, ze dowcip
istotnie jest stary), poprosil wiec o szczególowy rachunek.
Otrzymal go, o tresci nastepujacej: "Stuknalem mlotkiem
- 1 zl; wiedzialem, gdzie - 99 zl".

Podobnie jest z wieloma problemami matematycznymi.
Czesto, by odpowiedziec, wystarczy tylko wiedziec, gdzie
- i jakim - "mlotkiem" stuknac ... Tak jest i tu. Zbiór R
i funkcje ciagle maja wiele wlasnosci. Z czego korzystac
przy próbie rozwiazania?

Wykorzystamy trzy fakty. Przed ich sformulowaniem
sprecyzujmy, ze gdy mówimy o przedziale (w R), to nie
bedzie dla nas istotne, czy którykolwiek z konców
przedzialu nalezy do niego, czy nie. Ponadto przyjmujemy,
ze przedzialami sa takze zbiory jednoelementowe, jak i caly
zbiór liczb rzeczywistych.

2/94
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