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Rozpad promieniotworczy
sukcesywny i jego model
hydrodynamiczny

Stanistaw BEDNAREK

Wszystkie izotopy pierwiastkéw wystepujacych w przyrodzie mozna

podzieli¢ na dwie grupy — izotopy trwale oraz nietrwale. Te drugie
ulegaja rozpadowi promieniotwérczemu. Wéréd powstajacych

w wyniku tego produktéw moga znajdowad sie izotopy trwale

lub nietrwale. Izotopy nietrwale ulegaja kolejnemu rozpadowi

i wtedy mamy do czynienia z rozpadem promieniotwdérczym
sukcesywnym. Powstajace w tym rozpadzie izotopy tworza

tzw. szereg promieniotwdrczy. W przyrodzie wystepuja cztery

naturalne szeregi promieniotwdrcze — uranu, toru, aktynu i neptunu.
Ich nazwy pochodza od nazw pierwiastkéw, od ktérych zaczynaja sie

te szeregi.

Bezpoérednie badanie rozpadu promieniotwdrczego w warunkach
domowych, czy nawet szkolnych, nie jest latwe. Potrzebna jest do

tego celu specjalna aparatura, a poza tym istnieje niebezpieczefistwo

napromieniowania eksperymentatora.

W sytuacji, gdy prowadzenie badan na rzeczywistych obiektach
jest niemozliwe, trudne lub niebezpieczne, fizycy i technicy chetnie
wykorzystuja modele, ktére powinny odzwierciedlaé interesujace
nas cechy obiektéw rzeczywistych. Podobnie postapimy réwniez
z rozpadem promieniotwdérczym sukcesywnym. Zastosujemy
catkowicie bezpieczny i latwy do zbudowania w warunkach
domowych model hydrodynamiczny. Wykorzystamy w tym
modelu ilo$ciowa analogie zaleznogci od czasu wysokosci shupa
cieczy wyplywajacej przez pozioma rurke z cylindrycznego
pionowo ustawionego naczynia i liczby jader izotopu, ktére nie
ulegly jeszcze rozpadowi. Ograniczymy sie przy tym do szeregu
promieniotwdrczego zlozonego z trzech izotopéw. Nic jednak nie
stol na przeszkodzie, aby opisywad i modelowad szeregi dluzsze,
w ktérych wystepuje wigeksza liczba izotopéw.

Rozpatrzmy najpierw wspomniana analogie. Liczba jader izotopu
dN, ktéra ulega rozpadowi w bardzo krétkim przedziale czasu dt,
jest wprost proporcjonalna do pozostalej jeszcze liczby jader N

i zalezy od rodzaju izotopu, co charakteryzuje stala rozpadu A. Jes:
to prawo rozpadu promieniotwdrczego. Mozna je zapisaé réwnaniern

(1) dN = —-ANdt.

Znak minus informuje o tym, ze liczba jader maleje. Czytelnicy,
ktérzy poznali rachunek rézniczkowy, moga sprawdzié,

Ze rozwiazaniem réwnania (1), przy warunku poczatkowym
N(0) = Ny jest funkcja wykladnicza

(2) N(t) = Noe ™t

Wykres tej funkcji jest przedstawiony na rysunku 1.

0

T= In2/a ' 1

Rys. 1

Jak pecznieje
waz ogrodowy

Andrzey SZYMACHA

Mam na dzialce dlugi, gumowy, czarny
wai polaczony z pompa elektrycana '
z jednego korica i zaopatrzony w zawér na
drugim korficu. Waz sluzy do podlewania,
ale takie do grzania wody w pogodny
dziefi. Stad znam dokladnie objetodé
wody w wezu — 12 1 (to duio — moina
.8pokojnie wziaé prysznic). Waz ten stuzy
takze jako minihydrofor. Po wylaczeniu
pompy (przy zamknietym zaworze) wag
jest nabrzmialy i wyrzuca z siebie do 31
wody (to tez sporo — mozna wielokrotnie
ophukaé rece bez wlaczania pompy).
Innymi slowy, pod cidnieniem pompy
(okolo 2.a.tm) objetodé weia przyrasta
o 1/4. To jest fakt wziety z obserwacji.
Objetosé cylindra, jaki stanowi waz,
jest iloczynem pola przekroju i dlugoéci.
Zaintrygowalo mnie ktéregoé dnia w jakim
stopniu owe 25% bierze si¢ ze wzrostu
pola przekroju, a w jakim ze zwiekszenia
dlugoéci weza. Gdyby rozdymala sie
kostka, to poniewaz 1,25 s 1,077°, kaidy
wymiar liniowy zwiekszylby sie o okolo 8%.
Przy dlugodci mojego weia — 60 m, 8%
to prawie 5 m — zmiana bardzo wyragna,
latwa do zauwaZenia. Tymczasem
pomiar wydtuzenia po napompotg_aniu
weia wykazal w ramach dokladnoéci
po prostu... zero! Skoro analiza
wymiarowa prowadzi do oszacowania
wydluzenia rzedu dlugodci weza, czyli
metréw, a w praktyce 83 co najwyzej
centymetry, to w problemie musi by¢ jakié
maly bezwymiarowy parametr. Z pewnym
falszywym poczuciem zrozumienia
wiazalem go zrazu z dysproporcja wymiaru
drednicy weza i jego dlugoéci, ale cod mnie
gryzlo, ze to nie tak i zaczalem sie¢ nad tym
dokladniej zastanawiaé.

Aby wyjaénié obserwacje, musimy
odwolaé sie do prawa Hooke’a. Prawo
Hooke’a sformulowane zostalo niemal tak
dawno jak prawa Newtona, jego praktyczne
znaczenie w technice jest olbrzymie,
jednak szerzej znane jest ono jedynie

w uproszczonym przypadku szczegélnym
rozciagania czy éciskania preta. Wzér,
jaki sie tu powinien nasunaé, to F = kAl
W tym wzorze F jest, oczywidcie, sila
rozciagajaca, a Al wydiluieniem preta.
Stala proporcjonalnoéci k jest rézna dla
réinych pretéw. Nie jest trudno




uzasadnié, e stala ta dla réznych pretéw
wykonanych z tego samego materialu
powinna byé wprost proporcjonalna do
pola przekroju poprzecznego s i odwrotnie
proporcjonalna do dlugodci poczatkowej |
preta. Z uwzglednieniem tej obserwacji
prawo Hooke’a mozZna zapisaé w postaci
s AL
ST
gdzie E zaleiy juz tylko od rodzaju
materiaku, ale nie od rozmiaréw preta.
Stala E nazywa sie modulem Younga.

Dla dalszych rozwazan wygodnie jest
zamiast sily dzialajacej na caly przekréj
rozwazaé sile przypadajaca na jednostke
pola powierzchni zwanga napieciem

N = F/s. Gdy N jest ujemne, nazywa

sie je tez cidnieniem. Podobnie, zamiast
bezwzglednej wartodci wydluzenia Al lepiej
wprowadzi¢ wydluzenie wzgledne z = Al/l,
ktére bedziemy zwaé deformacya.

Z uzyciem tych wielkodci napiszemy

1
:-‘EN.

A zatem deformacja jest wprost
proporcjonalna do napiecia lub, jak
oryginalnie ujat to Hooke, jakie napi¢cie
- taka deformacja.

Gdy przyjrzeé sie dokladniej rozciaganemu
pretowi, zauwasy sie, Ze deformacji
podiuinej, spowodowanej napieciem
wzdluznym, towarzyszy nieodlaczna
deformacja poprzeczna, mimo ze nie
wystepuje poprzeczne napiecie! Ma to
szczegdlne znaczenie, gdy pret nie

jest wcale dhugi, a wrecz jest klockiem
prostopadloéciennym (np. szedcianem).
Kompletne prawo Hooke’a musi opisaé
wiec takie i to, co dzieje sie z wymiarami
poprzecznymi. Sprawa jest prosta. Jest
niemal oczywiste, Ze wartodé kazdej

z deformacji poprzecznych (y w kierunku y
i z wzdluz osi z) powinna byé pewnym
stalym (dla danego materialu) ufamkiem
deformacji podiuinej:

y=-oz,

2= —0ZX.

Stala o jest, obok E, druga stala
charakteryzujaca wlasnodci sprezyste
danego materialu. Nazywa si¢ ona stalq
Poisaona.

Scifle biorac, to, co zostalo powyiej
powiedziane, dotyczy tzw. cial izotropowych,
nie wyrdiniajacych swa struktura sadnego

7 kierunkéw. Cialem takim bedzie na przyklad
szklo czy zwykla bryla metalu bedaca zlepkiem
ogromnej ilofci mikrokrysztalké4w chaotycznie
zorientowanych. Przykladem ciala

Weimy teraz pod uwage cylindryczne pionowo ustawione naczynie
napehione do wysokodci h ciecza o gestodci p i zaopatrzone

w pozioma rurke o dtugoéci ! i promieniu r, przes ktéra ciecz moize
wyplywaé. Naczynie to przedstawione jest na rysunku 2.

2 0L sa kil

Rys. 2

Objetoéé cieczy, ktéra przeplynela przes te rurke w bardzo malym
przedziale czasu dt, jest okreslona wzorem Hagena—Poiseuille’a
nriAp
8in
w ktérym n oznacza wspblczynnik lepkodci, a Ap réinice ciénief
miedzy koricami rurki. W naszym prsypadku Ap Jest ci$nieniem
hydrostatycznym slupa cieczy w naczyniu i wyraza sie znanym ze
szkoly podstawowej wzorem

(4) p = pgh.

Przyjmujac, ze ciecz jest niescisliwa, mozna okresli¢ obnizenie sie
poziomu cieczy dh w naczyniu spowodowane jej wyplywem

(5) dV = —Sdh,

S - oznacza w tym wzorze pole przekroju poprzecznego naczynia.
Laczac réwnania (3) i (5) oraz podstawiajac Ap otrzymujemy

dt,

(3) av =

__mripg
(6) dh= - hat.

Réwnanie to ma strukture analogiczna do réwnania (1). Wyraienie
stojace przed h jest stale i oznaczymy je przez A,
mrépg

(7) Am = 3ns -

Rozwiazaniem réwnania (6) przy warunku poczatkowym h(0) =
jest funkcja

(8) h(t) = hoe™*mt.

Patrzac na réwnania (2) i (8) widzimy, ze charakter zmian N
oraz h w gzaleznodci od czasu jest taki sam. To wlaénie pozwala

nam wykorzystaé cylindryczne naczynie z pozioma rurka do budowy
modelu.

Rozpatrzmy teraz najprostszy rozpad promieniotwdrczy sukcesywny.
Niech Noi, Noz, Nos i N1, N2, N3 oznaczaja odpowiednio liczby jader
trzech izotopéw w chwilit =01t > 0, A\; oraz Az niech oznaczaja
stale rozpadu pierwszych dwéch izotopéw, trzeci jest trwaly. Zmiany
liczby jader poszczegblnych izotopéw d Ny, d N3, d N3 w bardzo
krétkim przedziale czasu dt wyrazaja wzory wynikajace z prawa
rozpadu promieniotwdrczego

(9) dN; = —A].N]_dt,
(10) dN, (/\1N1 —_ AgNg)dt,
(11) dN; = Ay Nodt.

I



Liczba jader pierwszego izotopu maleje o A; Ny, stad minus

w réwnaniu (9). Jadra pierwszego izotopu po rozpadzie
przeksztalcaja sie w jadra izotopu drugiego. Przyrost ich

liczby wynosi A; Ni. Jednoczeénie izotop ten rozpada sie

z szybkodcia A; N3, przeksztalcajac sie w izotop trzeci. Z ta sama
szybkodcia wzrasta wiec liczba jader tego izotopu.

Zalézmy, ze w chwili O istnial tylko pierwszy izotop, ktéry po
nieskoficzonym (praktycznie — bardzo dlugim) czasie przeksztalcit
si¢ za posrednictwem izotopu drugiego w izotop trzeci. Te warunki
brzegowe moina zapisaé w postaci Ny (0) = Npy, N2(0) = N53(0) =0,
Ni(c0) = Nz(o0) =01 N3(oo) = No;. Latwo sprawdzic przez
rézniczkowanie, ze przy tych warunkach rozwiazania ukladu réwnan
(9), (10), (11) maja postaé

(12) Ny = Noje ™,
A2 —x1it =
(13) NgZNglm[e 1t =g ’t] )
A
(14) N3 = NO.I 1 + ————l (e"*" = e_’\‘t)
Az — Ay

Ich wykresy w zaleznogci od czasu przedstawia rysunek 3.

Rys. 3

Réwnania analogiczne do réwnan (9), (10) i (11) opisuja réwniez
zaleznodci od czasu wysokodci stupéw cieczy w ukladzie naczyi
pokazanym na rysunku 4.

W tym celu wystarczy zastapié liczby jader izotopéw przez
odpowiednie wysokosci shupéw cieczy, a stale rozpadu przez
wspélczynniki Ay, 1 A2, zalezne od parametréw modelu.
Otrzymujemy wtedy:

(15) hl = hOle_*lmt ’
A2m . "
MR s 5y v i ¥
)‘1m i o R
17 hs = h 1 P S amt __ 1
(17) 3 01 +A2m_)\1m(e e )

Zeby zbudowaé hydrodynamiczny model sukcesywnego rozpadu
promieniotwérczego, potrzebne beda: trzy przezroczyste plastikowe
butelki o pojemnodci 1,5-2 1, trzy kawalki mocnej nici, dwie rurki
do picia napojéw (tzw. slomki), plastelina, linijka, mazak, nozyczki,
zegarek z sekundnikiem, troche piasku, naczynie z woda i drewniany
pret o dlugosci okolo 1 m lub wigkszej (moze to by¢ np. kij od
szczotki).

nicizotropowego moze byé drewno, ktére
prey tym samym napieciu inaczej deformuje
sie, gdy rozciaga sie je wadlus wildkien,

a inacrej gdy w poprzek wlbkien. Podobnie
jest z monokrysztalami — uogdélnieniem prawa
Hooke'a na ciala anizotropowe najmowad si¢ tu
jednak nie bedziemy.

Poniewas za chwile wprowadzimy napiecia
w kierunku osi y i z, dla rozréznienia
oznaczymy napiecie dotychczasowe N
dzialajace wzdluz osi z symbolem N..
Zbierajac wyrazenia na wszystkie trzy
deformacje wywolane napieciem N. mamy

1
Z_E(N:—O),
. yx%(O—UN,],

i é[o —oN:).
Jezeli oprécz napiecia N przylozone
jest i napiecie Ny, to wystapia nowe
deformacje: (1/E)(N,) w kierunku y oraz
(1/E)(—oNy) w kaidym z kierunkéw z
i z (ktére teraz sa poprzeczne wigledem
napiecia Ny). Wreszcie jedli dziala takze
napiecie N, to kompletna deformacja
wynosi:

T = _J]E(Nz - O“(Ns e Nz)) ]
o= %{Ny - O'(N: =+ Ns)] 1

. %(N, — o(N. + N)).
Nim przejdziemy do tytulowego weza,
jeszcze chwile podwiecimy rozwazaniom
ogbélnym. Dodajmy stronami trzy powyzsze
réwnania. Otrzymamy:

1]

T+y+z= —E;{l —20)(N. + Ny + N.).
Cazytelnik tatwo sprawdzi, Ze dla malych
deformacji suma z + y + z wyraza akurat
wzgledna zmiane objetodci:

AV

—p;"-=z+y+z.

Poniewas przy dciskaniu ze wszystkich
stron cialo nie moze zwiekszaé swej
objetodci (nastapilaby samorzutna
eksplozja), przeto
1

i 7"
Dla typowych metali jest o & 1/3.
Do gérnej granicy wartodci, tj. do 1/2,
stala Poissona zbliza sie u cial, ktérych
spreiystodé wzgledem zmiany objetodci
jest duzo wigksza niz wzgledem zmiany
ksztaltu. Cialem takim jest guma, dla
ktérej o = 0,49. Idealizujac, mozemy,
dla uproszczenia, przyjaé dla gumy nawet
=12



Wracamy teraz do weza. Sprébujmy
wyznaczyé napiecia gumy w ,nabitym”
woda wezu. Wyobraimy sobie kwadracik
wydzielony na powierzchni weza o jednej

z par bokéw réwnoleglych do osi. Z jakimi
sitami ciagniete sa boki tego kwadratu,
lub inaczej, z jaka sila trzeba by trzymaéd
kazdy centymetr dlugoédci ,,rany”, jaka
powstalaby na powierzchni weza, gdyby
go autentycznie naciaé na calej gruboéci
lancetem i staraé sie nie dopuécié do
n»wodotoku”? Dla kierunku podiuinego
sile te najlatwiej wyznaczyé tnac od razu
w3z na calym obwodzie. Sila, ktéra
musimy przyloiyé, réwna sie w tym
przypadku parciu wody na denka cylindra.
Oznaczajac promiefi weza przez r,

a ciénienie wody (ponad atmosferyczne;
ciénienie atmosferyczne w dalszym ciagu
zaniedbamy jako nieistotne dla naszego
problemu) przez p i zaniedbujac (chwilowo)
gruboéé h gumy, ustalamy, Ze na obwodzie
o diugosci 2mr trzeba prayloiyé site mrp.
Na kazda jednostke dlugosci przypada
wiec pr/2, a na jednostke pola powierzchni
przecietego materialu pr/2h.

W celu wyznaczenia napiecia poprzecznego
wyobrazamy sobie, Ze przecinamy waz

na calej dlugoéci d (jak bagietke, z ktérej
chcemy zrobié bardzo dluga kanapke).

Sila oddalajaca obie poléwki weza

réwna sie i teraz iloczynowi cidnienia

i pola przekroju (a nie pola powierzchni
bocznej walcal!), czyli 2rdp, i trzeba ja
rozloiyé réwnomiernie na dlugoédci dwéch
»ran” wynoszacej razem 2d. Daje to na
jednostke dlugosci sile réwna pr, a napiecie
réwne pr/h. Zauwaimy, Ze napiecie
wzdluzne jest dokladnie dwa razy

mniejsze od poprzecznego. Nic dziwnego,
7e na przyklad paréwki w gotowaniu, o ile
pekaja, to zawsze wzdluz osi.

Troche mniej oczywiste jest, jak sobie
poradzi¢ z napieciem (teraz ujemnym)

w kierunku prostopadlym do powierzchni
weza. Napiecie to zmienia sie od zera na
powierzchni zewnetrznej do wartodci —p
na powierzchni wewnetrznej. Szczeédliwie
napiecie to nie zalezy od wartodci h,
podczas gdy dwa poprzednie zawieraly

h w mianowniku. W przypadku weza

o cienkich (w stosunku do promienia)
dciankach mozna przyjaé, Ze napiecie
prostopadle do powierzchni jest réwne
zeru.

Przyjmujac, ze of weza to of z, kierunek
prostopadly do powierzchni to 2z,

Od butelek odcinamy dna, wykonujemy w poblizu powstalego
brzegu cztery otworki, przez ktére przewlekamy nié stuzaca do
zawieszenia butelek. Nici te musza by¢ réznej dlugosci, tak zeby
druga butelka znalazla sie ponizej korka pierwszej, a trzecia ponizej
korka drugiej (rys. 4). Butelki zakrecamy korkami i wypeliamy
piaskiem czeéé zwezajaca sie w poblizu szyjki. Otrzymamy w ten
sposéb naczynie o stalej powierzchni przekroju poprzecznego.

W bocznych écianach w poblizu zwezajace]j sie czedci dwéch wyzej
zawieszonych butelek wycinamy jeszcze po jednym otworze, przez
ktéry przekladamy stomki. Miejsca przechodzenia slomek przez
écianki butelek uszczelniamy plastelina. Butelki zawieszamy

na niciach na podpartym na koricach, np. na oparciach dwéch
ustawionych obok siebie krzesel, drewnianym precie.

C ! =
!

.-'ll
e L5 fmand

! III'\I
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Rys. 4. b — butelka, n -
w - woda.

nié, pl - plastelina, p — pret, ps — piasek, r - rurka,

Za pomoca mazaka i linijki rysujemy skale zaznaczajac w réwnych
odstepach, np. co 1 cm, poziome kreski. Koniec stlomki wychodzacej
z pierwszej butelki zatykamy korkiem z plasteliny, napelniamy te
butelke woda i notujemy wysokoéé, na ktérej znajduje sie gérna
powierzchnia tej cieczy. Nastepnie usuwamy plastelinowy korek

i pozwalamy cieczy swobodnie przeplywaé. W réwnych odstepach
czasu, np. co 20 s, odczytujemy na skalach wysokosci poziomy
wody we wszystkich trzech butelkach. Pomiary przeprowadzamy

az do momentu przeplyniecia calej cieczy do trzeciej — najnizej
polozonej butelki. Na podstawie tych wynikéw sporzadzamy wykresy
wysokodci shupéw cieczy w zaleznosci od czasu i poréwnujemy te
wykresy z rysunkiem 3.

Na zakoriczenie trzy problemy do samodzielnego rozwiazania:

1. Mamy do dyspozycji tylko rurki o réwnych érednicach. Jak

w najprostszy sposéb mozna uzyskaé uklad do badania rozpadu
izotopéw o innych wartodciach stalej rozpadu?

2. Jakie jeszcze zjawiska lub procesy mozna modelowaé za pomoca
naszego ukladu?

3. Jak zmieni si¢ ksztalt krzywych z rysunku 3 dla przypadku, gdy
stale rozpadu beda spelnialy warunki: A; = Ag, A1 > Az 1 A < A7



Patrz w niebo

Galaktyki wystepuja w czterech wyraZnie dajacych sie rozréznié
typach: najliczniejsze to spiralne i eliptyczne, znacznie mniej liczne
to nieregularne i soczewkowate. Nazwy te nie wymagaja omawiania
— moze z wyjatkiem soczewkowatych. Oznacza sie je symbolem

SO (S-zero), a ich budowa jest jakby posrednia miedzy budowa
galaktyk eliptycznych a spiralnych. Mianowicie, ksztalt centralnego
zgeszczenia maja jak maksymalnie splaszczone galaktyki eliptyczne,
a ponadto rozlegly plaski dysk — jak galaktyki spiralne — ale
pozbawiony struktury. Inaczej méwiac, galaktyka SO wyglada jak
galaktyka spiralna pozbawiona jasnych gwiazd, gromad otwartych

i materii miedzygwiazdowe;j.

Nasuwa sie naturalne pytanie, skad takie galaktyki sie wziely,

co wiaze sie z ogélnym problemem powstawania i ewolucji galaktyk.
Niestety, obecnie problem ten jest daleki od rozwiazania. Panuje
poglad, ze pierwotna wartoéé momentu pedu obloku, z ktérego
powstaje galaktyka, okresla typ prazyszlej galaktyki. Oczywiscie,

7z oblokéw o malym momencie pedu, tj. rotujacych powoli,
powstawalyby galaktyki eliptyczne, a z rotujacych szybko — galaktyki
spiralne. Przypuszcza sie, ze potem ani galaktyki eliptyczne nie staja
sie spiralnymi, ani odwrotnie. Nie mniej jednak SO robia wrazenie,
ie powstaly ze spiralnych wskutek utraty czeéci budulca.

W wyniku nowych obserwacji wrazenie to nalezy jednak, jak

si¢ wydaje, wyjasni¢ inaczej. Przede wszystkim obserwacje
rentgenowskie ujawnily obecnodéé w galaktykach SO znacznych

ilosci goracego (rzedu 10° eV) gazu miedzygwiazdowego. Podobnie
obserwacje radiowe dowiodly obecnoéci réwniez gazu zimnego, nawet
w postaci czasteczkowej. Okazalo sie, ze galaktyki soczewkowate
zawieraja érednio do 1/10 tej ilodci rozproszonego gazu co nasza
Galaktyka i ze tempo powstawania w nich gwiazd réwniez jest okolo
dziesieciokrotnie nizsze niz w galaktykach spiralnych. Wydajnogé
produkcji gwiazd na jednostke masy materii miedzygwiazdowej

jest w przyblizeniu taka jak w zwyklych galaktykach spiralnych.
Poniewaz zas gwiazdy tworzace galaktyki SO ewoluuja i rozpraszaja
swoja materie powoli, nic dziwnego, ze materii miedzygwiazdowe]
jest w tych galaktykach niewiele.

Powyisze rozwazania mozna uwazaé za jeszcze jeden argument
ratujacy nasz dotychczasowy poglad, ze typ galaktyki jest staly

w trakcie jej zycia. Przedstawione tu sprawy brzmia malo
efektownie, ilustruja jednak fakt, jak dalecy jestedmy od stworzenia
spéjnego modelu ewolucji galaktyk i jakie szczegély model taki
powinien uwzgledniad,

Tomasz KWAST

Roswiasanie sadania M 694. 9900 punktéw przecigcia stu okregéw wielkich
wyznacza nam 9900 : 2 = 4950 réinych drednic sfery. Z liczb 1,2,..., 9900
tworzymy 4950 réinych par postaci (k,9901 — k), gdzie k =1,2,..., 4950

i wpisujemy liczby = jednej pary na koficach tej samej drednicy (w jakikolwiek
sposdb prayporzadkowujac pary frednicom). Suma liczb poloionych na dowolnym
okregu jest réwna

5 = liczba frednic o koricach na jednym okregu - (k + 9901 — k) = 99 - 9901.

B a kierunek na powierzchni styczny do

obwodu to y, mamy

N =N,

Ny = 2N .

N,=0.
Wstawiajac powyzsze wartodci do prawa
Hooke’a, obliczamy natychmiast, ze

z=(1-120)02,

y=(2—vl%-

A zatem przy stosunku napigé 1 : 2
stosunek deformacji wynosi w naszym

8 przypadku (1 — 20):(2 — o).

Bez tej ,sigmy” byloby tez 1: 2,

a to musialoby oznaczaé przy
dwudziestopigcioprocentowym wzrodcie
objetosci okolo piecioprocentowy wzrost
dlugodci naszego weza (okolo 3 m).

Ale ¢ dla gumy jest prawie réwne 1/2!
W tym przybliZeniu stosunek deformacji
wynosi 0 : 2. Przyjmujac bardziej
realistycznie o = 0,49 dostaniemy
stosunek deformacji réwny 0,02 : 1,51,
a to prowadzi do wydluzenia weza

o okolo 8 cm, wielkoéé trudna do
zauwazenia przy dlugodci szedédziesiecin
metréw. Nieoczekiwanym malym
parametrem, zmieniajacym proces

& pecznienia calkowicie wbrew intuicji,

jest réznica miedzy faktyczna wartodcia
wspdlczynnika Poissona dla gumy

a wartodcia teoretycznie maksymalna,
tj. 1/2.

Wreszcie, na zakorczenie, zastanéwmy

# sie, jak zachowad sie powinien przy

rozdymaniu cylinder o éciankach grubych,
na przyklad gdy promiefi wewnetrzny
cylindra stanowi, powiedzmy, polowe
promienia zewnetrznego. Dla uproszczenia,
niech ma miejsce przypadek graniczny
materiahu, dla ktérego o = 1 /2. Jedli
podzielié w mysli (lub nawet realnie!)
taki cylinder na szereg koncentrycznych
walcéw écidle w siebie wpasowanych,

to kazdy z nich jest teraz cienki i speinia
zaloZenia poprzednich rozwazan. Jedyna

# réznica polega na tym, Ze, poza dwoma

skrajnymi, nasze cylindryczne powloki

Bl zamiast przez wode od wewnatrz,

a powietrze od zewnatrz, sa éciskane przez
przylegajace powloki gumowe. Mimo

# e guma nie podlega prawu Pascala, sama

symetria problemu gwarantuje, ze i w tym
przypadku oddzialywanie ma wylacznie
kierunek radialny! A wiec kazda z powlok
(cienkich!) jest w sytuacji mechanicznej,
ktéra juz rozpatrzylidsmy. Wiemy, ze zadna
% nich nie zmieni diugodci, a wiec i waz
jako caloéé nie zmieni dlugoéci.




8 Mata delid

Wielomino

Domino to prostokat 2 x 1 zlozony z dwéch kwadratéw. Uogdlnieniem
tego pojecia jest wielomino. Wielomino to kilka kwadratéw polaczonych
wzdluz krawedzi, tworzacych lacznie jeden kawalek — w tym sensie,
ze kazde dwa kwadraty wielomina mozna polaczy¢ ruchem wiezy.
Zamiast uscislaé definicje wyjasnijmy ja na przykladach. Wielomino
zlozone z n-kwadratéw nazywadé bedziemy n-ominem. I tak monomino,
czyli 1-omino, to po prostu kwadrat 1 x 1; domino (2-omino) to kostka
D 2 x 1. Triomina (3-omina) sa juz dwa (rysunek). Tetromin (4-omin)
jest 5, a pentomin (5-omin) az 12 (patrz tylna okladka). Do dzis nie
wiadomo, jaki jest wzér na liczbe n-omin.

MONOMINO

D
e TETROMINA

L ]
R i

tetromino
tetromino proste kwadratowe T-tetromino

TRIOMINA

L - tetromino tetromino

J skosne

Wielomino to sliczny matematyczny obiekt. Dlaczego? Gdyz jak

z rekawa wysypuja sie pytania, twierdzenia, hipotezy. . .i §liczne rysunki.
Jeden, wciaz nie rozwiazany, problem znalezienia wzoru na liczbe n-omin
juz zasygnalizowaliSmy.

Autorem definicji wielomina jest Solomon W. Golomb. On wlasnie
zwrdcil uwage na wielomina jako skarbnice matematycznych pomystéw.

Szachownicy nie mozina pokryc za pomocq 15 L-tetromin 1 jednego
tetromina kwadratowego.

Liczba kwadratéw 16 x 4 = 64, niestety, zgadza si¢. Aby wiec udowodnié
powyzsze stwierdzenie, trzeba znalezé jakis inteligentniejszy argument.
Pomalujmy szachownice w paski, tak jak na rysunku. Zauwazmy,

ze niezaleznie od tego, jak polozymy L-tetromino na szachownicy, zawsze
pokryje ono trzy kostki jednego koloru i jedna drugiego.




Przypuéémy, ze udalo si¢ nam pokry¢ szachownice za pomoca 15
L-tetromin i jednego tetromina kwadratowego. Oznaczmy przez n
liczbe tych L-tetromin, ktére pokrywaja trzy kostki kolorowe i jedna
biala. Wéwczas kazde z pozostalych 15 — n L-tetromin przykrywa trzy
kostki biale i jedna kolorowa. Poniewaz mamy 32 kostki kolorowe,

a tetromino kwadratowe przykrywa dwie kostki biale i dwie kolorowe,
wiecn -3+ (15—-n) - 14+2=132,skad n = 7%, a to jest niemozliwe.
Oznacza to, ze nie da sie wyzej wymienionymi tetrominami przykryc
szachownicy.

Szachownicy nie mozna przykryc za pomocq jednego tetromina
kwadratowego oraz dowolnej kombinacjyi tetromin prostych 1 skosnych.

To tez mozna udowodnié za pomoca odpowiedniego — innego niz
poprzednio — malowania szachownicy. Jak to zrobic¢?

Inne ciekawostki odnosénie wielomin drukujemy na tylnej okladce. Mozna
wymyslaé bardzo, bardzo duzo ciekawych twierdzen, stawiac wiele hipotez
i rysowal wiele kolorowych rysunkéw.

Uwaga! Czekamy na ciekawe twierdzenia i rysunki. Najciekawsze
wydrukujemy.

Malq Delte przygotowal Piotr HAJLASZ
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O nieréwnosci o srednich
i pewnym jej uogdlnieniu
l;%snniesndanigf"a'!& Henryk PAWLOWSKI

Predkodé elektronu wyznacrzamy na
podstawie bilansu energii

W8T ek iy Chyba nie bylo u nas takiej edycji Olimpiady Matematycznej, w ktérej nie
Rt gt i zipmskimm byloby zadania dajacego sie rozwia,sa.é_ (zaws?e- w elegancki sp:os_éb!) za pomoca
polu magnetycznym wyznaczamy na nieréwnosci o éredniej arytmetycznej i sredniej geometrycznej liczb nieujemnych,
podstawie drugiej zasady dynamiki zwanej powszechnie nieréwnoécia Cauchy’ego. Ilez zadan maturalnych

mv® B ,-™v_ 1 /2Um iegzaminacyjnych jest w stanie za jej pomoca rozwiazaé uczen juz klasy
r B B e pierwszej szkoly dredniej (a nierzadko wybitny — z klasy VII czy VIII szkoly

Uwzgledniajac geometri¢ toru elektronu
(rys.) mamy
(r = I}’ +13=r

podstawowej!).

B Nie wiem, czy doczekam sie, kiedy nieré6wnoéé ta znajdzie swoje nalezne miejsce

Aalias IS ElC ARt e b w programie nauczania matematyki obowiazujacym wszystkie profile. Prosta
L Ll R - s w sformulowaniu, dajaca sie bardzo elementarnie udowodnié i przebogata
x ;—r w swoich zastosowaniach.
DEtaEcanl W niniejszym artykule zaprezentujemy bodaj najpiekniejszy jej elementarny
z= !2B1J2Um =2,1 mm. dowdéd 1 uogélnimy ja.
Udowodnimy najpierw nastepujacy
1,1—_[ Lemat. Dla kazdej liczby naturalney n oraz dla dowolnych n liczb nieujemnych
== @y, asz,...,0y, takich ze a; + as + ...+ a, = n zachodzi nierdwnodé
tlE (1} 0102...(1,;51. ;
K Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n.
2 £ Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste.

_____ B e o e e e e e e i e
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Rozwiasanie sadania M 698,
Dobiersmy k tak, seby mied

2% < n < 2Ftl, Wtedy wéréd liczb
1,2,...,n dokladnie jedna dsieli sie
praen ok pozostale zad moga byé
podzielne tylko przez mniejsze potegi 2.
Niech | = 2571(2N + 1) oznacza polowe
najmniejszej wapdlnej wielokrotnodci
liczb 1,2,...,n; wtedy, dla pewnego
calkowitego M,

1

1
I-S,,:M-i—‘z—k:f-M—rN-{——,

2
Znaczy to, ze | - Sy, a wiec tym
bardziej S,, nie jest licaba naturalna,.

0]

Roswiaranie zadania M 6965.
Zdarzenie elementarne dla
dofwiadczenia opisanego w tym
zadaniu polega w istocie na losowym
wyborze jednej kuli spodréd
dwunastu (pieciu bialych i siedmiu
czerwonych); zawily jest tylko sam
apostéh wybierania. Wybiera sig

po prostu pierwsza kule ,nie-czarna”.
Wsrnystkie zsdarzenia sa przy tym
jednakowo prawdopodobne, bo Zadna
z kul nie jest wyrdiniona. Szukane
prawdopodobiefistwo jest zatem
réwne T/12.

Dla niezadowolonych z powyiszego
rorumowania szkicujemy nizej inne,
bardziej ,szkolne” (i duzo bardziej
rawile) rozwiazanie. Tym razem zbidr
zdarzelf elementarnych (0 sklada sig

ze wszystkich 17! permutacji naszych
siedemnastu kul. Zdarzenie A: ,kule
czerwona otrzymamy wezedniej niz
biala" jest suma nastepujacych parami
rozlacznych zdarzed A3, Ag,...:

Aq: ,za pierwszym razem wylosujemy
kule czerwong”,

Ag: ,za pierwszym razem wylosujemy
kule czarna, a za drugim czerwona”,
Aj: ,za pierwszym i drugim razem
wylosujemy kule ezarna, a za trzecim
crerwong”, itd. (Skrupulatny
Caytelnik, oczywideie, policzy, ile tych
zdarzen jest!).
sumy zdarzeni parami rozlacznych to
suma prawdopodobieristw, a zatem
T 6 T 6 5 7

177 07 18§ a7
Prowadzac takie samo rozumowanie dla
zdarzenia przeciwnego A' dostajemy

Prawdopoaobieristwo
p=

druga réwnodé
6 5 G 5
16 17 16

i 5 Bl
- p=— ..
F=a7 15

17
(Kule biale i czerwone zamienily sie
rolami, a wige wazystkie si6demki

w licznikach zamienily sie na piatki.)

Dzielac obie réwnodci stronami
dostajemy p/(1 — p) = 7/5, a stad, jak
poprrednio, p = 7/12.

Dla n = 2 mamy
ajaz = a;(2 —a1) = —a? + 2a; = —(a; — 1)2+1<1.

Zaléimy wiec, ze dla pewnego naturalnego n > 2 oraz dla dowolnych n liczb
nieujemnych o sumie réwnej n zachodzi nieréwnosé (1) i roswaimy n + 1 takich
liczb nieujemnych a1, az,...,0n, Gny1, 2€

a;+az+...+ a8+ a1 =n+1.
Wréd nich jest taka liczba, ktéra jest nie wieksza od 1 oraz taka, ktéra jest nie
mniejsza od 1 (w przeciwnym ragie byloby a; + a2+ ...+ @n + Gny1 > n+ 1
lub a3 + a2 + ...+ a@p + @ny1 < n+ 1). Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze
an < liapyy > 1. Wéwezas (an — 1)(an+1 — 1) <0, czyli
Gnln+1 < ap + an+i =il

Rozwaimy teraz liczby a3, az,...,0n-1,8n + @nt1 — 1. Sa one nieujemne, jest
ich n oraz ich suma wynosi n.

Zatem, na mocy zalozenia indukcyjnego, otrzymujemy
alag...an_l(an + apnt1 — 1) =l
Stad oraz z poczynionej wczedniej uwagi wynika, ze
G103 .ty 10nGayl S 0102 .5 .Gn—1{0p + Gnei—1) <1,

czyli, ze ayas...apdpy1 < 1.

Korticzy to dowéd kroku indukcyjnego oraz dowdd stusznoéci lematu dla dowolnej
liczby naturalnej n. B

Niech z;, %3,. .., Z, beda dowolnymi liczbami dodatnimi. Wéwczas liczby
n;
g1+ T2+...+ 2,
tez sa dodatnie, jest ich n oraz ich suma wynosi n. Na mecy lematu
otrzymujemy

S e s

> nx;

11 g
el T Fivargy

=1

Nieréwnosé ta jest réwnowazna kolejno nieréwnosciom:

(2)

Ostatnia nieréwnoéé, to wlasnie nieré6wnoéé Cauchy’ego.

Zauwazmy, jeszcze, e gdy ktérad z liczb zy, x5, ..., 2, jest zerem, to
nieréwnoé¢ (2) zachodzi w oczywisty sposéb.

Odnotujmy na koniec tej czesci artykuhu, iz réwnoéé w nieréwnoéci Cauchy’ego
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy z1 =22 = ... = z,.

Jedli 2y = 22 = ... = z,, to istotnie érednie arytmetyczna i geometryczna
tych liczb sa réwne. Zaléimy teraz, ze érednie arytmetyczna i geometryczna
T1,%3,...,Tn 53 réwne, oraz ze, na przyklad, z; # z,. Wéwczas

ceyli z1 + 22 > 24/z122 .

(z1 — z2)? > 0,
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Roswiazanie sadania F 875.

Prezyrost cidnienia hydrostatycznego

Gm

3

jest nateieniem pola grawitacyjnego
r

wynosi dp = pydr, gdzie v =

w odleglodci r, a m = f‘lrrprzdf.

0
Zakladajac liniowa zmiane gestodci

r
p=p1L— pa "’ gdzie R oznacza

promief Ziemi, mamy
r? ot
m=4fr(m—é——mm) 3
R

AnC r !‘: r i
=4 s Tt = —
P x ﬂ13 P iR P1 ﬂzR r

0
bl 2
~ [ P1 7 (]
=4rR’G (2 - LA )
™ ( ¢ ~PiPage + 16)
Z warunkdéw zadania mamy:
-~ _ 3
PL— p3 = zﬁn-
Masa Ziemi jest réwna
R? R 4 o
M = 4nr —_— — ] = -nR i
(P; 3 P2 1 37' Po
skad otrzymujemy
4p1 — 3p3 = 4po .

Rozwiazujac réwnania otrzymujemy

5
PSSP0 2P 2p0,
Falt- % 3M
uwszgledniajac zad, de py = R

oraz ie przyspieszenie ziemskie jest

M .
réwne o otrzymujemy
23 g?
p= —2% =330 GPa.
32r G

Bardziej realistyczne modele zakladaja
cidnienie 370 GPa, natomiast
gdybydmy zaloiyli stala gestodé Ziemi,
otrzymalibydmy

39 _imap
= m——— = a.
.2 G

8r G

W konsekwencji otrzymujemy

T1t+22+...+2Zy % \/ﬁ+\/zl_zg+z3+...+zn >
n n
n s e T o
= \/(\/55132)233-—-%= VZEIT2 .. Ty = : n -

a wiec sprzecznoéé. Jeéli wiec érednie te sa réwne, to z; = 23 = ... = z,.
Otrzymalismy ostatecznie nastepujace
Twierdzenie. Jezeli n jest dowolng liczbq naturalng, z,,zs,..., 2z, — dowolnymi
liczbami nieujemnyms, to

21+ zz4...+ Ty

2 Yz122...2n,

n
przy czym réwnodé ma miejsce wiedy 1 tylko wiedy, gdy =1 = 22 = ... = z,,.
WprowadZmy teraz oznaczenia
z1+z2+...+2x
A(I],Ig,-..,xn)= n)

n
G(z1,23,...,%n) = T123...%5 .
Rozwaimy macierz prostokatna [a;;]mxn liczb nieujemnych i obliczmy $rednie
geometryczne liczb kazdego jej wiersza, oznaczajac je odpowiednio przez

G1,Gy,...,Gpn, oraz érednie arytmetyczne liczb kazdej kolumny tej macierzy,
oznaczajac je odpowiednio przez A, A, ..., A,.
a;; G122 413 Qin G
@21 G2z 423 ... Qa2n | G2
@ml %m2 Gm3 ... Gmn] Gm
A1 Ay A3 A,
Okazuje sie, ze prawdziwe jest nastepujace
Twierdzenie

(3) G(A1, Az,..., A,) 2 A(G1,Gy,...,Gp).

Dowdd.

a) Jeieli ktéras ze érednich A;, Az, ..., A, bedsie zerem, na przyklad A, = 0,
wéwczas, oczywidcie, bedzie a3 = az1 = ... = am1 =0, G(4y, 42,...,A4,) =0,
Gi=Gz=...=Gn =0, A(G1,G3,...,Gy,) = 0. Nieréwnoéé jest wiec w tym

przypadku oczywista.
b) Niech wiec 4; > 0,¢=1,2,...,n. Wéwczas z nieréwnodci Cauchy’ego, dla
kazdego 1 = 1,2,..., m, mamy
Eﬂ: 2'_1. > ﬂG,’
erd A; T G(A, Az,...,A,)°

skad, po dodaniu tych nieréwnoéci stronami, otrzymujemy, ze

mA1 mAg f mA,. n-m:- A(Gl, Gz, cany Gm)
—_ >
Bl & TN R G
czyli, ze
G(A1, Azg,...,A,) > A(G1,Gg,...,Gp). W

Zauwaimy, e nieréwnosé (3) staje si¢ réwnodcia wtedy i tylko wtedy, gdy
co najmniej jedna z kolumn jest zerowa lub gdy liczby we wszystkich wierszach
83 proporcjonalne.

Nieréwnos¢ (3) jest uogélnieniem nieréwnoéci Cauchy’ego, cho¢ nie tylko tej
nieréwnosci. :

i0



1. Rozwazmy macierz kwadratowa n X n postaci

ay az das see Op—1 [
G GG3 Q4 ... Ay ay
as a4 Qa5 ... ai as .
G QY Az eos Gh—g Gp—=q
gdzie a; > 0,2 =1,2,...,n.
Wéwczas
Gi=0y =...=@, = GlHi;82,7..;0,) Oras
A=A =...= A, = A(ay,az,...,a,), a nierébwnosé (3) przyjmuje postaé
nieré6wnosci Cauchy’ego
A(G;,Gg, .. ']aﬂ.) > G(“l)“‘?) o 'Jan) .
T . a? b2
2. Jezeli bysmy, na przyklad, ) bé
rozwazyli macierz prostokatna e B
n_x 2 postaci takiej jak obok, :
to nieréwnoéé (3) przyjelaby .0 <A
n n

postaé

n n n
z ktérej bez trudu otrzymamy znanga nieréwnoséé Schwarza, tj. nieréwnosé

(a2 +a2+...+a2)(b2+b2+...+b2) > (a1hy + ...+ anbn)?

\/af+...+aﬁ‘bf+...+b§ o lasby| + |agbo| + ... + |anbn|

3. A teraz rozwazmy m ciagéw liczb nieujemnych
Q11,312;+++381n; 321,0822y..+,82ny --+3 Cml;&m2y-.+,8%mn

oraz liczby wymierne dodatnie a;, a2,..., @m, ktérych suma wynosi 1.

SprowadZmy te liczby do wspélnego mianownika M:

) = ﬂ Qg = ﬁ = Am
M’ M’ )

gdzie Ay, Az,..., Ay, sa liczbami naturalnymi oraz ich suma wynosi M.

Spéjrzmy na macierz n x M postaci

ay; @33 ... @31 @z 4@z; ... 421 ... @mi @m1 ... @ml
ajiz 4z ... 4iz2 @2z 422 ... @22 ... @mz Qm2z ... Odm2
ain @1n --- Gin @2n @2n ... @2np ..+ @Gmn Gmn --- Omn
~ e o -~ . - \-
A) kolumn Az kolumn A kolumn

Widzimy, ze nieréwnosé (3) przyjmuje postaé
] .0y 1 4 ay g [+ oy . Xg [
ayfaz]..-ay} +ay3023 ... a5 +ajpan; .. an <
<(a11+ a2+ ...+ a1p)* - (a21 + @22+ ...+ aza)* - ...
coo-(am1 +amz2 + ...+ @)™,
a wiec postaé znanej nieréwnosci Holdera.
4. Weimy teraz pod uwage macierz
B B

a B w v 1

ag ag ag 1 1 i

af af o @l 11 ..o X
a B—a

gdziea; > 0,1=1,2,...,n; 0, fENia<f.

Wéweczas, jezeli obie strony otrzymanej dla tej macierzy nieréwnosci (3)
podniesiemy do potegi a~!, to otrzymamy kolejna znana nier6wnosé o érednich
potegowych, czyli nieréwnosé

i
(af+ag+...+a£)é> (a‘f+ag+...+a,‘:)“

n G n

11
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Lista uczestnikdw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiarnan
zadani 261 (WT=2,33) i 262 (W T=3,006)
z numeru 5/1993

Lestaw Skrzypek - Rzeszdw 49,34
Plotr Kumor Olaztyn 2-47.51
Janunsz Olszewskl - Suwalki 1-45.63
Jerzy Janowicsz Boleslawiec 7-43,33
Krzysztof Zawistawski- Warszawa 1-42 .82
J&zef Siwy - baziska 1-42,42
Gérne
Leszek Gasidski - Stalowa Wola 41,46
Mirostaw Matlaga Skoczdw 38,76
Jan Ciach — Ostrowiec 3-37,72
Swiatokrzyski
Krzysztof Jedziniak - Katowice 2-34,66
Leszek Krzywonos - Ornatowice 32,51
Krystyna Witek OGetrfw Maz., 1-32,00
Marek Karad Tarndw 31,81
Eukasz Wiechecki — Legnica 31,48
Jan Kraszewski Legnica 30,77
Tomasz Kulpa - Katowice 29,64
Tadeunsz Jdzefcayk FPoznan 2-28.44
Krzysztof Zapisek - Warszawa 28,00
Ryszard Pagacs — Zawadzkie 2-27,16
Pawel Lizak Fulawy 26,53
Mikola] Rotkiewicz - Warszawa 1-25.42
Waldemar Pompe - Warszawa T4.22

Legenda (praykladowo): stan konta 7-43,33
oznacza, te uczestnik jui siedmiokrotnie
sdobyt 44 punkty, a w kolejnej (fsmej)
rundzie ma 43,33 punktdw,

Trzech uczestnikdw w tej wladnie rundzie
prrzekroczylo prég 44 punktiw:

L. Skrzypek — po raz pierwszy, J, Glszewski
— po raz drugi oraz P. Kumor ~ po raz
trzeci, zostajac treynastym Weteranem
matematycznego Klubu 44,

Zestawienie obejmuje wazystkich uczestnikdw
ligi, ktérzy spelniaja nastapujace dwa
warunki:

- stan fch konta (w aktualnie wykonywanej
rundzie) wynosl co najmniej 20 punktdiw:

- preysiall rozwiazanie co najmniej jednego
zadania z rocznika 1991, 1992 lub 19953

Nie drukujemy wiqc nazwisk tych
nczestnikdw, ktdrzy rozstali siq z liga trzy
lata temun (Inb dawniej); oczywidcie, jedfli
ktokolwiek = nich zdecyduje siq wréci¢ do
naszych matematycznych tamigtdwek, jego
nazwisko antomatycznie wréci na listq.
Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44M (w kolejnodci
uzyskiwania statusn Weterana):

J. Janowicz (7), P. Kamifiski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4},

A. Pawlowskl (4), D. Sowizdrzal, T. Rawlik,
M. Mazur, A. Bonk, K. Serbin, J. Ciach,

M. Prauza, P, Kumor

(jefll uczestnik przekroczyl bariera

44 punktéw wiace] nid trzy razy, sygnalizuje
to cyfra w nawiasie),

Fozostall czlonkowie Klubu 44M
(alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk
figurnjacych na lifcie powytej):
ndwukrotni®: &. Bartold, A. Czornik,

F. Gadzidski, P. Jadrzejewics, H. Kasprzak,
T. Komorowskl, H. Kornackl, Z. Koza,

D. Kurpiel, J. Malopolski, J. Miknuta,

E. Orzechowski, K. Pidro, 5. Solecki,

T. Wietecha, G. Zakrzewski;

wjednokrotni®: T. Biegafiski, W, Boratyfiski,

Czerniakowska, P. Pigurny, M. Piszer,
Galias, A. Gluza, T. Grzesiak,
Hrynlewleckl, K. Jachacy, M. Kasperski,
Krzysztofowice, P. Kubit, A. Langer,
Latala, J. Mafdziunk, M. Marczak,
Mazurek, H. Mikolajezak, M. Mikucki,
Milczarek, R. Mitraszewski, W. Olszewski,
M. Roman, A. Ruszel, A. Smolczyk,
Z. Surduka, T. Sgymczyk, W. Szymczyk,

P. Wach, A. Wyrwa,
M. Zajac, T. Taus.

“@mrANE

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs — lige
wadaniowa pod nazwa Klub 44,

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesigecrniku Delta, po cztery zadania w kaidym
numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, 2 dwumiesicczna przerwa (nr 6 i 7 kaidego roku).

8. Ucgestnikiem ligi mode byé kaidy.

4. Ucrestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadand konkursowyeh i praysylaniu
opracowanych rozwiazar do redakceji Delty. Uczestnikiem zostaje sie po prayslaniu rozwiszania
co najmniej jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi moina wybrad¢ dowolnie. Nie ma koniecznodei rozwiazywania
radan 2 kaidego miesiaca. -

6. Rozwiazania zadand z numeru n nalezy nadsylaé do korca miesiaca n + 3 (dodawanie modulo
12; na przykiad termin nadsylania rozwiazan zadani z numeru 11}1993 uplywa 28 lutego 1994).
W numerze n + 4 podane sa szkicowe rozwiazania.

7. Rozwiazanie kaidego zadania powinno byé pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci — roku
i uczelni. Rozwiazania zadani z matematyki i z fizyki naledy praysylaé w oddzielnych
kopertach, z dopiskiemn na kopercie: Klub 44 M lub XKlub 44 F.

B. Prace powinny by¢ samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez réinych
uczestnik 6w nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kaidego zadania jest ocenione w skali od 0 do 1, z dokladnodcia do 0,1. Pray
ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnogé merytoryczna i rachunkowa, lecw takie
pomystowodé metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otraymuje wspSlezynnik trudnodci ustalany po wystawienin ocen.
Wapdlezynnik ten jest liczba pomigdzy 1 a 4 oblicrana wedlug nastepujacej reguly: jedli N
oznacza liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie cho¢by jednego zadania z danego numeru
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S osnacza sume ocen uzyskanych przez
wazystkich uczestnikdéw za dane zadanie, wéwezas otrzymuje ono wapélezynnik trudnodei
WT = 4 — 35/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otreymuje w punktacji ligowej liczbe
punktéw réwna iloczynowi uzyskanej oceny przer wspélezynnik trudnodei (& zaokragleniem
do dwdéch miejsc po przecinku).

11. Niektére z zadard moina znalefé (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

# rozwiazaniami w réinych ksiaskach i czasopismach. Uczestnicy, ktéray w takich przypadkach
preyéla ramiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacs do literatury, otrzymaja ocene
maksymalna, pod warunkiem, #e w cytowanym #rddle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie
(dowdd, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszaé propozycje zadan; jedli zadanie nie jest wlasnego
autorstwa, naleiy podawaé érédlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, ktéra przyslala jui rozwiazanie jakiegod zadania — por. p. 4),

a dostarcrone zostalo wraz z rozwiazaniem (chocby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsylacrem do literatury), uczestnik otrzymuje ocene maksymalna,.

18. Punkty zdobyte przes kaidego uczestnika za rozwiazania poszczegdlnych zadan, obliczone
wedhig reguly podanej w p. 10, sa sumowane — oddzielnie dla matematyki i dla fiznyki.

Z chwilg osiagnigcia sumy 44 punktéw w jednej z tych dwéch dziedzin uczestnik staje sie
czlonkiem Klubu 44.

14. Po zgromadzeniu 44 punktéw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) moina w dalszym ciagu
braé udzial w konkursie ligowym. Nadwyika punktéw ponad wartodé 44 zostaje zalicrona na
poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

16. Trzykrotne usyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44.

16. Aby uzyskaé informacje o swoich wynikach, naleiy przyslaé do redakcji Delty kartke
pocztowa (oddzielna dla matematykii dla fizyki), ofrankowans i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzona tabelka 2 umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylanie takich kartek nie czefciej niz co kilka
miesiecy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Croléwka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko
uczestnika mo#e by¢ wymienione w czoléwce z nie zmieniona suma punktéw co najwyiej
trezykrotnie; nastepny raz ukaie si¢ wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w gére.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest oméwienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w skrécie ciekawsze rozwiazania i uogélnienia oraz oglaszana jest obszerna
czoléwka (kilkadziesiat nazwisk).

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i moinodé zmian
regulaminu.
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Zadania z matematyki nr 275, 276

275. Wysznaceyd wseystkie funkcje rézniczkowalne f: R — R
spelniajace warunki

f(f(f(:))) = f(::) >0 dla wszystkich z € R.

Rozwiazania zadati z matematyki z numeru 10/1993
Przypominamy tresé zadan:

267. Dowiedé, e jedli Qn = (a™ +b" 5 e™)/n,a+b+ec=0, to
Qs = Qa1Qs.
[n/2] i
- o
268. Udowodni¢, e 2 L . ) = Fu, gdsie Fo = Fy = 1,

=0

k
Fao4a =Fn+ Fpyydlan > 0.

267. Liceby a, b, ¢ s pierwiastkami réwnania z° + Az — B = 0,
gdzie A = be + ca + ab, B = abc. Jedli wiec u jest jedna z licgb
a, b, e, tou® =B — Au, a stad

(1) u"t3 = Bu" — Ay"t! dia n=071:2...:
Oznaczmy sume a™ + b"™ + ¢™ przez Ty,. Podstawiajac w (1)
kolejno u = a, u = b, u = ¢ i dodajac stronami dostajemy
gwigzki

(2] Tn+3 :BTﬂ - AT,—,+1 dla n:0,1,2,... g
Prey tym: Tp = 3, T} = 0 (z zalozenia);
stad 0 =T2 = (a+ b+ ¢c)2 = T2 + 24, czyli T; = —2A. Dalej
ze wzoru (2) (dlan=0in = 2):
Tg = BT[] - ATl = SB,
Ts = BT, - AT; = —2AB — 3AB = —-5AB.

Tak wiec Q2 = Tgfz =-A, Q3= TafS =B
Qs =Ts/5 = —AB = Q2Qs.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Termin nadsylania rozwiazan: 31 V 1994

276. Cieciwy AC i BD okregu o érodku O przecinajg sie

w punkcie P. Okregi opisane na tréjkatach PAB i PCD
preecinaja sie¢ w punktach P oraz Q. Zakladamy, ze O, P, Q

83 trzema régnymi punktami. Dowiedé, ze kat OQP jest prosty.

268. Oznaczmy podang sume przez S,. WykaZemy, ze S,
wyraza liczbe ciagéw zero-jedynkowych dlugodci n, koriczacych
sie jedynkg i nie zawierajacych dwéch zer pod rzad. Ciag
spelniajacy te warunki nazwijmy ,dobrym”.

Weimy pod uwage dowolny dobry ciag dlugodci n i preypudémy,
ze jest w nim dokladnie k zer. Po kaidym zerze musi wystapicé
jedynka; ciag jest wiec zbudowany = k blokéw 01 oraz jeszcze

g n — 2k jedynek. Mamy wigec n — k ,cegielek” dwdéch rodzajéw,
odpowiednio k oraz n — 2k kazdego rodzaju. Mozliwych
ustawieri mamy (";k) , bo na tyle sposobéw mozna wybraé k
miejsc, na ktérych kladziemy ,cegietki” pierwszego rodzaju.
Poniewag k mote przyjaé wartodci od 0 do [n/2], zatemn mamy
istotnie S, dobrych ciagéw dlugodci n.

Zauwazmy teraz, ze kaidy dobry cigg dlugodci n + 2 ma jedng
z nastepujacych dwéch postaci: albo na poczatku jedynka,

a po. niej dowolny dobry ciag dlugosci n + 1, albo na poczatku
zero, potem jedynka, a dalej dowolny dobry ciag dlugodci n.
Stad wynika rekurencja S, 42 = Sp + Sp41. Bezpodrednio
sprawdezamy, ge §; = 1, S; = 2 i wnosimy, ze S, = F,, dla

kagdego n.

Pora na doroczne oméwienie. Jak zwykle, uczestnicy ligi znajduja, dowody i wyprowadzenia ogélniejsze lub bardziej
pomystowe od naszych ,firmowych”. Oto ciekawsze rozwiazania zadaf oraz uogélnienia i komentarze (uczestnikéw ligi oraz
nasze). Gdy zadanie zostalo zrobione przez nie wiecej niz szeéé oséb, podajemy ich nazwiska.

Zadanie 244. [Dany punkt P; sup{ pole(AABC): |PA|+
|PB| + |PC| = 1} = 7] (wspdlczynnik trudnosci WT=2,78;
liceba poprawnych rozwigzan LPR < 7). Poprawne rozwiazania
preystali: J. Olszewski, M. Rotkiewics, T. Wietecha,
L. Skreypek, J. Ciach; a prey milczacym zalogeniu,
ze konfiguracja optymalna istnieje: M. Prauza, M. Zygmunt.
Metody rézne (trygonometria, rachunek wektorowy).
J. Olszewski rozwaga analogiczny problem dla n-kata wypuklego
AyAy ... A, (zamiast tréjkata): wystarczy ograniceyé uwage do
wielokatéw zawierajacych punkt P w swoim wnetrzu; oznaczajac
przez B, ..., B, takie punkty, by kaidy & czworokatéw
PA;B;A;, byl réwnoleglobokiem otrzymujemy 2n-kat
A;B1A3B4 ... A, By o ustalonym obwodzie. Korzystajac
& faktu (ktéry tei wymaga dowodu), ze pole tego 2n-kata jest
maksymalne, gdy jest on foremny, znajdujemy maksimum
pola n-kata A; A2 ... A, przy warunku |PA;| = 1, réwne
(1/4n)tg (x/2n).
Zadanie 245. [inf{ max |/PQR|:

P,Q,REH

H — siedmiopunktowy gbidr na plaszczyinie} =7] (WT=2,93;
LPR=4). Autorzy poprawnych rozwiazafi (nie rézniacych

si¢ istotnie od naszego): P. Gadsinski, J. Olssewski,

M. Rotkiewics, L. Skrzypek. Szukany kres dolny wynosi
120°; ciekawe, e ten sam wynik dostajemy rozwagajac ebiory
oémiopunktowe; na to swrécit uwage P. Gadgiriski.

Zadanie 247. [A,G, H - érednie (arytm., geom., harm.)
trzech liceb a,b,¢ > 0 => 342 + G? > 4G3H '] (WT=2,45;
LPR=10). Dowdd chyba najzgrabniejszy przedstawili
(niezaleénie) panowie J. Ciach i J. Olssewski: podstawiajac
a=z32 b=y32 ¢ =232 po prostych przeksztalceniach
otreymujemy do udowodnienia nieréwnodé U > W, gdeie
U=2z%+y>+2°+3zy2, W =2(zy)%2 + 2(y2)%/? + 2(22)%/2.
Niech V = zy(z + y) + yz(y + 2) + 2zz(z + z); oczywiscie,

V> W (boz+y > 2(zy)'/?). Zakladajac,tez>y > z

oraz dodajac stronami nieréwnodci z(z — z)(y — 2) 2 0
i(z-y)%(z+y— 2z) > 0 stwierdzamy, ze U > V; koniec
dowodu.
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Wezmocnienie tezy, bardzo pomyslowg metoda, podal
L. Skrzypek:

3A% 4+ ATGE > 4GP HL
Ta nieréwnoéé, po przeksztalceniach, preybiera postad

o (a+b+c)(u+ v+ wluvw < 9abe,
gdzie

u=vVb+vVe-va, v=vVe+va-vb w=+vVa+vVb-e
Mozna zaktadaé, e u,v,w > O (w przeciwnym razie uvw < 0

— przypadek trywialny). Istnieje wigc tréjkat o bokach dlugaosci
\/;, \/\‘;. ve. Dowodzona nieréwnoéé latwo sprowadgza sie

do nastepujacej: a + b+ ¢ < 9R? (gdzie R to promier kola
Opisanego} — ta zad jest znana, choé wcale nie prosta; dowdd

np. w ksigéce: S.I. Zetel, Geometria tréjkata, Warszawa 19643
8. 62-63.

Zadanie 249. [a; = 1/(z + 1),

an= (nf[n: + n)) ;';ll((z -0N/(z+ j)); z > 0 dane;
E:ll an =7] (WT=2,83; LPR=4). Dobre rozwiazania
(nie prostsze od naszego): P. Gadszinski, J. Olszewski,
M. Rotkiewics i (z drobng luka) T. Wietecha.

Zadanie 252. [Wy(z) =1, Wy (z) = W/ (z) — 2zW,(z)

= Wir41(0) =0, Wy (0) = [—1}"(21:]!,’(.%!)] (WT=2,88;
LPR=6). Rozwiazanie ,firmowe" opieralo si¢ na spostrzezeniu,
te wielomiany W, (z) pojawiajg sie prey obliczaniu pochodnych
kolejnych rzedéw funkcji exp(—:’}. Ta sama metoda zadanie
rozwiazali P. Gadsifiski i M. Rotkiewics. Dobre rozwigzania
przes wyprowadzenie wegoréw (jawnych lub rekurencyjnych)

nz wsgystkie wspdlcgynniki badanych wielomianéw przyslali:

L. Gasifiski, P. Lisak, A. Csornik oraz L. Skrsypek, ktéry
gwrdcil te2 uwage, £e zagadnienie jest opracowane w literaturze;
zachodzi bowiem réwnoéél’b’ﬂ(z} = (—1)"Hp(z), gdzie

Ha(s) = (22)" + 3 (-1)* T (2
k=1

to tew. wielomiany Hermite’a; informacje o nich mogna znalegé
w kagdym obsgerniejszym podreczniku analizy matematycznej.



Zadanie 255. [a,b,c,d, S - boki i pole czworokata

wpisanego w kolo o promieniu R oraz opisanego na kole

= S(a=1+4+b'+c ! +d1) < 252 + 4R25-1/7]
(WT=3,00; LPR=4). Wszystkie poprawne rozwiazania byly
zgrabniejsze od naszego. Ich autorzy: J. Ciach, W. Pompe,
J. Olszewski oraz A. Czornik. Trzej pierwsi dowodza,

Ze wyraZenie po prawej stronie mozna zastapié¢ przez mniejses
licebe 4\/§R; uzyskana w ten sposéb nieréwnoéé jest bardziej
naturalna i mocniejsza od tej, ktéra byla tredcia zadania. Oto
dowdd - tak, jak go przedstawit W. Pompe:

Niech |AD| =4, |CD| =b, |BC|=c¢, |AB| = d i niech E
bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem symetralnej
odcinka BD (rysunek). Ktérys z katéw CBE oraz CDE
jest nieostry; przyjmijmy, ze to kat CDE. Wdwczas
b+d = |DE|+ |DC| < 2¢/2 Rsin|/CDE]| (t¢ ostatnia
nieréwnosé wyprowadza si¢ nietrudno ze wzoru sinuséw).
A poniewag czworokat ABC D ma koto wpisane i kolo opisane,
zatem zachodzg zwigzki
at+e=b+d, 8 = vabed.

Stad wobec réwnosci sin |/CBE| = sin |£CDE|: ;i

S(a_l +5 147t 4 d_l) = S"‘l[bcd + acd + abd + abe) =

= 8 Y ac+bd)(b+ d) <

< S~ '(ac + bd) - 2v/2 Rsin | LCDE| =

= 7' - 4V2R((ac/2)sin |LCBE| + (bd/2)sin|LCDE|) =

=5"1-4v2R-((5/2) + (5/2)) = 4V2R.

Zadanie 257. [Cz.woroe'cian o danych diugodciach krawedzi
wpisany w sfere o drodku O i promieniu R; odlegloéé O od
érodka sfery przechodzacej przez srodki cigikodci dcian = 7|
(WT=2,66; LPR=5). Dobre rozwiazania, w wigkszodci

t3 sama metoda, co nasze (rachunek wektorowy lub wzér
cosinuséw): J. Ciach, T. Kulpa, J. Olszewski, W. Pompe,
L. Skrzypek. Pan Ciach rozwigzuje analogiczne zadanie

dla sympleksu n-wymiarowego; metoda identyczna, jak dla
cezworodcianu (przypadek n = 3); wynik:

(1/n) [[n +1)2R? — (suma kwadratéw dlugosci krawedzi}] B

Zadanie 260. [A,B,C, D,U - réine punkty na okregu —>
reuty punktu U na proste Simsona tego punktu wzgledem
tréjkatéw ABC, ABD, ACD, BCD s3 wspélliniowe]
(WT=3,07; LPR=6). No, tutaj uczestnicy ligi udzielili nam
prawdziwej lekcji, jak nalegy brad sig¢ za tego typu problemy
(kto ciekawy jak nse nalezy, niech spojrzy do numeru 8/1993 na
rozwiazanie ,firmowe”: dlugie rachunki na liczbach zespolonych;
na naszg obrone moge tylko to, e rachunki owe daja tez, niejako
#prey okagji”, dowdd istnienia prostej Simsona dla tréjkata).

Krétkie rozwiazanie geometryczne podali: P. Bechler,

T. Kulpa, W. Pompe, T. Wietecha, R. Wencel oraz
(bardziej okregnie, chod idea w istocie ta sama) L. Skrzypek.
Najzgrabniej przedstawil to rozwigzanie W. Pompe:

Niech B!, C'!, D' beda rzutami U na proste AB, AC, AD;
punkty te, wraz z punktem U, legzg na okregu o drednicy AU
(rysunek). Rzuty U na proste B'C', B'D', C'D' leig na

prostej Simsona punktu U wzgledem trdjkata B'C'D’ — g3

wigc wspélliniowe. A te trzy proste — to wladnie proste Simsona
punktu U wzgledem tréjkatéw ABC, ABD, ACD. Analogicznie
dowodzimy wspélliniowaodei reutéw punktu U na jego proste
Simsona wegledem tréjkatéw BAC, BAD, BCD; stad teza.

Autor rozwigzania koriczy je nastepujaca uwaga: Prosta,

o ktérej mowa w zadaniu, nosi nazwe prostej Simsona punktu U
wegledem czworokagta ABCD. Dalej, przez indukcje: jedli W
jest n-katem wpisanym w okrag, zad U jest pewnym punktem
tego okregu, i jedli wiadomo jug, co to prosta Simsona punktu U
wegledem dowolnego (n—1)-kata wpisanego w ten okrag,
wéwczas (dowodei sig, ge) rzuty punktu U na jego proste
Simsona wzgledem wszystkich (n—1)-katéw wyznaczonych przez
wierzchotki wielokata W leza na jednej prostej, ktéra nazywa sig
prostq Simsona punktu U wegledem n-kata W.

Start tego postepowania indukcyjnego — czyli istnienie prostych
Simsona dla tréjkatéw — zostal w tredci zadania podany

»do uwierzenia”, jako fakt znany. Dowdd (geometryczny): patrz
np. S. Straszewicz, Zbidr zadani z olimpiad matematycanych, tom I,
zad. 82.

Zadanie 261. [Réwnanie " + (z + 1)" = (:I: + 2}" w liczbach
naturalnych n, z| (WT=2,33; LPR=9). Autorzy poprawnych
rozwiazan albo rozumowali, jak w rozwigzaniu ,firmowym”,
albo — bardziej uciazliwie — przechodzili do metod analizy
matematycznej, albo — najmniej uciagliwie — odsylali do
literatury; okazalo si¢ bowiem, e réwnanie to mogna znale#é
w jednym gz popularnych zbioréw zadari.

Natomiast na 0 punktdw zostaly ocenione ,rozwigzania”
odwolujace sie do Wielkiego Twierdzenia Fermata. U schytku
lata '93 nie ma w literaturze matematycznej dowodu tego
twierdzenia! Praca A. Wilesa, ktdrej zaanonsowanie wywotalo
tak wielkie poruszenie w §wiecie matematycznym, jest na etapie
recenzji. Warto nadmienié, ze wynik tej pracy to czedciowe
potwierdzenie hipotezy matematyka japoriskiego o nazwisku
Taniyama, dotyczacej problematyki z zaawansowanej geometrii
algebraicznej. (W C?2 kaida krzywa eliptyczna nad Q jest modularna
— tak bremi owa hipoteza; zad Wiles w swej pracy prowadzi
dowdéd pod dodatkowym zalozeniem tzw. pdlstabilnodci;

samo wyjasnienie ugytych terminéw wymaga preygotowania
specjalistycznego.) Otés te zagadnienia s w opinii specjalistéw
niepordwnanie wagniejsze nig hipoteza Fermata, ktérej
prawdziwoéé istotnie daje sie wydedukowaé z prawdziwodci
hipotezy Taniyamy (péistabilnodé wystarcey).

Praca Wilesa (w wersji preprintowej) liczy kilkaset stron.
Podobng objetodé maja (lacenie) prace, ktérych wyniki sa

w niej wykorzystywane. Uczestnik naszej ligi, chcacy ta metoda
n2aliceyé” rozwigzanie omawianego prodciutkiego réwnania,
powinien, przede wsgystkim, upewnié sie, czy zasadnicey

wynik zostal opublikowany; a gdyby tak bylo, powinien jeszcze
(poza zacytowaniem wsgystkich érédel — por. Regulamin, p. 11)
wyjaénié, w jaki sposéb wynik Wilesa implikuje twierdzenie
Fermata...

Oto dlaczego , Fermatowskie rozwiggania” gostaly uznane za
gwykly bluff.

Zadanie 262. [Cey istnieje plaski gbiér wypukly, ktéry moina
podeieli¢ treema prostymi na siedem czeéci o réwnych polach?|
(WT=3,06; LPR=4). Nie istnieje. A dokladniej: jedli szedé
czedei preylegajacych do brzegu figury ma réwne pola, to pole
srodkowego tréjkata nie przekracza 1/8 pola calej figury. Dowdd
podaje np. B. Griinbaum w ksiaice Etiudy po kombinatornoj
geometrii 1 teorii wypukdych tiel, Moskwa 1971, s. 52. I do tego
wlaénie odsylacza sprowadzajg sie ceztery dobre rozwiazania

(A. Csornik, P. Kumor, L. Skrsypek, R. Wencel).

Nie da sig ukry¢, nie udala si¢ nam ta ostatnia przedwakacyjna seria: oba zadania (261, 262) znajduja si¢ w nietrudno
dostepnych ksigzkach; my zad nie zadaliémy sobie trudu, aby sie o tym zawczasu przekonaé. Za niefrasobliwoéé przepraszamy.
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Croléwka ligi
Klub

radaniowej
44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadaf 159 (WT=3,85) i 160 (WT=2,90)

Z numeru
Przemyslaw Gworys -
Tomasz Wietecha
Dzieriysiaw Lipniacki -
Andrzej Nowogrodzki -
Anna Gluza =
Andrzej Borowski

Dariusz Wilk -
Konrad Banaszek =
Jacek Plotrowski -
Roman Wencel =
Stawomir Oszwaldowski~-
Aleksander Surma =
Artur Polidski -
Fawel Perkowski

Adam Sikorski =
Stanistaw Swiatek
Artur Staples
Leszek Motyka =
Arkadiusz Kowalski =
Andrzej Rostworowskl

5/1993
Czestochowa 1-37,T2
Tarnéw 1-33,90
Lublin 3-29,11
Choclandéw 28,96
Torufd " 1-24,35
Aleksandrdw 1-33,81
Kujawski
Rzeszdw 18,75
Gdynia 13,70
Rzeszdw 12,08
Komprachcice 11,60
Grudziads 9,70
Myszkdw 2-9,50
Koszalin 5,14
Szczecin 2-7,09
Lublin 3-6,95
- Klodzke 6,50
~ Belchatéw 5,97
Krakéw 1-5 80
Lublin 5,63
Krakow 5,17

Lista obejmuje uczestnikédw, ktérzy
przyslali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z rocznikdw 1991-1993, oraz
maja w bieiacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 5 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl

juz 44 punkty.

FPozostali czlonkowie Klubu 44F

(alfabetycznie; liczba

w nawiasach

oznacza wielokrotnodé przekroczenia 44

punktéw):

Piotr Bala (3),
Wiestaw Kacprzak (1)
Jerzy Lipkowski (2),
Boguslaw Mikielewicz
Roman Musial (1),
Tomasz Rawlik (1),
Robert Repucha (1},
Jacek Stelmach (1),
Leszek Szalast (1),
Piotr Wach (1).

W

e —

Y4

Rys. 2

(1),

s

Zadania z fizyki nr 173, 174
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Termin nadsylania rozwiazail 31 V 1994

178. Porcje migsa o temperaturze +5°C wlozono do zamrazalnika, w ktérym
temperatura wynosi —18°C, a jednoczeénie taka sama porcje miesa

o temperaturze —18°C przelozono z zamrazalnika do komory lodéwki (gdzie )
temperatura wynosi +5°C). Niech ¢, oznacza czas, po ktérym pierwsza porcja
osiagnie temperature —15°C, a t; — czas, po ktérym druga porcja osiagnie
temperature +2°C. Ktéry z tych czaséw jest dluiszy i ile razy (czy tei sa one
jednakowe)? Wystarczy ocena przyblizona.

Wskazéwka: Migso sklada sig¢ gléwnie z wody. Niezbedne dane wzial z tablici

174. Planetoida o masie m = 50 ton znajduje si¢ w odleglodci r = 100 tys. km
od érodka Ziemi (rys. 1). Czy planetoida minie Ziemie, czy rozbije si¢ o jej
powierzchnie? Czy porusza si¢ po torze eliptycznym, parabolicznym czy
hiperbolicznym? Promiefi Ziemi jest réwny 6370 km.

Rozwiazania zadat z fizyki z numeru 10/1998
Przypominamy tredé zadaf:

166. Dzielnicowy méwil, pokazujac reka widoczne za ogrodzeniem budynki szklarni:

— Wlafciciel wszyatko ogrzewa elektrycznie, a rachunki placi niewielkie. Jak on to robi?

— A czy nie podlaczyl si¢ do wysokiego napiecia? — zapytal inspektor Wnikliwy wskazujac
przewody linii przesylowej biegnacej wzdluz drogi.

- Zastanawiam sie, czy to byloby moiliwe — powiedzial przygladajac sie czemud uwasgnie.
Cremu prazygladal sie inspektor Wnikliwy i do jakich doszedl wnioskéw?

166. W chwili poczatkowej jednorodny pret o dlugodei I mial kierunek osi z, pray czym
jeden jego koniec poruszal sie wzdhii tej osi w przéd & predkodcia vy, a skladowa y predkodci
drugiego korica byla réwna vy (rys. 2). W tym momencie przedni koniec preta weunal sig do
wnetrza pierdcienia, ktéry moze sie swobodnie obraca¢ w ustalonym miejscu. Jaki warunek
musza spelnia¢ podane wielkodci, aby pret przelecial przez pierdciefi na druga strone?

165. Inspektor przygladal sie ogrodzeniu. Druty ogrodzenia moglyby tworzyé
uzwojenie wtorne ,transformatora” kradnacego energig & linii przesylowej. Sprébujmy
orientacyjnie oceni¢ napiecie ugyskiwane z jednego zwoju. Preyjmijmy, e gérny
drut biegnie w odleglodci 3 m, a dolny w odleglodci 5 m od przewodu, w ktérym
plynie prad 100 A. $rednia wartodé indukcji magnetycznej w zwoju wynosi wiec
I _+ N 100 A
= 2107t ——x
r A2 4m
réwna 100 m mamy strumieri & = 5-10~° T . 100 m- 2 m = 1072 Wb (dciéle rzece biorac
nalezaloby obliczy¢ ten strumieri jako calke, ale do naszych celéw podstawienie dredniego
pola jest zupelnie wystarczajace). Jedli czestotliwodé drgani wynosi 50 He, a podana wartodé
natezenia 100 A jest wartodcia skuteczna, to otreymujemy skuteczng wartodé napiecia
U=2x-508"1.10"2 Wb &~ 0,3 V. Nie jest to zbyt wiele; co prawda zwiekszajac liczbe
zwojéw mozna by w zasadzie zwiekszyé uzyskiwane napiecie, ale watpliwe jest, czy opér
takiego uzwojenia bylby dostatecznie maly, aby czerpana moc wystarceala do zasilania
chocby jednej saréwki (nie méwiac jui o ogrzewaniu szklarni). Kradzieg energii nie mogla
nastepowad tg droga.

=5-10"% T, a podstawiajac dlugodé ogrodzenia

166. Oznaczmy odleglodé srodka preta od pierdcienia przee d, szybkoéé zmiany d (czyli
predkosé przesuwu) przez v, a predkodé katows preez w. Tak wigc skladowa predkodci érodka
preta wezdlug niego wynosi v, a w poprzek — wd. Przy podanych galogeniach zachowane a3
dwie wielkodci: energia kinetyczna preta oraz moment pedu preta wegledem pierdcienia.
Kaida 2 nich jest suma dwéch wyrazeri odnoszacych sie do ruchu postepowego drodka

masy i do ruchu obrotowego wegledem drodka masy. Koreystajac ze wzoru na moment

bezwladnodci preta wegledem érodka masy I = il—z-ml 2 mamy réwnania
m m 1 m 1 2 I 1 m 1
g v g i rgleta, ("er () ) + gty = 3 (s1+343).

1 i m (%)3) (va/l) = %mlu:.

Tw + md?w

(2)

12

(

W miarg tego, jak pret wsuwa sig¢ do pierdcienia (d maleje), rodnie — jak wynika = (2)

— predkodé katowa, osiagajac dla d = 0 maksymalng wartodé wmaez = 4v2/l. Z réwnania (1)
widzimy, ze predkodé przesuwu v wtedy maleje. Odpowiedé na postawione pytanie zalegy
od tego, czy v osiaga wartosé O (pret przestaje sie wsuwac), czy te nie. Podstawienie

W = Wmaz 1 d = 0 do (1) prowadzi po przeksztalceniach do wyniku u:“-n = v} — v}, zatem
pret przeleci przez pierdcienl wtedy, gdy v1 > va.
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Zainteresowanie Csytelnikéw liga fisyczna wyrafnie ,faluje®. Prsyslano stosunkowo
dugo roswiasaf sada 165 i 157 (obwody elekiryczne) oraz do sadania 149 (drabinka
na Ksieiyc). Mniej standardowe sadania (np. wymagajace sastosowania praybliieri)
83 cz¢sto pomijane, tak wiec nikt nie tknal sadaf 145 (calkowite wewnetrzne

odbicie diwieku), 148 (kraienie wody w naczyniu) i 168 (przyporzadkowanie
obraséw dyfrakcyjnych otworom). Bardzo malym powodzeniem cieszyly sie te:
sadania 141 (pole }adunkéw dodatnich i ujemnych na prsemian), 143 (wyplyw

wody £ dwéch frédel), 147 (zderzenia lekkiej kulki) i 168 (wiotki przewéd w polu
magnetycznym). Nie moge swlaszcza przeboleé zignorowania przes Czytelnikéw
oryginalnego zadania 1563. Zapewne niektérzy s Was zrezygnowali z przystania listéw
nie mogac przedstawié rozwiazania kompletnego, opartego na écistym rozumowaniu.
Zadanie fizyczne réini sie jednak od matematycznego — w razie koniecznodci moina
si¢ tu kierowaé przyblizeniami, analogiami i rozswaianiami jakodciowymi, i nawet jegli
istnieje rozwiazanie dokladniejsze, to taka niepelna analiza problemu moze zostaé
oceniona dodé wysoko. Apeluje wigc o préby rozwiazywania zadaf nietypowych, ktére
bynajmniej nie musza byé w istocie trudniejsze.

Przejdimy teraz do szczegblowego oméwienia niektérych zadan.

Zadanie 157 [40 jednakowych opornikéw] (WT = 1,90; LPR = §). Rozwigzaniem

prostszym i bardziej eleganckim od podanego w Delcie bylo wyszukanie w obwodzie punktéw

o jednakowym potencjale, tak £e po ich gwarciu mogna zastosowaé wrory na laczenie szeregowe
i réwnolegle opornikéw. W ten sposéb postapili J. Nesdropa i R. Wencel. Ciekawy byt
réwnieg sposéb usyty przez P. Gworysa, polegajacy na ,sprytnym” podgziale ukladu na
cztery czedci, oraz A. Borowskiego, ktéry zamiast II prawa Kirchhoffa wykorzystal warunek
minimum mocy cieplnej wydzielonej w ukladzie (co jednak bylo bardziej pracochlonne). Pigte
bezbl¢dne rozwiazanie nadesial A. Surma.

Zadanie 159 [wahadlo na wciaganej nici] (WT = 3,85; LPR = 0). Bardzo slabe rezultaty,
wynikajace z preyjecia blednego warunku stalodci energii wahadla. Powolywanie si¢ na zasade
zachowania energii nie ma sensu, jedli wcigganie nici moge te energie gmienié!

Rozwiazanie podane w Delcie 9/1993 zawiera blad w gnaku pracy, gdyé prey wciaganiu dl jest
ujemne. Prawidlowy weér koricowy ma postaé

ar = ao(lo/l)*/*
(wykladnik 3/4 zamiast 1/4).
Zadanie 160 [lodéwka spalajaca rope] (WT = 2,90; LPR = 2). Rozwiagania P. Gworysa

i A. Borowskliego s nie tylko prawidlowe, ale nawet staranniejsze niz podane w Delcie, gdys
uwezgledniono w nich emieniajacy si¢ sprawnoéé procesu ozigbiania wody.

Zadania
Redaguje Pawel STRZELECKI

M 693. Wykazal, ze dla zadnego n > 1 suma czedciowa S, szeregu harmonicznego

1 1
Spn=14+=-+...+=
2 e
nie jest liczba naturalna.

Rozwigzanie na str. 9

M 694. Na sferze danych jest 100 réinych okregéw wielkich (to znaczy lezacych

w plaszczyinie przechodzacej przez érodek sfery), tak Ze przecinaja sie one w 9900
punktach. W jaki sposéb rozmiedcié w punktach przeciecia okregéw liczby
1,2,3...,9900, by dla kazdego okregu suma polozonych na nim liczb byla taka sama?
Rozwiazanie na str. 5

M 695. W urnie jest pieé kul bialych, szedé czarnych i siedem czerwonych.
Wyciagamy po kolei wszystkie kule z urny (w losowy sposéb). Jakie jest
prawdopodobiefistwo wyciagniecia pierwszej kuli czerwonej wczedniej niz pierwszej kuli
bialej?

Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Jarostaw KULPA

F 375. Oszacowal ciénienie, jakie panuje we wnetrzu Ziemi. Zalozyé, Ze gestodé Ziemi
roénie liniowo w kierunku érodka i Ze na powierzchni gestodé jest dwukrotnie mniejsza
od gredniej gestoéci Ziemi.

Poréwnad uzyskane wartodci cidnienia z prostym modelem, w ktérym zaklada sie stala,
gestodé Ziemi.

Rozwiazanie na str. 10

F 376. Oszacowad maksymalne odchylenie wiazki elektronowej na obrazie telewizora
spowodowane ziemskim polem magnetycznym o indukeji B =5-107° T. Wiadomo,
ze elektrony sa przyspieszane réznica potencjaléw U = 20 000 V, a droga swobodna
elektronéw wynosi okolo 20 cm.

Rozwiazanie na str. 8
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Dwa miesiace temu zaproponowali$§my Czytelnikom pieé
zadah éwiatecznych pod wspdélnym hastem: ,Czy Pan
istnieje?”. Tekst zamieszczony obok zawiera rozwiazanie
zadania pierwszego — obiekt o zadanych wlasnodciach

nie istnieje. W przypadku pozostalych czterech pytan
odpowiedZ jest inna - opisane sytuacje moga, zajé¢!
Opiszemy je w nastepnym numerze EPSILONA,; jedli ktod
przy rozwiazywaniu ktéregod z zadan doszedl do wniosku
przeciwnego, ma przed soba miesiac na odnalezienie
(zapewne niestandardowego) tworu speiniajacego zadane
warunki.

A takie bryly nie istnieja... Te serie znaczkéw wydano
w Szwecji; w katalogach filatelistycznych nosi ona nazwe:
Niemozliwe figury, nieeuklidesowe konstrukcje bryt.
Autorem znaczkéw jest Oskar Reutersvird wedhug
sztychéw, ktére wykonal Polak, Czestaw Slania.

Rysunek z ksiazki K. Ciesielskiego i Z. Pogody ,,Bezmiar
matematycznej wyobrazni® — w ksiegarniach na poczatku
1994 roku.

Stuknalem mlotkiem

Czy istnieje funkcja f: R — R ciagla, ktéra dowolng liczbe
wymierna, przeprowadza w liczbe niewymierna, kazda zaé
liczbe niewymierna w liczbe wymierna? (f(Q) C R\Q,
/(R\Q) € Q)7

Stary dowcip méwi, Zze ongid pewnemu podréznemu zepsut
sig¢ samochéd i nikt nie potrafil auta naprawié. Dopiero
zawezwany blacharz... stukna} raz mlotkiem i silnik zaczal
pracowad! Blacharz zazadal 100 zlotych; wiladcicielowi auta
wydalo sie to oplata zbyt wygérowana (widaé, Ze dowcip
istotnie jest stary), poprosit wiec o szczegélowy rachunek.
Otrzymal go, o tredci nastepujacej: ,,Stuknalem mlotkiem
- 1 zl; wiedzialem, gdzie — 99 zi”.

Podobnie jest z wieloma problemami matematycznymi.
Czesto, by odpowiedzieé, wystarczy tylko wiedzied, gdzie
- ijakim - ,mlotkiem” stuknaé... Tak jest i tu. Zbiér R
i funkcje ciagle maja wiele wlasnodci. Z czego korzystad
przy prébie rozwigzania?

Wykorzystamy trzy fakty. Przed ich sformulowaniem
sprecyzujmy, e gdy méwimy o przedziale (w R), to nie
bedzie dla nas istotne, czy ktérykolwiek z korficéw
przedziatlu nalezy do niego, czy nie. Ponadto przyjmujemy,
ze przedzialami sa takze zbiory jednoelementowe, jak i caly
zbidr liczb rzeczywistych.

A oto obiecane wlasnodci:

(1) funkcja ciagla przeksztalca przedzialy na przedzialy.
(2) wszystkie liczby wymierne mozna ustawi¢ w ciag
(ponumerowad liczbami naturalnymi) — méwimy, ze Q jest
zbiorem przeliczalnym.

(3) jesli przedzial ma wiecej niz jeden element, to jego
elementéw nie da sie ustawié w ciag (skoriczony lub nie)

— przedziat nie jest zbiorem przeliczalnym ani skoficzonym.

Wazystkie trzy fakty byly znane juz w XIX wieku, dzis
naleza do elementarza wiedzy kaZdego matematyka.
Pierwszy to nieco inne sformulowanie twierdzenia

o przyjmowaniu wartodci podrednich (znanego niektérym ze
szkoly). Drugi i trzeci to jedne z najbardziej podstawowych
stwierdzen teorii mnogodci. Wazystkie trzy sa w miare
proste do wykazania.

Przejdimy teraz do naszego zadania. Przypuéémy,

ze szukana funkcja istnieje; na mocy wlasnodci (1) zbiér
f(R) jest przedzialem. Ma on jednak co najmniej dwa
elementy, bo f(1/2) jest liczba wymierna, zad f(0) nie. Nie
da sie zatem elementéw f(R) ustawié¢ w ciag (korzystamy
z (3)).

Z drugiej strony jednak, f(R) musi byé skoriczony lub
przeliczalny! Czemu? Wiemy, ie f(R) = f(R\Q)U f(Q)-
Elementy Q mozna ponumerowaé liczbami naturalnymi,
mozna zatem to zrobié takze i z wszystkimi elementami
dowolnego podzbioru Q, a wiec w szczegdblnosdci

zbioru f(R\Q), ktéry to zbiér w Q jest zawarty.
Ponumerowaé potrafimy takie wszystkie liczby z f(Q)
(dlaczego?). Stad wynika (jak?), ze mozemy ustawié¢ w ciag
(skoriczony lub nie) wszystkie elementy z f(R).

Warunki zadane funkcji f doprowadzily do sprzecznoéci.
Oznacza to, ze funkcja o szukanych wlasnodciach nie
istnieje.
Dowéd nie jest trudny. Trzeba tylko wpadé na to, z czego
skorzystal...

Krzysztof CIESIELSKI
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