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WARUNKI PRENUMERATY w AMOS-Ie
Od stycznia 1993 r. prenumerate "Delty" prowadzi równiez firma AMOS,
01-506 Warszawa, ul. Szenwalda 1 (tel. 39-17-52). W piat y przyjmowane sa
non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres prenumeraty. Okres
prenumeraty wyno.1 co najmniej tr.y (8) mle.l"ce. Cena jednego numeru
w pierwszym pólroczu 1994 roku wynosi 8 Ooo,-zl, a w drugim pólroczu 10 Ooo,-zl.
Przy wplacie prosimy o zaznaczenie okresu prenumeraty.
W prenumeracie zagranicznej (tez. przez okres co najmniej tr.ech mle.lecy)
cena numeru wynosi w pierwszym pólroczu 1994 r. 20 Ooo,-zl, a w drugim -
22 OOO,-zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza odpowiednia doplate
ponosi zamawiajacy.
Uwaga! AMOS dostarcza "Delte" pod wskazany adres nie pobierajac dodatkowej
opiaty. Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pIsma.
Blankiet pocztowy na prenumerate "Delty" w AMOS-ie zamieszczamy na str. 9/10.
Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-wa, nr 1686-7'7'67'8-136

WARUNKI PRENUMERATY w RUCH-u
l. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na II kwartal 1994 r. wynosi 24000,- zl.
3. Prenumerata ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza; w przypadku

zlecenia dostawy droga lotnicza - koszt dostawy lotniczej w pelni pokrywa
prenumerator.

4. Wpiat y na prenumerate przyjmuja:
na teren kraju

jednostki kolportazowe "Ruch" S.A. wlagciwe dla miejsca zamieszkania
lub siedziby prenumeratora; dostawa egzemplarzy nastepuje w uzgodniony
sposób,

na zagranice
- "Ruch" S.A. Oddzial Warszawa, 00-958 Warszawa, konto

PBK XIII Oddzial Warszawa 370044-1195-139-11 - do.tawa odbywa .Ie
poc.t, swykl" w ramach oplaconeJ prenumeraty, z wyjatkiem zlecenia
dostawy poczta lotnicza do odbiorcy zagranicznego, której koszt w pelni
pokrywa prenumerator.

5. Terminy przyjmowania prenumeraty:
- na kraj i zagranice - do 20 XI na I kwartal roku nastepnego

do 20 II na II kwartal
do 20 V na III kwartal.
do 20 VIII na IV kwartal.

Cena l egsemplarsa 8000,- si



A tak konkretnie ...
Niniejszy numer Delty zamyka dwudziestolecie jej
istnienia. Z tej okazji nie bedziemy pisali niczego
wspomnieniowego i wzruszajacego, tylko spróbujemy
odpowiedziec na pytanie:
A tak konkretnie, to co Delta zrobila?

Ukazalo sie 235 numerów Delty w nakladach
zmiennych, ukladajacych sie w krzywa zbyt,
naszym zdaniem, przypominajaca rozklad Maxwella
- pomijajac szczególy: od 30 tys. egzemplarzy
w 1974 roku, przez 50 tys. egzemplarzy w 1982 roku
do 5,5 tys. egzemplarzy w 1993 roku.

Piec brakujacych numerów (bo 20 x 12 = 240) to nie
efekt zawieszenia w stanie wojennym - nadrobilismy
zawieszenie wydajac numery co trzy tygodnie.
Jest to efekt "przeksztalcen wlasnosciowych" , jak
nazywa sie w szczególnosci rozkradanie bylego RSW
"Prasa-Ksiazka-Ruch". Tego nadrobic nie umielismy.

Naszym najwiekszym hitem ksiazkowym bylo Czy

umiecie sie dziwic - lacznie (Ossolineum, Alfa)
wydane w 200 tys. egzemplarzy, które sprzedane
zostaly jak swieze buleczki - gdyby ksiazke wznowic,
mialaby i dzis nie mniejsze powodzenie. Jej drugi
tom - Zobaczcie inaczej - zostal wydany raz (Alfa),
w nakladzie 110 tys. egzemplarzy, które tez zniknely
w trzy tygodnie.

Z ksiazkami tymi zwiazane jest zainicjowanie
odpowiadajacego im tematycznie czasopisma pod
nazwa taka, jak jeden z dzialów Delty, mianowicie
Mala Delta. Pismo takie przez rok dzialalo pod
naszym nadzorem, by po uzyskaniu samodzielnosci
ukazywac sie pod nowym tytulem Szkielko i Oko (my
przywrócilismy wtedy u siebie dzial Mala Delta). Pod
oboma tytulami lacznie pismo to wydalo 100 numerów
w nakladach od 30, przez 20, do 35 tys. egzemplarzy.
Zostalo pokonane przez przemiany ekonomiczne,
a kiedy sie juz wszystko na tyle uspokoilo, by mozna
bylo zaczac od poczatku - okazalo sie, ze zespól sie
rozpadl.

Innym dzialem Delty, który ukazal sie jako ksiazka,
jest L,aboratorium w domu. Dzialu takiego juz w Delcie
nie ma, bo nikt nie umial zastapic jego redaktora,
(dzis) profesora Jana A. Gaja. Ksiazka zostala
wydana przez WNT bez wspomnienia o tym, skad
pochodza zawarte w niej teksty, ale za to w dwóch
3D-tysiecznych nakladach.

Pierwsza nasza seria byly broszury pod wspólnym
tytulem Biblioteczka Delty wydawane przez
WSiP. Ukazalo sie 8 takich broszur w nakladzie
15 tys. egzemplarzy kazda. Te broszury byly
eleganckie i nawet z dowcipami rysunkowymi.

1

Kolejna seria to broszury bardzo ubogie i, skutkiem
tego, tanie. Takich broszur na gazetówie, pod
wspólnym haslem Przeczytaj, moze zrozumiesz,

ukazalo sie 23 (choc najwyzszy numer byl 26), kazda
w nakladzie 30 tys. egzemplarzy. Te broszurki
wydawalismy sami.

Nastepna seria to juz ksiazki. Serie wydawalo
wydawnictwo Alfa, a nazywala sie ona Delta
przedstawia. Wyszlo 6 ksiazek w nakladach od 30
do 15 tys. egzemplarzy. Rekord w zakresie naszych
wydawnictw tzw. ulot'nych ustanowil wydany
w 200 tys. egzemplarzy plan lekcji z algorytmem
ukladania kostki Rubika (wrzesien 1982). I to bodaj
wszystko z tego, co niewielka i nieetatowa redakcja
zdolala wydac.

Przez rok prowadzilismy comiesieczna, pólgodzinna
audycje Telewizyjne wydanie Delty (bylo to w epoce
przed Sonda), a ponadto wiele telewizyjnych audycji
dla dzieci, w szczególnosci bardzo dobrze przyjmowane
konkursy z Klubu Delty. W swietle tego nie dziwi,
ze prowadzilismy równiez przedstawienia teatralne
noszace tytul naszej najlepszej ksiazki - Czy umiecie

sie dziwic. Byly tez przez rok (równiez comiesieczne)
nadawane w programie czwartym audycje Radiodelta.

Z naszych osiagniec w ramach samej Delty chcemy
wymienic najwieksza (najbardziej szczególowa)
z wydanych kiedykolwiek w Polsce mape nieba
(autorstwa Tomasza Chlebowskiego), tablice
chronologiczne matematyki, fizyki i astronomii,
wyrózniajace sie sposród innych liniowa skala czasu
(to daje rewelacyjnie zaskakujace informacje) - maja
one ponad 3 metry dlugosci - oraz wydane wraz
z okularami anaglify - wszystko to otrzymywal
Czytelnik za darmo wraz z numerami Delty.

No i konkursy. Godne przypomnienia sa Drgania sa

wszedzie (z którego zwycieskiego zdjecia telewizja
zrobila sobie "chodzaca" przez ponad 3 lata
plansze dziennika) oraz konkurs Budujemy mosty
(z którego dowiedzielismy sie, ze mozna ze zwyklego
papieru - i to prawie bez klejenia - zbudowac most
wytrzymujacy ciezar ponad 57 kilogramów).

Stalym konkursem jest (organizowany wspólnie
z PTM) Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki
- powstale w zwiazku z nim prace naukowe
uczniów szkól srednich okazaly sie juz kilka razy
"doroslymi", publikowalnymi równiez w czasopismach
specjalistycznych rezultatami matematycznymi.
Sa wreszcie ligi zadaniowe - w szczególnosci
matematycznej zachwalac nie ma potrzeby:
w 1992 roku prowadzacy ja Marcin E. Kuczma uzyskal
waZna miedzynarodowa nagrode - medal Hilberta.

I to by bylo na tyle.
Redakcja



Kosmiczny
ostrzal Ziemi
Krzysztof ZIOLKOWSKI

Rewelacyjny pulsar
(rówiesnik Delty)
Tadeusz JARZEBOWSKI

Rys. 1. Uklad podw6jny r;awierajacy pulsar PSR 1913+16. Zwr6~my uwage
na male ror;miary orbity, kilka tysiecy rar;y mniejsr;e od ror;miar6w Ukladu
Slonecr;nego. Okres obiegu gwiar;d wynosi tu 7h45Jn. Strr;alki ukar;uj" tempo
relatywistycr;nego obracania sie ukladu w prr;estrr:eni.

W mysl teorii, mierzone interwaly czasu zaleza od wzglednej
predkosci obserwatora i zegara (efekt szczególnej teorii
wzglednosci) oraz od wzglednej pozycji obserwatora i zegara
w polu grawitacyjnym (ogólna teoria wzglednosci). W przypadku
naszego pulsara ujawniaja sie obydwa te efekty. Pierwszy wiaze sie
z ruchem obiegowym pulsara na orbicie; nazywamy to dylatacja
czasu, która okresla wielkosc (v / c)2. Co sie zas tyczy teorii ogólnej,
wplywu grawitacji, to chodzi tu, oczywiscie, o oddzialywanie tej
drugiej gwiazdy; jej pole grawitacyjne modyfikuje rejestrowane
przez nas wskazania zegara-pulsara. Wielkosc wynikajacego
stad relatywistycznego efektu czasowego zalezy od masy M
tej gwiazdy oraz od odleglosci r, jaka dzieli te gwiazde od
pulsara. Charakterystycznym czynnikiem jest w tym przypadku
wielkosc GM / rc2 •

I--- 1000000 km ~I

GWIAZDA NEUTRONOWA

kUZ~

ku Ziemi, 1974

PULSAR

Prat. = 59ms@

N a imie mu PSR 1913+ 16. Gdy odnajdywal go na niebie
300-metrowy teleskop z Arecibo, w Warszawie drukowaly sie
pierwsze numery Delty. Od smierci Einsteina mijalo juz wówczas
drugie dziesieciolecie; mozna tylko wyobrazac sobie, jaka radosc
sprawiloby to odkrycie twórcy teorii wzglednosci. Ta dostrzezona
podówczas gwiazda neutronowa okazala sie wspanialym laboratorium
do badania wynikajacych z jego teorii subtelnych odstepstw od fizyki
Newtona. Sygnaly radiowe, nadbiegajace od tego pulsara, w pelni
potwierdzaja przewidywane przez teorie Einsteina zjawiska.

Pulsar ten wchodzi w sklad ukladu podwójnego (rys. 1); mamy
tu do czynienia z malzenstwem dwóch gwiazd neutronowych.
Wyjatkowe znaczenie tego ukladu dla fizyki relatywistycznej wynika
z trzech faktów:

1) odleglosc gwiazd jest bardzo mala,
2) z uwagi na znaczny mimosród (0,62) odleglosc ta podlega duzym
wahaniom,
3) w ukladzie znajduje sie naturalny, bardzo precyzyjny zegar;
jednostka czasu jest tu okres rotacji gwiazdy neutronowej,
"tyknieciami" zas - pulsy rejestrowane przez radioteleskopy.

Od dawna wiadomo, ze Ziemia jest stale
bombardowana materia kosmiczna.
Najnowsze oceny, opublikowane
w 1992 roku przez czeskiego astronoma
Zdenka Cepleche, wskazuja, ze - biorac
pod uwage najszerszy zakres mas
od 10-21 kg (najmniejsze rejestrowalne
czastki pylu kosmicznego) do 1015 kg
(typowe komety i planetoidy mogace
zblizac sie do Ziemi), calkowity
strumien materii naplywajacej na cala
powierzchnie naszej planety wynosi
1,7 X 108 kg na rok. Zasadniczy
wklad do niego wnosza, naturalnie,
najwieksze obiekty o rozmiarach rzedu
kilometrów. Prawdopodo bienstwo
uderzenia ich w Ziemie jest jednak
bardzo male. Pomijajac je wiec, czyli
uwzgledniajac jedynie pyl kosmiczny oraz
tzw. meteoroidy (czyli brylki materii
o masach - jak przyjeto umownie
- do 10· kg), oszacowano, ze w ciagu
doby do atmosfery ziemskiej dostaje
sie srednio kilkaset kilogramów materii
kosmicznej. Niewiele z niej zdola dotrzec
do powierzchni Ziemi. Ale srednio raz
na kilka dni trafia sie kilkukilogramowy
obiekt, który - jesli ma stosunkowo
niewielka predkosc - moze przezyc przelot
przez atmosfere i spasc na powierzchnie
Ziemi jako meteoryt. Wiekszosc z nich
trafia, oczywiscie, do oceanów i na tereny
nie zaludnione, a wiec nic dziwnego,
ze pozostaje najczesciej nie zauwazona.
Czasem bywa jednak inaczej.

1../ stycznia 1999 r. o godzinie
l7"59m50· UT (czasu uniwersalnego)
w Jerzmanowicach kolo Krakowa col

niezwylclego uderzylo w tamtejszq "Babiq
Skale". Odlamki zostaly rozrzucone
w promieniu ponad 150 m, zniszczone

zostaly dachy budynk6w i wszystko,
co bylo w poblizu. Potezny impuls
elektromagnetyczny przepalil bezpieczniki
w domach i odbiornikach telewizyjnych.
W odleglym o 9,../ km obserwatorium
sejsmologicznym zarejestrowano dwa silne
wstrzqsy. Po drugim zniszcz~na zostala
antena do odbioru sygnalów czasu i dwa
sejsmografy. Na duzym obszarze od Zawoi,
Chrzanowa i Krakowa widziano wówczas

przelot ogromnej kuli ognistej. Na Rynku
Krakowskim przez ulamek sekundl/ bl/lo
jasno jak w dzien .•.
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Z analizy mi,zczen VJf/nika,ze meteor'"
mial mal~ koncoVJaokolo I kg i nie zo,tal
VJf/hamowanf/ VJ atmo,/erze. UderZf/l
w lA:al~z pr~dko'ciq okolo 1S,5 km/,.
Mial najpraVJdopod06niej ,redniel 11 cm
i g~,to'c 9,-1g/cma• Kula ogn.,ta wiaana
VJ Krakowie, Chrzanowie, ZaVJoi, Szklarach
i Rudawie o,iqgnlla maUf/malna jalnoic
okolo -22 mag. W koncowej ,ekundzie
lotu, gdf/ zmieniala barVJlz jlJlnoczerVJone;
na ciemnoczerwona, ;a,no,c wualna
przeVJf/zuala ja,no,c K,i~Zflca VJ pelni
i VJf/noma -15 mag.

Tak opisal niezwykle wydarzenie krakowski
astronom dr Krzysztof Wlodarczyk w liscie
do Centrum Badan Kosmicznych. Chociaz
do dzis nie ustalono definitywnie, co sie
stalo w Jerzmanowicach, to jednak cale
zdarzenie wydaje sie byc dob~ ilustracja
konsekwencji stosunkowo czestego zjawiska,
jakim jest spadek na Ziemie niewielkiej
brylki materii kosmicznej.

Uderzenie w Ziemie wiekszego obiektu,
o rozmiarach rzedu kilkudziesieciu metrów,
nastepuje - wedlug najnowszych oszacowan
- srednio co kilkaset lat"natomiast
spadek na obszary gesto zaludnione
i miejskie - nawet co kilkaset tysiecy
lat. Przykladem takiego wydarzenia,
które - jak sie dzis sadzi - bylo
spadkiem na Ziemie malenkiej planetoidy
lub fragmentu komety, jest slynna
katastrofa tunguska. Rankiem 30 czerwca
1908 roku w okolicach syberyjskiej rzeki
Podkamienna Tunguska, na wysokosci
okolo 10 km nad powierzchnia Ziemi,
nastapil wybuch, który zniszczyl tajge na
obszarze ponad 2000 km' oraz uszkodzil
wiele domów w oddalonym okolo 65 km
osiedlu. Stacja sejsmologiczna, znajdujaca
sie w polozonym okolo 1000 km na
poludnie od miejsca eksplozji Irkucku,
zarejestrowala wstrzas o sile 4,5 stopnia;
trzesienie Ziemi w tym dniu odnotowaly
takze obserwatoria w Jenie i w Londynie.
W nocy z 30 czerwca na l lipca w Europie
i w Azji dostrzezono swiecenie nieba.
Obserwacje spektroskopowe tego
niezwyklego zjawiska wykluczyly jego
podobienstwo do zorzy polarnej. Analiza
skutków wydarzenia doprowadzila do
wniosku, ze w wyniku eksplozji zostala
wydzielona energia równa energii wybuchu
okolo 16 megaton trotylu (TNT), czyli
800 razy wiecej niz w przypadku bomby
atomowej zrzuconej (wiele lat pózniej)
na Hiroszime (patrz zadanie 371).

Katastrofe tunguska spowodowal wybuch
nad powierzchnia Ziemi i dlat~go jej
skutkiem bylo tylko powalenie tajgi
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Zwrócmy uwage na niezwykle wysoka dokladnosc tego kosmicznego
zegara. Jego okres równy 59 ms to 16,94 obrotów gwiazdy na
sekunde. Otóz ta czestotliwosc pulsacji wyznaczona tu zostala
z dokladnoscia do 12. miejsca po przecinku - i w tych granicach nie
stwierdzono zadnych nieregularnosci. Pod wzgledem dokladnosci
pulsar ten moze wiec konkurowac ze wspólczesnymi zegarami
atomowymi.

Niezaleznie od przedstawionych tu relatywistycznych zmian czasu
w ukladzie tym równie spektakularnie ujawniaja sie i dwa inne
przewidziane teoria zjawiska. Jednym z nich jest omawiane juz na
lamach Delty (Nr 8, 1991) skrecanie orbity, znane pod nazwa ruchu
peryhelium (w tym przypadku: peryastronu)j ukazane to zostalo
na rysunku 1. A tym drugim jest emisja fal grawitacyjnychj emisja
ta zachodzi na koszt energii ruchu obiegowego, czego nastepstwem
jest kurczenie sie orbity o 3,5 metra i skracanie okresu obiegu
o prawie 10-4 sekundy rocznie.

Sygnaly od tego pulsara radioteleskopy odbieraja juz od blisko
dwóch dziesieciole<;i. Analiza danych wskazuje na zgodnosc przebiegu
wymienionych trzech zjawisk z teoria Einsteina w granicach 0,5%.

Dodajmy na koniec, ze nasz dwudziestolatek doczekal sie juz
mlodszego, trzyletniego braciszka. Jest to bardzo podobny uklad
podwójny z 38-milisekundowym pulsarem, któremu na imie
PSR 1534+ 12. W ukladzie tym tak samo ujawniaja sie wymienione
trzy relatywistyczne zjawiska. Ponadto mozna tu dokladniej
badac jeszcze inny, wynikajacy z krzywizny czasoprzestrzeni efekt:
opóznianie fali elektromagnetycznej przy przechodzeniu w poblizu
masywnego ciala.

Oszacujmy obydwa efekty. Przy tak niewielkich odleglosciach
predkosci orbitalne sa znacznej predkosc tI oscyluje tu miedzy 100
a 400 km/s. Mamy zatem (tI/c)2 F::$ 10-6• Prosty rachunek wskazuje,
ze czynnik GM/rc2 jest równiez tego rzedu wielkosci (masa tej
gwiazdy wynosi 1,4 masy Slonca, odleglosc zas miedzy gwiazdami
zmienia sie w trakcie obiegania od okolo 800 000 do 3 300000 km).
Wplyw na jednostke czasu predkosci i pola grawitacyjnego jest
zatem porównywalny. Latwo tez zauwazyc, ze obydwa efekty
dzialaja zgodnie, w tym samym kierunku; najwieksze odstepy miedzy
pulsami zarejestrujemy, gdy gwiazdy znajda sie najblizej siebie,
tj. w peryastronie. Dzialania te kumuluja sie, w sumie owo okresowe
przyspieszanie i opóznianie zegara dochodzi do ponad 4 ms (rys. 2).

2 4 6 8 10

OKRES ORBITALNY [godziny]

Rys. 2. Przebieg wywolanych efektami relatywistycznymi obserwowanych
zmian chodu zegara (czestotliwoll'ci pulsara). Krzywa przedstawia rejestrowane
odstepstwa w stosunku do hipotetycznego pulsara, obiegajacego drugl\ gwiazde
z jednakowa predkoll'cil\ i w niezmiennej odlegloll'ci.
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RY8. 1. Aproksymacja jedno8tajna " doldadno'ci" do s (a) i punktowa

" dokladno'ci" do (s; .201. z~) (b).

Funkcje aproksymuja sie jednostajnie z dokladnoscia do e, jesli
ich wykresy odchylaja sie od siebie w kazdym miejscu mniej
niz o e (rys. la).

blal

,
x'

,.

Przegladajac prace Sierpinskiego
Jerzy MIODUSZEWSKI

syberyjskiej na duzym obszarze, a nie
wybicie krateru. Jednym z najbardziej
znanych i spektakularnych przykladów
tworu powierzchniowego powstalego
w wyniku uderzenia w Ziemie obiektu
kosmicznego jest natomiast slynny krater
meteorytowy w Arizonie (USA) o srednicy
1,2 km i glebokosci 200 m. Rezultaty
naj nowszych badan wskazuja, ze powstal
on okolo 50 tys. lat temu w wyniku spadku
z predkoscia 11 km/s malej planetoidy
zelaznej o rozmiarach ocenianych na

okolo 60 m i masie szacowanej na kilka
milion6w ton. Dotychczas na powierzchni
Ziemi zidentyfikowano okolo 140 tego typu
kraterów o srednicach do 200 km.

Ale mozna aproksymowac slabiej, nie wymagajac, by funkcje 1 i g

przylegaly do siebie z dokladnoscia do /E wzdlui calego wykresu,
lecz jedynie w skonczenie wielu. punktach. Mianowicie, mówimy,
ze funkcje 1 i g aproksymuja sie z dokladnoscia do (/Ej Zl, ••• , Zl;),

jezeli

o ile przy aproksymacji jednostajnej funkcja aproksymowana
z dowolna dokladnoscia /E funkcjami ciaglymi jest sama ciagla
(znane twierdzenie z analizy), to przy tej slabszej a.,roksymacji,
która nazwiemy punktowa, zwiazek funkcji aproksymowanej
z aproksymujacymi ja jest luzniejszy.

Mimo to pewne wlasnosci - nazwijmy je umownie arytmetycznymi
- przenosza sie. Odnotujmy na poczatek dwie tego rodzaju
wlasnosci.

(I) Jesli liczba jest okresem funkcji aproksymujacych, jest takze
okresem funkcji aproksymowanej punktowo.

(II) Jesli funkcje aproksymujace punktowo spelniaja zwiazek

(1) g(1 - z) = 1 - g(z) dla dowolnego z,

to funkcja aproksymowana tez go spelnia.

Wspólny chwyt dowodowy - takze i dla. kilku pózniejszych
stwierdzen - zilustrujemy dowodzac (I).

Oto, skoro funkcja 1jest aproksymowana z dowolna dokladnoscia
przewidziana dla aproksymacji punktowej funkcjami o okresie r,
wiec jest aproksymowana nimi - dla kazdego z i kaidego /E

- z dokladnoscia (/Ej z, z + r), co znaczy istnienie takiej funkcji g

o okresie r, ze I/(z) - g(z)1< /E i I/(z + r) - g(z + r)1< /E,

co zwazywszy na okresowosc, g(z + r) = g(z), daje
I/(z + r) - l(z)1 < 2/E, a w rezultacie I(z + r) = I(z) wobec
dowolnosci e.

Kazda liczba dwójkowo wymierna, r = k/2", k calkowi~e,
s naturalne, jest okresem kazdej sposród funkcji

(2) In(z) = {2nz} ,
({a} jest czescia ulamkowa liczby a) jesli tylko wskunijt (liczba
naturalna) n jest ~ s.

Wobec (I), liczby dwójkowo wymierne sa okresami kaidej funkcji nie
bedacej typu (2) aproksymowanej punktowo funkcjami (2). Okresy
moga byc wiec dowolnie male. Wsród funkcji ciaglych jt!Clynie
funkcje stale maja te wlasnosc (zadanie z analiay na ciaglolfa

Przypuszcza sie, ze srednio w ciagu roku
kilka obiektów o rozmiarach rzedu 100 m
przelatuje - obrazowo 'mówiac - miedzy
Ziemia a Ksiezycem, czyli w odleglosci od
nas mniejszej niz 400 tys. km. Podczas
tak duzego zblizenia do Ziemi mozna
je dostrzec, chociaz zaobserwowanie
szybko poruszajacego sie po niebie
i slabo swiecacego ciala niebieskiego jest,
oczywiscie, bardzo trudne. Dotychczas
tylko raz to sie udalo astronomom:
18 stycznia 1991 roku odkryta zostala
planetoida 1991 BA, której minimalna
odleglosc od Ziemi wyniosla zaledwie
0,0011 jednostki astronomicznej, czyli
okolo 170 tys. km; jej srednice oceniono
na okolo 10 m.

Uderzenie w Ziemie jeszcze wiekszego
obiektu, o rozmiarach rzedu 1 km,
nastepuje - jak sie dzis sadzi - raz
na 500 tys. lat. Ale skutki takiego
wydarzenia moga juz miec charakter
globalny. Hipoteza Luisa W. Alvareza
dotyczaca wyginiecia dinozaur6w usiluje
wyjasnic to tajemnicze'wydarzenie
sprzed 65 milionów lat zderzeniem
naszej planety z planetoida lub kometa
o srednicy okolo 10 km. Nie wnikajac
tu w szczególy tego interesujacego
zagadnienia wspomnijmy tylko, ze ostatnio
odkryto prawdopodobnie pozostalosc tej
katastrofy. Wydaje sie nia byc krater
Chicxulub, którego poludniowa czesc
znajduje sie w. pólnocno-zachodnim
Jukatanie, a pólnocna jest pograzona
w wodach Zatoki Meksykanskiej. Krater
ma srednice okolo 200 km, a jego glebokosc
dochodzi do 9 km.

Ocenia sie, ze okolo 90% zagrazajacych
Ziemi obiektów to tzw. planetoidy bliskie
Ziemi i komety kr6tkookresowe (o okresach
obiegu wokól Slonca krótszych niz 20 lat).
Srednio co kilkadziesiat lat nastepuje
przelot takiej planetoir,ly kolo Ziemi

I/(zd - g(zdl < e, ...,
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Rys. 2. Funkcje !,,{x) = {2"x}, n = O, 1,2, ... , O ~ x < 1.

w odleglosci mniejszej niz odleglosc
Ksiezyca od Ziemi. Pozostale 10%
przypada na komety dlugookresowe
i tzw. komety jednopojawieniowe
(o orbitach quasiparabolicznych),
kt6re stwarzaja znacznie wieksze
niebezpieczenstwo, poniewaz niosa
znacznie wieksza energie niz planetoidy
o por6wnywalnych masach (przelatuja
w poblizu Ziemi z wiekszymi
predkosciami). Srednio jedna taka kometa
na stulecie moze znalezc sie miedzy Ziemia
a Ksiezycem.

Ostatnio wiele emocji (wyrazajacych sie,
miedzy innymi, w balamutnych czesto
doniesieniach prasowych) wywolalo
zblizenie do Ziemi planetoidy (4179)
Toutatis oraz powr6t w poblize Slonca
- po 130 latach - komety Swifta-TuttIe'a.
Czy te dwa interesujace ciala niebieskie
rzeczywiscie zagrazaja Ziemi?

Planetoida Toutatis, pierwotnie oznaczana
1989 AC, zostala odkryta 4 stycznia
1989 reku przez francuskiego astronoma
C. Pollasa. Nazwana zostala imieniem
bozka galijskiego strzegacego mieszkanc6w
okupowanej przez Rzymian starozytnej
Galii przed niebezpieczenstwami niebios.
Jest typowym czlonkiem tzw. grupy
Apollo, czyli tych wlasnie planetoid, kt6re
moga zblizac sie do Ziemi. Tym, co ja
wyr6znia sposr6d ponad 150 znanych
dotychczas obiekt6w tego rodzaju, jest
najmniejsze nachylenie plaszczyzny jej
orbity do plaszczyzny ekliptyki wynoszace
zaledwie 0,47°. Okraza wiec ona Slonce
niemal w tej samej plaszczyznie co Ziemia.
Od momentu odkrycia obserwowano
juz te planetoide w trzech opozycjach,
a takze znaleziono kilka przedodkryciowych
obserwacji z lipca 1988 roku oraz
zidentyfikowano ja z planetoida 1934 CT,
tylko raz dotychczas obserwowana
w 1934 roku. Ten stosunkowo bogaty
material obserwacyjny umozliwil dobre
wyznaczenie jej orbity i zbadanie ewolucji
jej ruchu.

Orbita Toutatisa ma mimosr6d r6wny 0,64
i wielka p6los wynoszaca 2,5 j.a. Przez
peryhelium, oddalone od Slonca o 0,9 j.a.,
przeszla 13 listopada 1992 roku. Wkr6tce
potem, 8 grudnia 1992 roku, przeleciala
kolo Ziemi mijajac ja w odleglosci
3,6 mln km (0,024 j.a.) z predkoscia
11,2 km/s. Okres jej obiegu wok6l
Slonca wynosi prawie dokladnie 4 lata.
Podobnych zblizen do Ziemi mozna wiec
oczekiwac co kazde 4 lata w przyszlosci.
I rzeczywiscie, precyzyjne obliczenia
wykonane w Centrum Badan Kosmicznych

1
3

1
3

I
3

1
2"

1
3

Z punktu widzenia topologii, 'zbiór !snkcii Sicrpi,bkicgo usytuowany w przestrzeni
funkcji, w której obowiazuje aproksyma<:ja punktowa - topologia Tichonowa
- jest tym samym co przestrzeli Cecha-Stone'a, kompaktyfikacja fJN zbioru N
liczb naturalnych. Ujecie Sierpinskiego jest jedna z realizacji tej wainej
przestrzeni.

Niech A = {x: !(x) = 1/2}. Jelfli, przeciwnie, miara A jest dodatnia, to istnieje
takie d> O, ze jem Iti < d, to A n (A + t) #- 0 (twierdzenie Steinhausa). Wef.my,
wlfród wymienionych t takie, ze !,,{t) jest rózna od O i 1/2 dla kazdego n (jest
tak dla wszystkich t bedacych ulamkami nieskracalnymi postaci l/m, gdzie m
nieparzyste; wtedy bowiem !,,{I/m) jest ulamkiem wlalfciwym o mianowniku m).

Urywamy tu rozwazania matematyczne, które mogly pozostawic

wrazenie, ze funkcji aproksymowanych punktowo funkcjami (2), poza
nimi samymi, w ogóle nie ma. W istocie, pokazali4my - markujac
dowody - ze nie ma ich co szukac wsród funkcji w dostatecznym
stopniu porzadnych. Jakies inne zapewne nam sie "wymknely".

Na funkcje aproksymowane punktowo funkcjami {2nx} zwrócil
uwage w dwu pracach (1938, 1945) Waclaw Sierpinski. Istnienie
takich funkcji róznych od {2nx} uzasadnil za pomoca pewnika
wyboru.

Funkcje (2), jesli zaniedbac ich zachowanie w punktach dwójkowo
wymiernych, maja wlasnosc (1): ich wykresy sa symetryczne
wzgledem (1/2,1/2). Ta wlasnosc, wobec (II), przenosi sie na funkcje
aproksymowane przez nie punktowo. Wart~cia funkcji stalej moze

byc zatem jedynie 1/2.

Funkcja I(x) = 1/2 nie jest jednak aproksymowana punktowo
funkcjami (2). Jest tak m.in. dlatego, ze w punkcie 1/3 funkcje In
przyjmuja wart~c 1/3 lub 2/3 zaleznie od parzystosci n, a stad
funkcja I aproksymowana przez nie przyjmuje w 1/3 jedna
z tych wart~ci (punktu 2/3 dotyczy ta sama alternatywa).
Podobne odchylenia od ,wartosci 1/2 pojawiaja sie w punktach
reprezentujacych ulamki o mianownikach 5,7, ... , a wiec na zbiorze
gestym. Nie jest to jednak odchylenie znaczace, o czym swiadczy

spostrzezenie, ze zbiory punktów x, dla których I(x) < 1/2, oraz
tych, dla których i(x) > 1/2, pozostana rozlaczne, jesli sie je
przesunie wzgledem siebie o liczbe dwójkowo wymierna, co jest

prosta konsekwencja (1).

Ale i zbyt duza koncentracja funkcji i na wartosci 1/2 nie jest
mozliwa. Nie wyjasniajac, czym jest miara (w sensie Lebesgue'a),
odnotujmy tylko, ze funkcje i nie moga przyjmowac wart~ci 1/2 na
zbiorze miary dodatniej, i ze w dowodzie tej wlasnosci wykorzystuje
sie spostrzezenie, iz funkcje in maja wlasnosc addytywnosci,

{g(x + y)} = {g(x) + g(y)} (addytywnymi w tym sensie sa wszystkie
funkcje postaci {mx}, m calk~wite), która przenosi sie - jako
jedna ze wspomnianych wlasnosci arytmetycznych - na funkcje
aproksymowane punktowo.

Niech a E A n (A + t). Mamy a = b + t, gdzie b E A. Z addytywnO«ci dostajemy
1 1 k
2" = !{al.= !(b + t) = !(b) + !(t) = 2" + ;;;'

k = 1, ... , lub m-l; mamy O = ~; sprzecznolf<!.m
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PAN wykazaly,ze 29 listopada 1996 roku
Toutatis zblizy sie do Ziemi na odleglosc
5,3 mln km, 31 patdzi~rnika 2000 roku
na odleglosc 10,9 mln km, a 29 wrzesnia
2004 roku na odlegloscjuz tylko okolo
1,5 mln km (0,010 j.a.). Szczeg6lnieto
ostatnie zblizenie moze byc interesujace,
ale nie ze wzgledu na - niemozliwe przeciez
- zderzenie jej z Ziemia, lecz na szanse
dostrzezenia wtedy planetoidy nawet
golym okiem (ale, niestety, tylko z p6lkuli
poludniowej). Dodajmy, ze w przeszlosci
(obliczenia przeprowadzono do 1900 roku)
tak duzych zblizen do Ziemi nie miala.

Wykorzystujac zblizenie Toutatisa
do Ziemi w 1992 roku zespól astronom6w
amerykanskich kierowany przez Stevena
Ostro z Jet Propulsion Laboratory
w Pasadenie wykonal sondowania
radarowe tego obiektu za pomoca
70 m radioteleskopu w Goldstone
w Kalifornii. W ich wyniku otrzymano
jego obrazy w dniach 8, 9, 10 i 13 grudnia
(reprodukujemy je na tylnej okladce).
Po raz drugi w historii zobaczylismy tak
dokladnie rzeczywiste-ksztalty tego typu
ciala niebieskiego (pierwszym obrazem
asteroidy bylo zdjecie Gaspry wykonane
29 patdziernika 1991 roku za pomoca
sondy kosmicznej GALILEO). Najwieksze
zdziwieniewzbudzila podw6jnosc
planetoidy, kt6ra okazala sie byc jakby
zlepkiem dw6ch bryl o srednicach 4
i 2,5 km. Okres jej rotacji oceniono
na 10-11 dni. Powierzchnie pokrywaja
kratery; duzy krater, wyraznie widoczny
na obrazie uzyskanym 9 grudnia, ma
srednice okolo 700 m.

Zainteresowanie astronomów kometa
Swifta-TuttIe'a bierze sie przede wszystkim
stad, ze - jak od dawna juz wiadomo
- jest to obiekt macierzysty znanego roju
meteorowegoPerseid. Meteory tego roju
obserwuje sie co roku, najczesciej miedzy
10 a 15 sierpnia, a zjawisko to jest znane
pod nazwa lez sw. Wawrzynca. Dotychczas
kometa ta byla obserwowana tylko
przez ponad trzy miesiace w 1862 roku.
Nic wiec dziwnego, ze jej orbity nie
dalo sie wyznaczycna tyle dokladnie,
by precyzyjnie przewidziec jej powrót
do Slonca w nastepnym pojawieniu.
Wydawalo sie, ze okres jej obiegu wok6l
Slonca wynosi okolo 120 lat. Komety
poszukiwano wiecjuz od poczatku
lat osiemdziesiatych, ale udalo sie ja
odnalezc dopiero 26 wrzesnia 1992 roku;
szczesliwymodkrywca zostal japonski
milosnik astronomii Tsuruhiko Kiuchi.
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Mit Prawybuchu
Konrad RUDNICKI

Gdyby nie wielki autorytet naukowy francuskiego akademika
J.C. Peckera, uwazano by w roku 1976 za zupelna brednie jego
ówczesna wypowiedz, ze Prawybuch (Big Bang) jest takim samym
mitem, jak starozytna opowiesc o Pierwotnym Jaju, z którego
sie wyla.gl Kosmos. Dzis natomiast jego poglad zyskuje coraz
wiecej zwolenników. Coraz wiecej znamy argumentów przeciw
Prawybuchowi.

Za nim przemawialy dotad przede wszystkim dwa fakty
obserwacyjne. Pierwszy to korelacja odleglosci obiektów
pozagalaktycznych z przesunieciami ku czerwieni w ich widmach
interpretowanymi jako efekt Dopplera. Drugi to promieniowanie tla
tlumaczone jako promieniowanie z wczesnej epoki po Prawybuchu.

Interpretacja dopplerowska przesuniec ku czerwieni staje sie
coraz bardziej wa.tpliwa. Wykryto wiele obiektów podwójnych
o przesunieciach zupelnie odmiennych od siebie. Stwierdzono,
ze w grupach zawsze obiekt liniowo najwiekszy ma najmniejsze
przesuniecie widmowe (a wiec efekt zalezny wylacznie od budowy
fizycznej galaktyki), wreszcie w ubieglym roku stwierdzono
pelna "kwaatyzacje" w przesunieciach ku czerwieni. -Wszystkie
przesuniecia w widmach galaktyk sa.wielokrotnosciami przesuniec,
jakie odpowiadalyby (w zaokragleniu) predkosciom dopplerowskim
24, 36 lub 72 km/s, a odstepstwa od tych wartosci odpowiadaja.
scisle niedokladnosciom pomiarów. Jesli tlumaczyc te przesuniecia
dopplerowsko i kojarzyc z odleglosciami i rozszerzaniem
Wszechswiata, to trzeba by uznac, ze wszystkie galaktyki leza
na "krysztalowych" sferach o promieniach odpowiadajacych
wspomnianym "kwantowym" wielkosciom i o srodku (Wszechswiata!)
w naszej Galaktyce.

Wlasciwosci promieniowania tla o temperaturze 3 kelwinów mozna
najprosciej wytlumaczyc istnieniem pylu miedzygalaktycznego
podgrzewanego przez okoliczne galaktyki.

Waznym argumentem przeciw Prawybuchowi jest tez istnienie
wielkich aglomeracji galaktyk, jakie nie mialyby czasu powstac
w zadnym scenariuszu ekspansji Wszechswiata zgodnym
z Prawybuchem. Istnieja dziesiatki innych wazkich argumentów.

Coraz czesciej organizowane sa imprezy naukowe przedstawiajace
alternatywne obrazy ewolucji Wszechswiata w stosunku do
"klasycznych" wyobrazen jego rozwoju po Prawybuchu. Taka.
byla narada robocza (tak zwany wor1cshop) w maju 1993 roku
w Princeton. Taka. byla XIII Krakowska Szkola Kosmologii
w roku 1992.

Te pasjonujace, swiezo odkrywane fakty obserwacyjne i poswiecane
im imprezy sa lekcewazone przez stale jeszcze licznych, zagorzalych
zwolenników Prawybuchu. I mozna tych zwolenników zrozumiec.
Niektórzy cale zycie poswiecili cyzelowaniu szczeg6lów tej
hipotezy ... Smutno by im bylo ...



Czy to znaczy, ze Wszechswiat sie nie rozszerza i ze nie zaczynal

istnienia od osobliwaki? Faktycznie dawne argumenty za ekspansja
Wszechswiata traca wage. Ale brak dowod6w nie jest dowodem
braku. Przeciwwage do hipotezy ekspansji i Prawybuchu stanowi
kilkanascie opublikowanych ostatnio hipotez Wszechswiata
quasi-stacjonarnego. I wlasnie ta mnogosc i r6znorodnosc stanowi
o ich malej wiarygodnosci. Brak nowego Kopernika, kt6ry by
stworzyl calosciowe wytlumaczenie tego, co obserwujemy. M6wi sie
tylko dosc mgliscie o nowej fizyce.

Mozna fakty empiryczne kojarzyc w calosciowe hipotezy lub teorie,
ale mozna tez zestawiajac je, pozwolic im samym m6wic za siebie.
Przyrodnik i poeta J.W. Goethe powiedzial: "Kto nie odr6znia
teorii od rzeczywistosci, jest jak ten, kto nie odr6znia rusztowania
od budynku". Hipoteza, teoria jest tylko narzedziem, nigdy zas
gl6wnym obiektem badan przyrodnika. Wszystkie teorie sa w istocie
mitami, nieraz wspanialymi mitami.

Mit o Prawybuchu jest nie mniej piekny niz mit o kosmicznym
'Pra-Jaju. Nawet jesli merytorycznie bedzie ostatecznie obalony,
pozostanie trwale w historii mysli ludzkiej.

Redakcja czuje 8ie w obowiazku zaznaczy~, ze zdecydowana wiek8zoic
kosmologów nie podziela pogladów Autora - uwazaja hipoteze Prawybuchu
za dobrze ugruntowana. 08tatnie wyniki pomiarów wykonanych przez 8atelite
aOSE 8a bardzo waznym argumentem na rzecz tej hipotezy.

Zadania
Redaguje Pawel STRZELECKI

M 688. Udowodnic, ze dla zadnego fe E N liczba 3k nie jest suma
kwadratów dwóch liczb calkowitych róznych od zera.
Rozwiazanie na str. 12

M 689. Zalózmy, ze n jest liczba naturalna, a liczby aj (dla l ~ i ~n)
oraz p sa rzeczywiste i dodatnie. Udowodnic nierównosc

Rozwiazanie na str. 12

M 690. O liczbach al, ... , an wiadomo, ze dla kazdego k zachodzi
nierównosc ak+l - 2ak + ak-l ~ O oraz al = an = O. Wykazac,
ze wówczas wszystkie aj sa niedodatnie.
Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Jaros/aw KULPA

F 371. 30 czerwca 1908 roku na Syberii odnotowano wybuch o sile
16 megaton trotylu. Przypisuje sie to upadkowi meteorytu zwanego
Tunguskim, którego szczatków nie odnaleziono. Ocenic promien
meteoryt'u Tunguskiego zakladajac, ze byl to obiekt, którego predkosc
wzgledem Ziemi byla rzedu predkosci Ziemi w ruchu wokól Slonca,
tj. v = 30 km/s, a jego gestosc wynosila p = 2000 kg/m3 (typowa gestosc
planetoid). Sila wybuchu l kg trotylu jest równa 3,7 MJ.
Rozwiazanie na str. 13

F 372. Pocisk wystrzelono pod katem 45° z predkoscia vo. Oszacowac,
o ile bedzie mniejsza predkosc pocisku w momencie uderzenia o ziemie.
Zakladamy, ze sila oporu powietrza w momencie wystrzalu stanowi e = 5%
wagi pocisku. Sila oporu powietrza jest proporcjonalna do kwadratu
predkosci pocisku.
Rozwiazanie na str. 13
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Wsp6lczesne obserwacje, w spos6b istotny
wzbogacajace material dla wyznaczenia
orbity, umozliwily juz znacznie lepsze
poznanie jej ruchu wokól Slonca, a nawet
zidentyfikowanie jej z kometa obserwowana
w 1737 roku przez misjonarza jezuite
w Pekinie. Wykorzystanie danych z trzech
pojawien sie komety w latach 1737, 1862
i 1992/93 doprowadzilo tez do wniosku,
ze znalezione w dawnych zapiskach
kronikarskich informacje o obserwacjach
komet w latach 64 p.n.e. i 188 n.e.
naj prawdopodobniej takze dotycza komety
Swifta-Tuttle'a. Dzis juz wiadomo wiec,
ze okres obiegu tej komety wokól Slonca
wynosi 130 lat i ze porusza sie ona ruchem
wstecznym po orbicie o mimosrodzie
0,96 i wielkiej p6losi 26 j.a. polozonej
w plaszczyznie nachylonej do plaszczyzny
ekliptyki pod katem 113°.

Podczas nastepnego powrotu w poblize
Slonca, 5 sierpnia 2126 roku, kometa
Swifta-Tuttle'a minie Ziemie z predkoscia
58 km/s w odleglosci 23,8 mln km.
O zderzeniu jej wtedy z Ziemia nie moze
byc wiec mowy. Warto jednak wspomniec,
ze minimalna odleglosc miedzy orbitami
komety i Ziemi wyniesie w tym czasie
zaledwie 0,5 mln km. Jeszcze mniejsza
odleglosc dzielila orbity Ziemi i komety
w 1992 roku: tylko okolo 60 tys. km!
Gdyby wiec kometa przeszla przez
peryhelium kilka miesiecy wczesniej,
bylibysmy zapewne swiadkami niezwyklego
zjawiska na niebie. Jednak rzeczywista
odleglosc, w jakiej przeleciala ona wtedy
kolo nas, byla równa az 175 mln km.



maladel1a

Rys.2a

Rys.2b

Rys. 2c

Rys.2d

Na cztery, a czasem na dwa

W 1852 roku Francis Guthrie - student Londynskiego University College
zaobserwowal (lecz nie potrafil tego udowodnic), ze kazda mape mozna
tak pomalowac czterema kolorami, aby sasiednie panstwa byly róznych
kolorów. Sasiednie, czyli takie panstwa, które stykaja sie wzdluz linii,
a nie w pojedynczych punktach.

Na rysunku 1 mamy przyklad mapy,
której nie mozna pomalowac trzema
kolorami (dlaczego?). Rys. l

Francis przedstawil swój problem bratu, który tez nie mogac poradzic
sobie z nim zapytal profesora, na którego wyklady uczeszczal. Wkrótce
potem wielu wybitnych matematyków zainteresowalo sie tym problemem,
lecz nikt nie potrafil go rozwiazac. Tak zrodzila sie slynna hipoteza
czterech barw.

Hipoteza ta zostala w koncu udowodniona w 1976 roku przez Kennetha
Appela i Wolfganga Hakena. Ich dowód wymagal uzycia komputera
do sprawdzenia wielu tysiecy bardzo skomplikowanych przypadków,
tylu, ze nie ma mozliwaki sprawdzenia tego dowodu za pomoca kartki
i dlugopisu - tak jak zwykli to czynic matematycy. Jest on po prostu
zbyt dlugi.

My zajmiemy sie teraz mapami, które mozna pomalowac dwoma
kolorami. Pokazemy, jak od reki mozna bez zastanowienia rysowac
bardzo skomplikowane mapy i miec pewnosc, ze da sie je pomalowac
za pomoca dwóch barw. Od reki ... , a raczej od jednego ruchu reki.
Udowodnimy mianowicie nastepujace twierdzenie

Jezeli w wierzcholkach schodzi sie zawsze parzysta liczba panstw, to taka
mape mozna pomalowac za pomoca dwóch barw ..

Jezeli na kartce papieru bez odrywania dlugopisu narysujemy dowolna
krzywa zamknieta z samoprzecieciami, przy czym jezeli podczas
rysowania bedziemy dbac o to, aby rysowana linia na zadnym odcinku
nie nachodzila na siebie, to otrzymamy mape spelniajaca zalozenia
twierdzenia.
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Rys.2e

Rys.2f

Kilka tak otrzymanych map pokolorowanych dwiema barwami, a wiec
w "szachownice" zdobi tu i ówdzie niniejszy numer Delty.

Przystapmy teraz do dowodu. Rozwazmy dowolna mape spelniajaca
zalozenia twierdzenia (rys. 2a). Nastepnie kazde ze skrzyzowan .
przykryjmy malym skrawkiem papieru (rys. 2b). Teraz linie urywaja
sie po dojsciu do brzegu papierków. Poniewaz liczba krzywych
dochodzacych do brzegu danego papierka jest parzysta, wiec mozemy
je polaczyc w pary. Polaczmy tak owe pourywane linie, aby sie nie
przecinaly (rys. 2c). Zróbmy to na jeden, dowolnie wybrany sposób
sposród wielu mozliwych. Otrzymamy uklad nie przecinajacych sie
krzywych zamknietych - takich zdeformowanych okregów. Latwo
zauwazyc, ze tak otrzymana nowa mape mozna pomalowac na dwa

kolory: dowolnie wybrane (nowe) panstwo malujemy jednym kolorem,
jego sasiadów drugim, sasiadów sasiadów pierwszym itd. Latwo
zauwazyc, ze nie dojdziemy do sytuacji, w której sasiednie panstw.
przyjdzie nam malowac tym samym kolorem. Po pomalowaniu usunmy
karteczki (rys. 2 d, e). Zostana niezamalowane fragmenty. Teraz
juz jest oczywiste, ze owe fragmenty mozna zamalowac we wlasciwy
sposób (rys. 2f).

Udowodnione przed chwila twierdzenie ma zastosowanie w teorii wezlów,
ale to juz calkiem inna historia.

Mala Delte przygotowal Piotr HAJLASZ
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RY8. 2

Camera obscura
Kazimierz PIETRASZKIEWICZ

Camera obscura, czyli ciemnia optyczna (dalej c.o.) lostala opisana prsel
Leonarda da Vinci (1452-1519). Dlialanie c.o. uwaiano sa potwierdlenie
prostoliniowego rozchodzenia sie swiatla. Wiadomo bylo, ze c.o. daje nieostre
obrazy przy zbyt duzej srednicy otworka (eo jest oClywiste), ale i 'takze
przy srednicy zbyt malej. Istnieje satem srednica optymalna, prsy kt6rej
odwzorowanie w c.o. jest najlepsze. Jednak odpowiedl na pytanie: jaka
powinna byc optymalna srednica otworka w c.o., dala dopiero teoria dyfrakcji
swiatla sformulowana przez A. Fresnela (1788-1827). Zastosujmy te teorie do
obliczenia srednicy otworka c.o. Prsyjmijmy, ze odleglosc punktu przedmiotu P
od c.o. wynosi a, natomiast punkt obrazu O jest w odleglosci b. Zal6zmy
na poczatek, ze mamy prsedmiot w bardzo wielkiej odleglosci i ze jest on
zr6dlem fali monochromatycznej o dlugosci A. Fala ta dociera do c.o. jako
fala plaska. Przyjmijmy tez za Ch. Huygensem (16~~1695), ze kaidy punkt
osrodka, do kt6rego dociera fala, staje sie zr6dlem nowych fal wt6rnych (punkty
znajdujace sie na powierzchni fazowej emituja fale zgodne w fazie). Wykreslmy
na froncie falowym tej fali okrag o promieniu c, z punktu O. Latwo zauwazyc,
ze jezeli c bedzie wynosic b + >"/2, to fale wt6rne powstajace na brzegu otworka
beda sie r6znic o A/2 od fal pochodzacych ze srodka, co doprowadzi do
czesciowego wygaszenia sie tych fal w punkcie O. Z kolei wartosc c = b + >"/4
zapewnia "praktycznie" zgodnosc faz fal wt6rnych docierajacych do O.
Jednak, czy nie jest to warunek zbyt ostry? Ot6z jest! Kierujac sie zdrowym
rozsadkiem przyjmiemy c = b + A/3. Latwo wyliczyc, ze promien otworka
wynosi d F::s O, 8VIT, czyli jego srednica wynosi D = 2d F::s 1,6VIT.
W tym miej8cu warto r.auwazy~, ze r.drowy ror.8adek jest tutaj dobrym doradca, gdyz
lci81y wynik ur.Y8kany prr.e,r.Lo~da Rayleigha (lS42-1919) jest bardr.o r.blizony do nasr.ego
sr.acowania. Wedlug Rayleigha D = 1, sy'bI, a my otrr.ymalilmy D = 1, 6y'bI. Jednak og6lnie
prawda je8t, ze r.drowym ror.8adkiem nalezy poslugiw~ sie w fir.yce bardr.o ostroznie.

_____ ~------------------------------_._-_._._--------------------------------------------------------------- o_e_o

Prenumerata "Delty"
za okres:

Prenumerata "Delty"
za okres:

Prenumerata "Delty"
za okres:

.
~-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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T = _1_ S 1802
250 82 r:::l2 s.

Skorzystalismy tutaj z prawa, kt6re m6wi,
ze fotochemiczne dzialanie promieniowania swietlnego
zalezy od iloczynu oswietlenia przez czas naswietlania.
Niestety, prawo to zawodzi przy malych wartosciach
oswietlenia. Mamy tu do czynienia z efektem
Schwarzschilda. Wyjasnienia jego nalezy szukac na
poziomie molekularnym.

Uwaga praktyczna: czas naswietlania powinien byc
okolo dwóch razy dluzszy, niz wynikaloby to z naszych
szacowan. Z doswiadczen autora wynika, ze dla
zdjec w jasny sloneczny dzien nalezy stosowac czasy
naswietlania okolo 4-8 s (dla srednio czulej blony).

Oczywiscie, aparat camera obscura mozemy sami
wykonac z kartonu.

Mozemy takze podjac próby z materialami barwnymi,
jednak musimy sobie zdawac sprawe, ze wielkosc
efektu Schwarzschilda dla poszczeg6lnych warstw
fotoczulych moze byc rózna, co sie objawi dominacja
jednej z barw.

Oszacujmy teraz wielkosc plamki dyfrakcyjnej, czyli obrazu dyfrakcyjnego
punktu. Plamka dyfrakcyjna sklada sie z obszaru centralnego (tzw. dysku
Airy'ego, w którym skupione jest 83,8% energii) i otaczajacych go, coraz
to slabszych, pie:r:scieni. Przyjmijmy, ze miara tej wielkosci bedzie srednica
centralnego dysku Airy'ego. Z teorii dyfrakcji wynika, ze wynosi ona:

a= 1,22)'b
D .

Wz6r powyzszy jest sluszny dla uklad6w bezaberracyjnych. Zastosowanie go do
c.o. da nam jedynie wynik przyblizony, gdyz naszej c.o. nie mozemy traktowac
jako ukladu bezaberracyjnego (dlaczego?). Otrzymamy a r:::l o,5D.

A wiec plamka dyfrakcyjna jest mniejsza od srednicy otworka! Do sprawdzenia
uzyskanych wyników mozemy uzyc popularnego aparatu typu Zenit. Wystarczy
tylko wykrecic obiektyw. W jego miejsce przyklejamy (na przyklad plastrem)
kartonik z otworem w srodku. Do otworka wklejamy kawalek folii aluminiowej.
Teraz nalezy tylko wykonac w folii otworek. Jaka powinna byc jego srednica?
Ot6z we wzorze na D nalezy podstawic b = 45,5 mm (jest to odleglosc otworka
od plaszczyzny kliszy fotograficznej), a za ). podstawiamy 550 nm (jest to
dlugosc fali odpowiadajaca maksimum czulosci oka ludzkiego, a takze maksimum
czulosci wiekszosci negatywowych material6w czarno-bialych). Otrzymamy
D r:::l0,25 mm. Tak maly otworek mozna wykonac koncem igly krawieckiej. (Dla
orientacji: srednica naj cienszych igiel wynosi okolo 0,6 mm.)

Aby wy~onac zdjecie poprawnie naswietlone,
powinnismy jeszcze okreslic wartosc otworu
wzglednego naszej c.o. Jest to stosunek ogniskowej
do srednicy. W naszym przypadku wynosi on 180.
Jezeli swiatlomierz wskazuje, ze w aanych warunkach
poprawne naswietlenie uzyskamy przy otworze
wzglednym 8 i czasie 1/250 s, to dla naszej c.o.
wymesle on:

Zdjecie wykonane za pOIlIOCa camera obscura.
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Rozwiazanie zadania M 688.
Przypuscmy, ze teza zadania jest
falszywa. Wef.my naj mniejsza liczbe
naturalna k, dla kt6rej istnieja,
calkowite, niezerowe m i n spelniajace
r6wnoU m' +n' = 3k• Kwadrat liczby
calkowitej daje z dzielenia przez 3
reszte zero lub jeden, zatem obie
liczby m i n sa podzielne przez 3,
co oznacza, ze (3j)' + (31)' = 3k,

a wiec j' + l' = 3k-', a to juz jest
sprzeczno,(c (latwo zauwazyc, ze k - 2
tez jest liczba naturalna!).

Rozwlazanie zadania M 689.
Rozwazmy funkcje J dana wzorem

Lewa strona nier6wnosci, kt6rej

dowod&imy, jest r6wna J(V),
a prawa J(V + i). Latwo zauwazyc,
ze J jest wypukla (bo jest suma funkcji

wypuklych a~' (a;/aj)X) i ma wlasnoU

J((V/2) + x) = J((V/2) - x).

Oznacza to, ze wykres J ma
pionowa 0,( symetrii, ska,d wobec
wypuklosci funkcji J ma ona minimum
dla x = V/2 i ro,(nie dla x > V/2. Zatem
J(V) < J(V + 1), co nalezalo udowodnic.

Rozwiazanie zadania M 690.
Teza zadania staje sie niemal
oczywista, jesli &apiszemy nier6wnosc
podana w zalozeniu w postaci
ak+l - ak ~ ak - ak-l' Znaczy
to, ze kolejne odcinki lamanej L
o wierzcholkach (k, ak) maj a coraz
wieks&e wsp6lczynniki kierunkowe,
c&yli L jest wykresem funkcji wypuklej,
okreslonej na przed&iale [1, nI
i wikajacej na jego koncach. Stad
wynika, ze ws&ystkie punkty wykresu
leza, ponizej osi odcietych.
A oto inne rozwiazanie. Przypuscmy,
ze teza &adania jest falszyw~ i wef.my
taka liczbe j, ze aj-l ~ O < aj. Mamy
w6wc&a8

aft. - a,,-1 ~ a",-1 - a",-2 ~ ... ~

~ aHl - aj ~ aj - aj-l> O.
Poniewaz ak - ak-l> O dla
k = j, j + 1, ... , n, wiec otrzymujemy

O = a•• > a••-l > ... > aj > O.

Otrzymana sprzeezno,(c konczy dow6d.

Wielkie Twierdzenie Fermata

Wladyslaw NARKIEWICZ

Niewiele problemów matematycznych osiagnelo taka slawe jak pytanie o to, czy
dla n > 2 istnieje n-ta potega liczby naturalnej, dajaca sie przedstawic w postaci
sumy dwóch poteg o tym samym wykladniku, tj. czy istnieja liczby naturalne
x, y, z, spelniajace równanie

(1)

W przypadku n = 2 odpowiedz na to pytanie jest prosta, mamy bowiem
5? = 32 + 42 i nietrudno stwierdzic, ze równanie to ma nieskonczenie wiele
rozwiazan. Juz w starozytnosci matematyk aleksandryjski, Diofantes, potrafil
opisac wszystkie rozwiazania równania

(2) x2 + y2 = z2 •

Dziela jego zostaly opublikowane we Francji w polowie XVII wieku i jeden
z egzemplarzy tego wydania trafil w rece wybitnego francuskiego matematyka,
Pierre'a Fermata, który okolo roku 1637 na marginesie (a byly one wówczas dosc
spore) napisal:
Nie mozna rozbic szescianu na dwa szesciany, ani bikwadratu na dwa bikwadraty,

ani zadnej potegi wyzszej od 2 na dwie potegi o tym samym wykladniku.

Znalazlem naprawde zadziwiajacy dowód tego twierdzenia, lecz ten margines jest

zbyt waski, by go zmiescic.

To stwierdzenie, które we wspólczesnej terminologii mozna wyslowic
nastepujaco:
dla n > 2 równanie (1) nie ma naturalnych rozwiazan,
nosi od dawna nazwe Wielkiego Twierdzenia Fermata (WTF).

Zauwazmy, ze wystarczy twierdzenie to udowodnic dla wszystkich nieparzystych
wykladników pierwszych oraz dla wykladnika 4, gdyz z prawdziwosci WTF dla
pewnego wykladnika n wynika jego slusznosc dla wszystkich wielokrotnosci n,
a kazda liczba naturalna wieksza od 2 ma dzielnik pierwszy nieparzysty lub tez
jest potega dwójki, a wiec dzieli sie przez cztery.

Dowód WTF w przypadku n = 4 podal sam Fermat, opierajac sie na wyniku
Diofantesa o rozwiazaniach równania (2). Przez wiele lat matematycy szukali
dowodu WTF dla innych wykladników. W roku 1770 Leonard Euler znalazl
dowód w przypadku n = 3, a w 1828 r. P.G.L. Dirichlet rozstrzygnal przypadek
n = 5. Waznym krokiem naprzód stala sie stworzona przez E.E. Kummera
teoria liczb idealnych, która pózniej doprowadzila do wytworzenia sie wielu
podstawowych pojec nowoczesnej algebry. Za pomoca tej teorii Kummer
potrafil udowodnic WTF dla' wszystkich liczb n > 2, majacych dzielnik pierwszy
mniejszy od 100. (Jego dowód nie byl w pelni dokladny, ale pozostawiona luke
wypelnil D. Hilbert w 1897 roku.)

Wyrazny wzrost zainteresowania problemem Fermata zaznaczyl sie po
roku 1909, kiedy to Getyngenska Akademia Nauk oglosila, iz niejaki Paul
Wolfskehl zapisal w testamencie sto tysiecy marek (co bylo wówczas ogromna
fortuna) osobie, która udowodni twierdzenie sformulowane przez Fermata. Swoje
"dowody" zglaszalo setki amatorów, czesto niewiele z matematyki rozumiejacych
i nie zdajacych sobie sprawy z trudnosci zagadnienia. Trwa to az po dzien
dzisiejszy, aczkolwiek liczba nadsylanych prób dowodu znacznie zmalala,
gdy okazalo sie, ze wartosc nagrody spadla i aktualnie wynosi kilka tysiecy
marek. (Zauwazmy tu, ze do dzisiaj jedynie w niewielu przypadkach znany jest
elementarny dowód WTF i specjalisci sa przekonani, ze nie jest mozliwe istnienie
prostego i elementarnego dowodu, tak wiec próby jego znalezienia sa jedynie
strata czasu.)
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Rozwiazanie zadania F 87l.
Energia kinetyczna meteorytu jest
równowazna sile wybuchu

mv'--=E.
2

Podstawiajac m = ~7rr3 p, oraz3
przeliczajac energie na jednostki
ukladu SI, otrzymujemy

r = V 3E = 25 m.27rpv'

Warto zauwazyc', ze masa meteorytu
wynosi 0,15 megatony i jest
wielokrotnie mniejsza od masy trotylu
powodujacego r6wnowazny wybuch.

Rozwiazanie zadania F 872.
Potraktujmy sile oporu powietrza jako
male zaburzenie. Predko~~ w ruchu
niezaburzonym jest r6wna:

, , , v~ V2 )'v = v% + vy = "2 + (voT - gt .
Czas ruchu zal!"wynosi

_ voV2T_ .
g

Stad sila oporu powietrza jest r6wna

, , ( 2t 2t')
F = kv = kv 1 - - + -

o T T'
Zmiana pedu pocisku r6wna jest
popedowi sily

T

D.p =!F dt,
o

2 ,
mD.v = 3kvo T.

Podstawiajac wyrazenie na T
oraz uwzgledniajac, ze kv~ = 6g
otrzymujemy

2V2
D.v = -3-.vo "" 0,047· Vo .

W rozwiazaniu zadania 366 z fizyki
w numerze 9/1993 zamiast "dla

potencjalu postaci !.. powinno byc'r
"dla potencjalu postaci r'·.

Uzywajac metody Kummera wspomaganej technika komputerowa. potrafiono
powiekszyc zbi6r wykladnik6w, dla kt6rych WTF jest prawdziwe. I tak
w 1987 roku J.W. Tanner i S.S. Wagstaffwykazalijego slusznosc dla wszystkich
wykladnik6w pierwszych p < 150000, a w tzw. pierwszym przypadku nawet dla
p < 156442236847241650. ("Pierwszy przypadek" WTF zachodzi wtedy, gdy
dodatkowo sie zada, by zadna z liczb x, y, z w r6wnaniu (1) nie byla podzielna
przez wykladnik, o kt6rym zakladamy, ze jest liczba pierwsza.)

Ostatnie lata przyniosly istotny postep. Najpierw G. Faltings udowodnil
w 1983 roku bardzo og61ne twierdzenie o r6wnaniach z rozwiazaniami
calkowitymi, z kt6rego wynika m.in., ze dla ustalonego n > 2 r6wnanie (1)
moze miec jedynie skonczenie wiele rozwiazan spelniajacych warunek
NWD(x, y, z) = 1. Nastepny wazny rezultat zostal uzyskany przez
L.M. Adlemana i D.R. Heath-Browna w 1985 roku, kt6rzy wykorzystali
pewien rezultat E. Fouvry'ego z teorii rozmieszczenia liczb pierwszych do
wykazania, ze WTF jest sluszne w pierwszym przypadku dla nieskonczenie wielu
wykladnik6w pierwszych.

Wreszcie w czerwcu 1993 roku Andrew \)'iles zaprezentowal na konferencji
w Cambridge dow6d WTF, sluszny dla wszystkich wykladnik6w wiekszych
od 2. Dowód ten nie jest jeszcze opublikowany (bedzie prawdopodobnie zawieral
ponad 200 stron) i jest bardzo trudny, opiera sie bowiem na naj nowszych
osiagnieciach algebry, analizy i geometrii. Obecnie jest on sprawdzany przez
czolowych specjalist6w, ale panuje przekonanie, ze doczekalismy sie wreszcie
rozwiazania Jednego z naj slawniejszych problem6w matematyki.

Patrz w niebo

Kiedy ostatnio wybuchla supernowa w naszej Galaktyce? Wbrew pozorom nie
jest latwo odpowiedziec na tak proste pytanie, poniewaz wieksza czesc Galaktyki
jest ukryta przed naszymi oczami za warstwami materii miedzygwiazdowej.
Ostatnia jasna i widoczna golym okiem byla supernowa KepIera z 1604 roku,
ale niekoniecznie musiala to byc w og61eostatnia. Promieniowanie optyczne nie
jest tym, kt6re najlatwiej przenika materie miedzygwiazdowa i np. radiozródlo
Cassiopeia A jest uwazane za pozostalosc po mlodszej supernowej. Jej eksplozja
nastapila prawdopodobnie w polowie XVII wieku i byla zupelnie nie zauwazona
przez 6wczesnych obserwator6w. John J. Cowan z University of Oklahoma
(USA) twierdzi, ze jego zesp6l znalazl pozostalosc po supernowej, kt6ra
wybuchla najwyzej 100 lat temu.

Podejrzanym o to obiektem jest radiozr6dlo w Tarczy oznaczone katalogowym
symbolem 25.5 + 0.2. Zostal on odkryty w trakcie przegladu pasa Drogi
Mlecznej prowadzonego za pomoca zespolu radioteleskop6w wchodzacych
w sklad Very Large Array. Obiekt ten w zakresie radiowym wyglada jak tarczka
o rozmiarach 15 X 20 sekund luku, co przy odleglosci ocenianej na co najmniej
7000 pc odpowiadaloby liniowym rozmiarom okolo pól parseka. Tarczka nie
wykazuje zadnej struktury, podejrzewa sie jednak obecnosc pulsara w centrum
(jak w mglawicy Krab).

O obiekcie tym na razie informacje sa bardzo skape. Nie wiadomo nawet
na przyklad, czy jego jasnosc spada czy rosnie. Nie ma w tym nic dziwnego,
poniewaz lezy on blisko plaszczyzny Galaktyki, w dodatku w obszarze bardzo
gesto wypelnionym gwiazdami, gwiazdozbiór Tarczy lezy wszak niedaleko
kierunku ku centrum Galaktyki. W ogóle obserwacje supernowych sa z natury
rzeczy skazane na los szczescia, w naszej Galaktyce sa szczególnie trudne,
tak ze nawet czestosc pojawiania sie supernowych jest bardzo zle okreslona.
A informacja ta mialaby ogromne znaczenie dla teorii ewolucji gwiazd.

Tomasz KWAST
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Klub 44
Termin nadsylania rozwiazan:

31 III 1994

!=44
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 257 (WT=2,66) i 258 (WT=1,65)
z numeru 3/1993

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylat rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla~ rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi~
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesyla~ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladno~cia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudno~ci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie cho~by

jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otr')vmujenadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z' dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1993.

:S 1,

Redaguje Marcin E. KUCZMA

271. Do kaZdej sciany osmioscianu foremnego o objetosci V doklejamy
czworoscian foremny (sciana osmioscianu jest sciana czworoscianu). Powstala
bryla B nie jest wypukla. Obliczyc objetosc najmniejszego wieloscianu
wypuklego zawierajacego B. (Zabawki na choinke ... )

272. Udowodnic, ze dla liczb dodatnich a, b, c zachodzi nierównosc

_ab_(A_+_B_)_ + __ b_c(_B_+_C_)_ + __ ca_(_C_+_A_)
ab(A + B) + ABC bc(B + C) + ABC ca(C + A) + ABC

gdzie A = b + c, B = c + a, C = a + b.

Zadania z matematyki nr 271, 272Lenek Ga..irt.Jci - Sta.lowa. Wola.ll,l6
Jerzy Ja.nowicz - Bole.la.wiec '1,19
J a.nulZ OIlzewlkl- Suwa.lki .0.2'
Lesla.w S)uzypek - Rzesz6w 39,05

Zadanie 272 zaproponowal pan Waldemar Pomp e z Warszawy.

Rozwil\zania zadan z matematyki z numeru 8/1993
Przypominamy tresc zadan:

268. W kazdym okienku tabeli prostokatnej o wymiarach 10 X 2 umieszczamy tak kólko
lub krzyzyk, by zadne dwa krzyzyki nie znalazly sie w okienkach sasiednich. Ile jest takich
rozmieszczen?

264. Udowodni~, ze dla x E (0:"./4) zachodzi nierówno~c sin(tgx) > x.

263. Kazde dopuszczalne rozmieszczenie krzyzyków i kólek mozna utozsamiac ze slowem
utworzonym z 10 znaków A, B lub c: na k-tej pozycji piszemy symbol A, jesli w k-tej parze
okienek tabeli figuruje uklad kólko-krzyzykj symbol B, gdy krzyzyk-kólkoj symbol C, gdy dwa
kólka. Nie moga wystapic pod rzad dwa znaki A ani dwa znaki B.

Rozwazmy analogicznie tworzone slowa dlugosci n. Slowo konczace sie symbolem A lub B
nazwijmy slowem typu Ij slowo zakonczone symbolem C - slowem typu II. Liczby slów
(dlugosci n) typu I oraz II oznaczmy odpowiednio przez Un oraz Vn.

Ze slowa typu I, dlugosci n, mozna otrzymac (przez dopisanie kolejnego znaku) dokladnie
jedno slowo typu I oraz dokladnie jedno slowo typu II, dlugosci n + 1. Ze slowa typu II,
dlugosci n, mozna otrzymac dwa slowa typu I oraz jedno slowo typu II, dlugosci n + 1.

Wynikaja stad wzory rekurencyjne

un+l = Un + 2vn ,

Wobec tego

Vn+2 = Un+l + Vn+l = (un + 2vn) + (un + vn) = Vn + 2Vn+l •

Szukana laczna liczba dopuszczalnych slów dlugosci 10 równa sie Ulo + Vlo, czyli Vll.

Dla n = 1 i n = 2 mamy VI = l, V2 = 3. A zatem V3 = 1+ 6 = 7, V4 = 3 + 14= 17itd.,
Vll = 8119.

264. Wprowadzmy zmienna II = tgz. Nalezy wykazac nierównosc

sin II > arctgll dla II E (Ojl).

Przyjmujac 1(11) = sinll- arctgll oraz korzystajac ze znanej nierównosci cOSII > 1- (112)/2
mamy

1 2 1 2(1 112)

1'(11) = cOSII- --2 > 1 - ~ - -- = II ( - ) > O dla II E (Oj 1).1 + II 2 1 + 112 2 1+ 112

Funkcja 1 jest wiec rosnaca w przedziale (O; l). Wobec równosci 1(0) = O uzyskujemy
dowodzona nierównosc 1(11) > O dla II E (Ojl).
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169. Jak wiadomo, zagl6wka moze plynac pod wiatr, tzn. w kierunku tworzacym
z kierunkiem wiatru kat wiekszy od 90° (do okolo 150°). Taka mozliwosc zagl6wka
zawdziecza kilowi lub mieczowi, kt6ry bardzo ogranicza przesuniecia prostopadle do
osi jachtu, pozostawiajac jedynie swobode przesuniecia wzdluz tej osi. Na rysunku l
przedstawione zostaly sily dzialajace na zagl6wke przy kursie pod wiatr: FI jest sila
dzialania powietrza na zagiel, a F, - sila reakcji wody na kil (lub miecz). Wypadkowa
tych dw6ch sil jest skierowana do przodu, powodujac opisany ruch. Dzieki halsowaniu,
czyli okresowym zmianom kursu (rys. 2), zagl6wka moze przemieszczac sie srednio
wprost pod wiatr - pod katem 180°.

A oto zadanie. Dwaj zawodnicy rozgrywali regaty na identycznych jachtach plynac
w d6l rzeki. Poniewaz nie bylo wtedy zadnego wiatru, wiec zawodnik A zwinal zagle,
aby zmniejszyc op6r powietrza. Zawodnik B postapil inaczej: zauwazyl, ze plynac
z pradem odczuwa jakby wiatr z przeciwka. Postawil wiec zagle i zaczal halsowac.
Kt6ry wygral wyscig?

170. Z poczatkowo nieruchomego pistoletu oddano strzal. Obliczyc "kat podbicia"
(kat miedzy poczatkowym kierunkiem lufy a torem pocisku) zakladajac, ze sila
odrzutu dzialajaca na pistolet w chwili strzalu jest znacznie wieksza od sily dzialajacej
ze strony reki. Dane: masa pocisku m, masa pistoletu M, moment bezwladnosci
pistoletu wzgledem srodka masy I, srodek masy pistoletu znajduje sie w odleglosci h
od poczatku lufy o dlugosci l w kierunku prostopadlym do niej (rys. 3). Pominac ped
gaz6w prochowych w por6wnaniu z pedem pocisku.

, , , I- -
I I

Cr;ol6wka ligi r;adaniowej
Klub 44 F

po uwr;glednieniu ocen rozwiar;an
zadan 155 (WT=1.00) i 156 (WT=3,16)

r; numeru 3/1993
Toma.sz Wietecha. - Ta.rn6w 33,90
Andrzej Nnw •..•j{rndz)c! - Chocla.nów 23,11

~F1NEL
Rys. l

Zadania z fizyki nr 169, 110 Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rys.2

Rozwil\zanla zadan z fizyki z numeru 8/1993
Przypominamy tresc zadan:

161. Zbrodnia w ciemni totogratlcsneJ
Inspektor Wnikliwy puesluchiwal Mecr;yslawa Ror;walke, fotografa z dalekiego przedmielfcia
Czarny Koniec.
- A wiec, jelfli to nie ty r;amordowalelf twojego wsp6lnika Naiwinskiego, to kto to r;robil?
- Nie r;nam go. panie inspektorr;e. Widr;ialem go tylko puer; krótka chwile. i to w slabym
lfwletle lampy ciemniowej. Wywolywalem wlalfnie odbitki, gdy nagle uslysr;alem hala8.
Odwr6ciw8r;y 8ie r;obacr;ylem biednego Naiwka na podlodr;e r; nozem w plecach, i tamtego
drania uciekajacego. Byl racr;ej ni8kiego wr;r08tu, mial na 80bie delony 8weter i niebie8kie
8podnie. W uchu r;auwaiylem blynczacy kolczyk.
- WY8tarczy, Ror;walko. Wyjatkowo nieudolnie klamie8r; - widac, ze brakuje ci podstawowych
wiadomolfci r; fizyki. To r;er;nanie bedr;ie koronnym dowodem pneciw tobie. Sierzancie,
odprowadtcie go!
W jaki 8p086b in8pektor Wnikliwy r;dema8kowal morderce?

162. Strumien wody wyplywa r; poziomej rury. Predkolfc wody w rurze zmienia 8ie
r; odleglolfcia r od 08i rury zgodnie r;e wr;orem lI(r) = llo[l - (r/ro)21, gdr;ie ro je8t promieniem
rury, a maksymalna predkolfc llo ma wartolfc 10 m/8. Zakladajac, ze dr;ieki silom sp6jnolfci
strumien nie ror;dzieli 8ie, obliczyc wY80kolfcspadku wody do chwili uderzenia w pionowa lfciane
odlegla o l metr od wylotu rury.

161. Widmo swiatla lampy ciemniowej jest ograniczone do czerwieni, nie mozna wiec przy
takim oswietleniu widziet róznych barw. Rozwalko musial zmyslit opowiastke o tajemniczym
mordercy.

162. Zalózmy, ze poszczególne elementy objetosci wody zachowuja w czasie spadku swoja
predkafc pozioma (wydaje sie to rouadne ze wzgledu na mala lepkafc wody i dosc kr6tki

czas spadku). Przyjmijmy ponadto, ze strumien bedzie mial ksztalt paraboli II = !.l:z',2
gdzie z jest wspólrzedna pozioma, a II - pionowa (ze zwrotem w dól). Z tych zaloien
wynika, ze wspólrzedna z elementu o predkafci v zaleiy od czasu zgodnie ze wzorem

z = vt, a wspólrzedna II - zgodnie ze wzorem II = !.l:v't', czyli przyspieszenie pionowe tego
2

elementu wynosi a = l:v'. To przyspieszenie naleiy' przyr6wnat do wyraienia g + F , gdziem
F jest sila dzialajaca na element o masie m ze strony innych elementów strumienia. Stad
F = m(l:v' - g). Jesli rozpatrujemy czesc strumienia zawarta w warstwie cylindrycznej od
promienia,. do ,. + d,., to jej objetosc jest równa 2",,.d,. ·1. gdzie l - odleglosc od wylotu rury
do sciany, a masa - 21rlp,. d,.. Oczywiscie, laczna sila dzialajaca miedzy wszystkimi elementami
musi byt r6wna zeru, czyli otrzymujemy warunek w postaci

'0

I (l:v~(1 - ("/"0)')' - g),.d,. = O.
o

Obliczajac calke znajdujemy l: = 3~, zatem strumien opadnie o 3gl:Rl 16 cm. Wartosc ta
vo 2vo

jest stosunkowo niewielka w por6wnaniu z odlegloscia l = l m, co polt factum usprawiedliwia
niektóre z poczynionych przybliien (np. obliczanie objetosci warstwy cylindrycznej. chociai
w rzeczywistosci warstwa jest wygieta).
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Póty dzban ...

W EPSILONIE 12/1992 zaproponowane zostaly
Czytelnikom zadania swiateczne. Pierwsze z nich brzmialo:

Ile przekatnych ma przedstawiony na rysunku wieloscian?

Czytelnicy, którzy zechcieli pobawic sie epsilonowymi
zadaniami, zapewne zdziwieni byli pytaniem o liczbe
przekatnych najzwyklejszego ostroslupa. Problem
w tym, ze oryginalny rysunek wygladal troszke inaczej,
a mianowicie tak:

Czemu takie zadanie sie w swiatecznym numerze znalazlo?
Otóz, rysunek ów (wymyslony przez pare: DC & KC)
pokazywalismy, pytajac o liczbe przekatnych, wielu
matematykom (dobrym! - i bynajmniej nie stroniacym od
geometrii). I z reguly po pierwszym rzucie oka odpowiadali
oni - "No przeciez golym okiem widac, ze jedna!" .
Po drugim rzucie oka juz tak nie uwazali, ale w efekcie
owych pierwszych - licznych - odpowiedzi wydalo nam sie,
ze zagadke warto dac Czytelnikom Delty. Niestety - gdzies
po drodze miedzy oddanym EPSILONEM a ostatecznie
wydrukowana wersja - rysunek ulegl metamorfozie
i zadanie przestalo byc ciekawe ... Co gorsze, oddane byly
juz do druku (w chwili, gdy ukazal sie numer 12/1992,
w stadium nie do zmiany) odpowiedzi na zadania
swiateczne - tak, ze nie mozna bylo zadania powtórzyc,
juz w wersji oryginalnej.

Przy okazji chcialbym sie podzielic paroma uwagami.

Od kilku lat piszemy (KC & ZP) od czasu do czasu
artykuly popularne o matematyce, ukazalo sie juz
ich troche w rozmaitych pismach. Niestety, bywalo,
ze znajdywaly sie w nich niekiedy usterki, i to z reguly
nie z winy autorów. Czasami zdarzaly sie przykre bledy
w druku, czasami pechowe ingerencje redakcyjne w tekst.
Moze warto podac pare przykladów.

Do artykulu o fraktalach (juz nie w Delcie) dolaczylismy
krótka notke bibliograficzna Benoita Mandelbrota.
Redakcja pisma zdziwila sie bardzo, ze autorzy
nie napisali o tym, ze Mandelbrota wyrózniono
najwyzszym matematycznym odznaczeniem, Medalem
Fieldsa, i dopisala te wiadomosc do notki, p.odajac
równiez pare wyrywkowych informacji o tym medalu
- nie powiadamiajac jednak autorów o ingerencji
w tekst ... Drobiazgu, ze Mandelbrot nigdy Medalu Fieldsa
nie otrzymal, pod uwage nie wzieto.

Kiedys (równiez nie w Delcie) pisalismy o hipotezie
Poincarego. Po wytlumaczeniu odpowiednich pojec
hipoteza (mówiaca o rozmaitosci zwartej, spójnej
i jednospójnej) zostala. sformulowana. W ostatecznej
wersji tekstu slowo "jednospójna" zostalo przez redakcje
pisma usunie.te - bo po co powtarzac drugi raz to samo?
W efekcie niektórzy matematycy poddali artykul ostrej
krytyce - jak mozna pisac o hipotezie Poincartlgo, skoro
nawet nie umie sie jej sformulowac?
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W jednym z artykulów ukazal sie wzór: eS = E f.
n=O

Kiedy indziej pod rysunkiem

ukazal sie podpis: "Slady na plaszczyznie jednowalkowych
figur trójwymiarowych moga skladac sie z kilku
oddzielnych czesci". Kto wpadnie na to, ze autorzy
na pisali ,Jednokawa.lkowych" ?

Artykulowi o fraktalach grozilo jeszcze wieksze
niebezpieczenstwo, kt6rego przypadkowo (ZP odwiedzil
akurat odpowiednia redakcje w momencie dokonywania
poprawki) udalo sie uniknac. Jeden z redaktor6w odkryl
zdjecie fraktala podpisane "Julia set", stwierdzil, ze ktos
skonstruowal taki ladny kolorowy fraktal i nazwal go
imieniem "Julia", chcial wiec zdjecie wraz z romantycznym
komentarzem dolaczyc do tekstu. Gdyby do publikacji
tego fragmentu doszlo, srodowisko mate~atyczne smialoby
sie z nas chyba przez wiele lat - nie udaloby sie kazdemu
z osobna wytlumaczyc, ze panowie KC i ZP naprawde
wiedza, kim byl Gaston Julia i co to jest zbi6r Julii.

O poprawkach drobniejszych, jak przeredagowywanie
fragmentów tekstów czy zmiana tytulów (na nie
odpowiadajace glównemu tematowi tekstu, oczywiscie, bez
konsultacji z autorami) nawet nie warto wspominac.

Co ciekawe, skadinad wiem, ze gdy redakcje zamieszczaja
tlumaczenia tekst6w zagranicznych, to zazwycz'aj przed
publikacja daja przeklady tlumaczom do autoryzacji.
Autor polski (nawet tekstu zam6wionego) takiej mozliwosci
z reguly nie ma. Ciekawe;dlaczego?

Gwoli scislosci wypada zaznaczyc, ze i nam, autorom,
zdarzaly sie drobne "wpadki", nie zawsze przez redakcje
"wylapane" ...

Chcialbym podkreslic, ze wsr6d redakcji (nb. bardzo
sympatycznych), z kt6rymi zdarzylo mi sie wspólpracowac,
Delta wyr6znia sie zdecydowanie na korzysc. Tu (mimo
ze okazji bylo duzo, bo oprócz kilku tekst6w maczalem
palce w ... dziestu EPSILONACH) po obejrzeniu
wydrukowanych numerów widac bylo, ze Redakcja pracuje
nad wyraz profesjonalnie. Bardzo nieliczne usterki (typu
"literówek"), które mialy miejsce, byly tak drobne,
ze absolutnie niegodne uwagi; nie wytknalby ich nawet
najbardziej zlosliwy krytyk. Delcie po prostu pomylki sie
nie zdarzaja.

Ale cóz - póty dzban wode nosi, póki sie ucho nie
urwie ... W koncu i w Delcie wydrukowano cos innego,niz
chcieli autorzy.

Zas zadania z wieloscianem po prostu mi szkoda
i chcialbym choc w te spos6b zwrócic na te "bryle" uwage.

Krzysztof CIESIELSKI
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(34)

Czy Pan istnieje?

Rok temu oglosilismy konkurs swiateczny. Wsród odpowiedzi,
które otrzymalismy, byla zaledwie jedna w pelni poprawna. Jej
autorem byl pan Waldemar Pompe z Warszawy. Gratulujemy!

Nawiasem mówiac, nie otrzymalismy lawiny listów
z rozwiazaniami. Byc moze Czytelnicy uznali nasze zagadki
za malo ciekawe - a moze za zbyt proste, by sie bawic
w korespondencje. Nie zrazeni ani tym, ani "wypadkiem
przy pracy" (por. sasiednia strona) proponujemy kolejne
"EPSILONOWEzadania na Swieta". Tym razem pod wspólnym
haslem, wzorowanym na znakomitym utworze Stanislawa Lema
"Czy pan istnieje, Mr Jones?" . Wydaje nam sie, ze tym razem
zagadki sa troche trudniejsze niz rok temu (choc, oczywiscie,
poglad o wiekszej lub mniejszej trudnosci jakiegos zadania jest
rzecza niezwykle subiektywna). Jesli ktos rozwiaie wszystkie,
zachecamy do napisania do nas - przewidujemy nagrody!

Mysl wszystkich zadan jest taka sama - podany jest opis
jakiegos zjawiska matematycznego; nalezy stwierdzic, czy dana
sytuacja jest mozliwa, czy nie. W przypadku, gdy tak, nalezy
podac konkretny przyklad, gdy nie - w miare przekonywajaco to
uzasadnic. Na odpowiedzi czekamy do miesiaca od ukazania sie
tego numeru Delt,. Do dziela zatem!

l. Czy istnieje funkcja ciagla okres1ona na zbiorze liczb
rzeczywistych, o wartosciach rzeczywistych, która kazda liczbe
wymierna przeprowadza w liczbe niewymierna. kazda zas liczbe
niewymierna w wymierna?

2. Wiadomo, iz mozna tak
splesc ze soba trzy okregi
(petle wykonane ze sznurka),
ze po rozcieciu któregokolwiek
z nich pozostale dwa beda
niezaplecione. Czy mozna
splesc cztery takie petle w ten
sposób, aby po rozcieciu
dowolnej reszta okazala sie
niespleciona?

3. W czasie pierwszej wojny swiatowej pocisk z dziala zburzyl
stojaca u wejscia do pewnego zamku statue rycerza z pika w
reku. Stalo sie to ostatniego dnia miesiaca. Iloczyn daty dnia,
numeru miesiaca, wyrazonej w.stopach dlugosci piki, polowy
wyrazonego w latach wieku dowódcy baterii strzelajacej do
zamku oraz polowy wyrazonego w latach czasu, jaki stala
statua, równa sie 45'1066. Czy jedynym rokiem, w którym
statua mogla zostac postawiona, byl rok 1714? (OczywiJicie,
przyjm~emy, ze odpowiednie liczby - wyrazajace wiek dowódcy,
dlugost piki itd. sa liczbami calkowitymi, oraz ze sa to wartosci
praktycznie mozliwe - np. dowódca nie m6gl miet szesciu lat,
pika zas 70 stóp dlugosci).

4. Czy pasek papieru mozna przeksztalcic z pozycji l na
pozycje 2, jesli koniec A paska jest przyklejony do stolu klejem
Super Glue - rzecz jasna, nie rozrywajac paska ani nie odklejajac
konca A od stolu?

5. Czy istnieje ostroslup, którego podstawa jest czworokat
wypukly i którego dwie przeciwlegle sciany boczne sa
prostopadle zarówno do siebie, jak i do podstawy ostroslupa?

Rozwiazania - za dwa miesiace. Przy hasle "Czy Pan istnieje?"
nie mozna nie przypomniec pewnej slynnej anegdoty ... Historie
te opowiadal A~d~ej Turowicz, który z kolei slyszal ja od
Hugona Steinhausa.

Wybitni angielscy matematycy, Godfrey Harold Hardy
(1877-1947) i John Edensor Littlewood (1885-1977), umówili
sie, ze wszystkie swoje prace beda podpisywali wspólnie.
Zrobili tak dlatego, ze ciagle ze soba rozmawiali o problemach
matematycznych i pózniej nie wiedzieli, czy dana rzecz zrobil
tylko jeden z nich,.czy tez przypadkiem drugi równiez nie mial
jakiegos wkladu. Oczywiscie, zanim zawarli te umowe, pisali
samodzielnie, takze i po smierci Hardy'ego Littlewood pisal
sam. Poza tym Hardy napisal sam kilka ksiazek. Anegdota
mówi, ze kiedys Littlewood przyjechal do Berlina; do Edmunda
Landaua (1877-1938) i Landau, który byl bardzo arogancki,
powiedzial, gdy Littlewood sie przedstawil: "O, to pan
istnieje? Aja myslalem, ze jest to tylko pseudonim, którego
Hardy uzywa, gdy wstydzi sie swoja prace podpisac swoim
nazwiskiem."

Do anegdoty nalezy dolaczyc komentarz. Powyzsza historia
znalazla sie w wywiadzie z A. Turowiczem dla pisma

T1aeMatMmatiCtJlIntellillrncer (przeprowadzonym przez
K. Ciesielskiego i Z. Pogode) i nie zostala (w przeciwienstwie
do wielu innych anegdot) w wydrukowanej wersji zamieszczona.
Jest to o tyle ciekawe, ze dwa lata po opublikowaniu wywiadu
ta sama anegdota (przy czym jej glównym bohaterem byl
nie Landau, lecz Norbert Wiener, choc Landau tez zostal
tam wspomniany jako watpiacy w istnienie Littlewooda)
zostala w Jntelligrnceru wydrukowana w artykule S. Krantza
MatMmatiCtJlAnecdote•... Uwazny Czytelnik Delt, dostrzeze,
ze ta wlasnie anegdota (w wersji Krantza) zostala umieszczona
w Delcie pól roku temu. Czemu wiec ja powtarzac?
W EPSILONIE nr 6 opublikowalismy tekst o indukcji wstecznej.
Rok pózniej Delt4 zamiescila artykul o indukcji, którego
spora czellt byla poswiecona modelowi indukcji wstecznej
i praktycznie byla powtórzeniem tekstu z EPSILONA (zeby nie
bylo watpliwosci: nie ma mowy o zadnym plagiacie, znajac
terminy wydawniczo-drukarskie jestesmy przekonani, ze drugi
artykul dotarl do Redakcji Delt" zanim EPSILON nr 6 ukazal
sie drukiem). Jesli wiec Delt4 uwaza pewne tresci .matematyczne
za tak ciekawe, by je powtarzac w krótkich odstepach czasu, nie
widzimy powodu, dla którego nie mamy przypomniec zabawnej
historii, gdy ladnie sie ona wiaze z reszta EPSILONA. Zreszta.
jesli chodzi o porównanie anegdot i matematyki. .. ale o tym
kiedy indziej.

(KC)

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Polfmiechowski, Marcin Po:lniak.
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