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Komplementarnosé

Marek CINAL
1 Berthold-Georg ENGLERT

W mechanice klasycznej stan obiektu fizycznego jest opisany

w pelni przez podanie wartodci zmiennych dynamicznych
charakteryzujacych ten obiekt; w przypadku wyidealizowanego
punktu materialnego tymi zmiennymi sa: polozenie punktu

7= (z,y,2) ijego ped F = (ps, Py, P=). Znajac wszystkie sily
dzialajace na ten punkt materialny mozna, na podstawie praw
Newtona, przewidzieé jego stan w dowolnej-chwili w przeszlodci

i przyszlodci. Tego typu przewidywanie nie jest mozliwe dla
obiektéw mikroskopowych, np. atoméw lub czastek elementarnych,
gdyz w dwiecie mikroskopowym nie jest mozliwe jednoczesne
okreflenie dokladnego polozenia i pedu czastki. Opisuje to
kwantowo-mechaniczna relacja nieokreélonoéci Heisenberga

() bzbp, > h/2,

gdzie 6z (8p,) jest dokladnoécia pomiaru skladowej poloienia z
(sktadowej pedu p;), » = h/(27), h oznacza stala Plancka. W teorii
sjawisk mikroskopowych — mechanice kwantowej — stan czastki
opisuje si¢ nie przez podanie wartosci 7 i p, lecz przez podanie
funkeji falowe) o(7) okreslajacej amplitude prawdopodobieristwa
znalezienia sie czastki w punkcie 7. Mierzalne wielkodci fizyczne
83 reprezentowane wtedy przez operatory dzialajace w przestrzeni
funkcji falowych.

Méwimy, ze dwie wielkodci fizyczne sa komplementarne,

jesli dokladna znajomogé jednej z nich implikuje jednakowe
prawdopodobieristwo kazdego wyniku pomiaru drugiej. Przykladem
wielkodci komplementarnych sa = 1 p,. Wynika to w szczegélnodei

z relacji nieokreslonosci (). W przypadku ustalonego polozenia
czastki pomiar jej pedu moze daé dowolna wartosé. I odwrotnie:
czastka o ustalonym pedzie moze znajdowad sie w dowolnym
punkcie. Oznacza to, ze w zaleznosci od tego, co z nia robimy,
ujawnia swoje cechy korpuskularne (gdy dobrze okreélone jest jej
poloienie) lub falowe (gdy dobrze znamy jej ped). Wtasnoé¢ ta,
nazywana korpuskularno-falowym charakterem materii, bywa czesto
identyfikowana z komplementarnoécia. Komplementarnoéé to jednak
pojecie znacznie ogdlniejsze.

Sformulujmy teraz zasade komplementarnodci.
Dig kazdego stopnia swobody zmienne dynamiczne stanowiq pare
wielkoder komplementarnych.

Mozna ja réwniez bardziej swobodnie wyrazié nastepujaco:
Niezaleznie od tego, jok przygotowano uklad, istnieje taki pomiar,
ktdrego wyniku zupeinie nie mozna przewidzied.

Komplementarnodé jest wlasnoscia natury i, choé wydaje sie
niezgodna z naszym codziennym doswiadczeniem, musimy jej
istnienie przyjaé jako fakt. Najwieksza zastuge w uswiadomieniu
nam tej fundamentalnej prawdy nalezy niewatpliwie przypisaé
Nielsowi Bohrowi. Nie przyszto mu to wcale latwo, jednym

z gldwnych oponentéw byl sam Albert Einstein.

| ut szzgélne

tréjkata
Jarostaw GORNICKI

W geometrii elementarnej na plaszczyénie
dwie figury odgrywaja bardzo wagng role
— tréjkat i kolo. Przedstawie kilka faktéw
dotyczacych tréjkatéw, ktdre to fakty

stanowis fragment tzw. geometrii irdjkqta.

Od dawna znane s3 wlasnoéci przecinania
gie w jednym punkcie:

- symetralnych trzech bokéw tréjkata,

— dwusiecznych trzech katéw
wewnetrznych tréjkata,

— prostych zawierajacych wysokodci
tréjkata,

— érodkowych trzech bokéw tréjkata.

W 1803 roku Kliigel nadal tym

" ipodobnym im punktom nazwe punkty

szczegdlne trdjkqta, gdyz kaidy z nich
jest wyznaczony przez wieksza, liczbe
warunkéw, niz jest to potrzebne do

" jednoznacznego wyznaczenia punktu.
! Mianowicie, kaZdy z powyzszych punktéw

wyznaczony jest przez trzy proste,

mimo Ze punkt jest jednoznacznie
wyznaczony przez dwie. Péiniej termin
ten rozszerzono réwniez na inne punkty
tréjkata wyréinione przez jakad wlasnosé,
np. ekstremalna, pewnych funkeji
zwiazanych z tréjkatem. Takimi punktami
83 na przyklad:

— punkt Torricellego, dla ktérego suma
odleglodci od wierzcholkéw tréjkata osiaga
minimum;

- punkt Lemoine’a, dla ktérego suma
odleglodci od wszystkich trzech bokéw
tréjkata osiaga minimum;

— punkty Brocarda (moga byé dwa) majace
te wilasnodé, ze tréjkaty o wierzcholkach
bedacych rzutami prostopadlymi tych
punktéw na poszczegdlne boki danego

| tréjkata sa do niego podobne oraz maja

najmniejsze pole wérdd wszystkich
tréjkatéw wpisanych w dany tréjkat
i podobnych do tréjkata wyjsciowego.

Jak te punkty wyznaczyc?

Wskazemy metode pozwalajaca na niemal
jednoczesne uzasadnienie wymienionych na
samym poczatku czterech faktéw. W tym
celu zaprezentujemy latwe do zapamietania
twierdzenia dwojakiego rodzaju: opisujace
warunki, przy ktérych kilka wyréznionych
punktéw (wiecej niz dwa) leZy na jednej
prostej; oraz warunki gwarantujace,

ze kilka wyréznionych prostych (wiecej niz
dwie) przecina sie w jednym punkeie.




Okolo &G r.n,e. Mene]aus z Alekaandm
wykazal:

Twierdzeme T Iezeh praata nie
przechodzch przez Zaden wierzcholek
trjkata ABC przecina jego boki AB,

BC, CA lub ich przediuzenia adpowwﬁmo
w punktach M, N, P, to

w o

Dowéd. Prowadzimy prosta k zgodnie
z warunkami twierdzenia. Z wierzcholkéw
tréjkata ABC prowadzimy odcinki
prostopadle do prostej k (rys. 1, 2),
ktérych diugodei wynosza odpowiednio dy,
dp, do. Komysta.la.c % therdzema Talesa

EBNE __§'_ 1o =
|NC’] G’ IPA}

|aM] BN Pl _,
1MB]| " |NC| P4 "

Rys. 2
Prawdsziwe jest réwnies, latwe do
udowodnienia, twierdzenie odwrotne:
 Niech na prostych AB, BC, CA leig
odpaw:cdmo punkiy M, N, P z kidrych
Zaden nie jest wierzcholkiem tréjkata ABC.
Jedli wyznaczafq one odcinki spefniajgce
warunek (1) oraz parzysta ich liczba lezy na

bokach irdjkgta, to punkiy M, N, P lezq na :

 Jednej proste;.

Czy komplementarnodé zawsze jest wymuszana przez zasade
nieokreslonogci Iub jej jaki§ wariant?

Klasycznym przykladem, pray tej okasji omawianym

w podrecznikach i na wykladach, jest dogwiadczenie myslowe
Einsteina-Bohra (rys. 1).

a)

ptaska fala fpx G2, Pk i

Swietlna

LY

m—  EKRAN 2Z PRAZKAMI INTERFERENCY JNYMI
=== e EKRAM BEZ FRAZK b

E(x,0)
9/

. d/Z

Rys. 1 Schemat eksperymentu Einsteina—Bohra. Poniewas dlugodé fali §wietlnej A
nie zmienia si¢, zatem |k, | = |fc'=| = %—"- = k. Skladowe obu wektoréw falowych
wynosza (dla i > d):

k) = ksin6; m k6; & kﬁr’T“iﬁ,

1 ({z+ 8;d/2 3 R ’
‘E(T'/) ]"=1'2’

) Ak, = kD _ gl = X

k(i)=kcosﬂimk 1-£9? Nkl
4 R

gdzie 53 = —1, 83 = 1. Stad mamy

Faza fali kulistej rozchodzacej sie od i-tej szczeliny wynosi w punkcie E na
ekranie

bi =k; - .§,__'E = kgi](z + 8;d/2) + k;‘)L 3
Zatem réznica obydwu faz réwna sie
L =dy—¢1 = -

A¢ = 0 w punkcie centralnego maksimum: z = 0. Zwiekszajac = od 0 do Az
znajdziemy si¢ w punkcie pierwszego bocznego maksimum, gdzie A¢ = 2w, Stad

kdz

Az =22,
= %

a nastepnie korzystajac z (**) otrzymujemy
Ak Az = 2r.

A wiec ped fotonu (skladowa z-owa), ktéry dotart do punktu E na ekranie
przelatujac przez szczeling Sz, bedsie sie réinié od pqdu fotonu, ktéry dotarl tam
przez szczeling S1, o wielkodé

h
Ap: = hAk, = "

A zatem, aby odréini¢ jedna droge fotonu od drugiej, ped plyty musi by¢
wyznaczony z bledem mniejszym niz ta réinica, tzn. fp. <€ h/Az. Wéwczas
jednak z zasady nieokreflonodci (*) wynika, Ze nieokredlonodé poloienia
plyty &z jest wicksza od Az, czyli odleglodci mie¢dey sasiednimi prazkami
interferencyjnymi. To jednak oznacza sprzecznodé, gdyi warunkiem koniecznym
powstania obrazu interferencyjnego jest 6z < Az.




Pojedyncze fotony (lub elektrony) po przejéciu przez uklad otworéw
w przeslonie tworza na ekranie charakterystyczny uklad prazkéw
interferencyjnych. Wydawaé by sie moglo, ze obserwujac kierunek
odrzutu przeslony na skutek zmiany kierunku lotu fotonu (lub
elektronu) od #rédla do ekranu, mozna bez zniszczenia obrazu
interferencyjnego stwierdzié, przesz ktéry otwdr przeszedi foton

(lub elektron). Do tego potrzebna jest jednak dokladna znajomosé
pedu przestony. Zasada nieokreslonosci () wymaga wtedy duzej
nieokreslonodci jej polozenia. Wéwczas nieokreslonosé ta staje sie
wieksza od odleglodci miedzy sasiednimi prazkami interferencyjnymi
i obraz interferencyjny ginie.

Odpowied? na postawione powyzej pytanie, cay komplementarnoéé
wynika z relacji nieokres§lonodci, powinna jednak brzmieé: nie!

W powyiszym eksperymencie, gdy chcemy zarejestrowaé, przez ktéry

otwdr przeszedl foton (lub elektron), przeslona zaburza jego ruch

w sposéb przypadkowy i niekontrolowany. Od niedawna umiemy
jednak konstruowad takie detektory, ktére nie zaburzaja istotnie
ruchu obserwowanych obiektéw. Detektorem takim moze byé wneka
rezonansowa mikromasera, a obiektami atomy. Rozwazmy teraz
uklad eksperymentalny przedstawiony schematycznie na rysunku 2.

kolimatory mikromasery
wneka 1
SRELRRAR AR RARRRa Y
AR R AR R AR RAR AR ARAAN
wigzka ﬁ wneka 2
atomowa .
(fala ptaska) wigzka
laserowa

w————  EKRAN Z PRAZKAMI INTERFERENCYJNYMI
=== EKRAN BEZ PRAZKOW

Rys. 2. Zmodyfikowany eksperyment Einsteina-Bohra, pozwalajacy na okreflenie
drogi fotonu bez zaburzenia jego ruchu.

Atomy po przejéciu przez uklad kolimatoréw (szerokich szczelin)

sa ofwietlane wiazka laserowa, a nastepnie przelatuja przez

Jjedna z dwu mikromaserowych wnek rezonansowych, po wyjsciu

z ktérej trafiaja na odpowiadajaca jej szczeline w plycie. Atomy

sa rejestrowane na ekranie ustawionym za plyta. W nieobecnodci
lasera i wnek rezonansowych tworzy sie znany obraz interferencyjny.
W obszarze za plyta funkcja falowa ¢ opisujaca ruch srodka masy
atomu jest suma dwu czlonéw odpowiadajacych dwém szczelinom:

=1+ p2. Wéwczas gestosé prawdopodobieristwa |p|? znalezienia

atomu w danym punkcie ekranu wynosi

lel? = le1|* + |p2f? + olez + p165 .
Wyrazenia o}z + @195 sa, oczywiscie, odpowiedzialne za
powstanie charakterystycznych prazkéw interferencyjnych.

3

Postugujac sie twierdzeniem Menelausa
mozemy uzasadnié wainy rezultat

z geometrii trojkata. Opublikowat

go w pracy De linets rectis se invicen
secantibus statica conastructio (Milano, 1678)
wiloski ingynier Giovanni Ceva.
Twierdzenie 2. Jezeli trzy proste
przechodzgcee przez wierzcholks

trdjkata ABC i nie zawierajgce sadnego
boku triojkgta przecinajg sie w jednym
punkeie lub sg réwnolegle, to odcinki
wyznaczone przez punkty M, N, P

(punkty przecigcia sie tych prostych
odpowtednio z bokami AB, BC, CA lub ich
przediuzeniami) spelniajg warunek (1).

Dowéd. Gdy proste przecinaja, sie

w jednym punkcie, to przy powyzszych

oznaczeniach (rys. 3, 4) stosujemy

twierdzenie Menelausa do tréjkata ABP '

i pro&te] CcO:

- laM| |Bo| |Pc| _
IMB| |oF |C-‘A|

oraz do tréjkata BCP i prostej AO

PO| |BN| |c4]

OB| [NC| [AP]

—

=

- Rys. 4

Mnoizac te réwnosci stronami

otrzymujemy (1). Gdy ANHBP!IC’M

(rys. 5), to
|AM] _ |AM| |BN| _|BA|
IMB| — [MB|’ [NC| [AM]"
lcp| _ |MB]|
[P4] ~ [BA]"

- gkad po wymnozeniu stronami

otrzymujemy (1). 8




|

'F

A

Rys. 5

Prawdziwe jest réwniez twierdzenie
odwrotne.

Twierdzenie 3. Jezeli irzy proste
przechodzgee przez wierzchotks
irdjkatea ABC i nie zawserajgce zadnego
boku trojkate wyznaczajq na bokach

AB, BC, CA lub ich przediuzensach

takie punkty M, N, P, ze spelniony jest
awiqzek (1) oraz nieparzysta ich liczba lezy
na bokach tréjkqta, to proste te przecinajg
si¢ w jednym punkcie lub sq réwnolegle.

Dowdd. Zalézmy, ze proste AN i BP
przecinaja sie w punkcie O i prosta CM
nie zawiera punktu O. Wtedy prosta CO
wyznacza na prostej AB punkt M’ # M.
Wéwcezas z twierdzenia Cevy
|AM'| |BN| |CP| _
IM'B| |NC| |PA|
1 jednoczesnie speiniony jest warunek (1).
[AM']  |AM]|
M'B| ~ |MB]’

1

Poréwnujac je, dostajemy

i) T
czyli %ﬁi — %JJ—% Ostatnia réwnosé

jest falszywa, gdyz jeden utamek jest
mniejszy od 1, a drugi wiekszy od 1.
Réwnie fatwo zauwazamy: jezeli AN||BP,
to réwniez CM jest do nich réwnolegia. B

' Zobaczmy teraz, jak mozna wykorzystaé
te rezultaty do uzasadnienia na pozér
odleglych faktéw.

Fakt 1. Trzy dwusieczne katdw
irojkgta ABC przecinajq ste w jednym
punkcie (jak tatwo zauwazycé, jest to srodek
okregu wpisanego w ten tréjkat).

Dowéd. Dwusieczna kata B (rys. 6)
dzieli bok C A punktem P na odcinki
|CP| _ |CB|
|PA| ~ |BA|
Wynika to z twierdzenia Talesa
zastosowanego do kata C przecietego
prostymi réwnoleglymi AD i BP oraz
z fakiu, e |AB| = |BD|. Analogicznie
|AM| _ |G| |BN| _ |AB|

M B| GBI ING| A0

a stad wynika (1). Korzystamy teraz
z twierdzenia 3 (odwrotnego do
twierdzenia Cevy) i juz!

spelniajace warunek

W przypadku atoméw mozemy wykorzystaé jeszcze dodatkowe
stopnie swobody zwiazane ze struktura atomu. Mozemy wiazka
laserowa pobudzié¢ atomy z ich stanu podstawowego do stanu
wzbudzonego. Gdy jeden z takich wzbudzonych atoméw dostanie
sie do wneki rezonansowej mikromasera, to moze wystapi¢ silne
sprze¢zenie z promieniowaniem w jej wnetrzu, w wyniku czego atom
wyemituje foton i przejdzie do innego stanu. To przejécie z emisja
fotonu mozna obecnie przeprowadzi¢ z prawdopodobiefistwem
praktycznie réwnym 1, nawet jesli wneka poczatkowo nie zawierala
zadnego fotonu (méwimy, ze wneka byla ultrazimna). Zatem po
przejéciu wzbudzonego atomu przez wneke zostaje po nim $lad

— foton. Wneka jest wiec detektorem przelotu atomu. Warto
podkresli¢, ze proces oddzialywania atomu z polem wneki i emisja
fotonu nie zaklécaja w znaczacym stopniu czesci funkeji falowej
atomu zwiazanej z ruchem jego érodka masy.

Wréémy do ukladu eksperymentalnego z dwiema ultrazimnymi
wnekami rezonansowymi. Po przelocie pojedynczego atomu pelna
funkcja falowa za przeslona jest teraz nastepujaca

P = ®i1X10 + ¥2Xo1,
gdzie nowe czynniki x10 i xo1 opisuja stany wnek rezonansowych;
indeks O lub 1 na pierwszym miejscu oznacza, ze w plerwszej wnece
nie ma (0) lub jest (1) foton, indeks na drugim miejscu opisuje stan
drugiej wneki. Gestosé prawdopodobieristwa znalezienia sie atomu
w danym punkcie na ekranie jest teraz postaci

le® = leixiol® + waxor[* + lw2xtoxor + ©105x10X5, -
Poniewaz stany x10 1 xo1 sa ortogonalne, to wielkogé X1oXo1 zeruje
si¢, interferencyjne czlony krzyzowe znikaja, zatem na ekranie nie
pojawiaja si¢ prazki interferencyjne. Nie ma przy tym znaczenia,
czy foton, ktéry pozostal w jednej z wnek po przelocie kazdego
atomu, zostal zarejestrowany przesz kogof czy nie. Moze wcale nie
by¢ obserwowany lub zaobserwowany dlugo po tym, jak atom dotart
do ekranu. Istotne jest to, ze informacja (w postaci fotonu) o tym,
ktéra droge wybral atom, jest dostepna.

Wneki mikromasera nie wplywaja na funkcje ¢; i w2 okreélajace
ruch srodka masy. W ten sposéb osiagniety zostal cel Einsteina:
mozliwe jest uzyskanie informacji o drodze obiektu bez
niekontrolowanego oddzialywania aparatury pomiarowej na jego
ped. Bohr nie mialby jednak nic przeciwko temu rezultatowi,

gdyz po pozostawieniu informacji o drodze atomu (to jest po
emisji fotonu we wnece) atom traci zdolnoéé do interferencji.
Komplementarnosé jest wiec znowu obecna; nie jest ona w tym
przypadku wymuszona przez relacje nieokreélonogci Heisenberga,
lecz przez korelacje miedzy stanem aparatury pomiarowej

a obserwowanym obiektem. Relacja nieokreslonosci Heisenberga (*)
nie stosuje si¢ tutaj; nasza argumentacja nie odwokuje sie do niej.
Fizycznie oznacza to, e relacji tej nie podlega uzyty sposéb detekcji,
gdyz ze zlokalizowanym fotonem we wnece nie mozna zwiazaé
okreslonego pedu.

I jeszcze uwaga o mikromaserach. Moga one shuzy¢ jako detektory
drogi atoméw, jesli jeden foton pozostawiony we wnece zmieni

pole elektromagnetyczne na tyle, ze zmiana ta jest obserwowalna.

Z taka sytuacja mamy do czynienia w rozwazanym wyze] przypadku
ultrazimnych wnek nie zawierajacych poczatkowo fotonéw. Gdy
wneki zawieraja poczatkowo klasyczne pole mikrofalowe, a wiec
mndstwo fotonéw, zmiana pola o jeden foton nie jest zauwazalna.
Eksperymenty z ultar zimnymi wnekami rezonansowymi sa
prowadzone juz od kilku lat, ale idea doéwiadczenia przedstawiona
w tym artykule ciagle czeka na realizacje.




Lezki batawskie

I. Rozwazmy kule stopionego szkla o jednakowej temperaturze
wystawiona na dzialanie zimnego powietrza. Jej warstwa zewnetrzna
zacznie szybko krzepnaé, a warstwy wewnetrzne zachowuja jeszcze
poprzednia temperature. Warstwa zewnetrzna musi zatem objaé
objetog¢ odpowiadajaca poczatkowej (wyzszej) temperaturze.

W miare dalszego stygniecia warstwy wewnetrzne ,staraja sie”
kurczy¢ i krzepnaé. Lecz ,przeszkadza im” w tym sztywna juz
warstwa zewngtrzna. Z powodu ,$ciagania” do érodka podlega

ona zatem sciskaniu; powstaja w niej naprezenia Sciskajace.

A w warstwach wewnetrznych, ,ciagnietych” przez nia, wytwarzaja
sie naprezenia rozciagajace.

Wytrzymalosé szkla na éciskanie Jjest o wiele wieksza niz na
rozciaganie: wynosi ona zwykle 60-125 kg/mm? — wobec, typowo,
3,5-8 kg/mm? dla rozciagania.

Fakt 2. Trzy srodkowe bokdw tréjhata
przecinajq sie w jednym punkcie (Fest to
drodek cigzkoses tréjkata).

Dlatego taka kula szklana moze wytrzymac duze obciazenia,
zwlaszcza ze dzieki kulistemu ksztaltowi zaklécenie réwnowagi
naprezen jest trudniejsze. Jezeli jednak uszkodzi sie powierzchnie
kuli, to caly uklad rozpada sie na liczne kliniaste odpryski z powodu
naprezeii rozciagajacych we wnetrzu szkla.

Dowéd. Wynika bezposrednio
z twierdzenia 3. B

Przy okazji sugernjemy 2 zadania:
L. Wykazaé, ze drodkowe tréjkata dziela
ten tréjkat na 6 mniejszych tréjkatéw

o réwnych polach.

II. Uzasadnié, e srodkowe w tréjkacie
dziels sie w stosunku 2:1.

II. Inaczej zachowuja sie ciala o ksztalcie asymetrycznym — takie jak
lezki batawskie (niem. »Glastranen”). Wytwarzaja sie one wtedy,
gdy do wody wlewa sie kroplami rzadko-plynne stopione szklo.

I znowu: warstwy zewnetrzne tych kropli krzepna bardzo szybko

1 powstaja w nich silne naprezenia sciskajace. Taka lezka okazuje sie
bardzo odporna na uderzenie!

Fakt 3. Trzy proste zawierajgee wysokodet
iréjkata przecinag sic w jednym punkcie
(zwanym ortocentrum tréjkata).

Dowéd. W tréjkacie prostokatnym jest
to oczywiste. W pozostalych praypadkach
korzystamy z podobiefistwa odpowiednich
tréjkatéw (rys. 7):

Jesli jednak zakldci sie w niej réwnowage naprezefi — np. przez
odlamanie ,,ogonka” - to cala lezka momentalnie rozsypuje sie na
proszek. Jesli za$ ogonek zmniejszaé stopniowo — np. przez powolne,
ostroine trawienie w kwasie fluoro-wodorowym, to rozpad lezki

nastapi dopiero wtedy, gdy trawienie dojdzie do miejsca, w ktérym a) AABP ~ AACM i L‘ég_l = IA;PJ,,
(grubszy u nasady) ogonek szybciej zmniejsza swa Srednice. 'l‘i%ll lfg"”
: ol b) AABN ~ AMBc i 221 _ IBN|
Dralle-Keppeler Die Glasfabrikation, I Band, II Aufl, 1930, s. 241. {B(l??l |MB|
thum. J. JABLKOWSKI S . 1BC| _ |PC|
¢) ABPC ~ AANC i J4C] = [NeT

Mnozac b) przez c), a nastepnie dzielac
przez a) i porzadkujac otrzymujemy (1).
Korzystajac teraz z twierdzenia 3
dostajemy teze. B

- Jakiej wysokosci musi by¢ lustro w moim przedpokoju, abym mégl
si¢ W nim caly obejrze¢? — zapytalem znajomego matematyka (P.H.)
i fizyka (St.M.).

— To zalezy od twojego wzrostu i odleglosci, w jakiej staniesz —
odparli i zabrali sie do wyprowadzania wzoréw.

Przerwalem im, nim doszli do calek eliptycznych.

~ Musi by¢ co najmniej polowy mojego wzrostu! Spéjrzcie na

rysunek.
T & 1T
y )
h/2

A

Rys. 7

Fakt 4. Symetralne trzech bokéw trojkata
preecinajg ste w jednym punkeie (jak latwo
zauwazyc, jest to srodek okregu opisanego na
tym tréjkgeie).

Dowéd. W obu prazypadkach (rys. 8, 9)
punkty, w ktérych wystawiono symetralne,
wyznaczaja nowy tréjkat MNP,

K.B.




Symetralne te sa dla tego tréjkata
wysokodciami, ktére na podstawie faktu 3
przecinaja sie w jednym punkcie. B

C

a0
e

A

Rys, 9

W podobny sposéb mozna uzasadni¢ i inne
fakty, np.

Fakt 5. Proste igczqee wierzcholks trijkata
z punktami stycznodes okregu wpisanego
przecinajq si¢ w jednym punkcie (zwanym
punktem Gergonne'al.

Fakt 6. Proste tgczqce wierzcholks trijkgta
z punktami stycznodci okregéw dopisanych
przecinajq sie w jednym punkeie {zwanym
punktem Nagela).

Wiele z zaprezentowanych tu

twierdzeri doczekalo sie réznorodnych
przeformutowat i uogdlnief. Ich poznanie
mote byc interesujace. Ponadto fakty 3

i 4 mozna uzasadnié w oparciu o inne
twierdzenie, ,podobne” do twierdzenia
Cevy:

Twierdzenie 4. Prostopadte opuszczone
z punktu legeego w plaszczyinie trijkata
na proste zawierajace jego boki wyznaczajg
na nich szedé takich odcinkéw, Ze suma
kwadratdw dlugodces trzech spodrdd nich,
ktére nie majq wspélnych koricow, réwna
jest sumie kwadratéw diugoset trzech
pozostalych,

Dowéd. Niech OP, OM, ON beda
prostopadlymi opuszczonymi z dowolnego
punktu O odpowiednio na proste
zawierajace boki AB, BC, CA (rys. 10).
Wéwczas

|AO|? - |AP|* = | BO|* - |BPJ?,
czyli ;

|AP|2 — |BP|* = |A0|* — |BOJ*.

Nowe zastosowania krysztaléw

w fizyce wysokich energii

W fizyce wysokich energii powszechnie wykorzystuje si¢ wiazki
rozpedzonych czastek elementarnych, np. protonéw, antyprotonéw,
elektronéw do badania struktury materii i praw rzadzacych

w mikroswiecie. Czesto po przyspieszeniu czastek naleiy je
wyprowadszi z akceleretora i doprowadzié wiazke do miejsca,

gdzie wykonuje sie doswiadczenia z ich udzialem. W tym celu
wiywa sie zwykle magnéséw, ktére moga zakrzywié tor lotu czastek
natadowanych na skutek dziatania sity Lorentza F = gqv X B, gdsie
q jest tadunkiem elektrycznym czastki, v - jej predkodcia, a B
natezeniem pola magnetycznego. Odchylenia toru szybkiej czastki
nawet o niewielki kat wymaga bardzo silnych i dlugich magneséw.
Na przyklad, aby odchyli¢ protony o energii E = 450 GeV (dla
poréwnania energia spoczynkowa protonu wynosi mc? = 0,938 GeV,
gdzie 1 GeV = 10° eV) o kat 7,4 miliradiana, uzywa si¢ magnesu
wytwarzajacego pole magnetyczne o natezeniu dwéch tesli (T)

i dlugosci okolo 6 m.

0Od pewnego czasu prowadzone sa do§wiadczenia nad
wykorzystaniem krysztaléw do odchylania toru
wysokoenergetycznych czastek. Zjawisko lezace u podstaw tych
zastosowart nosi nazwe kanalowania czastek (channeling). Jak
wiadomo, w krysztale istnieja dobrze okreslone plaszczyzny i osie
atomowe. Okazuje sie, e jony (lub inne czastki elementarne)
padajace na krysztat pod malym katem do tych plaszczyzn lub

osi sa kanalowane, to znaczy ich tory sa wymuszane przez ukiad
plaszczyzn lub osi atoméw, a glebokos¢ penetracji jonéw w krysztale
jest znacznie wieksza ni w ofrodkach amorficznych. Na tego typu
moiliwoéé zwracal uwage J. Stark juz w 1912 r.! (co, jak widad,
zostalo stwierdzone dogwiadczalnie dopiero po ponad 50. latach).

Kanalowanie odegralo istotna role w poczatkowej fazie badan

nad implantacja jonéw w krysztale i prayczynilo sie do rozwoju
technologii pélprzewodnikéw. Obecnie kanalowanie wykorzystywane
jest w wielu dziedzinach nauki i techniki. W artykule tym
omawiamy jedynie nowe mozliwoéci zastosowan krysztaléw w oparciu
o zjawisko kanalowania w fizyce wysokich energii.

Jedli ruch czastek w krysztale jest wymuszany przez uklad
plaszezyzn i osi atoméw, to wyginajac krysztal w odpowiedni sposéb
moina regulowaé tor czastek. Ten pomyst zostal po raz pierwszy
zrealizowany w 1984 r. W Instytucie Fizyki Wysokich Energii
(IHEP) w Sierpuchowie kolo Moskwy 1 w Laboratorium Fermiego
(FERMILAB) koto Chicago udalo si¢ odchyli¢ wiazki naladowanych
czastek za pomoca krysztalu krzemu o katy 60-80 miliradiandw.
Niestety, efektywnosé pierwszych préb byla niewielka, rzedu 10~%,
to znaczy srednio jedna na 10* czastek zostala odchylona pod
zadanym katem. Istotny postep osiagnigto w 1989 r. w laboratorium
CERN w Genewie. W doswiadczeniu zastosowano krysztat krzemu
o wymiarach 4 cm dtugosci i 0,9 mm grubosci do odchylenia wiazki
protonéw o energii 450 GeV o kat 7,4 miliradiana. Uszyskano wiec
ten sam efekt, ktéry przy konwencjonalnych wiazkach wymaga
szedciometrowego magnesu! Tym razem, dzieki bardzo dobrej
kolimacji czastek padajacych na krysztal uzyskano efektywnoéé 15%,
co oznacza, ze metoda ta moze byé wykorzystana w praktyce.



Oprécz tych zastosowan krysztaly moga byé réwniez uzywane do
ogniskowania wiazek czastek elementarnych o wysokich energiach.
Zademonstrowal to w 1991 r. zespdl fizykéw z Sierpuchowa,

a pomyst polegal na uformowaniu tylnej $cianki krysztatu w ksztalcie
luku. Czastki kanalowane w réznych czedciach (plaszczyznach)
krysatatu sa zaginane pod réznym katem, co prowadzi w efekcie do
ogniskowania wiazki. W doswiadczenin usyto krysztalu w postaci
plytki plytki krzemowej o wymiarach 2 x 15 x 70 mm, wygiete]

o 24 miliradiany, z tylna écianka. Jak na razie efekt ogniskowania
uzyskano w jednym wymiarze, ogniskujac wiazke 107 protonéw

o szerokosci 2 mm, z rozrzutem katowym %0, 1 miliradiana,

do wiazki o szerokodei 0,2 mm w odleglosci 3,5 metra od krysztaku.
Koricowa intensywnodé wiazki wynosita 3 - 10° protonéw.

Analogicznie
|BM|* — |cCM|* = |BO|* — |COJ?,
|CN|? — |AN|* = |CO|? - |40)2.

Dodajac te réwnoéci stronami

otrzymujemy

|AP|?> + |BM|* + |CN|? =

= |BP|*+ |CM|* + |AN|*>. B

Metoda nie wprost latwo udowodnié

twierdzenie odwrotne.

Najnowsze doswiadczenia przeprowadzone w oérodku FERMILAR
pod koniec ubieglego roku wykazaly, se w zakrzywionych krysztalach
mozliwa jest réwniez precesja magnetyczna czastek elementarnych.
Wiele czastek elementarnych ma momenty magnetyczne zwiazane

z wewnetrznym momentem pedu — spinem. Czastka poruszajaca

si¢ z duia predkoscia w wewnetrznym polu elektrycznym krysztalu
»odezuwa” silne pole magnetyczne. Pole magnetyczne ,stara sie”
ustawi¢ momenty magnetyczne czastek, a tym samym i spiny,
réwnolegle do pola. Wywohije to precesje, to znaczy obrét

spinu wokét kierunku pola magnetycznego (tak samo, jak pole
grawitacyjne powoduje obrét osi wirujacego baka wokdt pionu).

W doswiadczeniu wykorzystano dwa krysztaly krzemu o dlugodci

45 mm zagigle o 0,1° i zaobserwowano obrét o okolo 60° momentéw
magnetycznych czastek pochwyconych w kanal. Efektywne pole
magnetyczne w krysztale wynosilo 45 T.

Rys. 10

Twierdzenie 5. Jezeli trzy punkty
lezgce na prostych zawierajqeych boks
trjkata tak wyznaczaja szedé odeinkdw,

2e suma kwadratéw trzech spoéréd nich,
nie majqcych wspdinych koriedw, réwna
jest sumie kwadratdw trzech pozostabych
odeinkéw, to te trzy punkly sq rzutams
pewnego punkiu na proste zawierajgce boks
trégkata.

Stad jako wnioski otrzymujemy trzy znane
juz fakty:

Symetralne bokdw tréjkata przecinajg sie

w fednym punkcie.

Proste zawierajqce wysokodcs tréjkqta
przecinajg si¢ w jednym punkete.

Standardowo momenty magnetyczne czastek stabilnych, takich

Jak proton, sa mierzone w laboratoriach technika TeZonansowa;
momenty magnetyczne protonéw ustawione w zewnetrznym polu
magnetycznym mozna odwrécié dobierajac dodatkowe pole. Niestety,
te tradycyjne techniki rezonansowe nie daja si¢ zastosowaé do wysoce
niestabilnych czastek, takich jak hiperony E. Jeseli hiperon jest
produkowany w reakcji jadrowej ze spinem skierowanym wzdluz
okreslonego kierunku, przylozone pole magnetyczne dzialajace
wzdhuz innego kierunku spowoduje precesje spinu. Ten efekt
wykorzystuje sie do pomiaru momentu magnetycznego hiperonu X,
ktéry, choé krétkozyciowy, iyje jednak dostatecznie dlugo, aby
precesja spinu uwidocznila sie w rozktadach katowych produktéw
rozpadu.

Dowéd. Przypadek sjrmetra.lnych jest
oczywistym wnioskiem z twierdzenia 5.
Zajmijmy sie teraz wysokosciami. Mamy
(rys. 11) :
|BP|? — |AP|? = a® — b2,
[CM|? — |BM|? = b* — ¢?,
|AN|? — |CN|? = ¢2 — a2,
Stad |AP|? + |[BM|? + |CN|? =
= |BP|*+ |CM|* + |AN|>. ®m

Doswiadczenie w FERMILAB-ie jest malo precyzyjunym pomiarem
momentu magnetycznego, otwiera nowe mozliwosci pomiaru
momentu magnetycznego czastek rozpadajacych sie 1000 razy
szybciej niz hiperon X: barionéw powabnych (charm) i pieknych
(beauty). Znajomosé tych momentéw pozwoli uzyskaé wazne
informacje o kwarkach powabnych i pieknych, bedacych skladnikami
tych barionéw,

Na podstawie artykuléw zamieszczonych w CERN Courier
z maja 1990 r., listopada 1991 r. i stycznia/lutego 1993 r. opracowala

A
Rys. 11

S5

Maria KRAWCZYK M Zwréémy jeszcze uwage na ,mechaniczna”
interpretacje kilku punktéw szczegélnych

tréjkata jako érodkéw mas punktéw




materialnych umieszczonych

w wierzcholkach tréjkata. Mozemy bowiem
dla niewspdiliniowych punktéw A4, B,C

i liczb rzeczywistych u, v, w poszukiwad
takiego punktu P plaszczyzny, aby
spelnione bylo-réwnanie

(2) u-ﬁ—i-v'P_B)+w-f;6‘=_€.

Jest to problem w pewnym sensie
odwrotny do zagadnienia A. Mdobiusa

z 1827 roku: Jakie masy naledy umiescic

w wierzchotkach danego tréjkgta, aby dany
punkt byt ich srodkiem cigzkosei?

Okazuje sie, ze przy stosownym wyborze
liczb u, v, w jako rozwiazanie réwnania (2)
otrzymujemy odpowiedni punkt tréjkata
(patrz [2]):

Twierdzenie 6. Niech dany bedzie

tréjkat ABC. Wowczas:

i) jezeli u = v = w = 1, to rozwigzaniem
réwnania (2) jest punkt przeciecia sie
drodkowych tréjkata;

ii) jezei u = a, v =b, w = ¢, gdzie a,b,c sq
diugoseiami bokdw trdjkata, to rozwigzaniem
réwnania (2) jest punkt przecigcia si¢
dwusiecznych kqtow tréjkqta;

iii) jezeli w = sin 2a, v = 8in 23, w = sin 27,
gdzie o, 8,7 3g kglami wewnetrznymi
tréjkata, to rozwigzaniem réwnania (2)

gest punkt przeciecia sie symetralnych bokdw
trojkgta;

iv) jezeli w = ctgf - ctgy, v = ctgo - ctgy,
w = ctgo - ctgf, to rozwigzaniem
réwnania (2) jest punkt przeciecia sie
prostych zawierajacych wysokoscs trijkata.

O wielu innych faktach zwiazanych

z tréjkatami, o szczegdlnych prostych
tréjkata, o szczegdinych okregach tréjkata
mozna dowiedziec sie z ksiazki [4].

Na zakonczenie proponuje

Zadanie Hugona Steinhausa.

Czy w dowolnym tréjkacie ostrokatnym
lezy zawsze taki punkt S, Ze poprowadzone
z niego prostopadle do bokéw dzielg pole
tréjkata na tray réwne czesci?

O ile mi wiadomo, rozwiazanie tego
zadania nie jest znane.
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NOWINKI FIZYCZNE

Doswiadczenie Younga na dwdéch atomach

W ostatnich latach olbrzymie postepy w manipulowaniu
pojedynczymi atomami pozwolily na przeprowadzanie
spektakularnych doswiadczed, ktére do niedawna uwazane byly
jedynie za doswiadczenia myslowe. Jednym z takich eksperymentow
jest doswiadczenie Younga rozpraszania fotonéw lub czastek na
dwéch szczelinach w kontekscie dualizmu korpuskularno-falowego
i pytania ,ktéra droga” w mechanice falowej. Czesto w dyskusji
tego typu doswiadczen relacja nieoznaczonosci Heisenberga dla
polozenia i pedu jest wykorzystywana na dowdd, ze nie mozna
okreélié¢, ktéra droga przelecial foton lub czastka, bez zaburzenia
charakterystycznego obrazu interferencyjnego.

W artykule Cinala i Englerta na str. 1-4 tego numeru Delty problem
ten jest dyskutowany bardziej szczegdlowo oraz oméwione sa tam
nowe doswiadczenia z wykorzystaniem wnek mikromaserowych,

w ktérych znikanie interferencji jest wynikiem korelacji miedzy
obserwowanym systemem i aparatura pomiarowa, a nie bezposrednia
konsekwencja zasady nieoznaczonosci. W tomie 70 czasopisma
Physical Review Letters przedstawiona zostala inna realizacja

tego samego pomystu. W artykule autorstwa U. Eichmanna

i wspolpracownikéw przedstawione sa wyniki doswiadczen

z rozpraszania swiatla na dwéch jonach rteci 1°*Hg™ uwiezionych

w tzw. liniowej pulapce Paula. Rozproszone swiatlo daje typowy
obraz zlozony z prazkéw interferencyjnych, gdyz $wiatlo moze sie
rozproszyé albo na jednym, albo na drugim jonie. Mamy wigc inna
realizacje klasycznego rozpraszania Younga.

W doéwiadczeniu tym mozna réwniez uzyskaé informacje o drodze
fotonu wykorzystujac wewnetrzna strukture jonéw. Jony byly
oéwietlane $wiatlem laserowym liniowo spolaryzowanym o dlugosci
fali A = 194 nm tak dobranej, aby odpowiadalo to przejéciu jonéw
rteci miedzy stanami podstawowymi (6525 /2) i jednym ze stanéw
wzbudzonych (6p?P; ;). Kaidy z tych stanéw jest podwéjnie
zdegenerowany ze wzgledu na magnetyczna liczbe kwantowa m;.
Dzieki temu mozliwe sa régne stany koricowe fotonu i jonéw po
rozproszeniu. Pochloniecie fotonu liniowo spolaryzowanego powoduje
przejécie jonu ze stanu s do stanu p bez zmiany mj, natomiast
powrét jonu do stanu s moze byé dwojakiego rodzaju. Jon rteci
moze nie zmieni¢ liczby m, czemu towarzyszy emisja fotonu liniowo
spolaryzowanego (tzw. polaryzacja 7). W tym przypadku stan
koricowy jonéw jest taki sam, jak przed rozpraszaniem. Nie mozna
wiec okresli¢, na ktérym jonie foton sie rozproszyl i powinnigmy
obserwowad typowy obraz interferencyjny. W drugim przypadku
jon moze zmieni¢ magnetyczna liczbe kwantowa o jeden, czemu
towarzyszy emisja fotonu spolaryzowanego (tzw. polaryzacja o).
Tym razem stan jonu, na ktérym nastapilo rozpraszanie ulega
zmianie i w zasadzie mozna okreélié, ktéra droga lecial foton.
Interferencja powinna w takim razie zniknaé i to niezaleznie od tego,
czy faktycznie sprawdzamy, na ktérym jonie nastapilo rozpraszanie.
Licznik rejestrujacy fotony i czuly na polaryzacje $wiatla moze wiec
stuzyé jako urzadzenie obserwujace raz falowa, a raz korpuskularna
nature éwiatla rozproszonego.



i Wyniki pomiaru intensywnosci $wiatla w zaleznosci od wybranej polaryzacji
przedstawia rysunek: interferencja jest obserwowana Jjedynie dla polaryzacji =

Rozwiazanie zadania M 686. Tak, . B " 5 i e 5
w pelnej zgodnosci 2 przewidywaniami mechaniki kwantowe;.

Wystarczy np. wprowadzi¢ kartezjaiski
uklad wspSlrzednych (z, y, =)

i zdefiniowac dla i = 6 S R 1992
nastepujace zbiory A;: punkt

o wspdlrzednych (z, y, z) naleiy do A;
wtedy i tylko wtedy, gdy [z] daje
reszte ¢ pray dazieleniu przez 1993,
Wtedy, dla dowolnych 7 oraz s Ay jost
obrazem A4; w przesunieciu o wektor

dhugodci |7 ~ 1], réwnolegly do osi .
- ¢

a b

Intensywnosé Swiatla rezproszonego o polaryzacji (a) i o (b} w zaleinodci od kata
roxpraszania.

(..} Opracowat Jan KALINO WSK]

Rozwiazanie zadania M 687, na podstawie artykutu U. Eichmanna ; innych, Phys. Rev. Lett. 70 (1993) 2359.
Wystarczy usunaé 43 liczby: 2.3,.... 44,
Jedli pewna liczba naturalna nie
prazekraczajaca 1993 ma dwa dzielniki
rézne od 1i od niej samej, to
przynajmniej jeden z nich musi by¢
mniejszy lub réwny [\/Ega = 44,

czyli zadna pozostawiona liczbha

nic jest iloczynem dwéch innych
Pozostawionych liczb.

Patrz w niebo

Jedli usuwamy mnuiej niz 43 liczby, to

wsréd pozostawionych liczb bedaie O zagadnieniu ,brakujacej masy” wielokrotnie juz pisalimy i zapewne jeszcze
przynajmniej jedna sposréd 43 . . i . " e . g 3 s
tebiek postaci (1,89 — 1,1 - (80 — 1)), nieraz pisa¢ bedziemy. Ma ono bowiem wielkie znaczenie zaréwno dla dynamiki

L€ {2,3,... 44 )(zasada szuiadkowa galaktyk, jak i dla calej kosmologii. W plerwszym przypadku chodzi o to,

Dirichletal!). Warunek postawiony 2 Avh 14 Takebvik; byls siein X ¢ o wloi

w trebel adania uie Bidsie whce Z€ gdyby glowna masa galaktyki byla s uplona w jej jadrze, to gwiazdy nalezace

spelniony. do ramion spiralnych poruszalyby sie w prayblizeniu jak planety wokdt Storica,
tzn. zgodnie z prawami Keplera. Z dopplerowskich przesunie¢ linii widmowych
tych gwiazd mozna odtworzy¢ ich predkosci w roznych odleglodciach od centrum
galaktyki, a przez to sprawdzi¢ stusznodé wstepnego zalozenia. Okazuje sie,

) ze czesto jest ono falszywe. W galaktykach jest rozproszona, i to w pokagnych
& llosciach, nieswiecaca materia. Powstaja dwa problemy: czym ona jest 1jak ja
zaobserwowad.

Rozwiazanie zadania F 869. Kat

skrecenia plaszczyzny polaryzacji po < . " . . . .. il
praejdciu drogi = wynosi a = coz, gdzie Hipotez jest kilka, ale nmiewykluczone, ze najbardziej prawdopodobna jest

g oznacza gestodd cukru w roztworsze. najprostsza: brakujaca masa, a w kazdym razie Jjej spora czedé to wszechobecny
Niech k oznacza liczbe lyzeczek cukru

km wodér. Dowodza tego pewne, nie calkiem standardowe obserwacje. Na przyklad,
wsypanych do herbaty, a = ¢— . 4. . R0 _ o .
R Bt dopiero silnie przeeksponowane zdjecie mglawicy Planetarnej NGC 6543
v w Smoku ukazalo jej rozlegla otoczke o skomplikowanej widknistej strukturze,
k= — w4 2 lyseczki, i ; r T o :
G e zawlerajaca kilkakrotnie Wi¢ce] masy niz sama mglawica. Otoczka ta

najwyraZniej powstala wskutek silnego wiatru gwiazdowego jeszcze przed
odrzuceniem przez gwiazde samej mglawicy. A takich obiektéw moze by¢ wiele.

Moga one, jak si¢ okazuje, istnie¢ réwnies w znacznie wieckszej skali. Mianowicie,
wokdt pary galaktyk M 105 i NGC 3384 odkryto wodorowy pierscies o katowe;j
$rednicy okolo 1°, co przy uwzglednieniu odleglosci 10 Mpc daje liniowa érednice
rzedu 200 kpe. Majac takie rozmiary otoczka mosze zawierad wiecej masy

niz same galaktyki. O tym, ze jest to woddr, Swiadczy fakt, iz piersciefi ten
»Widaé” na radiowej fali 21 c¢m charakterystycznej dla neutralnego wodoru.
Piercien wykazuje zupelny brak promieniowania widzialnego, a wiec gwiazd, jak
1 podczerwonego, a wiec pylu. Nie wykazuje tez w zakresie radiowym zadnych
linii pochodzacych od prostych molekul, takich jak CO lub OH. W rezultacie
Przypuszcza sie, ze jest to plerwotny woddr, ktéry od Wielkiego Wybuchu nie
zdazyl utworzy¢ zadnych struktur.

Tomasz KWAST




8 Maia delld

Mala Apokalipsa

Oto srednie predkosci katowe planet w ich ruchu okoloslonecznym
(w sekundach tuku na dobe):

Merkury 14 732.42
Wenus 5 767.67
Ziemia 3 548.19

Mars 1 886.52
Jowisz 299.13
Saturn 120.45
Uran 42.23
Neptun 21.53
Pluton 14.21

Sprobujmy tak dobiera¢ niewielkie liczby calkowite, by ich stosunek byl
réwny (oczywiscie, w przyblizeniu) stosunkowi réznych podanych tu
predkosci katowych. Nie jest to trudne, tylko co w tym ciekawego?

Otéz, kazdy doskonale pamieta z dziecifistwa, w jaki sposéb najlatwiej
Jest rozbujaé kogos na hustawce. Wystarczy mianowicie hustawke
popychaé nawet lekko, byle w odpowiednich chwilach, np. gdy hustawka
- Jest akurat w skrajnym polozeniu. Nawet niekoniecznie za kazdym
razem, mozna przy co drugim wahnieciu, albo i rzadziej. Méwimy, ze sila

popychajaca musi dzialaé w rezonansie z hustawka.

Nasza zabawa z liczbami doprowadzita wiec do znalezienia rezonanséw
miedzy ruchami planet i w tym miejscu przestala by¢ zaba“-fé,'.“

No bo skoro malym wysitkiem mozna silnie rozbujaé hustawke,

tc 1 planety wzajemnie oddzialujac, wprawdzie stabo, ale w rezonansie,
moga si¢ nawzajem tak ,rozbujaé”, ze uciekna z Ukladu Slonecznego!

Tak zle nie jest, ale tez sprawa jest bardziej zawila. Hustawka ma
ustalona diugosé, a wiec i czestosé wahari, natomiast planeta wytracona
ze swoje]j orbity przez rezonans z inng planeta moze przejsé na inng,
Ll orbite, na ktérej rezonans bedzie ,gorszy”, tzn. bedzie sie wyrazal

[ B wigkszymi liczbami catkowitymi. Bedzie wiec mniej dotkliwy.
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Odcinek dla poczty

Sowniezloyon.

I rzeczywisdcie — szperajac w tablicach mozna dopatrzed sie, ze jest
stosunkowo malo planetoid bedacych w rezonansie z Jowiszem,

Ze przerwy w pierscieniach Saturna odpowiadaja orbitom bedacym
w rezonansie z jego satelitami itd. Zarazem jednak sg dwie grupy
planetoid, tzw. trojarniskich, poruszajacych sie akurat po orbicie

" Jowisza (rezonans 1:1). Tak wiec jedne rezonanse ,odpychajg”, a inne

»Przyciagaja”. Nie do konca wiadomo, dlaczego tak jest. Nie wiadomo

w rezultacie, czy Uklad Sloneczny dazy generalnie do struktury
rezonansowe], czy wlasnie od niej odchodzi. Na pewno jednak istnieje
kilka miliardéw lat, wiec chyba nie musi rozlecieé sie na naszych oczach?!

I pomysled, ze niepokdj o trwalosé naszego ukladu planetarnego moze
rozbudzi¢ nawet problem w rodzaju ,jak rozbujaé hustawke”.

Malg Delie przygotowal Tomasz KWAST

Rozwigzanie zadania M 685, Ustalmy !,k € {1,2,...,9}. Wdréd rozpatrywanych liczb
dokladnie 8! ma na I-tym miejscu cyfre k. Zatem szukana suma jest réwna

9)10+

(8-1+8.24...
+(8-1+8-24...+8-0)10%+ ... (81 +8:24...489)10° =
=81{1+24...+9)(1+ 104107 4 ... +10%) =8!. 45111111111 = 201599 9990 798 400 .

+8'.9)+ (8 -1+8.2+...48!.
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Cukier nalezy do weglowodandw

i skreca plaszczyzne polaryzacji.

Kto by si¢ temu opieral, podlega karze
bezwzglednego aresztu, bez zamiany na
grZzywne.

Antoni Slonimski i Julian Tuwim
W oparach absurde
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i Zadania

Redaguje Pawel STRZELECKI

M 685. Znalezé sume wszystkich 9! liczb, otrzymanych z liczby 123456789 przez
dokonanie wszystkich mozliwych przestawien cyfr.
Rozwiazanie na str. 11

™M 686. Cazy przestrzef tréjwymiarowa mozna podzielié na 1993 przystajace czedci?
Rozwiazanie na str. 9

M 687. Ile co najmniej liczb nalezy usunaé ze zbioru {1,2,3,...,1993},

by #adna z pozostawionych liczb nie byla iloczynem dwéch inmnych réznych od niej
pozostawionych liczb? Jak mozZna to zrobic?

Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Jarostaw KULPA

F 369. Po przejéciu przez herbate (wzdluz drednicy szklanki) dwiatlo skrecilo
plaszczyzne polaryzacji o kat 3°. Oszacowa, ile lyzeczek cukru wsypano do herbaty.
Zaloiyé, se standardowa lyieczka zawiera m = 5 g cukru, szklanka ma pojemnodé

V = 250 ml i érednice wewnetrzna z = 6,3 cm. Stala skrecenia plaszczyzny polaryzacji
dla cukru wynosi ¢ = 1,2°m?/kg.

Rozwiazanie na str. 9

F-870. Jaki ulamek energii promieniowania stonecznego dziala na zmyst wzroku?
Czuloéé oka ludzkiego jest opisana wzorem

ﬂ().) =e

—a(A=2g)?
H

gdzie Xo = 555 nm. Widmo promieniowania Slofica w zaleinodci od dlugosci fali
opisuje réwnanie Plancka
2rhc? 1
L T
exTx — 1

gdzie h oznacza stala Plancka, k jest stala Boltzmanna, T = 6000 K temperatura,
powierzchni SloAca. Obliczenia przeprowadzié¢ w stosunku do idealnego srédia swiatla
o ustalonej dlugosci fali Ao i takiej same] mocy co Slorice.

Rozwiazanie na str. 16

Prenumerata ,,Delty” Prenumerata ,,Delty”
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1-44

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 153 (WT:4,00] i 154 (WT=2,70)
z numeru 2/1993
Przemystaw Gworys - Czastochowa 32,92

Tomasz Wietecha ~ Tarnéw 32,90
Andrzej Nowogrodzki- Chocianéw 7,17

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadad 2565 (WT=3,00) i 256 (WT= 1,55)
z numeru 2/1993

Adam Czornik - Bytom 46,68
Leszek Gasifski - Stalowa Woladl,46
Jerzy Janowicz ~ Bolestawiec 41,19
Janusz Olszewski- Suwalki 36,09

Pan Czornik - po raz drugi!

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moie nadsytaé rozwiazania zadai z numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic¢

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadar z matematykii z fizyki nalezy
przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszezajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy
przer wspélezynnik trudnofci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liezbe 0s6b, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktébw, w dowolnym czasie i w ktorejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1993.

Termin nadsylania rozwiazai: 28 II 1994

Zadania z fizyki nr 167, 168 Redaguje Jerzy B. BROJAN

167. W prostoliniowym przewodniku, ktérego 1 metr wazy 2 gramy, plynie

prad staly o natezeniu 50 A. Na jakiej wysokosci zawignie ten przewodnik nad
pozioma plaszczyzna nadprzewodzaca? Wskazéwka: Pole magnetyczne we wnetrzu
nadprzewodnika jest réwne zeru,

168. Przezroczysta kula wykonana jest z materiatu o wspélczynniku zalamania
zaleznym od odleglodci r od $rodka kuli. Jaka powinna byé ta zaleinosé, aby dowolny
promien éwiatla krazyt po okregu?

Zadania z matematyki nr 269, 270 Redaguje Marcin E. KUCZMA

269. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe naturalng n > 3 o nastepujacej wlasnosci: Jezeli
T1,Ta,...,T, s3 zbiorami tréjelementowymi, z ktérych kazde dwa majg doktadnie
Jjeden element wspélny, to istnieje wspélny element wszystkich zbioréw T:

270. Niech f(z) = z=° [=z<zz)]. Obliczyé¢ lim f—(f”’“—:").
=0+ f(z)

Zadanie 270 zaproponowal pan Krzysztof Zapisek z Warszawy.

Wspominalidmy juz w Delcie o rosnacym zainteresowaniu komputerami typu fuzzy.
Zasada ich dzialania opiera sie na teorii zbioréw rozmytych (fuzzy). W odréinieniu
od dotychczas istniejacych komputerdw, ktére dzialaja w logice dwéjkowej (wartodci

1 lub 0, tak lub nie), komputery typu fuzzy operuja na nieprecyzyjnych danych,
takich jak na przykiad: szybciej, niezbyt gorace, catkiem brudny itp. Takie dane

83 reprezentowane przez liczby z zakresu 0 — 1. Matsushita Electric Industrial Co.
zakomunikowata o wyprodukowaniu dwéch produktéw przeznaczonych dla domu,

w ktérych po raz pierwszy zastosowano te komputery. Sa to pralka i odkurzacz, ktére
maja ulatwic prace domowe. Pralka, nazwana ,, Aisaigo (kochana Zona) Day Fuzay”,
wyposazona jest w dwa czujniki optyczne. Stuza one do zbadania ilodci rzeczy do
prania oraz stopnia i rodzaju zabrudzenia. Na podstawie tych danych mikrokomputer
wybiera jeden z 600 mozliwych cykli prania. Natomiast odkurzacz fuzzy stwierdza
rodzaj podiogi oraz stopien jej zabrudzenia i na tej podstawie steruje moca silnika.

Przemyslowcy japoriscy zdecydowali sie zainwestowad »grube pieniadze” w badania
nad obliczeniami przyblizonymi (ang. fuzzy computing). Obliczenia te opieraja,

sie na teorii zbioréw przyblionych (ang. fuzzy set theory) zapoczatkowanej przesz

prof. L.A. Zadeha z Uniwersytetu Kalifornijskiego w Berkeley. Zwolennicy takich
obliczen twierdza, ze komputery typu fuzzy pozwola przetwarzad informacje w sposdb
podobny do sposobu dzialania naszego mézgu. Obecnie w Japonii program typu fuzzy
na konwencjonalnym komputerze kontroluje prace metra w miedcie Sendai.
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Antybilard
Rafat KOEODZIEJ

Rys. 1

Sy(X) = T(X)

Ruch wszystkich cial Ukladu Slonecznego mozna opisaé ukladem réwnai
rézniczkowych. Uklad taki ma jednoznaczne rozwiazanie, tzn. jesli ustalimy
precyzyjnie polozenia i predkosci planet oraz Sloica w dowolnej chwili, to cala
jego przeszlodé i przyszlosé sa zdeterminowane. Wiecej, za pomoca doskonalego
rachmistrza potrafilibyémy je obliczyé. Klopot polega na tym, ze rozwiazania,
cho€ istnieja, nie sa podane w dobrej dla rachunkéw postaci dla, niestety,
niedoskonalych rachmistrzéw, jakimi sa na przyklad komputery. Dlatego nie
potrafimy odpowiedzie¢ na pytanie, czy pewna konfiguracja planet Uktadu
Slonecznego, nieznacznie odbiegajaca od istniejacej u zarania dziejéw, tzn., jak
mysle, 3 000 000 000 lat 3 miesiace 2 dni 5 godzin 13 minut i 54 sekundy temu,
wywolalaby katastrofe kosmiczna (i w konsekwencji na Ziemi nie powstaloby
iycie). Ten rodzaj pytania nazywamy pytaniem o stabilnoé¢ ukladu i byloby
pocieszajace uzyskad w przypadku Ukladu Stonecznego odpowiedZ negatywna.

Miedzy innymi préba odpowiedzi na to pytanie doprowadzila do powstania

tzw. teorii ukladéw dynamicznych, ktére z racji swej ogdlnosci opisuja znacznie
szersza, klase zjawisk niz tylko ewolucja Ukladu Slonecznego. Zanim powiemy,
co to jest uklad dynamiczny, prayjrzyjmy si¢ jeszcze przez chwile Ukladowi
Stonecznemu. Stan Ukladu Slonecznego mozemy jednoznacznie opisaé podajac
skladowe polozen i predkodci wszystkich planet i Storica (jest to, ocaywidcie, opis
przyblizony, bo np. zaniedbujemy ksieiyce). Na kazda planete (Slorice) przypada
wiec szeéé liczh. Wobec tego stan Ukladu opisany jest przez podanie 60. liczb.
A uklad 60. liczb to nic innego tylko punkt w 60-wymiarowej przestrzeni. Uklad
Sloneczny ewoluuje w czasie, owe 60 liczb opisujace Uklad zmieniaja sie, co
oznacza, te 6w punkt w 60-wymiarowe] przestrzeni porusza si¢. Zamiast wiec
badaé ewolucje Ukladu Slonecznego wystarczy badaé ruch jednego punktu.
Ewolucje Ukladu Slonecznego mozemy zatem opisaé tak: mamy 60-wymiarowy
zbiér, kazdy punkt tego zbioru odpowiada ustalonej konfiguracji polozen

i predkosci, punkty tego zbioru podlegaja nieustannemu ruchowi — zgodnie

z prawami wynikajacymi z réwnai mechaniki.

Méwiac bardzo niescidle: uklad dynamiczny to pewien zbidr, ktérego punkty
podlegaja ewolucji zgodnie z pewnymi zasadami. Jak zauwazylismy, Uklad
Sloneczny moze by¢ opisany za pomoca ukladu dynamicznego. Uklady
dynamiczne moga by¢ wykorzystane do opisu znacznie szerszej klasy zjawisk
ewolucyjnych (stosuja si¢ nawet w biologii, medycynie. . . ).

W przypadku Ukladu Slonecznego stan ukladu zmienia sie w czasie w sposéb
ciagly. Mozna tes rozpatrywaé uklady dynamiczne, ktére ewoluuja w sposéb
skokowy. W latach 60. B.H. Newman podal ciekawy przyklad takiego ukladu
dynamicznego — antybilard. Jest to pewne przeksztalcenie T' podzbioru
plaszczyzny (zaraz opiszemy, jakie). Kolejne stany ewolucji punktu X,

to wyrazy ciagu X, T(X), (T o T)(X)... zwanego trajektoria punktu X. Jezeli
trajektoria punktu X zawarta jest w ograniczonym podzbiorze plaszczyzny,

to punkt X ewoluuje tak, ze jego wspélrzedne (opisujace stan uktadu) sa caly
czas ograniczone — nie ulegaja wielkim zmianom. To za$ oznacza, ze uklad nie
ulega katastrofie. Pytaniem o stabilno$¢ antybilardu jest wiec pytanie, czy
trajektoria dowolnego punktu jest zawarta w zbiorze ograniczonym. Pytanie to
w jakim$ stopniu jest podobne do pytania o stabilno$¢ Ukladu Stonecznego.
Czas przedstawié bohatera opowiedci, czyli
antybilard. Rozwazmy na plaszczyZnie
wypukla, zamknieta krzywa I, ograniczajaca
zbiér wypukly B, ktéra nie zawiera zadnego
odcinka. Krzywa ' dzieli plaszczyzne

na dwa zbiory: B oraz A. Zdefiniujmy
przeksztalcenie T: A — A. Z punktu

X € A moina poprowadzi¢ dwie pélproste,
z ktérych kazda ma dokladnie jeden punkt
wspélny z T (rys. 1). Aby wybraé jedna

z nich, wyobrazmy sobie zegar o érodku

w punkcie X z dlugimi wskazéwkami,
ktérymi beda pélproste. Dla pewnego
crasu to wskazéwka jest styczna do I

w punkcie Y, a przez nastepne 6 godzin nie
ma z ' punktéw wspélnych.
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Rys. 2

Zdefiniujemy przeksztalcenie antybilard T, jako symetrie punktu X wzgledem
punktu Y, czyli T(X) = Sy (X), gdzie Sy oznacza symetrig wzgledem
punktu Y.

Przyklady

1) W przypadku, gdy T Jjest okregiem, przeksztalcenie T obraca okrag T';
wspélsrodkowy z T o kat o = 2 arccos(R/R'), gdzie R i R' oznaczaja
odpowiednio promienie okregéw I i I'1.¢ (Znaczek ¢ sugeruje uwasnemu
Cazytelnikowi, ze moze sprawdzi¢ prawdziwoéé twierdzenia, na przyklad z piérem
w reku).

2) Podobnie prosty opis dostajemy

w przypadku, gdy T jest elipsa.
Wéwezas, aby zrozumieé jak dziala
przeksztalcenie T', warto rozpatrzyé
przeksztalcenie afiniczne Aff

(na przyklad rzut réwnolegly jednej

[ plaszczyzny na druga), ktére elipse T
| przeksztalca na okrag H. Poniewas

: przeksztalcenie afiniczne przeksztalca
I proste na proste, zachowuje érodek
I
I

odcinka i obrazy figur ograniczonych

8a ograniczone, mozemy analizowad
przeksztalcenie Aff o T o Aff ™! zamiast T
(rys. 2).

Przeksztalcenie Aff o To Aff ™1
nazywamy sprzezonym do T. Poniewaz
Aff oT o Aff ™! zostalo opisane w 1),
wiec zachowuje ono okregi wspélérodkowe
z H. Wobec tego T zachowuje elipsy
otrzymane z [' przez jednokladnodé

o skali & > 11 érodku w érodku I’

(rys. 2). W obu przypadkach trajektorie
T sa ograniczone, bo sa, zawarte

w okregach lub elipsach.

Ciekawsza jest sytuacja, gdy T jest wielokatem. Wéwczas przeksztalcenie T jest
okreélone tylko dla punktéw, ktére nie naleza do prostych zawierajacych boki T.
W tej sytuacji, aby istniala trajektoria punktu X ({X, T(X), T o T(X]),.. 4k
zaden obraz punktu X nie mose naleie¢ do prostej zawierajacej bok wielokata T.
Okazuje sie, se tak jest dla duzego podzbioru € zbioru A, (tzw. podzbioru
pelnej miary Lebesgue’a). Czasami moina powiedziec cos wiecej o ksztakeie tego
zbioru. W dalszym ciagu bedziemy rozwazali T dla punktéw nalezacych do C.

3) T jest odcinkiem AB. W zaleinodci od tego, po ktérej stronie prostej AB
lezy punkt X, przeksztalcenie T jest przesunieciem o wektor 248 lub —ZE,

gdyz wiadomo, ze Sy 0Sg = 248 i SpoSy = —ZE.O Jest to jedyny znany
prazypadek, w ktérym trajektorie T nie sa ograniczone. W tym przypadku ciag
punktéw X, T(X), T o T(X),... nie jest ograniczony (rys. 3) dla zadnego X.¢{

& Tx

A G— ©
c B

X ToT(X)

Rys. 3
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Rozwigzanie zadania F 870.
Z zaloZenia zadania moc
promieniowania férédla Swiatla
o dlugogci 555 nm jest taka
sama jak moc promieniowania
Slotica i wynosi oT*4, gdzie
o=5,7%107° erg/s cm? /K* oznacza
stala Stefana—Boltzmanna, a T jest
temperaturg powierzchni Sloiica
wyrazona w kelwinach. Szukany
ulamek energii promieniowania bedzie
réwny:
J1(x) - n(x)ax

T eT4-n(Xo)

przy czym n(Ao) = 1. Calke¢ w liczniku

mozemy obliczyé w przyblizeniu

co

/I(A)-U(A)dA:I(Ao]/q(A)dA.

]
Poniewas krzywa czulo$ci ludzkiego oka
ma ksztalt dzwonowy,

nm

0 Mo A

nie popelniamy duzego bledu
rozciagajac granice calkowania

- -3

/n(A)dA c f

0

eA=ApYe gy

oo
e 2 m
= g =% dz = ——
3

— o

Poniewai e~ (23/2)%a — 1/2, wigc
4In 2

a = ———. Ostatecznie otrzymujem
{A)\}J ¥ 1] Y
w3/ The? AN

aT4)d (e TX — 1) Vin2

Po podstawieniu wartodci liczbowych
otrzymujemy ¢ =3 14%.

q=

Zbisr C jest zbiorem tych punktéw plaszczyzny, ktére nie naleza do prostej AB.

4) T jest tréjkatem. Najpierw stosujac ,sztuke” podobna do tej z rysunku 2,
mozemy przyjaé, e I' jest tréjkatem réwnobocznym. Osiagniemy to po
zrzutowaniu tréjkata I' tak, aby jego obraz byl tréjkatem réwnobocznym.{
Plaszczyzne pokrywamy tréjkatami przystajacymi do I' otrzymujac

tzw. parkietaz (rysunek na okladce). Klepki parkietazu przeksztalcane przez T
przechodza na siebie w okresowy sposéb.{ Zadziwiajace! Zbiér C jest zbiorem
punktéw nie lezacych na krawedziach parkietazu.$

5) T jest réwnoleglobokiem. I tu, jak poprzednio, mozna zalozy<, ze
réwnoleglobok jest kwadratem. Kwadratowe klepki parkietazu, po, byé moze,
wielu odbiciach, powracaja na swoje miejsce (rysunek na okladce).

6) Pieciokat foremny i inne wielokaty foremne daja bardziej skomplikowane
obrazki, choé trajektorie sa w dalszym ciagu ograniczone, a niektére na pewno
okresowe. Powracajace na swoje miejsce wielokaty tylko czasami sa pieciokatami
podobnymi do I'. Zachecam wszystkich majacych komputer do zbadania sytuacji
i zobaczenia tych wielokatéw, ktére okresowo powracaja na swoje miejsce.
Sytuacja taka jest typowa, co tlhumaczy twierdzenie 1 komentarz do niego.
Wiadomo, ze dla duzej klasy wielokatéw uklad jest stabilny, dokladniej, zachodzi
nastepujace twierdzenie:

Jezelt spelntone sq warunk::

1)  Wielokgt G jest wypukly,

ii) G nie me bokdw rédwnolegiych 1

iil) wszystkie réwnoleglobokt lokalnie minimalne zawierajace G majq pola
wymierne,

to wszystkie trajektorie T sq ograniczone.

Moéwimy, ze réwnolegltobok Il zawierajacy G jest lokalnie minimalny, jesli
istnieje takie € > 0, ze dla kazdego réwnolegloboku I’ réwniez zawierajacego G,
ktérego wszystkie wierzchotki sa odlegte od odpowiednich wierzcholtkdw
réwnolegloboku IT nie wiecej niz o € > 0, mamy pole(II) < pole(II').

Kazdy wielokat G, ktéry spelnia warunki i), ii) i ma wszystkie wspélrzedne
wierzchotkéw wymierne, spelnia warunek iii). Jest tak, poniewas kazdy bok
réwnolegloboku minimalnego zawiera co najmniej jeden wierzcholek G oraz jest
réwnolegly do pewnego boku wielokata G;.¢ Zatem wspdlrzedne wierzcholtkéw
réwnolegloboku sa wymierne.{ Wobec tego pola réwniez.{

Wiadomo, ze pieciokat foremny nie ma wszystkich wspélrzednych wierzchotkow
wymiernych, poniewaz stosunek dlugosci boku do dlugosci przekatnej jest réwny
slotemu stosunkowi, czyli (—1 + /5)/2.¢

Ciekawy jest, moim zdaniem, dowdd twierdzenia. Konstruuje sie pierscien
niezmienniczy zlozony z wielokatéw przystajacych do T (rysunek na okladce).
Niezmienniczy, to znaczy taki, e trajektorie punktéw z tego pierscienia caly
czas leza w tym pierécieniu. Wielokaty tego pierscienia przechodza okresowo
na siebie, wiecej, wszystkie trajektorie sa w calodci po jednej stronie pierscienia.
Teraz wystarczy wskazad cala rodzine coraz to wiekszych piericieni, aby
powstaly bariery uniemozliwiajace trajektorii uciekanie do nieskoiiczonosci.
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11/93
(33)

Liczby doskonale

Ludzie od dawien dawna przypisywali niektérym liczbom
szczegdlne znaczenie. Wystarczy wymienié np: 3,

7,13, 44. .. Matematycy takie wyrdznili w zbiorze

liczb naturalnych pewne rodziny liczb o szczegélnych
wlasnodciach. Jedna z najlepiej znanych stanowia liczby
pierwsze. Innymi znanymi i budzacymi zainteresowanie sa
liczby doskonale.

Na czym polega ich doskonalodé? Liczba jest doskonala,
gdy daje sie przedstawié jako suma swoich dzielnikéw,
réznych od niej samej. Najprostszym i pierwszym
historycznie przykiadem liczby doskonalej jest

6 =14 2+ 3. Starozytni Grecy, zaréwno pitagorejczycy,
jak i p6#niejsi medrcy z Platonem na czele, przypisywali
liczbie 6 szczegdlne znaczenie. Ale i znacznie wezedniej
mozna znalefé wzmianki wyrézniajace széstke. W Pimie
Swietym napisano, e Bég stworzyt §wiat w szeéé dni,
dlatego tez wiele wymiaréw swiatyni Salomona nawiazuje
do liczby 6. W Biblii réwniez przyjmowano, ze 27 jest
réwne 6. A jakie s3 inne liczby doskonale i ile ich jest?
Zyjacy na przelomie I i Il wieku Nikomachos, autor
Arytmetyks, uwazal, Ze obiekty doskonale i pigkne zawsze
8y rzadkie. W zwiazku z tym nie nalezy sie spodziewad,
ze liczb doskonalych bedzie duzo. I rzeczywiscie, do
czaséw Euklidesa znana byla jeszcze tylko jedna taka
liczba 28 (=142 + 4 + 7+ 14). Euklides w Elementach
umiedcil nie tylko fakty geometryczne, lecz takze zebrat
twierdzenia z arytmetyki. Miedzy innymi zauwazyl,

ie liczby postaci 2°71(2? — 1), gdzie 27 — 1 jest licaba,
pierwsza, 83 doskonale. Dzieki temu mégt wskazad

dwie nowe liczby tego typu: 496 = 2°7'(2° — 1) oraz
8128 = 2771(27 — 1). Kolejna, piata liczbe doskonala
znaleziono dopiero w pigtnastym wieku; byla to

33550336 = 2'2(2'® — 1), Dwiedcie lat péiniej Marin
Mersenne wysunal przypuszczenie, e liczby 2771 (2?2 — 1)
powinny by¢ doskonale dla p = 17, 19, 31, 67, 127 i 257.
Dlaczego wladnie takie, trudno dzi§ powiedzieé. O liczbach
odpowiadajacych p = 17 i 19 pisal takzie Cataldi. Historycy
matematyki uwazaja, Ze zardéwno Cataldi, jak i Mersenne
nie wiedzieli, czy 217 — 1 i 2'® — 1 83 pierwsze. Dopiero
Leonhard Euler, nie tylko genialny matematyk, lecz takze
wspanialy rachmistrz, sprawdszil, ze 2'7 — 1,2 —1i

23! — 1 a3 pierwsze wykazujac tym samym, ze odpowiednie
liczby 83 doskonale. Euler udowodnit ponadto, ze kazda
liczba doskonala parzysta musi byé postaci 2771(27 — 1).
Oznacza to, e liczby pierwsze Mersenne’a, tj. liczby
pierwsze postaci 2™ — 1, wyznaczaja wszystkie liczby
doskonale parzyste.

Szp.: - ...czy matematycy tez maja jakied ,swoje”
liczby? Ktére maja dla was specjalne whadciwodci?
J.M.: — Tak. Np. liczby pierwsze. Tzn. te, ktére nie
dziela sie przez inne.

Szp.: — Sa szczedliwe czy pechowe?

J.M.: — Po prostu sa cickawsze. Tak jak liczby
zaprzyjasnione. Tzn. jedna liczba jest suma dzielnikéw
drugiej liczby. I na odwrét. Albo liczba doskonala,
ktdra jest suma swoich dzielnikéw.

Szp.: — Rzeczywiicie doskonale sie dla takiej liczby
sklada. .. Tylko nie rozumiem dlaczego?

J.M.: — Watpie, czy to zainteresuje czytelnikow
»Ozpilek”? !

Szp.: — Ja tez. A kto si¢ tym naprawde interesuje?
J.M.: - Najwiecej zajmowano sie tym w starozytnodci.
Szczegdlnie Pitagoras. Z tamtych czaséw pochodazi
np. przekonanie, ze ,Pan Bég kocha liczby
nieparzyste”. Bo majg drodek.

Szp.: — Aha! Nie rozumiem. ..

J.M.: — Np. 5 ma dwa i dwa, a w drodku 1.

Szp.: — Szkoda!

J.M.: — Dlaczego?

Szp.: — Dlatego, Ze drodek wypad! na koniec wywiadu.
To sig nie komponuje.

J.M.: — Co w takim razie pani proponuje?

(fragment wywiadu z profesorem Januszem Mika
w numerze 1979 Szpilek (29.07.1979), zadedykowanym
matematyce; rozmawiata C.M.)

Szczedliwym rokiem dla liczb doskonalych byl rok 1952,
kiedy to po raz pierwszy zastosowano maszyne
elektroniczna, do poszukiwania liczb pierwszych
Mersenne’a. Do tego czasu znano ich dwanadcie; uzywajac
»mozgu elektronowego” w ciagu roku znaleziono pieé
nowych (a wiec réwniez pieé¢ nowych liczb doskonalych).
Bez nowej techniki obliczeniowej odkrywanie kolejnych
liczb doskonalych byloby zadaniem beznadziejnym;
sprawdzenie, Ze 2%°7 — 1 nie jest pierwssza, zajelo
Lehmerowi prawie rok, w 1952 roku maszyna potrzebowala
na to 18 sekund. Do dzid odkryto 32 liczby pierwsze
Mersenne’a, znane sa wiec 32 liczby doskonale. W 1992
roku ogloszono, ze 275%8%° _ 1 jest pierwsza; pobity

zostal rekord z 1990 roku, kiedy to stwierdzono,

ze 391581 - 2216193 _ ) jest liczba, pierwsza.

A co z nieparzystymi liczbami doskonalymi? Mimo
usilnych poszukiwan do dzié Zadnej nie znaleziono.
Réwnoczeénie nikomu nie udalo sie udowodnié, ze takie
liczby nie istnieja. Jedli sa, to stanowia wyjatkowo
rzadkie i duze okazy. Stwierdzono, ze liczb dogkonalych
nieparzystych mniejszych od 10%°° nie ma.

Problemy dotyczace liczb doskonalych budza duze
zainteresowanie, chociaz trudno okreéli¢ ich znaczenie.
Tu wazystko jest jeszcze moiliwe. Niewykluczone,

ze ktod udowodni, iz liczb doskonalych nieparzystych jest
nieskoriczenie wiele, ale nikt nie bedzie potrafil wskazaé
chociazby jednej.
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Rysunki na obu okladkach sa ilustracjami do artykulu Rafala

Kolodzigja ,Antybilard”. Na kazdym z nich wielokat z numerem n jest = .

antybilardowym obrazem wielokata z numerem n - 1.



