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Weglowodory i grafy
Protr KOSZTOLOWICZ

Weréd chemikéw panuje doéé powszechne przekonanie, se wadr
sumaryczny czasteczki zwiazku chemicznego nie niesie zadnych informacji
o jej strukturze. Czy rzeczywiscie zapisy CsHia, C10Hs, CH4O nie
pozwalaja sformutowad zadnych sensownych wnioskéw na temat liczby
pierécieni w czasteczce, obecnoéci wiazan wielokrotnych, wartodciowosci
atoméw wegla itp.?7 Jak zwykle w takich przypadkach, rozstrzygniecie
problemu bedzie mozliwe dzigki zastosowanin odpowiedniego narzedsia
matematycznego. Obiektem, ktéry w naturalny sposéb nadaje sie do
tego celu, jest graf nieskierowany. Dla Czytelnika, ktéry nie zetknal sie
blize] z grafami, podane beda podstawowe definicje i wlasnoéci graféw,
z koniecznosci tylke te, ktére beda, przez nas wykorzystane.

Grafy

Graf G to para zbioréw (V, K). Pierwsszy z nich jest zbiorem wierzchotkéw
V = {v1,v2,v3,...,un}, drugi to zbiér krawedzi K = {ky, ks, ks, coarkm b
KrawedZ k; utoisamia sie z para wierschotkéw (vk,v;) zwanych jej
wierzchotkami koricowymi, Czesto rysunek, na ktérym role wierzcholkéw
pelnia punkty, a laczace je linle role krawedzi, sam nazywany jest grafem.

U,

Rys. 1. Graf o 7 wierzcholtkach i 7 krawedziach 2 raznaczonym obwodem
vskavrkaug.

Gdyby na rysunku 1 w miejsce wierzchotkéw vy, va, vs, vy wstawic

litere H, w miejsce vs i vg litere C, a w miejsce vy litere O, uzyskalibysmy
wzor strukturalny aldshydu octowego. Wzory strukturalne czasteczek
chemicznych mozna wiec traktowad jako grafy.

Stopniem wierzcholka v; nazywamy liczbe krawedzi, ktére lacza sie z tym
wierzcholkiem, czyli méwiac écisle — sa z nim incydentne.

Obwodem albo cyklem w grafie nazywamy odpowiednik wielokata,

lub lamanej zamknietej: skorczony ciag na przemian wystepujacych
wierzcholkéw i krawedzi z nimi incydentnych, w ktérym ostatnia krawedsz
taczy ostatni wierzcholek z pierwszym. Graf moze mieé wiele obwoddw,
ale istnieje zawsze pewien minimalny ich zbiér, z ktérego moina odtworzyd
pozostale (przez usuwanie wspélnych krawedzi). Obwody takie nazywamy
podstawowymi, ich liczba réwna jest liczhie krawedai, ktére nalezy usunad
z grafu, aby otrzymac graf bez cykli. Dla zastosowan do opisu czasteczek
weglowodoréw (a takie beda obiektem naszych zainteresowar), moina
przyjaé, ze maksymalny stopien wierzchotka wynosi 4.

Oto podstawowe wzory, ktére znajda zastosowanie w dalszej czedci:
(1) m = mi + mz + Mz + my,

(2) 2l = my + 2ma + 3ma + 4my,

gdzie: m — liczba wszystkich wierschotkéw w grafie, m; — liczba
wierzchotkéw stopnia 1, | - liczba wszystkich krawedzi w grafie.

1

Wbrw
zdrowemu
rozsadkowi (VII)

(Wedhig wyktadéw radiowych
z audycji IV programu - Widnokrag)

Jak wyjs¢ przez dwoje
drzwi réwnoczeénie nie

dzielac sie — interferencja
elektronu samego ze soba

Tomasz HOFMOKL

Tak zwany zdrowy rozsadek ksztaltuje
sie na podstawie do$wiadczen, obserwacji
bezposrednio otaczajacego nas éwiata. Jest
rzecza, oczywista, ze czedcie] mamy okazje
obserwowad spadek rzuconego kamienia
niz kwantowe zachowanie sie elektronu.

Na podstawie tych wiasnie codziennych
obserwacji wytwarzamy sobie, najczesciej
bezwiednie, przekonanie o tym, co jest
moiliwe, a co nie. Inacze] méwiac, co jest
zgodne ze zdrowym rozsadkiem, a co jemu
przeczy. W badaniach naukowych, dzieki
odpowiednim urzadzeniom, mozemy
obserwowad zjawiska, z ktérymi nie
spotykamy sie na co dzier. Niektére

z tych zjawisk zdaja sie przeczyé naszemu
poczuciu tego, co jest mozliwe. Obserwacja
ich stanowi najcenniejsza podniete do
weryfikowania naszego pogladu na
otaczajacy Swiat i przy okazji uczy nas
pokory. Nie wszystko, co jest sprzeczne

ze zdrowym rozsadkiem, jest rzeczywiscie
niemozliwe. Przykladem takiego zjawiska,
ktére w sposéb oczywisty wydaje sie

na pierwszy rzut oka niemozliwe, jest
interferencja elektronu samego ze

soba. Wspominatem o tym zjawisku

w pierwszym wykladzie. Teraz, dla
podkreélenia jego zaskakujacego przebiegu,
przedstawie je przez analogie.

Wyobraz sobie, Czytelniku, nastepujaca
sytuacje. Jestes samotnie w pomieszczenin,
w ktérym jest dwoje drzwi. Aby

by¢ bardziej precyzyjnym, powiem,

ze sa tam dwa oddzielne otwory

drzwiowe nie stykajace sie. Nie ma

wiec mowy o zadnych wykretach, jak

na przyklad rozwazanie jednego otworu
dwudrzwiowego. Mamy pomieszczenie

o dwdch nie stykajacych otworach.

Proponuje wykonanie nastepujacego
zadania: wyjsé przez oba otwory
jednoczesnie nie rozdzielajac sie

przy tym na dwie czesci. Czy to
mozliwe? W oparciu o nasze codzienne
doéwiadczenia, czyli w ramach zdrowego




rozsadku, jest to zadanie bezsensowne
do tego stopnia, ze nie warte nawet
powainego zastanawiania sie.

A jednak... Elektron potrafi to wykonag,
a przynajmniej zachowuje sie tak, jak

by to wykonywal. Mamy na to dowody
eksperymentalne. Okazuje sie, Ze nasz
gdrowy rozsadek moze prowadzic do
falszywych wnioskéw, jeieli zastosujemy
go w sytuacji skrajnie nietypowej dla
zycia codziennego. Co wiecej, nie
potrafimy wyobrazi¢ sobie, jak to elektron
robi, Ze przechodzi przez dwa otwory
réwnoczeénie bedac przy tym czastka
niepodzielna. Musimy zmieni¢ nasz
poglad na $wiat, a tym samym wzbogacic
rozumienie proceséw, jakie wystepuja

w przyrodzie.

Przyjrzyjmy sie nieco dokladniej
samemu dodwiadczenin. Wyniki zostaly
opublikowane stosunkowo niedawno,

bo w lutym 1989 roku w American
Journal of Physics. Dodwiadczenie
wykonali w Japonii A. Tonomura, J. Endo,
T. Matsuda, T. Kawasaki i H. Ezawa.
Sama idea doswiadczenia jest bardzo
prosta. Nalezy zbadaé interferencje
elektrondw wypuszczanych pojedynczo
na dwie szczeliny 1 zaobserwowac obraz
interferencyjny. Nie jest to plerwsze
doéwiadczenie wskazujace na mozliwosé
interferencji czastek materii samych ze
soba, ale pierwsza realizacja dotychczas
jedynie myslowego eksperymentu
opisywanego w podrecznikach teorii
kwantéw. Znane sa fakty doswiadczalne
wskazujace na falowe wlasnoéci czastek
materialnych. Styszeli o nich nie tylko
ci, ktérzy studiowali fizyke. Ze wazgledu
na chronologie odkry¢ ,szerokie

rzesze” przyimuja, ze swiatto jest fala,

a elektrony czastkami. Okolo roku 1923
L.V. de Broglie wysunal przypuszczenie,
ze czastki materialne maja réwniez
wilasnoéci falowe. Uzupelnialo to obraz
fali elektromagnetycznej, na przyklad
dwiatla widzialnego, ktdére ma, oczywiscie,
wtasnosci falowe, ale ma réwniez cechy
czastek — méwimy przeciez o fotonach.
Jezeli wiec kazda drobina materii ma
wlasnoédci falowe, to przynajmniej

w pewnych sytuacjach drobina taka
powinna zachowywad sie jak fala. Czym
zad rézni sie fala od czastki?

Najproscie] odpowiedzie¢ na to, ze fale
moga interferowac. Nie wszyscy moze
pamietaja, co to jest interferencja fal,
inacze] méwiac — ich nakladanie sie. Dwie
fale spotykajac sie moga sie wzmocnic,
jezeli grzbiet jednej fali spotka sie

z grzbietem drugiej, lub ostabié az do
zupelnego wygaszenia, jezeli grzbiet spotka
sie z dolina. Widzielismy to zjawisko
wielokrotnie rzucajac do wody dwa lub
wiece] kamieni. Od wrzuconego jednego
kamienia rozchodza sie po powierzchni

Istnieje jeszcze jeden wzér o fundamentalnym znaczeniu dla teorii
graféw. Jest to wzér Eulera, pozwalajacy obliczy¢ liczbe obwoddw
podstawowych p, jeseli znana jest liczba krawedzi | 1 wierzchotkéw m
w grafie:

(3) p=l—m<+1.

Przy zalozonych ograniczeniach, korzystajac ze wzoréw (1} i (2) mozna
zapisac, ze

1
(4) p=(ms —mi)+matl.

Dla tych, ktérzy sa zaznajomieni z topologia, dodajmy, ze liczba cykli
jest wiasnodcia topologiczna, grafu i nie zalezy od liczby wierzchotkdw
stopnia 2, poniewai homeomorfizmy ignoruja wierzcholki 2 stopnia
traktujac je jako punkty krawedzi.

Przejdimy obecnie do konkretéw. Ze wzgledu na wielka réznorodnoéé
strukturalna, obiektem naszych zainteresowar beda weglowodory. Pamigtad
jednak nalezy, e prawa teorii graféw obowiazuja takze w odniesieniu do
innych grup czasteczek niekonieczhie organicznych.

Alkany

Alkany to weglowodory, ktérych czasteczki nie zawieraja wigzan
wielokrotnych pomiedzy atomami wegla. Ogdlny wzér sumaryczny tej
grupy polaczen zapiszemy wstepnie jako C.H,. We wzorze strukturalnym
tej czasteczki wierzchotek reprezentujacy atom wegla jest ze wzgledu na
swa, wartosciowosé 4 stopnia, atom wodoru natomiast — 1 stopnia. Liczba
wszystkich wiazan w czasteczce réwna jest liczbie krawedzi w grafie, ktéry
ja reprezentuje. Obliczyé ja mozna ze wzoru (2), przyjmujac nastepujace
zalozenia:

miy =1, Mmeg=m3zg=0, msg—n.
Otrzymujemy
1
1:5(4n+r).

W czasteczee wystepuje r wiazan C — H, pozostale to wigzania C — C,
w liczbie

I(_‘}_G = 2n — 57’ .

Czy rozwazana czasteczka moze zawierad jakied pierscienie? Odpowiedasi
udzieli nam réwnanie Eulera w formie (4), przy zachowaniu zalozen
poczynionych poprzednio. Otrzymamy ostatecznie nastepujacy rezultat:

1
=n—— 1
M 2T+

Wynika stad, Ze ogélny wzdr czasteczki alkanu mozna wyrazi¢ w formie
CrHzp—zptz. Jezeli g =0, to wzér nasz zredukuje sie do postaci znanej
z podrecznikéw chemii organicznej dla alkanéw niecyklicznych CpHzny2.
Czytelnikowi pozostawiam praktyczne sprawdzenie wyprowadzonych
zaleznodcl dla czasteczek z rysunku 2.
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Rys. 2. Grafy reprezentujace czasteczki weglowodordw:
a) kuban (pieciocykliczuy).
b) etan (niecykliczny).




Weglowodory aromatyczne o pierdcieniach skondensowanych

Crzasteczki te] grupy weglowodordéw charakteryzuja sie wyjatkowo
regularna budowa. Prayjmujg one forme kawaltkéw pszczelego plastra
oderwanych od calosci. W przypadku tych czasteczek wygodniej jest
postugiwacd sie grafem szkieletu weglowego w miejsce petnego wzoru
strukturalnego. Wymaga to pominiecia wiazan wielokrotnych oraz
atomdéw wodoru we wzorze strukfuralnym. Czasteczki rozwazane] grupy
polaczed sa, plaskie (jest to rezultat obserwacji, a nie obliczefn). Fakt ten
umozliwia dokonanie podziatu wierzchotkéw i krawedzi na nastepujace
zbiory:

— zbidér krawedzi k, lezacych na zewnetrznym obwodzie czasteczki,

— ghidr krawedzi &, przynaleznych do dwu pierscieni jednoczesnie,

— zhidér wierzchotkéw v. drugiego stopnia reprezentujgcych atomy wegla
zwiazane 7 atomami wodoru,

— zbiér wierzchotkdw 3 stopnia vz, nalezacych do dwu pierscieni i lezacych

na zewnetrznym obwodzie,
— zhidr wierzchotkdw 3 stopnia vz, nalezacych do trzech pierscieni
jednoczednie i znajdujacych sie wewnatrz czasteczki.

Przez pierscienie rozumiemy tu cykle szedcioczlonowe, stanowiace pewien
zbiér obwodéw podstawowych grafu.

Rys. 3. Nicktire weglowodory skondensowane:

a) wzdr pélstrukturalny owalenu,

b) wadr polstrukturalny pirenu,

c) graf szkieletu weglowego pirenu.

Czy i w tym przypadku dysponujac jedynie wzorem sumarycznym
C,.H, jestesmy w stanie obliczyd, ile jest poszczegdlnych elementdw
strukturalnych grafu? Aby zastosowaé wzory (1), (2) 1 (4) w odniesieniu
do tej grupy polaczen, nalezy przyjaé zatozenia: m; = my =0,

ma = 8§, ma = n — §. Liczba obwoddw podstawowych, ktérymi sa, cykle
szedcioczlonowe, wyrazi sie wzorem

i
(5) y,:g(nfs)fl.
Liczba wszystkich krawedzi lc—c w tym przypadku wynosi
1

lo_c = —2-(3n —-3).
Liczbe {,, krawedzi typu k., przynaleznych do dwu pierscieni obliczamy
korzystajac z nastepujacej rownodci
(6) o =6u—ly .

Uzasadnienie tego wzoru pozostawiam dociekliwemu Czytelnikowi.
Stosujac wyze] przedstawione wzory otrzymamy ostatecznie

(7) s %(37@—55-{-12).

Ten rezultat pozwoli nam obliczyd w prosty sposéb liczbe krawedzi [,

lezacych na obwodzie zewnetrznym czasteczki. Uwzgledniajac, ze
o= 1 by

otrzymamy

(8) L 8 B

3

wody koncentryczne kregi fal. Przy dwéch
wrzuconych kamieniach kregi te w pewnej
chwili spotykaja sie i w ich przecieciu
powstaje dosé zlozony obraz. W niektdrych
miejscach fala wodna jest wicksza niz fale
przed spotkaniem, a w innych woda jest
spokojna, co oznacza, ze fale wygasily

sie. Latwo zaobserwowad interferencje

fal na wodzie. Ich diugosé siega
kilkunastu, kilkudziesieciu centymetréow.
W aprzyjajacych okolicznodciach mozemy
obserwowad wynik interferencji fal
dwietlnych, na przyklad obserwujac barwne
plamy powstajace w cieniutkie] warstewce
benzyny rozlanej na powierzehni kaluzy.
W braku zanieczyszczonej benzyna katuzy
mozemy uzyé siatki dyfrakcyjnej (jest to
plytka z bardzo drobnymi, blisko siebie
lezacymi rysami) lub innego urzadzenia
optycznego. Im mniejsza dlugosé fali,

tym trudniej zaobserwowac zjawiska
interferencji. Czego spodziewamy sie od
fal zwiazanych z czastkami materii?

Rozwazmy czastke, ktéra jest mata

z makroskopowego punktu widzenia
(przyklad zaczerpnalem z ksiazki
Wichmana Fizyka kwantowa). Przypusémy,
Ze masa naszej czastki rowna sie

10 mikrograméw, czyli dziesieé
milionowych czesci grama. Niech czastka
ta porusza sie z predkoscia 1 cm/s

— diugosé fali de Broglie’a (h/muv) wyniesie
w tym przypadku okolo 6,6 x 107%% cm.
Jest to wielkosé dmiesznie mala: tysiac
milionéw milionéw razy mniejsza niz
dlugosé fali wiatla widzialnego w zakresie
czerwieni. Przypomnijmy, ze dlugoéé fali,
na przyktad $wiatta widzialnego o kolorze
czerwonym, wynosi okoto siedmiuset
nanometrow. Przypominam: jeden
nanometr to jedna tysieczna milionowej
czedci metra. Wyjasnia to, dlaczego fale
materii, jezeli nawet istnieja, zwykle nie
uwidoczniajg sie. Jezeli cheemy mied
stosunkowo diuga fale de Broglie’a,

to powinnismy do doswiadczenia wybrac
czastke o mozliwie jak najmniejsze] masie,
najlepiej elektron i nadac jej bardzo mata
predkosé. Dla elektronéw przyépieszanych
réznica potencjaidw 150 woltéw diugosc
fali bedzie mniejsza tylko siedmiokrotnie
od dlugosci fali swiatla czerwonego. Taka
dlugosé fali jest jug rzedu odleglosci
miedzy atomami w krysztale. Mozna
wiec wykorzystac krysztat jako siatke
dyfrakcyjna.

Pierwsze doswiadczenie tego typu
wykonal C.J. Davisson przy wspélpracy
L.H. Germera potwierdzajac

falowe whasciwosci elektrondow.

W doswiadczeniach Davissona-Germera,

i w innych pdiniejszych, uzywano wiazki
elektrondw i okazalo sie, ze w odpowiednio
dobranych warunkach zachowuje sie ona
jak wiazka swiatla. Mozna by zrobié
przeskok myslowy i powiedzied: elektrony




maja whasnoscl falowe. Zastanéwmy sie
nad tym. W doswiadczeniach uiyto wiazek
elektrondéw. Najprostsze doswiadczenie
z interferencja mozemy wyobrazic
sobie nastepujaco: elektrony wybilegaja
ze zrédla, padaja na ekran, w ktérym sa
dwie szczeliny i po przejsciu przez nie
biegng do obserwatora, ktérym moze
by¢ klisza fotograficzna. Mamy dwie
mozliwe drogi elektronéw: albo przez
jedna, albo przez druga szczeling. Drogi te
réznia sie w sposéb oczywisty I, zaleznie
od réznicy drég, u obserwatora lub na
kliszy spotykaja sie dwie fale przesuniete
wegledem siebie tak, ze nakladaja
sie albo wierzcholek z wierzcholkiem,
albo wierzcholek z dolina, albo sa
w sytuacji posredniej. W zaleznosci od
przesuniecia mozemy zaobserwowac albo
wzmocnienie fali, albo ostabienie — az
do catkowitego wygaszenia. Na ekranie
zobaczymy wiec charakterystyczne
maksima i minima interferencyjne.
W przypadku kliszy fotograficznej
pojawia sle prazki silniejszego i slabszego
zaczernienia. Przedstawiony opis przebiegu
doswiadczenia nadal nie jest wyczerpujacy.
Nie odpowiada bowiem na pytanie, czy
interferuja, czyli naktadaja sie, fale réznych
elektronéw, czy interferuje fala tego
samego elektronu. Przyznajmy, ze jest
to zasadnicza réznica. Na interferencje
roznych elektrondw mozemy sie fatwiej
zgodzié niz na interferencje tego samego
elektronu ze soba. Jak bowiem sobie
wyobrazié, ze elektron przechodzi przez
obie szezeliny jednoczednie? Dziell sie?
- jest przeciez niepodzielny. Wyrazna
sprzecznosdé ze zdrowym rozsadkiem.
Dlatego wtagnie nie mozemy poprzestac na
stwierdzeniu, e elektrony maja whasnosci
falowe w opisanych doswiadczeniach, ale
musimy rozstrzygnaé, czy elektron moze
interferowad sam ze soba. Odpowiedz
na to wlasnie pytanie byla przedmiotem
wspomnianego na poczatku doswiadczenia. §

Do jego przeprowadzenia wykorzystano
odpowiednio zmodyfikowany mikroskop
elektronowy. Bardzo ciekawie rozwigzano
problem dwéch szczelin. Utworzono

je przez oryginalng konfiguracje pola
elektrostatycznego. Elektrony nadlatujace
ulegajs ugieciu w powstalym polu
elektrostatycznym tak samo, jak by
przechodzity przez szczeliny. Ponizej
szczelin umieszczono uklad elektronicznego
odezytu pozwalajaey zarejestrowad
nadejscie kazdego pojedynczego elektronu.
Elektrony sa niepodzielne, wiec ukiad
mogt rejestrowac albo fakt nadejscia
elektronu, albo jego brak. Nie bede
opisywad szczegdlow elekironicznych
urzadzenia do detekcji — autorzy zdotali
doprowadzi¢ aparature do takiego stanu,
ze prawdopodobienstwo niezarejestrowania
elektronu lub zarejestrowania fatszywego
sypnalu nie przekraczalo jednego procentu.

Réwnie proste rachunki doprowadza do obliczenia liczby wierzchotkéw
trzeciego stopnia poszczegélnych rodzajéw. QOznaczmy przez na: i naw
odpowiednio liczbe wierzchotkéw typu vsz i vaw. Kaidy obwéd, w tym
takze obwdd zewnetrzny grafu, ktérym sie zajmujemy, zawiera tyle samo
wierzchotkéw co krawedzi. Musi wiec byé spelnione réwnanie

Iz =nz;t+s,
skad wykorzystujac réwnanie (8) otrzymamy
N3z = 8§ — 6.

Tym samym latwo znajdziemy wyraZenie pozwalajace obliczyé
parametr naw

flaw =N — 25+ 6.
Wystarczy wykorzystaé oczywista réwnosé

M3y + N3z =N — 8.

Na uwage zastuguje fakt, e wartosci parametréw: lo—c, luw, Iz, N3w, Naz
nzyskano znajac jedynie wzér sumarycany czasteczki, cayli wspdlezynniki
n 1 s oraz majac informacje o rodzaju weglowodoru. W niektérych
przypadkach, jak widzimy, wzdér sumaryceny niesie dosé znaczna,
informacje o strukturze czasteczki.

Fullereny

Fullereny nie sa weglowodorami, lecz mimo to istnieje wiele podobienstw
strukturalnych miedzy tymi obiektami. Fullereny stanowia odmiany
pierwiastkowego wegla, podobnie jak grafit czy diament. Czasteczki
fullerendéw sa kuliste i maja budowe wielopierscieniowa. Atomy wegla
wystepuja tu w takim samym stanie walencyjnym, jak w weglowodorach
skondensowanych, czyli moga, tworzyé wiazania wyzszych rzedéw niz

w alkanach. Otrzymano szereg fullerenéw o ogdlnym wzorze C,, gdzie

n jest liczba, parzysta. Czasteczka o wzorze Cgo okazala sie wyjatkowo
trwata. Stwierdzono, ze jest ona zbudowana jak pitka futbolowa i sklada
sie z 12 pierécieni pieciocztonowych i 20 pierscieni szesciocztonowych.

Rys. 4. Czasteczka fullerenu Cgp, zwanego buckminsterfullerenem:
a) graf czasteczki z ponumerowanymi eyklami piecioczlonowymi,
b) ksztalt geometryczny czasteczki.

Narysowanie rzeczywistego ksztaltu czasteczki fullerenu nie jest latwe

ze wzgledu na jej przestrzenna strukture. 7 latwoscia narysowad mozna
natomiast jej graf strukturalny. W tym miejscu pora na wyjasnienie
pewnej subtelnosci. W przedstawionych sytuacjach tak naprawde

rzadko odwolywalismy sie do metrycznych wlasnodcei czasteczek, bardziej
interesowala nas ich topologia. Takie wlasnosci, jak dlugosci wiazan, katy
miedzy wigzaniami byly pomijane.



Do wyciagniecia wszystkich wnioskéw wystarczajace okazaly si¢ informacje
o tym, ktére wierzcholki sg poiaczéne krawedzia oraz jakiego stopnia byly
te wierzcholki. Krawedzie reprezentujace wiazania moga wigc (jesli to jest
wykonalne tak, aby krawedzie sie nie przecinaly) byé narysowane dowolnie
na plaszczyznie. Graf fullerenu narysowaé mozna ,rozciagajac” jeden

z pierdcieni do takich rozmiaréw, Ze cala reszta znajdzie sie wewnatrz.
Zaléimy wiec, 7e wzdr nasze] czasteczki ma postaé Cnp. Co mdéwi nam

ten wzér o strukturze fullerenu? Przyjmijmy oczywiste zalozenie:

my = ms = my =0, m3z = n. Pozwala to obliczy¢ liczbe wiazah C —C

oraz liczbe pierscieni w czasteczce, w tym jednak przypadku wzdr Eulera
nalezy zmodyfikowad (co znowu nie wynika z teorii graféw) do postaci
znanej z geometrii wielodcianéw

(9) p=l-m+2.

Pozwoli to uwzglednié pierscieni, przez ktéry ,ogladamy” czasteczke.
Crasteczki fullerenéw sktadaja sie z piercieni piecio- 1 szesciocztonowych.
Czy potrafimy w kazdym przypadku odpowiedzieé na pytanie, ile jest
jednych i drugich? Odpowied? jest pozytywna, jezeli zalozymy, Ze innych
pierscieni nie ma i ze kazdy wierzcholek nalezy jednoczesnie do trzech
pierécieni. Oznaczmy przez us i pe odpowiednio liczbe pierscieni piecio-
i szedcioczlonowych. Wystarczy teraz rozwiazad uklad réwnan

6ue + 5us = 3n,

Be + s = M.
Uwzgledniajac (9) otrzymamy nieco zaskakujacy rezultat
1
#5212, }LG:ETL‘-IO.

W kaidej czasteczce fullerenu liczba cykli piecioczlonowych réwna

jest dokladnie 12. Ponadto nie istnieja czasteczki fullerenéw slozone

z samych tylko pierscieni szedcioczlonowych. Wynik ten jest w peini
zgodny z wynikami otrzymanymi przez Eulera w XVII w. — nic dziwnego,
przeciez ze wzoru Eulera je wyprowadzilismy. Euler nie znal, co prawda,
fullerenéw, ale badal bryly geometryczne, ktére opisuja, ich strukture.
Faczna liczba pierécieni w czasteczce fullerenu wynosi zatem

3
=-—-n+2.
F= g

Wynika stad jasno, ze fullereny musza zawieraé parzysta liczbe atoméw
wegla w czasteczce, co gwarantuje ich fizyczna stabilnosé.

Pora na krétkie podsumowanie. Jak wykazaliSmy, wzér sumaryczny
pozwala przewidzie¢ pewne cechy strukturalne czasteczki chemicznej

i doéé powszechne przekonanie chemikéw zawarte w pierwszym zdaniu
tego opracowania okazalo si¢ mocno przesadzone. Czy jednak prowadzone
przez nas rozwazania to tylko zabawa? Wydaje sie, ze nie. Grafy moga sie
okazaé przydatne wszedzie tam, gdzie na podstawie niepeinej informacji

o budowie czasteczki, uzyskanej np. droga badain instrumentalnych, trzeba
odtworzy¢ jej rzeczywista strukture.

Na zakoniczenie ciekawostka zwiazana z tym, ze teoria graféw dostarcza
czesto zaskakujacych wnioskéw niezupelnie zgodnych z intuicja.
Zainteresowanemu Czytelnikowi proponuje znalezienie takiej czasteczki
chemicznej, w ktérej sktad wchodzi nieparzysta liczba atoméw

o nieparzystej wartodciowodci. Rozwiazanie znajdzie Czytelnik w ksiazce:
Narsinght Deo, Teoria graféw i jej zastosowania w technice ¢ informalyce.
Milej zabawy.

Nalezalo sie jeszcze zabezpieczyé przed
zaobserwowaniem interferencji dwoch
elektronéw, chciano bowiem wykazacd,

7e to wlasnie pojedynczy elektron moze
interferowad sam ze soba. Osiagnieto

to wykorzystujac bardzo slaba wiazke
elektronéw. W ciagu jednej sekundy

do urzadzenia docieralo okolo tysiaca
elektronéw. Moze sie to wydawac bardzo
duzo, ale zeby uzmyslowié Padstwu,

jak to w rzeczywistosci jest niewiele,
zrébmy nastepujace poréwnanie. Odleglosé
od zrédla do ekranu, na ktérym byly
rejestrowane elektrony, wynosilta 1,5 m.
Srednia odleglogé miedzy kolejnymi
elektronami wynosita 150 kilometréw.

‘Wynika z tego, ze drednio rzecz biorac

na trasie przelotu nigdy nie bylo dwdéch
elektronéw.

Obraz interferencyjny w tych warunkach
powstawal w czasie okolo 20 minut.
Wynik przedstawiono w postaci

serii zdjeé z ekranu telewizyjnego
aparatury rejestrujacej elektrony.

Kazda kropka na ekranie odpowiadala
zarejestrowaniu jednego elektronu.

Po nadejsciu najpierw pieciu, a pdzniej
stu elektronéw, rozklad na ekranie byt
catkiem przypadkowy, przynajmniej tak
wygladalo. Widaé bylo powierzchnie
ekranu pokryta, chaotycznie rozrzuconymi
kropkami. Po zarejestrowaniu juz 3000
elekironéw zaczal wylaniaé sie obraz
maksiméw — w pewnych miejscach bylo
wyraZnie wiecej kropek — i miniméw

— gdzie tych kropek zarejestrowano
niewiele. Odpowiadalo to obrazowi
interferencyjnemu. W miare przybywania
elektronéw obraz stawal sie coraz
wyraZniejszy. Otrzymano wiec nacczny
dowdd, ze elektron moze interferowac sam
ze soba,.

Czy to mozna zrozumiec? Zalezy od
tego, co rozumiemy przez samo stowo
rozumieé. Jezeli chcemy tylko przewidzied
przebieg zjawiska na podstawie praw
teorii kwantdw, to, oczywiscie, latwo to
zrobié¢. Jezeli chcemy sobie wyobrazié
przebieg zjawiska na podstawie modelu,
na przyklad, kul bilardowych biegnacych
przez dwie szczeliny, to jest to niemozliwe
— $wiat nie da sie opisa¢ za pomoca,
analogii tylko z Zycia codziennego. Jegeli
dalej nie ufajac wynikom opisanego
doswiadczenia postawimy pytanie ,ale
ktéredy tak naprawde przeszedl elektron,
przez ktéra szczeline?”, to nie bedziemy
umieli znalezé na nie odpowiedzi. Jezeli
zastonimy jedng szczeline, wiedzac juz
teraz na pewno, ze elektron przemknie
przez pozostaly otwarta, to obraz
interferencyjny zniknie. Przyroda nam nie
zdradzi, ktéredy przeszed? elekiron, a tak
raprawde, to pytanie o jego droge nie ma
sensu, ale to juz inna sprawa.




Chaos jest wszedzie
Tomasz KWAST

Stowo chaos w potocznym rozumieniu oznacza batagan, brak prawidlowosci.
Dla matematyka, a posrednio tez dla fizyka lub astronoma, oznacza ono cos
jeszcze. Pojecie to powstalo przy prébach nowego spojrzenia na takie uklady
fizyczne, ktére — méwiac w uproszczeniu — startujac z bardzo podobnych
warunkdéw poczatkowych osiagaja bardzo rézne stany koricowe. Takie zjawisko
Jest znane od dawna, ale impuls nowym badaniom dato odkrycie w latach 60.
przez meteorologa Edwarda Lorenza z Massachusetts Institute of Technology
niepokojacego faktu. Wykonujac mianowicie komputerowe symulacje klimatu
stwierdzil, ze malym zmianom parametréw modelu (ci$nienia atmosferycznego,
predkosci wiatru itd.) moga odpowiadaé duze zmiany korcowego rozkladu
pogody. Bylo to tym dziwniejsze, ze rownania opisujace model zostaly uprzednio
tak uproszczone, ze ich rozwiazania powinny zachowywad sie ,porzadnie”.

Zauwazmy jednak, ze cod takiego mozna zaobserwowad w zachowaniu juz
zaledwie dwéch punktéw materialnych dzialajacych na siebie silami grawitacji
lub elektrostatycznymi. Jeden z nich puszczony ku drugiemu z daleka minie

go po hiperboli, ale wystarczy bardzo mala zmiana poczatkowego kierunku
ruchu lub punktu startowego, by hiperbola wygieta byla w zupelnie inna strone.
Takie wlasnie rozpraszanie czastek o na folii metalowej Rutherford wytlumaczyl
istnieniem jader atomowych. W mechanice gazéw lub ukladéw gwiazdowych
zjawisko to prowadzi do ,,mieszania”, relaksacji, a ostatecznie do osiagania stanu
réwnowagi.

Ogélnie biorac chaos pojawia sie w zagadnieniach dynamiki, gdy réwnania
opisujace zjawisko sa nieliniowe. Poeksperymentujmy z bardzo prostym
modelem jakiej$ fikcyjnej populacji. Niech w chwili ¢ zbiorowod¢ ta liczy
z: czlonkéw, a w chwilit + 1

zep1 = 2(a+ 1) —az?,

gdzie a jest dowolnym ,parametrem wzrostu”. Czlon pierwszy réwnania
reprezentuje wzrost populacji proporcjonalny do jej aktualnej wartodei, a drugi
— jej malenie — nieliniowe! Badanie tego modelu nietrudno zaprogramowaé. [ co
sie okazuje? Dla a < 2 startujac od nieduzych wartodci z (np. kilka dziesiatych)
proces opisywany powyiszym réwnaniem dazy do z = 1. Ale dla 2 < a < /6
kolejne punkty skupiaja sie wokdt dwu wartosci i proces oscyluje miedzy

nimi. Dla nieco wiekszych a liczebnosé populacji skacze miedzy czterema,
oémioma itd. wartosciami, wreszcie dla a wiekszych od okolo 2,6 nie ma zadnego
konkretnego punktu skupienia i zachowanie sie modelu jest w pelni chaotyczne.

Realne zjawiska sa bardziej skomplikowane i niektérzy uwazaja, ze chaos jest
wszechobecny. Pojawia sie zaréwno w mechanice atmosfery jak i mechanice
Ukladu Slonecznego. Jest to o tyle paradoksalne, ze ciala niebieskie zwyklo sie
uwazaé za wzdér tadu. Tymczasem weimy przyklad Hyperiona — akurat jego
ruch byt kilka lat temu intensywnie badany. Ten satelita Saturna jest nieco
nieregularna bryla o rozmiarach okolo 190 km 1 obiega planete po wyraznie
wydluzonej orbicie (mimosréd 0,104). Sily ptywowe Saturna usiluja, oczywiscie,
ustawié go najdluzsza osia w kierunku planety i w ten sposéb zréwnad jego
predkosé rotacji ze érednia predkoscia katowa ruchu orbitalnego. Tak sie stalo
z ziemskim Ksi¢zycem, ale jego orbita mniej rézni si¢ od kolowej (mimosréd
dwa razy mniejszy), natomiast w przypadku Hyperiona widocznie tak staé sie
nie moze. Owszem, gdyby sztucznie nadaé mu ruch wirowy np. synchroniczny
z obilegiem (rezonans 1:1), to juz tak by zostalo. W rzeczywistosci jednak
Hyperion na swojej orbicie koziotkuje i nie wydaje sie, by kiedykolwiek mial
przestaé, czyll jego ruch obrotowy jest w diuzszych okresach chaotyczny.
Potwierdzaja to np. dlugotrwale obserwacje jego jasnosci, ktdre nie wykazuja
zadnych trwalych okresowosci.




Jest nawet gorzej. Planetoidy nalezace do grup Trojan i Grekéw obiegaja
Slofice praktycznie na orbicie Jowisza (w tréjkatnych punktach libracji uktadu
Jowisz—Slotice), sa wiec z nim w rezonansie 1:1 i taki stan trwa. Brak jest
natomiast planetoid, ktére bylyby z Jowiszem w rezonansie 1:2, 1:4, 2:5

iin. Fakt ten zauwazy}l Daniel Kirkwood w 1866 r. Oznacza to, ze niektére
rezonanse ,przyciagaja”, a inne ,odpychaja” obiekty. Mechanika nieba zapewnia
wprawdzie o stabilnosci Uktadu Slonecznego w tym sensie, ze ocenia jako niemal
nieprawdopodobne takie warunki poczatkowe, ktére mialyby doprowadzi¢ do
jego rozpadu. Nie ma jednak gwarancji, czy pojedyncey drobny obiekt nie
zostanie zepchniety na osobliwa orbite.

Nie jest pewne, czy obliczenia numeryczne przyczynia si¢ do wyjadnienia tego
problemu, bowiem trzeba by obliczaé ruch Ukladu Stonecznego na miliony lat

w przyszlodé. Temu na razie nie sa w stanie podolaé wspdlczesne komputery,
ponadto ostateczny wynik zawsze zafalszowany zostaje przez nieuniknione
maszynowe bledy ,na ostatnim miejscu po przecinku” i wreszcie warunki
poczatkowe, tzn. dzisiejsze polozenia i predkosci planet i ich satelitéw znamy

z ograniczona dokladnodcia. Mozna wiec zaryzykowad poglad, ze badania chaosu
w mechanice zostaly dopiero rozpoczete, wyniki sa wyrywkowe i nie bardzo
wiadomo, jak dochodzi¢ do uogélnieii.

m Zadania

Redaguje Pawel STRZELECK]

M 682. Znalesé cyire jednosci (w zapisie dziestetnym) liczby (v/3 + T
Rozwiazanie na str. 13

™ 683. W czworodcianie foremnym o objetosci 1 poprowadzono 6 plaszczyzn w ten

sposdb, ze kazda z nich zawiera jedna z krawedzi czworoscianu i érodek przeciwleglej

krawedzi. Na ile czeéci dziela one czworoscian? Znaleié objetodé kazdej z tych czesci.
Rozwiazanie na str. 10

M 684. Czy istnieje fun'}.ccja réznowartosciowa f: R — R spelniajaca dla kazdego
z € R warunek f(z?) — (f(2))? > 1/47
Rozwigzanie na str. 10

Redaguje Jarostaw KULPA

F 367. Wiazka swiatla laserowego o energii F i czestoéci v spolaryzowana kolowo
padla prostopadle na swobodny nieobracajacy sie dysk o masie m i promieniu r.
Obliczyé predkosé katowa dysku przy zaloZeniu, e jest on cialemn doskonale czarnym.
Rozwiazanie na str. 13

F 368. Znajdujaca sie w przestrzeni kosmicznej brytka wegla o temperaturze
poczatkowej 25°C stygnie do temperatury zblizonej do zera bezwzglednego. Ile
fotonéw przypadajacych na jeden atom wegla zostanie wyemitowanych przez
brylke, przy zaloieniu, ze wegiel jest cialem doskonale czarnym. Entropia molowa
wegla w temperaturze 25°C wynosi S,, = 5,69 J/(mol-K). Widmo ciata doskonale

s . 8rhv?® 1 e
czarnego opisuje wzér I(v) = N T gdzie k oznacza staly Boltzmanna.
; : ; , - < 22ds
(W rozwiazaniu mozna wykorzystaé wartodel calek: f2 = f = 2,404,
a% =
n
o

= = (G,48.

po= [ 222 = o)

Rozwi'a,za,nie na str. 12
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8 Maia delid

Aby do wiosny

Znéw zbliza sie zima, przyroda zasypia i chociaz kazda pora roku ma
swéj urok, to jak zwykle bedziemy z utesknieniem oczekiwaé wiosny. Ile
czasu nam to zajmie?

Wezmy dla przykladu ostatni rok. Daty poczatkéw por roku byly

W nastepujace:
i jesieni 23 IX 1992
I zimy 21 XII 1992
Pl wiosny 20 III 1993
- z lata 21 VI 1993

jesieni 23 IX 1993

J i mniej wiecej tak samo jest kazdego roku. Latwo porachowad, ze
,ciepla” polowa roku, tzn. wiosna i lato, trwata 187 dni (oznaczmy ten
okres przez T.), podczas gdy ,zimna” polowa, tzn. jesien i zima, trwala
178 dni (T.).

To pocieszajace. Domyslamy sie, ze przyczyng tej ,nieréwnosci poléwek”
roku jest eliptycznosé orbity Ziemi. Jak te rzeczy zalezg od siebie — zaraz
sami obliczymy, a bedzie to latwe dzieki szczesliwemu przypadkowi.

Otéz tak sie sklada, zZe okolo 4 stycznia kazdego roku Ziemia znajduje

sie najblizej Slonica. Jest to tak blisko poczatku zimy, ze réznice mozna
w naszych rozwazaniach zaniedbaé. Dlatego na rysunku punkt Z
oznaczajacy poczatek zimy moze by¢ zarazem przyslonecznym punktem
orbity. Punkty W, L i J lezace w kierunkach co 90° (gdyby patrzeé

ze Slonca) oznaczaja punkty orbity, w ktérych Ziemia wkracza w wiosng,
lato i jesieri (na pétkuli potnocnej!).

A co to w ogdle jest elipsa? Chyba najczescie) méwi sie o niej, ze jest to
zbiér punktéw, ktérych suma odleglosci od dwéch ustalonych punktéw
jest stala. Definicja ta jest nawet praktyczna, bo umozliwia latwe
wykredlenie elipsy. Wbijamy (ale nie w stdl, tylko w jakas pomocnicza,
deske!) dwa gwoidzie — beda to te ustalone punkty; nazywaja sie

one ogniskami elipsy. Na nich zaczepiamy kawalek nitki i wodzac
oléwkiem umieszczonym w jej zgieciu tak, by byla stale napieta, rysujemy
wlasnie nie co innego, tylko elipse. Stalo$é sumy odleglosci oléwka od
dwéch ognisk automatycznie zapewnia nitka, ktérej polowa dlugosci

to tzw. wielka pélos elipsy oznaczana tradycyjnie przez a. Tak sie
dziwnie sklada, ze skoro Slorice dziala na kazda planete z sila odwrotnie
proporcjonalna do kwadratu odlegtosei, to torem planety wokat Storica
jest tez elipsa, przy czym Slorice lezy w jednym z jej ognisk — wiemy,

ze tak brzmi pierwsze prawo Keplera.




Drugie prawo Keplera wykorzystamy, by wreszcie powiazaé geometryczne
wlasnosci elipsy z czasem. Glosi ono, ze predkosé polowa planety jest
stala, albo inaczej — promien wodzacy planety omiata w jednakowych
odstepach czasu jednakowe pola. Wobec tego okresowi T, odpowiada
pole czesci elipsy na lewo od przerywanej linii, a okresowi T, — na prawo
od niej. Miarg splaszczenia elipsy jest tzw. mimosréd e = /(a2 — b2)/a?,
gdzie b jest malg pdlosig elipsy. Inaczej mozna go okresli¢ zauwazywszy,
ze skoro odleglosé korica malej osi od ogniska wynosi a (bo wtedy oléwek
dzieli nitke na polowy), to odlegto$é ogniska od érodka elipsy musi
wynosi¢ ae, aby spelnione bylo twierdzenie Pitagorasa dla widocznego
na rysunku trojkata prostokatnego. Widaé zatem, ze ,ciepla” czesé
pola elipsy jest od ,zimnej” wieksza o cztery pola figury ograniczonej
przez malg pélos b, odcinek ae, linie przerywana i tuk elipsy. Figura ta
jest w przyblizeniu prostokatem o rozmiarach ae x b, a przyblizenie jest
tym lepsze, im mniej splaszczona jest elipsa. Cale pole elipsy wynosi,
oczywiscie, mab, mamy wiec uklad ,réwnan”:

T.—T, ~ 4aeb,

T.+ T, ~nab,
skad po podzieleniu stronami dostajemy
w1y
4 T.+T."
Dokladniejsze wyprowadzenie tego wzoru mozna znalezé w Delcie 5/1984.
Z obserwacji juz wiemy, ze T, — T, ~ 9, a T, + T, ~ 365, skad e ~ 0,019.
Wynik jest troche zawyzony, ale ilez uproszczeni po drodze zrobilismy!
Jak na rachunek niemal na palcach — jest niezle.
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Malg Delte przygotowal Tomasz KWAST
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Rozwigzanie zadania M 6883.
Kazda z poprowadzonych plaszcayzn
zawiera jeden z odcinkéw laczacych
$rodki dwéch skosnych krawedzi
crworodcianu, zatem wszystkie
plaszczi’zny przechodza przez jeden
punkt. Stad wynika. ze rozwaiane
plaszczyzny dziela cala przestrzen
na katy wicloscienne o wspdlnym
wierzcholtku; czyli, ze kaida z czesci,

Patrz w niebo

14 lipca 1789 r. zdobycie Bastylii przez lud Paryza mialo daé poczatek nowej erze
dziejéw ludzkoscl, erze, w ktére] wszyscy byliby réwni, wolni i — w ostatecznym
rachunku - szczedliwi. Co z tego wyszlo, wszyscy wiemy. Tak chyba konczy sie
kazda rewolucja, a wlasciwie rewolucja nie ma ochoty sie zakonczyé i swdj byt
podtrzymywaé moze juz tylko sila, czego konsekwencje s raczej ponure. Ale nie o to
chodzi. Rewolucja Francuska przeprowadzita miedzy innymi bardzo wazny i udany
»eksperyment” w nauce w ogdéle i inny nieudany w astronomii.

W potowie 1790 r. na propozycje Akademii Nauk Zgromadzenie Narodowe podjelo

na ktére zostal podziclony czaworoseian, decyzje zreformowania systemu miar i wag. To byl wladnie ten udany ,eksperyment”,

ma przynajmniej jedna §ciane na
kazdej ze $cian czworodcianu. Latwo
tei zauwaziyd, ze zadna czedé nie
moze mieé swoich §cian na dwéch
réznych fcianach caworodcianu (leza

ktdrego doniosiodé jest niezaprzeczalna. W owym czasie w Europie bylo w uzyciu
podobno okolo 800 jednostek dlugosci. Latwo sobie wyobrazié, jaki musial panowad
zamet np. w handlu. I pomysled, Ze dzis wielu studentom (i nie tylko) fizyki sprawia
trudnosé przeliczenie czegokolwiek z systemu cgs do SI lub odwrotnie! W kazdym

one po dwoch stronach tej plaszczysny, razie Francji udalo sig¢ wprowadzié u siebie i rozpropagowaé na caly (prawie) éwiat

ktéra zawiera ich wspdSlna krawedz).
Zatem, czworodcian jest podzielony
na 24 czesci (na kazdej z czterech
$cian ,narysowane” zostaly Srodkowe

dzielace ja na 6 tréjkatéw, 4 - 6 = 24).

Wszystkie czesci sa przystajace
(nietruduno sic o tym przekonad
rozpatrujac symetrie wzgledem kazdej

% szedcin poprowadzonych plaszezyzn),

a wiec ich objetodcei sa réwne 1/24.

Rozwigzanie zadania M 684. Jesli
liczba = spelnia warunek z = =2, to

nowy system jednostek, tzw. metryczny. Nawiasem mdwiac, wzorcem metra mialo
by¢ pierwotnie wahadlo o okresie 2 s. PéZniej dopiero komisja, w ktérej skladzie
zasiadali m.in. Lagrange, Lavoisier, Laplace, zdecydowala, Ze bedzie nim 1/20 000 000
czeéé potudnika paryskiego. Wzorzec wahadlowy odrzucono, poniewaZ sekunda nie
jest dziesietna czedcia Zadnego okresu spotykanego w przyrodzie. Wtedy réwniez

za jednostke masy uznano kilogram, czyli mase jednego litra destylowanej wody.
Oczywiscie, z biegiem czasu wzorce te musialy byé okreélane coraz dokladniej, nie ma
to juz jednak nic wspdlnego z Rewolucja.

A ,eksperyment” nieudany polegal na wprowadzeniu nowego kalendarza. Wedhig
niego rok zaczynal sie 22 wrzeénia, co pokrywalo sie z réwnonoca jesienng oraz data
proklamacji-Republiki. Rok liczyt 12 miesiecy, kazdy po 30 dni, plus 5 dodatkowych
dni w roku zwyklym Iub 6 w przestepnym. Skasowano tygodnie i dniem wolnym
byt jeden dzied w dekadzie. Same nazwy nowych miesiecy pochodzily od zjawisk

f{z) = (f(=))* > 1/4, albo réwunowainie zachodzacych w przyrodzie. Niestety, jak widaé, kalendarz ten nie byl tak uniwersalny,

(f(z) — 1/2)? € 0. Stad wynika, ze
F(0) = f(1) = 1/2, czyli funkcja [ nie

jest réinowartofciowa. Nie istuieje

jak chcieli go widziec jego twdrcy, bowiem podkresdlal poczatek akurat francuskie]
Republiki i odpowiadal akurat francuskiemu klimatowi. Trudne orzec, czy to wladnie

wice zadna funkeja spelninjaca warunki PY10 powodem jego koica, w kazdym razie tak usilnie zwalczana przez Rewolucje

radania.

Prenumerata ,,.Delty”
za okres:

tradycja wkrétce do Francji powrdcita.

Tomasz KWAST
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Klopoty z aproksymacja punktéw stalych
Jarostaw GORNICKI

Pewne problemy matematycane wyrézniaja sie prostota 1 naturalnosdcia
sformulowari. Niestety, nie oznacza to, ze ich rozwiazania (o ile potrafimy je
wskazad) sa réwnie proste. Przekonuja nas o tym, miedzy innymi, prayklady
z teorii liczb lub elementarnej geometrii.

Wiemy, e w pewnych sytuacjach istniejq rozwiazania réwnania Tz = z;
nazywamy je punktami stalymi (niezmienniczymi) odwzorowania 7.

Matematycy czasem oznaczaja wartodei funkeji T w punkcie = przez Tz, namiast T(x).
Méwi o tym, na prazyklad, twierdzenie Brouwera:

Twierdzenie (L.E.J. Brouwer, 1911).
Jezeli B jest domknieta kula w n-wymiarowej przestrzeni R™ i T : B — B jest
odwzorowaniem ciaglym, to istnieje taki punkt zo € B, ze T'zy = x.

Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966) — matematyk holenderski.

Niestety, twierdzenie to nic nie méwi, jak te rozwiazania wyznaczyé! I na ten
problem zwrécimy tutaj uwage. Ograniczymy sie do prostej sytuacji, gdy T jest
odwzorowaniem ciaglym i T : [0, 1] — [0, 1]. Rysujac w prostokatnym ukladzie
wspolrzednych XOY (ze awyklym sposobem mierzenia odleglogci) wykres
dowolnej funkcji ciaglej 7" : [0, 1] — [0, 1] oraz funkcji identycznosciowej %)=
T(xg)b -+ stwierdzamy, ze wykresy te maja co najmniej jeden punkt wspélny. Innymi
stowy, prawdziwe jest twierdzenie

e L T Tepmy., W,

Twierdzenie 1 (jednowymiarowa wersja twierdzenia Brouwera).

Jezeli odwzorowanie T : [0, 1] — [0, 1] jest ciagle, to istnieje taki punkt

Rys. 1 Zg € [0, 1}, ze T.’L‘o = Zy.

Czytelnik moze sprawdzi¢ — wystarcza odpowiednie rysunki — %e twierdzenie to nie musi byé
prawdziwe, gdy T nie jest odwzorowaniem ciaglym bad# gdy rozwasany przedszial nie jest
domkniety.

Dowdd. Wykorzystamy wlasnodé Darboux: jezeli funkcja F : [a,b] — R jest
ciagla, F(a) = u, F(b) = v, to dla dowolnego z lezacego pomiedzy u i v istnieje
taki punkt ¢ € [a, 8], ze F(c) = 2.

Jean Gaston Darboux (1842 - 1917) — matematyk francuski.

Niech F(z) = z — Tz. Wtedy funkcja F : [0,1] — R jest ciagla jako réznica
funkeji ciaglych, a ponadto F(0) = 0 — T(0) <0oraz F(1) =1— F1) >0
Istnieje zatem taki punkt zq € [0, 1], ze F(zo) = 0. Oznacza to, ze Tz = zo. ™

Twierdzenie to i jego dowdd sa przykladem egzystencjalnego

1 niekonstruktywnego rezultatu matematycznego. Gwarantuje ono, w opisanej
s s sytuacji, istnienie rozwiazania réwnania T = z, ale go nie wskazuje. Nie méwi
tez ono o liczbie tych rozwiazan. Sprébujmy jednak wskazaé lub aproksymowad
jakies jedno rozwiazanie tego réwnania w sytuacji z twierdzenia 1. Czy biorac

3 e ~J dowolny punkt = € [0, 1] i tworzac ciag iteracyjny {z, = T"z} otrzymujemy ciag
! zbieiny do punktu stalego odwzorowania T'7
| 1
! 1
: ! Przypatrzmy sie sytuacjom z rysunkéw 2 i 3. Na rysunku 2 funkcja
0 2 X1 X
2

Y
T:[0,1] — [0, 1] dana wzorem Tlz) = (% - (:r: - %) ) ma dwa punkty

Hys. 2
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Rozwiazanie zadania F 868.
Niech @@ oznacza cieplo brylki

wegla, § — jej powierzchnie,

a T - temperature. Prawo

Stefana- Boltzmanna mozemy napisad

=oT'8 = /I(u)(lu s

Energia pojedynczego fotonu

w postaci

de)
dt

wynosi kv, Stad liczba fotondéw
emitowanych w jednostee czasu jest

réwua
dn I(v)
i Ay =8
At hv
Podstawias he oy
odstawiajac o = i zamieniajac
KT ;

zmienne calkowania mamy

dn
— =T w8,
ot

gdzie

k? 8n 3 k* 8m ; w L
s PR o = rE; (—3[ 3. yranaj
z prawa Stefana Boltzmanna dt za

pomoca dQ} mamy

L a@lE w1

aThs & T

dn
m =

Stad
dc¢)

(24
n = —
o T

Poniewaz entropia definiowana jest jako
de

— g Sy = 85 v

B 0. mduie g
jest liczba moli wegla, mamy
o . i

Smniyg = — S - 1o .

s k

Stala, Boltzmanna moiemy wyrazic za

n =

pomocy liczhy Avogadro N4 oraz stalej

gasowe] R: k = NP . Stad ilodé fotondw
A
praypadajacych na jeden atom wegla
WYyO0s1
Ep) Al
o= — = . 0.371 = 0.254.
Ng -nqy

1 : 3 5
stale: 7 = 0 oraz zo = 5 Punkt staly z5 ,przyciaga” za pomoca iteracji T™

. ’ . 1
wszystkie punkty z przedziatu (0, 1), tzn. dla kazdego z € (0,1) Lim Tz = 5
n—+eco

(zamiast rachunkéw patrz na rysunek!). Pozostale dwa punkty ,przyciaga”
punkt staly z;.

Inaczej wyglada sytuacja na rysunku 3. Funkcja T : [0, 1] — [0, 1] (zdefiniowana
na rysunku 3) ma dokladnie jeden punkt staly z = % Ale ten punkt

,Nie przyciaga” za pomoca iteracji 7" zadnego punktu ze zbioru [0, 2) U (3, 1].
Przyklady te sugeruja, ze dla zbieznosci ciagu iteracyjnego {z, = T"z}

do punktu stalego odwzorowania 7" konieczne sa dodatkowe zalozenia.

Twierdzenie 2. Niech bedzie dana ciagla funkcja T : [0,1] — [0,1] 1 z € [0, 1].
Ciag iteracyjny {z, = T"z} jest zbiezny do punktu stalego odwzorowania T'
wtedy i tylko wtedy, gdy lim |T7Hlz — Tmz| = 0.

n—oo

Dowdd. Zaldimy, de [Tz — Tz| — 0, gdy n — oo i clag iteracyjny

{z, = T™z} nie jest zbieiny. Wtedy z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa wynika,

ze istnieja takie podciagi zbiezne: Tz — y) oraz T™z — ya , z€ Y1 7 Ya.
Dodatkowo podciagi te wybieramy tak, by m; > n;, 1 = 1,2,... Wéwczas dla
dowolnego € > 0 mozemy tak wybraé liczby naturalne n;, oraz m;, > nj,, by:

1) |Tn"5£,‘* yll < g dla n; > Nig ,

=

2) |T™ 2z — ya| < 3 dla m; > m;,,
5 el g ——F  _ dla niomg,.
S(mf(l i n‘ir.ﬂ)
Wtedy
lyr — y2| < |lyp = T™oz| + |[T™oz — T™og| + |[T™ox — ya| <
mj, —1
<lys—Tog|+ > |[T"Flo— Ta|+ |T™0 — g <
v=n,
< E+(m — )48____1_525
3 . " S(mja_nio] "3 .

Z dowolnogci wyborn € > 0 wynika, Ze y; = yp. Otrzymana sprzecznosé
pokazuje, ze ciag iteracyjny {z, = T"z} jest zbiezny. Niech zp = lim T"z.

n—+co
Wtedy z( jest punktem stalym odwzorowania T

Teg=T ( lim T”’x) lim 7"t e =z

n—0co n—+oco

W druga strone implikacja jest oczywista. m
Bernard Bolzano (1781 — 1848) — matematyk i filozof czeski.
Karl Teodor Wilhelmm Weierstrass (18156 — 1898) — matematyk niemiecki.

Twierdzenie (Bolzano-Weicrstrassa). Kazdy ograniczony ciag liczbowy zawicra podeiag
zbiciny.

Mozna réwniez rozwazaé bardziej skomplikowane iteracje. Na prazykiad,
niech (t,) bedzie ciagiem liczb z przedzialu [0, 1], a ciag iteracyjny opisujemy

wzorem
(1] g S [0, 1] s

wipr = (L~talgw+ thT 2
n=12...

Wéwezas zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3. Niech T bedzie ciaglym odwzorowaniem przedziatu [0, 1]
w siebie. Jezeli ciag iteracyjny okreélony wzorem (1) jest zbiezny do punktu =z
oraz i, = oo, to z jest punktem stalym odwzorowania T'.
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Dla zilustrowania tego twierdzenia weZmy ¢, = 7" Oczywiscie,  t, = oo,

a wiec otrzymujemy nastepujacy

Wniosek. Niech T' bedzie ciaglym odwzorowaniem przedzialu [0, 1] w siebie.
Okreslamy nastepujacy ciag. Niech z; € [0, 1], z,,11 zaé niech bedzie srodkiem

i 3 2 2 1 , e s
odeinka o kodcach z, 1 Tz, cayli 2,41 = E(a:n + Tz,). Wéwczas, jedli ciag z,,
jest zbiezny do punktu z, to z jest punktem stalym odwzorowania T.
Dowéd twierdzenia 3 oraz dalsze fakty mozna znaleZé w pracy: D. Borwein i J. Borwein Fized

point iterations for real functions, Journal of Mathematical Analysis and Applications, vol. 157,
No. 1 (1991), 112-126.

Niestety, nawet te proste rezultaty nie przenosza sie na przypadek
dwuwymiarowy. W odniesieniu do twierdzenia 2 pokazuje to nastepujacy
przyklad:

Przyklad. Niech B(0,1) = {(z,y) € R?: 2% + 42 < 1}. Korzystajac
ze wspélrzednych biegunowych (r, 8) okreélamy ciagle odwzorowanie
T : B(0,1) — B(0, 1) wzorem

{0,0) dla r=0,

4 1 1
T(r,g): (gf,a'l'i) dla 0<TS E,

(2-r)"Y0+(1-7r)) dla %<r§ L.

Geometryczny efekt tego odwzorowania jest nastepujacy:

Rys. 4 a) Punktami stalymi tego odwzorowania sa punkty z brzegu kola oraz
punkt {(0,0)}.
- . s o s 1
m b) Jezeli p = (r, ) jest punktem spelniajacym warunek 0 < r < 5

Rozwigzanie zadania M 682.
Rospatramy ciag @, = [\/5+ VAT
+(v8 — V2)?" = (5 +26)" +

o . .. 1
+(6 — 2/6)™. Poshigujac sie c) Jezeli p = (r, 0) jest punktem spelniajacym warunek = < r <1, odleglym

o : 1 . .
to punkt TV p = (7, 0) spelnia warunek 2 < 7 £ 1 dla dostatecznie duzego N.

metoda indukeji latwo wykazad, se R ..
Gntaz = 10an41 — an (zatem wyrazy od brzegu kota o k™!, wtedy punkt T'p = (7, #) jest punktem spelniajacym

ciagu ay to liczby calkowite, bowiem 1 %
i = 3, @i = 10}, Smd):;:ik{::c ' warunek 5 < 7 < 1, odleglym od brzegu kota o (k -+ 1)~! oraz (rys. 4)
ant3 + an dzieli sie przez 10, a wiec
licaba arg(Tp) = k= ' + arg(p) .
Ants = an = (@nps + dnga)— Z faktéw tych wynika, ze dla dowolnego p € B(0,1), |T**!p — T"p| — 0,

~(@n+2 +an) : g
gdy n — co. Jednak dla takiego punktu p = (r, ), ze 5 < r < 1 mamy

tez jest podzielna przez 10. Oznacza
to, Ze cyfra jednodci kasdej z liczb

n—1
ag = 2, @&y, as, @i, ..., asse arg(T”p) iz arg(p) + Z(k+ Z-)_l )
i=0

jest taka sama, mianowicie réwna 2.

Zatem -

2932 /fny 1952 . .- . Lo - . - .
(VB4 v2)"7"" = avos ~ (VB -~ v2)'** Zatem z rozbieznodci szeregu Y (k +1)~! wynika rozbieznodé ciagu {z, = T"p}.
ma cyfre jednosei 1, bowiem =0

0 < (/3 — /2)19%2 ¢ 1,

RekiRaas radaala B AEE Na koniec troche optymizmu. W przypadku odwzorowar ,,wiecej niz ciaglych”

Fotony w $wietle spolaryzowanym — na przyktad odwzorowail lipschitzowskich ze stala L < 1 mamy nie tylko
kolowo maja wyréiniony kierunek
spinu. Calkowity moment pedu wiazki

Jak wida¢, problem aproksymacji i lokalizacji punktéw statych, o ktérych mowa
w twierdzeniu Brouwera, jest zagadnieniem klopotliwym i wciaz aktualnym.

istnienie punktu stalego, ale réwniez wiemy, ze taki punkt jest dokladnie jeden.

fotondw J = nh = %h — o [spin Odwzorowanie T : A — A nazywamy lipschitzowskim ze stala L > 0, gdy dla dowolnych
fotonu s = h). Z zasady zachowania 2y €A, ||[Ta — Ty|| £ L||x - yll.
pedu mamy
. Ponadto mozemy go aproksymowaé z dowolna dokladnogcia za pomoca iteracji
2 2my opisanej w twierdzeniu 2 (Delta 8/1980). Problemy znowu sie pojawiaja, gdy
skad w = ﬁmiu. rozwazane odwzorowanie jest lipschitzowskie ze stala L > 1, ale to juz calkiem

inna historia...
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Kierunek predkodci katowe] &
jest prostopadly do plaszcayany
obrotu, zwrot — zgodny » reguls
Sruby prawoskretnej, a wartodd
— rowna ilorazowi 2m przes okres
pelnego obrotu.

Wielkosci pritnowane micrzone sa
wzgledem obracajacego sic ukladu
odniesienia.

Sila Coriolisa
Zygmunt AJDUK

Czy tor swobodnie spadajace] metalowe] kulki pokrywa sie z linia pionu
wyznaczona przez zwisajacy clezarek?

Okazuje sie, ze nie. Przy spadku z wysokoscl 100 m (na szerokosci geograficznej
Polski) spadajaca kulka uderzy o okolo 1,5 ¢cm na wschéd od miejsca
wyznaczonego metoda clezarka i linki. Réznica jest niewielka, ale jest. Co jest
tego przyczyna?

Przyczyna odchylenia jest sita Coriolisa. Uklad odniesienia zwiazany
% obracajaca sie Ziemia nie jest ukladem inercjalnym i do opisu ruchu cial
w ukladach nieinercjalnych, oprécz dzialajacych na dane cialo sit F ze strony
innych cial, nalezy uwzgledni¢ jeszcze sily bezwladnosgci Fopsoy. Réwnanie
Newtona

ma=F,
obowiazujace w ukladzie inercjalnym, trzeba zastapié przez

mE:F‘+F‘bCzW'

Dla ukladu nieinercjalnego obracajacego si¢ ze stala predkogcia katowa o sity
bezwladnodcl maja postad

Fopoy = —mi@ X (@ X 7) = 2m@ X 7.
Pierwszy czlon w tym wzorze to dobrze znana z codziennego doswiadczenia sila
odsrodkowa. Doznajemy jej, gdy wiozacy nas pojazd znajduje si¢ na zakrecie.
Sila odérodkowa powoduje odchylenie od pionu laricucha z krzeseltkiem na
obracajacej sie karuzeli i usuwa wode z mokrej bielizny w zbiorniku wiréwki.
W szkoleniu pilotéw 1 kosmonautéw sita odsrodkowa wykorzystywana jest do
wytwarzania sztucznej grawitacji o réznym natezeniu.

Drugi ceton to wlasnie sita Coriolisa. Odkryl ja Gustave Coriolis (1792-1843),
fizyk i inzynier francuski. Sita Coriolisa pojawia sie wtedy, gdy cialo porusza sie
wzgledem ukladu nieinercjalnego. Nie odczujemy jej wiec siedzac w autobusie.
Trzeba sie w nim poruszaé¢ w momencie brania zakretu, aby odczué jej dzialanie.
Wyraznie odczuwaja ja aktorzy grajacy na obracajacej sie scenie (np. w czasie
przedstawienia Metra) i trzeba sie do niej przyzwyczaié, aby prawidtowo sie
poruszac. Sila Coriolisa jest bowiem ,dziwna”: dziala w kierunku prostopadlym
do plaszczyzny wyznaczonej przez wektory o 1 o', Zalezy tez od sinusa kata
miedzy tymi wektorami.

Aby lepiej zrozumieé site Coriolisa, rozpatrzmy prosty przyklad: ruch toczacej
sie kulki po poziomej kartce papieru. Mozemy kulke pomalowad farba, zeby
zostawila na kartce §lad toru. W ukladzie inercjalnym kulka bedzie poruszaé
sie ruchem jednostajnym prostoliniowym z predkoscia 1 i jej polozenie mozna
opisaé wzorami:

T = vpt, Y= Yy
w ukladzie inercjalnym Ozy, gdzie of z zostala wybrana réwnolegle do v,.
Polézmy teraz kartke na obracajacym sie talerzu gramofonu i puéémy kulke
tak samo, jak poprzednio. Kulka zostawi teraz $lad taki, jak na rysunku 1.
Mozemy latwo znaleZé réwnania opisujace ten ruch. Uklad zwiazany z kartka
obraca sie ze stalg predkoscia katowa i zwiazki miedzy wspétrzednymi z iy
w nieruchomym ukladzie Ozy a wspélrzednymi z’ 1 4 w ukladzie Oz'y’ na
obracajacej sie kartce maja postad

7' = zcoswt + ysinwt,
Yy = —zsinwt + ycoswt.
W ukladzie nieinercjalnym tor ma wiec postaé

z' = vt coswt + yy sinwt

Yy = —ugtsinwt + yg cos wi .
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Rys. 1. Ruch tego samego punktu
materialnego obserwowany w ukladzic
inercjalnym i nicinercjalnym.

Przyklad ten jest tez dobra ilustracja
wzglednosci ruchu: ruch, ktéry

w jednym ukladzie odniesienia

jest bardzo prosty, moic wygladad
skomplikowanie w innym ukladzie.

Pétnoc

T

Wschod <

Rys. 2. Rozetka zakreslona przez
wahadlo Foucaulta na pslkuli pdluocnej
(szkic odpowiadajacy duzej predkosci
katowej Ziemi).

Latwo sprawdzié, ze powyisze réwniania sa rozwiazaniami réwnas ruchu
postaci:

i=0 i @=-Gx(@x)-25xv,
gdzie wektor & jest skierowany prostopadle do kartki papieru. Gdyby
wystepowala jedynie sita odérodkowa, to kulka znacznie szybciej oddalataby
si¢ od osi obrotu kartki. Gdyby dzialala wylacznie sita Coriolisa, to kulka
poruszalaby sie po okregu (dziatanie sity Coriolisa jest podobne do dzialania sily
Lorentza na tadunek ¢ w polu magnetycznym o indukeji B = 2mdi/q). Zlozenie
obu sit daje tor przedstawiony na rysunku.

Sita Coriolisa zwiazana z ruchem obrotowym Ziemi jest stale obecna w naszym
zyciu. Ziemia obraca sie z predkoscia katowa w = 27 /doba, bardzo mala dla
typowej skali czasowej zjawisk w zyciu codziennym. Réwnanie ruchu ciata przy
powierzchni Ziemi ma postad

m@’:mgﬁ-mﬁx((ﬂx(ﬁ-&?)]gzwxﬁ",
gdzie g jest natezeniem pola grawitacyjnego, a R jest wektorem polozenia
poczatku ukladu nieinercjalnego na powierzchni Ziemi mierzonego od érodka
Ziemi. Dla ruchéw bliskich powierzchni Ziemi czeéé sily odérodkowe] zwigzana
z 7’ jest zaniedbywalnie mala. Plerwsze dwa czlony w powyzszym réwnaniu
definiuja lokalna sile ciezkosci mg = mgy — ma& x (& % F:) na powierzchni Ziemi
i przyblizone réwnanie ruchu ma postaé

md’ = mg — 2mid X 7.

Powréémy do przykladu swobodnie spadajacego kamienia. Poniewaz wartodé
w jest mala, to wystarczy ograniczy¢ sie do wyrazow pilerwszego rzedu.
Wstawiajac do réwnania ¢ = gt dla spadku z zerowa predkogcia poczatkowas,
dostajemy

7 =10+ gt2/2 — @ x §°/3.

Ostatni wyraz to przejaw dzialania sity Coriolisa. Dla swobodnego spadku
wyraz ten ma zwrot na wschéd. Z punktu widzenia obserwatora w ukladzie
inercjalnym interpretacja odchylenia spadajacego kamienia na wschéd jest inna.
Odchylenie spowodowane jest tym, ze kamier spadajac z pewnej wysokogci miat
nieco wigksza predkosé ku wschodowi zwiazana z ruchem obrotowym Ziemi niz
znajdujacy si¢ pionowo pod nim punkt powierzchni Ziemi. Wobec tego w czasie
spadku przesunie sie ku wschodowi wzgledem powierzchni Ziemi.

W czasie ruchu cial po powierzchni Ziemi na pétkuli pélnocnej ciala zbaczaja

w prawo od kierunku ruchu, a na pétkuli poludniowej w lewo. Ze wzgledu na
powolny obrét Ziemi odchylenia spowodowane sita Coriolisa sa male 1 mozna

je wyraZnie obserwowal tylko przy duzych predkodciach ruchu (np. pray ruchu
pociskdw artyleryjskich lub rakiet) lub w przypadku ruchéw dlugo trwajacych.
Dla samochodu o masie 1000 kg i predkogci 100 km /h sita Coriolisa wynosi tylko
kilka niutonéw, ale dla rakiety o zasiegu 1000 km odchylenia nia spowodowane
moga by¢ rzedu 10 km. Sita Coriolisa powoduje podmywanie prawych brzegéw
rzek na pélkuli péinocnej i lewych na poludniowej (prawo Baera) oraz wywohuje
skrecanie pradéw morskich i wiatréw, np. pasatéw. W cyklonach na pétkuli
péinocnej wiatry okrazaja obszar niskiego cifnienia z lewej strony, a na
poludniowej — z prawej (prawo Buys-Ballota). W przypadku wahadka na
powierzchni Ziemi sita Coriolisa powoduje powolny obrét plaszezyzny jego
wahar (w kierunku wschodnim na pétkuli péinocnej) z czestodcia wsin

(gdzie © jest szerokodcia geograficzna), czyli na terenie Polski z okresem

okolo 30 godzin. Fakt ten wykorzystat w 1851 r. Leon Foucault do bezpodrednie]
demonstracji obrotu Ziemi, zawieszajac w tym celu w paryskim Panteonie
wahadlo o dlugosci 67 m. Mamy nadzieje, ze Cezytelnik latwo zrozumie
przyczyne obrotu plaszczyzny drgan wahadla z panktu widzenia ukladu
inercjalnego, zwhaszcza jesli rozpatrzy na poczatek wahadlo umieszczone na

biegunie Ziemi.
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Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazain
zadad 151 (WT=2,90) i 152 (W T =3,20)
z numeru 1/1993

Przemyslaw Gworys — Czastochowa 32,92
Tomasz Wietecha = Tarnéw 32,90
Anrdze] Nowogrodzki— Choclandw 25,34
Andrzej Borowski — Aleksandréw K. 19,30

®

1-44

Crzoléwka ligi nadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazali
zadai 253 (WT=2,70) i 2564 (WT=2,14)
z numeru 1/1993

Marcin Kaspersk:— Warszawa 44,81
Adam Czornik -~ Bytom 42,13
Leszek Gasifiski - Stalowa Woladl,46
Jerzy Janowicz — Bolestawiec 41,19

I znéw nowa twarz w Klubie 44:
M. Kasperski

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadani z numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazari zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania
czterech, traech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), mozna to robic

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadail z matematyki i » fizyki nalezy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnoiymy
przes wspdblezynnik trudnodcei danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe 0séb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po agromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do penownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1993.

Termin nadsylania rozwiazari: 31 I 1994

Redaguje Jerzy B. BRCJAN
Zadania z fizyki nr 165, 166

165. Wysokie, najezone drutem kolczastym ogrodzenie nie wygladalo
zachecajaco. Dzielnicowy Sluzbiiski méwil, pokazujac reka widoczne za nim
budynki szklarni:

— Wiasciciel wszystko ogrzewa elektrycznie, a rachunki placi niewielkie. Nie
mozemy go ztapaé na kradziezy pradu, cho¢ sprawdzaliémy pobér mocy poza
gospodarstwem. Jak on to robi?

— A czy nie podlaczyl si¢ do wysokiego napiecia? — zapytal inspektor Wnikliwy
wskazujac przewody linii przesylowej biegnacej wadhuz drogi.

~ Nie ma tu zadnego transformatora, a gdziezby kto§ wdrapywal sie na shupy!
Przeciez tam jest sto kilowoltéw, trup bylby na miejscu — dzielnicowy wydawal
sie powatpiewaé w zdrowy rozsadek inspektora.

— Hm... jednak zastanawiam sie, czy to byloby mozliwe — powiedzial Wnikliwy
przygladajac sie czemud uwagnie.

Co zainteresowato inspektora Wnikliwego i do jakich doszed}! wnioskéw?
Odpowied? nalezy poprzeé orientacyjnymi obliczeniami.

166. W chwili poczatkowej jednorodny pret o dhugoéci ! mial kierunek osi z,
przy czym jego prawy koniec (rys.) poruszal sie wzdluz tej osi z predkoscia vy,
a sktadowa y predkosci lewego kordca byla réwna vz. W tym momencie prawy
koniec preta wsunal sie do wnetrza pierécienia, ktéry moze sie swoboduie
obraca¢ w ustalonym miejscu (nie moze sie przesuwac). Piersciefi obejmuje pret
ciasno (bez luzu), ale tarcie miedzy tymi cialami nie wystepuje. Jaki warunek
musza spetnia¢ podane wielkoéci, aby pret przelecial przez piersciefi na druga
strong?

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Zadania z matematykinr 267, 268

267. Liczby a, b, ¢ sa zwiazane zaleznoscia @ + b + ¢ = 0. Prayjmijmy
Qn = (a™ +b" + c")/n. Dowiedé, ze Qs = Q2Qs.

[=/2] (n &

k
k=0
(Okreélenie rekurencyjne: Fo = Fy =/1, Fr g = F,, + Fop; dlan > 0.)

268. Udowodnié, ze suma ) réowna sie n-tej liczbie Fibonacciego F,.

“Zadanie 268 zaproponowat pan Krzysztof Parol z Miriska Mazowieckiego.
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Dwie rocznice

Miedzynarodowe Kongresy Matematykdéw sa najwiekszymi
i najwazniejszymi zjazdami nankowymi matematykéw

z calego éwiata. Odbywaja sie co 4 lata (z przerwami

w okresach wojen §wiatowych): do II wojny swiatowej

w latach parzystych podszielnych przez 4, po II wojnie
gwiatowe] w latach parzystych niepodzielnych przez 4.

W tym roku (chociaz 1993 jest liczba nieparzysta)
obchodzimy dwie okragle rocznice zwiazane z Kongresami
Matematykéw.

Pierwszy Kongres Matematykéw odbyl sie w Zurychu

w roku 1897, drugi za$, o ktérym — z pewnych
matematycznych wzgledéw — do dzis glosno, w Paryzn
w roku 1900 (i odtad Kongresy maja miejsce co 4 lata).
Wydawad wiec by sie mogtlo, ze od tych wielkich rocznic
dzieli nas jeszcze pare lat. Tak, ale...

Niektérzy cofaja historie Miedzynarodowych Kongreséw
Matematykéw do roku 1893. Warto moze zatem poéwiecic
kilka zdan temu, co sie wtedy wydarzylo — od tego wiasnie
rozpoczela sie historia matematycznych Kongreséw.

0Ot67z w Chicago mialy w owym roku miejsce uroczyste
($wiatowe!) obchody 400. rocznicy odkrycia Ameryki przez
Kolumba. W ramach tych obchoddéw odbyly sie liczne
naukowe zjazdy i kongresy, a w szczegdlnodci JSwiatowy
Kongres” matematykdéw i astronomoéw.

Przewodniczacym Kongresu byt W.E. Story z Clark
University. Inauguracyjny odczyt wyglosit nie byle kto,

bo Felix Klein. Odczyt ten nosit tytul ,,Obecny stan
matematyki”. Klein podkreélit m.in., Ze wspdtpraca
matematykéw staje sie koniecznodcia; to, co niegdy$

bylo mozliwe do dokonania przez wybitnego matematyka
w pojedynke, teraz prébuje sie osiagnac wspdlnymi
wysitkami. Byl to czas coraz wyrazniej uwidaczniajacej sie
eksplozji matematyki; koriczyly sie czasy ,uniwersalistéw”,
orientujacych sie w calodci wspétczesnych im badan
naukowych w matematyce.

Po odpowiednim rozcigcin butelki Kleina otrzymamy dwie
wstezi Mdbiusa (rys. A.T. Fomienko, rysunki pochodza
7 ksiazki Kure differencyjalnog geometrii i topologii).

Po odezycie Kleina matematycy i astronomowie rozpoczeli
obrady w sekcjach (dwéch). Matematykéw byto az...45
(stownie: czterdziestu pit—;ciu), w tym czterech spoza USA.
Trzeba jednak pamietaé, ze préby organizacji spotkan
matematykéw calego swiata dopiero sig rozpoczynaly.
Ponadto wtedy troche trudniej niz dzig bylo dostad sie

2 BEuropy do Ameryki, a i kontakty naukowe miedzy
matematykami z dalekich osrodkéw byly inne niz teraz.

Na Kongres w Chicago wielu znakomitych uczonych
dostarczylo prace informujace o ostatnich osiagnieciach
matematycznych. Wérédd autordéw widnieja: David
Hilbert (z Krélewca), Felix Klein (z Getyngi), Charles
Hermite (z Paryza), Hermann Minkowski (z Bonn),
Arthur Schénflies (z Getyngi), Max Noether (z Erlangen),
Adolf Hurwitz (z Zurychu). Liczne prace matematykéw
enropejskich przywiozl na Kongres wlasnie Klein, gdyz
tylko niektérzy 2z autoréw byli w Chicago obecni.

Wielu matematykéw uznaje za liczbe naturalna takze i 0.
Jedli wiec przyjmujemy za Pierwszy Kongres Matematykdéw
ten w Zurychu, moze sensownym bedzie pamietaé

o Kongresie Nr 0 w Chicago.

A druga rocznica? Powierzenie organizacji Kongresu
danemu panstwu jest uznaniem dla osiagnie¢ matematykow
tego kraju i wielkim zaszczytem. W roku 1983 Kongres
odbyl sie w Polsce. Dziesieé lat temu — to nie tak duzo,
przypomnijmy zatem jedynie, e nietypowy (nieparzysty)
rok wzial sie stad, ze ze wzgledu na restrykcje stanu
wojennego Kongres zostal przesuniety o rok. Nie brakowato
wiele, by sie w ogéle w Polsce nie odbyl. ..

{(KC)

Zaskakujace koligacje rodzinne

W ksiaice ,Elementary Algebraic Geometry” (Springer
Verlag 1977) Keith Kendling po zdefiniowaniu pierscienia
noetherowskiego (jednego z fundamentalnych pojed
wspélczesnej algebry) umieszeza nastepujacy komentarz:

- -« [pierdcienie te] zostaly tak nazwane od nazwiska Emmy
Noether (1882-1985), cérki Maza Noethera (1844-1921).

M. Noether byt ,,0jcem geometrii algebraiczne;”™. E. Noether
byta centralng postaciq w rozwoju nowoczesney teorit
tdeatdw.”

Wsérédd uczestnikéw Kongresu w Warszawie byli takze

i studenci matematyki. Pewnego dnia po jednym

z odezytéw profesor matematyki podszedi do swojej
studentki (wéwczas po drugim roku studidw).

— No ijak pani to odbiera? Zrozumiala pani cos z tego?
— zapytah

— Tak, oczywiscie, co prawda nie wszystko, ale duzo,
bardzo sie staram jak najwiece] wynies¢ — odpowiedziata
studentka.

— Zupelnie nie wiem, jak pani to zrobila — rzekl na to
profesor. — Ja stuchalem bardzo uwaznie 1 kompletnie nic
nie zrozumialem!

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Clesielski (naczelny). Danuta Ciesielska, Zdzisltaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin PoZniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem &.
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Punkty i deseczki

Srodek ciezkosci trojkata lezy w przecieciu jego srodkowych. Pray

czym zdanie to jest prawdziwe niezaleznie od tego, czy przez tréjkat
rozumiemy trzy wierzchotki obciazone jednakowymi ciezarkami, czy tez
plaska, o réwnej gestosci, tréjkatna deseczke. To, ze jest wszystko jedno,
udowodnit Archimedes w —III wieku.

Wiasnosc, ze srodek ciezkosci wierzchotkéw to ten sam punkt co $rodek
ciezkosci deseczki, przystuguje nielicznym tylko wielokatom.

Jakie to punkty?

Jezeli polaczyé srodki kolejnych bokéw dowolnego
czworokata, to uzyska sie réwnoleglobok.
Udowodnit to w XVII wieku Pierre Varignon

(a kazdy z Czytelnikéw chyba bedzie umial ten
dowdd powtdrzyé). Czworokat ten nazywano
nawet czworokatem Varignona. Oté7 érodek
cigzkoscl wierzchotkéw czworokata przypada

w punkcie przeciecia przekatnych jego czworokata
Varignona.

Nie jest to moze najprostszy sposéb wskazania
tego srodka ciezkosci (ale dobry — prosze
sprawdzi¢). Podajemy go tu jednak dlatego,

ze jest podobny do niego sposéb wskazania
potozenia érodka ciezkosci czworokata—deseczki.
Wskazanie $rodka jakiejkolwiek figury—deseczki
jest w ogdle zadaniem bardzo trudnym.

Juz czworokaty z reguly maja w innym punkcie kazdy z tych srodkéw.

W dwiescie lat po Varignonie Wittenbauer
wprowadzil do geometrii swéj réwnoleglobok.
Mianowicie dostrzegl on, ze jesli podzielimy
boki dowolnego czworokata na trzy réwne
czescl (kazdy) i polaczymy najblizsze kazdemu
wierzcholkowi punkty podzialu prostymi,

to proste te przetng sie w wierzcholkach
réwnolegloboku (sadzimy, ze Czytelnik bez
wigkszych trudnosci stwierdzi, ze tak jest — dowdd
Jest analogiczny, jak w przypadku czworokata
Varignona). I ten réwnoleglobok nazywa sie
czasami réwnoleglobokiem Wittenbauera.

Prostota dowodu kaze podejrzewad, ze fakt,

1z jest to réwnolegltobok, nie byl wystarczajacy,
by nim sie zainteresowaé. Istotnie. Wittenbauer
udowodnil mianowicie, ze srodek ciezkosci
kazdego czworokata—deseczki lezy w punkcie
przeciecia przekatnych jego réwnolegloboku
Wittenbauera.

Polecamy Czytelnikom sprawdzenie tego faktu,
choé wypada uprzedzié, ze jest to éwiczenie
nieporéwnanie trudniejsze od proponowanych
wczesnie].




