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WARUNKI PRENUMERATY w AMOS-ie

Od stycznia br. prenumerate¢ ,Delty” prowadzi réwniez firma AMOS,

01-506 Warszawa, ul. Szenwalda 1 (tel. 39-17-52). Wplaty przyjmowane sa
non-stop, do 10. dnia miesiaca poprrzedzajacego okres prenumeraty. Koszt trzech
numeréw wynosi 24 000,-zl (rocznika’94 — 96 000,-z1). Przy wplacie prosimy
zaznaczy¢ okres prenumeraty (co najmniej 3 miesiace).

Prenumerata zagraniczna trzech numeréw wynosi 60 000,-zt. W przypadku Zyczenia
dostawy droga lotnicza odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! AMOS dostarcza ,Delte” pod wskazany adres nie pobierajac dodatkowej
oplaty. Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplars pisma.

Blankiet pocztowy na prenumeratg ,Delty” w AMOS-ie zamieszczamy na str.11/12.

Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-wa, nr 1686-77578-186

WARUNKI PRENUMERATY w RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane s3 tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na I kwartal 1994 r. wynosi 24 000,— zl.

3. Prenumerata ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyisza; w przypadku
zlecenia dostawy droga lotnicza — koszt dostawy lotniczej w pelni pokrywa
prenumerator.

4. Wplaty na prenumerate preyjmuja:

— na teren kraju
— jednostki kolportazowe ,Ruch” S.A. wladciwe dla miejsca zamieszkania

lub siedziby prenumeratora; dostawa egzemplarzy nastepuje w uzgodniony
sposéb,

— na pagranice
— ,Ruch” S.A. Oddzial Warszawa, 00-958 Warszawa, konto

PBK XIII Oddzial Warszawa 370044-1195-139-11 — dostawa odbywa sie
pocsta swykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem zlecenia
dostawy poczta lotnicza do odbiorcy zagranicznego, ktérej koszt w pelni
pokrywa prenumerator,

5. Terminy przyjmowania prenumeraty:

— na kraj i zagranice — do 20 XI na I kwartal roku nastepnego
do 20 II na II kwartal
do 20 V na III kwartal
do 20 VIII na IV kwartal.

Cena 1 eggemplarsa 8 000,— sl



Arytmetyka interwalowa, czyli kiedy z.z:z
Marek GUTOWSKI

Haslo ,,arytmetyka interwalowa” zapewne niewiele méwi wickszosci Czytelnikéw.
I nic w tym dziwnego, gdys ten sposéb rachowania istnieje od niedawna; dosé¢
powiedzied, fe poswiecony mu kwartalnik Interval Computations koriczy wladnie
trzeci rok istnienia. Ale do rzeczy. '

Interwalem nazywamy uporzadkowana pare liczb rzeczywistych (zi, z2),

takich Ze —oco < z; < 23 < +oo. Nie nalesy jednak myli¢ obiektéw zwanych
interwalami 3 licsbami zespolonymi csy wspélrzednymi punktéw plaszczyzny,
ktére tez sa uporzadkowanymi parami liczb rzeczywistych, ale o zupekie innych
wlasnoéciach.

W dalszym ciagu bedziemy oznaczaé interwaly duzymi literami alfabetu lub
zapisywal w takiej samej formie, jak prsywyklimy przedstawiaé przedzialy
(czyli wlagnie interwaly) licsbowe, np. X = [21,22) = {z: 2, < z < 23}, gdys
narzucajacy si¢ interpretacja geometrycsna takiego tworu Jest, oczywidcie.
odcinek polozony na osi liczbowej. Szczegélny, zdegenerowany, interwal, to [z, z|
odpowiadajacy zwyczajnej liczbie rzecsywistej. Csztery podstawowe dzialania
arytmetyki interwalowej zdefiniowane sa nastepujaco (w miejsce o mozemy
wstawi¢ dowolny 2 symboli: +, —, -, /):
() X oY = [min(zoy),max(zoy)], gdsiezc X, ye Y.
Tak wigc wynikami operacji artymetycznych na interwalach 83 rowniez interwaly.
Konkretnie wyglad= to tak:
X+Y = [-’171,552]"'[.?1,9’2] =[$1+y1|3:2+y2]:
X -Y = [zls 32] = [!}1: y?] . [Il - Y2, 3'3__ yl] (') )
X Y =[z1,22]  [y1,92] =
= [min(z1y1, 192, Z2y1, Z2y2), max(z1 v, 12, Z2y1, T2y2)],
X/Y = [zls 3‘2]/[3/1: yz] =

= [min(zy /y1, 21/ 12, z2/y1, 22/ y2), max(z, /y1, z1/yz, z2/y1, 22/ yz)] -
Ostatni wynik jest dobrze okreélony (tzn. wynik jest tes interwalem) tylko
w przypadku, gdy mianownik nie zawiera zera, tzn. albo y1 >0, albo y2 <0,
w pelnej analogii do swyczajnego dsielenia. Prosze tei zwrécid uwage na
régnice miedsy dodawaniem a odejmowaniem. Mnozenie wydaje sie nieco
skomplikowane, ale nietrudno si¢ przekonaé, ie podany wzdr jest zgodny
s definicja (+). Nietrudno sprawdsi¢, se mnozenie i dodawanie sa przemienne,
t2n. X +Y =Y + X oraz X - Y =Y - X dla dowolnych X i Y, tak, jak by sie
chcialo.

Spotykaje nas jednak pewne niespodsianki. Niech np.
A=[1,2], B=[-1,2] orazs C=[2,3].
Wtedy
A-B+A-C= [112]'[_1’2]+[112]'[213] = [_2:4]+[276] = ID: 10],
idy tymczasem
A- (B + C) = [1:2] ) ([—ll 2] ¥ [2! 3]) i [1: 2] i [1: 5] L [1: 10] '
Tak wiec prawo rozdzielnoéci mnozenia wagledem dodawania nie dziala w
arytmetyce interwalowej, bo A- B+ A C # A - (B + C). Moina jednak
dowiedé, 3e zawsze, jeéli tym razem interwal rozumied Jjako przedzial, czyli zbiér
licsb, A-(B+C)CA-B+ A-C.

Wiedszac, jak operowad na interwalach w zakresie czterech dzialai
arytmetycsnych, moina by si¢ pokusi¢ o badanie funkeji, ktérych argumentami
83 interwaly. Najprostsze z nich to takie, ktére w wyniku daja liczby
rzecsywiste, np.

= centrum (drodek) interwalu: m([zy, 22]) = (21 + 22)/2,

— szerokod¢ interwahu: w([z;, z3]) = 73 — 2,

— frednica interwahu: d([z, z2]), oznaczana tei symbolicznie jako

|[21, 23]l = max(|z1], |=2]).
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Roswigzanie sadania F 865.
Z twierdzenia o wiriale wynika,
ge frednia wartodé crasowa
wyratenia Er—— jest réwna energii
r
kinetycznej Ei czastki. Podstawiajac
V = ar! otrzymujemy zaleinodé miedsy
potencjalem a energia kinetyczna

1
V=_—-Ei.
2
Calkowita energia jest wiec réwna:
3
Ey =V 4+ Ep = EE;,.
Energia kinetyczna jest swiazana
z temperatura ciala zaleinodcia

3
Ex = EkT'
Boltzmanna. Stad energia

gdzie k jest stala

9
pojedyncrego atomu wynosi E; = IkT.

Mnozac energie E; przez liczbe

Avogadro N4 oraz uwzgledniajac,

te R = N,k (R to stala gazowa),

otrzymujemy energie jednego mola
9

E = -RT,
4
skad cieplo molowe wynosi
9
C=-R.
<
Analogiczny rachunek dla potencjalu
postaci — prowadzi do ciepla molowego

r
cial stalych

Co =3R.
Poréwnujac otrzymujemy

¢ _3

Co N

@

Roswigsanie sadania F 868.
Twierdzenie o wiriale laczy pochodna
potencjalu z energia kinetyczna czastki
poruszajacej sie w tym potencjale

dav

r— = 2E.

dr
Podstawiajac wyraienie na potencjal
otrzymujemy

Ery=-V.
Stad calkowita energia czastki jest
réwna

E=V 4+Ex=0.

Ornacza to, ze czastka w takim

potencjale nie mofe wytwarzal
trwalych stanéw.

W naturalny sposéb mozna tez tak rozszerzyé okreslenia wielu znanych funkeji,
aby mogly one operowad na interwalach i w wyniku réwniez dawad interwaly.
Robimy to formalnie tak: Niech dana bedzie funkcja f okreslona na liczbach.
Woéwczas definiujemy funkcje F' okreslona na interwalach w sposéb nastepujacy:

(**) F(X) = F([z1,22]) = [zg(f(z)),:gg(f(x))] 2

Stownie mozna to wyrazié tak: wynikiem dzialania §wiezo zdefiniowanej
funkcji F' na danym odcinku (interwale) jako argumencie jest interwal
rozciagajacy sie od kresu dolnego do kresu gérnego wartodci funkcji f na tymsze
odcinku. A oto przyklady.

Logarytm:
LOG([z1, z2]) = [log(z1), log(z2)] (z1 > 0).

Funkcja signum (znak) moze da¢ w wyniku tylko jeden z pieciu interwaléw,
z ktérych trzy sa zdegenerowane: [—1,-1], [-1,0], [0,0], [0,1], [1, 1].

Podnoszenie do kwadratu:

(i i { [min(z%, 22), max(z?, z2)], jeéli interwal [z;, 22| nie zawiera zera,
e [0, max(z?, z3)] w pogostalych przypadkach.

Zauwagmy interesujacy paradoks: X - X nie musi by¢ réwne X?2!, tj. wynik

podnoszenia interwalu do kwadratu jest na ogél inny niz wynik mnozenia dwéch

identycznych interwaléw. Podnoszenie do kwadratu daje interwal o takiej

same]j lub mniejszej szerokoéci niz mnozenie dwéch jednakowych czynnikéw.

Réénica pojawia sie wtedy, gdy interwal [z,, 2] zawiera zero (i tylko wtedy).

Paradoks jest, oczywiécie, pozorny (mnozenie jest funkcja dwéch zmiennych,

a operacja podnoszenia do kwadratu ma tylko jeden argument — sa to wiec

dwie rézne funkcje), ilustruje jednak, ze w rachunkach interwalowych wskazana

jest ostroznosé.

W przypadku funkecji bardziej skomplikowanych, zwlaszcza funkcji wielu
zmiennych, byloby wielce niewygodne postugiwanie sie bezpoérednio

definicja (**). Majac wedr okredlajacy ,zwykla” funkcje liczbowo-liczbowa
konstruujemy jej rozszerzenie interwalowe poslugujac sie regutami (#).
Otrzymany w taki sposéb wynik jest na ogél inny niz ten, ktéry mozna by
otrzymaé z definicji (*#). To, co otrzymamy, nazywa sie funkcja inkluzywna
(obejmujaca, zawierajaca), gdyz produkuje ona jako wyniki interwaly
zawierajace (obejmujace) prawdziwy wynik. Sztuka polega na tym, aby
znajdowaé mozliwie dobre funkcje inkluzywne, czyli takie, ktére nie ,,zawyzaja”
zanadto wyniku obliczen, tj. daja interwaly o mozliwie ma.lej szerokoscl.

Na przyklad, zapis funkcji dwéch zmiennych f(z;, z2) = 22 + 7122 leple_] bedzie
wstepnie przeksztalcié do postaci z; - (z1 + z2).

Do czego moze by¢ przydatny taki sposéb rachowania?

Jedno z zastosowai to obliczanie rozmaitych wielkoéci na podstawie niepewnych
lub niedokladnych danych (np. projektujac jakied urzadzenie jesteémy zmuszeni
do operowania takimi wlasnie wielkoéciami — patrz tolerancje parametréw
wykonania elementéw mechanicznych lub elektrycznych).

Przyklad. Obliczyé przyspieszenie grawitacyjne z okresu wahai wahadla
matematycznego. Odpowiedni weér ma postaé: g = 4n2l/T2. Dlugodé [ wahadla
wynosi 1 m, a blad pomiaru jest nie wiekszy od 1 mm, natomiast zmierzony czas
300 wahnie¢ wyniést 602 s z bledem nie przekraczajacym 0,5 s. Mozemy wiec
powiedzieé, se | € [0,999,1,001] m, a T € 2,005, 2,0083333] s. Poshigujac sie
definicjami (*) i (##), oraz traktujac czynnik 472 jako interwal zdegenerowany,
otrzymamy ostatecznie:

g € [9,7780815, 9,8302602] m /s,
co mozna tez zapisaé jako
g = (9,8041376 + 0,0260561) m/s>.
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Roswigsanie sadania M 679.
Przypuffmy, ie teza zadania jest
falszywa; wtedy 2A, dzieli sig
przez n + 2. Mamy jednak
24, =2+ (21993 +nl99%)y
+ (31993+ (n— 1]19‘93) ek
4= 1)1993 o 3199a)+
- (n** 42
a kaida z liczb postaci
F199% 4 (4 2 —§)1993 cqsie
3= 2,3,...,n, dzieli sie bes ressty
przez n + 2 — to wynika ze wzoru
3™l g ImEl

1993
).

= (x+y)(x:m_x2m—ly+”_+y2m:l.

Stad wynika, ie 2A, daje z dzielenia
przez n + 2 reszte 2, a to jest
sprzecznodé.

@

Roswigsnanie sadania M 680.
Latwo zauwaiyé, ze po kaidym kroku
nie zmienia si¢ parzystodé liczby
bialych kul w urnie. Zatem, jefli
poczatkowa liczba kul bialych n.jest
parzysta, to ostatnia kula w urnie
bedzie na pewno czarna, czyli szukane
prawdopodobieristwo jest réwne zeru.
Jedli zad n jest nieparzyste, to ostatnia
kula w urnie na pewno bedzie biala

- szukane prawdopodobieristwo

jest réwne jednodci. Ostatecznie,
prawdopodobierfistwo jest réwne

14 (-1)?

S

@

Roswigqsanie sadania M 681.
Zaléimy, e d jest wspSlnym
dzielnikiem rozpatrywanych liczb;
wtedy kaida z liczb

n+s3) _ (n+i+1 -y
k-1) k k t
F=0;1;.5::8—1
takie dzieli si¢ przez d. Postepujac

dalej podobnie, stwierdzimy w koricu,
ze liczba

\

()

dzieli si¢ przez d, czylid = 1.
zatem najwiekszy wspélny dzielnik
rozpatrywanych liczb takze jest
réwny 1.

Nawiasem méwiac, przytoczyliémy wyniki w postaci ,surowej”, tj. w takiej,
w jakiej ukazaly sie na ekranie kalkulatora, choé, oczywiscie, nie ma to
wiekszego sensu, przynajmniej dla fizyka, ktéry z pewnoscia ograniczytby
sie do podania mniejszej liczby cyfr znaczacych, np. 9,804 + 0,026 m/s2.
Uzasadnieniem jest wyrainie przesadzona dokladno$é w okresleniu T

Druga dobrze opracowana dziedzina jest rozwiazywanie ukladéw réwnan
nieliniowych. Znany jest algorytm pozwalajacy na znalezienie wszystkich
rozwiazan rzeczywistych danego ukladu réwnan we wskazanym obszarze.
Chodzi, oczywiscie, o algorytm numeryczny. Idea jego jest prosta: zalézmy,

ie uklad réwnan potrafimy zapisaé w postaci fi(z1, zz,..., ) = 0, gdzie ¢
numeruje réwnania, a zi, g, . .., T to niewiadome. Wskazany obszar jest
wielowymiarowa kostka o bokach odpowiadajacych minimalnym i maksymalnym
wartodciom poszukiwanych niewiadomych, innymi slowy — iloczynem
kartezjafiskim odcinkéw, w ktérych poszukujemy rozwiazan w kaidej ze
zmiennych. Jedli teraz skonstruujemy dobra funkcje inkluzywna dla kazdego
réwnania, to mozemy dla danej kostki rozstrzygnaé, czy moze ona zawierad
jakie$ rozwiazanie badanego ukiadu. (Dobra funkcja inkluzywna to taka, ktéra
w wyniku daje interwal zdegenerowany, jezeli jej argument tez jest interwalem
zdegenerowanym — krétko méwiac, daje w wyniku mozliwie ,,male” interwaly.)
Warunek jest prosty: kazde réwnanie musi , przechodzié przez zero” wewnatrzs
danej kostki. Jedli choé jedno z réwnari nie spelnia tego warunku, to w danej
kostce na pewno nie ma rozwiazania. Najczedciej jednak wynikiem takiego testu
bedzie odpowiedZ ,nie wiadomo”. W takim przypadku dzielimy kostke na dwie
czedci, tnac prostopadle do najdhuzszego boku. W kostkach ,,potomnych” znéw
przeprowadzamy prosty test przejécia przez zero, i tak dalej, az pozostana tylko
bardze male kostki o rozmiarach poréwnywalnych z dokladnoscia maszynowa.
Jesli funkcje, ktére opisuja nasze réwnania, sa ponadto rézniczkowalne,

to mozliwe jest stwierdzenie pozytywne, ze dana kostka z pewnodcia zawiera
przynajmniej jedno rozwiazanie. Widaé, ze sposéb podzialu kostek na mniejsze
zapewnia, ze kazda z nich w koiicu stanie sie¢ ,,mala”, oraz e za pomoca metody
nie jesteSmy w stanie znaleZé rozwiazan zespolonych, a jedynie rzeczywiste.
Ponadto, nie jest okreslona krotnoéé rozwiazan, ale to zwykle jest mniej
interesujace dla oséb, ktére po prostu poszukuja jakichkolwiek rozwiazan
trudnych probleméw.

Skoro mowa o algorytmach, ktére kojarza sie zwykle z komputerami, to nalezy
dodaé, e istnieja juz kompilatory FORTRANu oraz PASCALa (PASCAL XSC)
pinajace si¢” na danych typu INTERVAL i majace wbudowanych kilka funkcji
interwalowych. Niestety, kompilatory takie sa zainstalowane, jak dotad,
wylacznie w duzych komputerach. Uzytkownicy komputeréw osobistych moga
sobie zdefiniowaé w PASCALu swéj wlasny typ interwalowy, na przyklad tak:

Type interval=record

x1, x2: real

end;
oraz napisa¢ odpowiednie procedury wykonujace cztery dzialania arytmetyczne
na interwalach. Kto nie ma dostepu do komputera, moze sie zastanowid,
traktujac to, jako rozrywke umyslowa, jak skonstruowaé interwalowe rozszerzenie
funkcji dwéch zmiennych f(z1, z2) = max(zy, z3).

Literatura:

1. G. Alefeld, J. Herzberger, Introduction to Interval Computations, Academic
Press, New York, 1983. '

2..R.B. Kearfott, Some Tests of Generalized Bisection, ACM Transactions on
Mathematical Software, vol. 13(1987), str. 197.




COMPTEL - teleskop promieniowania gamma

Jerzy MADEJ

Teleskop COMPTEL jest urzadzeniem pozwalajacym
na otrzymywanie obrazu nieba dwiecacego w zakresie
promieniowania 7. Urzadzenie to rejestruje pojedyncze
fotony o energiach miedzy 0,8 MeV a 30 MeV i pozwala
lokalizowad ich kierunki z dokladnoécia rzedu 1-3 stopni
(w zalenodci od jasnoici zrédla). Jednoczeénie
wyznaczana jest energia poszczegélnych fotonéw

z dokladnodcia okolo 10%.

Problem obserwacji kosmicznego promieniowania

jest bardzo trudny przede wszystkim z tego powodu,

e promieniowanie to jest niezwykle przenikliwe,

tzn. w slabym tylko stopniu oddzialuje z materia,
COMPTEL rozwiazuje go w calkowicie nowatorski sposéb,
wykorzystujac w tym celu urzadzenia znane z laboratoriéw
fizyki jadrowej i fizyki czastek elementarnych.

Teleskop ten jest jednym z czterech instrumentéw
pracujacych na pokladzie satelity Gamma-Ray
Observatory. Satelita GRO zostal wyniesiony na

orbite okoloziemska (5 kwietnia 1991 r.) na wysokodé
450 km, za pomoca wahadlowca A#lantis. Zadaniem
tego satelity jest wszechstronna eksploracja nieba
widzianego w promieniach «. Aczkolwiek tego typu
obserwacje wykonywane s3 od kilkunastu juz lat, czulodé
instrumentéw stanowiacych wyposazenie GRO jest
przynajmniej o rzad wielkodci wigksza od tych, ktére
wykorzystywano poprzednio. Czas efektywnej pracy GRO
szacowany jest na przynajmniej 3 lata, a spolecznoéé
astronoméw, zaréwno obserwatoréw, jak i teoretykéw,
oczekuje uzyskania obserwacji o przelomowym znaczeniu
m.in. dla poznania fizyki gwiazd neutronowych naszej
Galaktyki, jak tez obiektéw potozonych na krancach
obserwowanego Wszechéwiata (£rédta wybuchéw
promieniowania 7).

Nazwa teleskopu zostala wybrana dla uczczenia stawnego
fizyka amerykaniskiego, Arthura H. Comptona (1892-1962),
ktéry badat mechanizmy oddzialywania promieniowania -y
z materia. Zasada dzialania COMPTELa wykorzystuje
zjawisko rozpraszania fotonéw < na swobodnych
elektronach, ktére jest nazywane rozpraszaniem Comptona.

Schematyczny wyglad i przekréj tego urzadzenia
przedstawiony jest na rysunku 1. Latwo zauwasiymy,

ie teleskop ten w niczym nie przypomina jakichkolwiek
znanych nam teleskopéw optycznych, radiowych, a nawet
teleskopéw rentgenowskich, w ktérych obraz jakiegod
fragmentu nieba jest formowany na powierzchni ogniskowej
w wyniku wielokrotnego odbicia lub zalamania dwiatla

w ukladach zwierciadel i soczewek. Znaczna przenikliwodé
fotonéw 7 uniemozliwia ich ogniskowanie i badanie

w podobnych urzadzeniach.

Zjawiska odbicia promieni widzialnych czy ultrafioletowych
od wygladzonych i wypolerowanych powierzchni

zwiazane 83 z tym, zZe dlugoéé fali promieniowania

znacznie przewyisza odleglodci miedzy atomami w siatce
krystalicznej materialu pokrywajacego zwierciadlo.
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dolne komory scyntylacyjne (D2)  fotopowielacze

1.7m

Rys. 1

Natomiast dlugodé fali fotonéw v rzedu 0,01 angstrema
(1A =10""° m dla energii okolo 1 MeV) jest znacznie
mniejsza od odleglodci migdzyatomowych w cialach
stalych (rzedu kilku angstreméw). Skutkiem tego

fotony 7 przechodzac przez jakakolwiek substancje stala
»widz3” pojedyncze elektrony lub jadra atomowe i moga,
oddzialywad z nimi wylacznie pojedynczo, a efekty
kolektywne odpowiedzialne za odbicia fal o wickszej
dlugodci nie zachodza,.

COMPTEL sklada si¢ z 21 komdér scyntylacyjnych
ulozonych w dwie warstwy (rys. 1), ktére sa w stanie
wykrywac i analizowaé pojedyncze fotony . Zasada
dzialania urzadzenia jest nast¢pujaca. Foton padajac na
jedna spoéréd siedmiu gérnych komér (D1) wypetnionych
ciekla substancja scyntylacyjna o niskiej liczbie
atomowej Z ulega rozproszeniu Comptona na elektronie
z jakiejd czasteczki cieczy. Podczas rozproszenia czedé
energii (E)) i pedu fotonu jest przekazana do elektronu,
ktéry zostaje uwolniony z tej czasteczki ze znaczna
energia kinetyczna. Jednoczeénie poczatkowy kierunek
fotonu ulega zmianie o kat rozproszenia #. Przelatujac
przez ciekly substancje scyntylacyjng uwolniony elektron
wywoluje blysk, rejestrowany przez zespét odmiu
fotopowielaczy otaczajacych kaida z komér.

Po rozproszeniu w komorze z gérnej warstwy foton -

z pewnym prawdopodobiefistwem moze ulec calkowitej
absorpcji w jednej spodréd czternastu komér z dolnej
warstwy (D2), wypelnionych stala substancja, robocza,
o wyzaszej liczbie Z (jest to jodek sodu Nal). Traci on
wtedy cala energie E2, ktéra pozostala po rozproszeniu
w gbérnej warstwie D1.




Caly pomiar dostarcza zatem dla kazdego fotonu
nastepujacych danych: okreflona jest lokalizacja

zjawisk rozproszenia i absorpcji w obydwéch komorach

z doktadnoécia do 0,5 cm oraz energia atracona przez
foton w tych procesach, E; oraz E;. Obydwie energie

83 bowiem proporcjonalne do amplitudy impulsu

napiecia generowanego przez fotopowielacze wykrywajace
scyntylacje. Tak wiec okreélona jest w przestrzeni droga
przelotu fotonu miedzy obydwoma oddzialywaniami (linia
przerywana na rys. 1). Dodatkowo rejestruje sie absolutny
czas zajdcia tego zdarzenia z dokladnodcia 125 ps oraz
czas przelotu fotonu pomiedzy gérna i dolna warstwa
detektoréw (jest on mniejszy od 10~ % sekundy!).

Wzér Comptona wiaze poczatkows (E,) 1 koficows (Eg)
energie fotonu rozproszonego pod katem # na elektronie
znajdujacym si¢ w spoczynku
Ek = ) EP )

1+ E’;;—(l — cosf)
gdzie m, = 511 keV/c:2 oznacza mase spoczynkows
elektronu (zawsze zachodzi nieréwnoéé Ex < E,).
Z omawianych powyzej warunkéw eksperymentu wynika,
%e poczatkowa energia fotonu jest réwna E, = E; + Ez,
a zatem dane obserwacyjne pozwalaja na wyznaczenie

zaréwno energii poczatkowej E,, jak i kata rozproszenia
2

ma? | _mic
E, E, +E;’
Tak wiec ostatecznie wiemy, ze foton przyszedl z kierunku
znajdujacego sie na tworzacej stoika o osi symetrii
skierowanej w znanym kierunku i o kacie rozwarcia
réwnym 6. Innymi stlowy, wyznaczone jest polozenie
gérodka i promied (w jednostkach katowych) malego kola
na sferze niebieskiej, gdzie znajduje sie frédlo, ktére
wypromieniowalo zaobserwowany foton.

cogf =1—

W przypadku gdy Zrédlem wielu zaobserwowanych
fotonéw 7y jest Zrédlo punktowe (np. gwiazda neutronowa),
jego polozenie jest po prostu punktem przecigcia wielu
malych két na sferze niebieskiej, wyznaczonych dla kazdego
fotonu z osobna (rys. 2).
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W ten spos6b mozna tez wyznaczy¢ polozenie kilku Zrédet
punktowych obserwowanych jednoczednie, oczywiscie po
odnotowaniu dostatecznie wielkiej liczby fotonéw.

Podczas obserwacji nieba przez COMPTEL wiele sposréd
zarejestrowanych fotonéw v nie musi zachowywad sie
zgodnie ze scenariuszem zdarzefl opisanym powyiej.

Na przykiad, czeéé fotondéw po rozproszeniu Comptona

w gornej komorze scyntylacyjnej nie trafi do komory

w dolnej warstwie. Moze tez sig zdarzyé, ze foton
trafiajac tam nie straci catkowicie swojej energii i nie
ulegnie zniszczeniu. Takie zdarzenia latwo jest wykryé

i wyeliminowaé w procesie redukcji obserwacji. Wybierane
a3 tylko takie zarejestrowane zdarzenia, ktére zachodza,
najpierw w warstwie D1, a nastepnie w D2 (koniecznie

po uplywie czasu odpowiadajacego przelotowi fotonu

z szybkoécig ¢ na tym dystansie). Jezeli nastgpnie badany
foton nie zostanie calkowicie zaabsorbowany w dolnej
warstwie D2, to wtedy E; # E; + E3 i caly algorytm
wyznaczania kata § straci sens. Skutkiem tego male kolo
na sferze niebieskiej odpowiadajace temu fotonowi - nie
bedzie pasowaé do zadnego z identyfikowanych Zrédel,

co spowoduje odrzucenie tej obserwacji.

Sposdb dzialania teleskopu COMPTEL powoduje,

ze urzadzenie to umozliwia wyznaczenie pozycji
obserwowanych obiektéw, a jednoczednie pelni role
spektrografu okreslajac widmo promieniowania v wielu
obiektéw znajdujacych sie w stosunkowo rozleglym polu
widzenia (okolo 1 steradiana).

W ciagu pierwszych kilkunastu miesiecy pracy na orbicie
praktycznie jedynym zadaniem teleskopu COMPTEL
bylo przejrzenie calej sfery niebieskiej w zakresie
promieniowania 0, 7 — 30 MeV. Teleskop zarejestrowal

Tfotony pochodzace m.in. od kilku Zrédet promieniowania

gamma, zaréwno punktowych, jak i rozciaglych. Analiza
obgerwacji jest bardzo zmudnym oraz dlugotrwalym
procesem i — jak dotad — jest daleka od zakolczenia.
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Stan stacjonarny to taki stan, ktéry
nie zmienia sie z uplywem crasu;
quasistacjonarny zad zmienia sie na
tyle wolno, ze w rozwasanym czasie
uwaZamy go za niezmienny.

a)

)

c)

Rys. 1

Niestabilnosci plazmowe

Stanistaw MROWCZYNSKI

Zacznijmy od wyjasnienia pojecia niestabilnosci. WyobraZzmy sobie w tym

celu uklad w stanie stacjonarnym bad# quasistacjonarnym, ktéry poddajemy
niewielkiemu zaburzeniu. Gdy po pewnym niewielkim czasie uklad wréci do
pierwotnego stanu, méwimy, ze uklad jest stabilny ze wzgledu na zaburzenie.
Stan ukladu moze ulec nieznacznej zmianie. Moie réwnies staé sie i tak, ze na
skutek malego zaburzenia stan ukladu ulega calkowitej zmianie. Mamy wtedy
do czynienia z ukladem niestabilnym, zjawisko zad okre§lamy jako niestabilnogé.
Te trzy moiliwe sytuacje ilustruje zachowanie si¢ kulki z rysunku 1a, 1b oraz Ic,
ktéra lekko wychylimy z polozenia réwnowagi.

Plazma, czyli uklad obdarzonych ladunkami ujemnymi elektronéw i dodatnich
jonéw, jest ukladem szczegélnie niestabilnym. Mozna powiedzieé, e historia
fizyki plazmy to historia odkryé coraz to nowych niestabilnogci. Niestabilnogci
sa réwniei gléwna przeszkoda na drodze do przeprowadzenia kontrolowanej
syntezy termojadrowej, gdyz nawet niewielkie zaburzenia stanu plazmy,

w kiérym reakcje syntezy jadrowej moga zachodzié, rozbijaja ten stan,
sprawiajac, ze jego fredni czas zycia jest niezmiernie krétki.

W Delcie 2/1993 pisalem o oscylacjach plazmowych, ktére maja miejsce wtedy,
gdy w jakimd fragmencie obszaru zajmowanego przez plazme powstaje nadwyzka
tadunkéw dodatnich bad# ujemnych. Jak pamietamy, plazma jako calosé jest
elektrycznie obojetna. Pojawienie si¢ nie zneutralizowanego ladunku prowadzi
do powstania pola elektrycznego, ktére z kolei oddzialuje na elektrony i jony.

Z oscylacjami plazmowymi wiaze si¢ pewien szczegdlny typ niestabilnodci, Zwany
mikroskopowym lub kinetycznym, ktéry ponizej opisze.

Wyobrazmy sobie, ie w plazmie powstalo zaburzenie rozkladu ladunkéw i,
zgodnie 7 tym co pisalem w Delcte 2/1993, zostalo wytworzone zalezne od czasu
i polozenia (¢, z') pole elektrycazne

(1) Et,7)= Asin(wt— £ 7),

gdzie 71’ jest amplituda pola, w czestoscia drgafi, ? zad wektorem

falowym (odwrotno$é modulu * jest dlugoscia fali A). Jedli amplituda fali
maleje z czasem, to uklad jest stabilny ze wzgledu na zaburzenie, ktére
wywolalo drganie. Jesli natomiast amplituda rodnie, to mamy do czynienia

z niestabilnogcia. Aby stwierdzié, ktéra sytuacja jest realizowana, musimy
ustali¢, co dzieje si¢ z elektronami w polu fali (1). Jony moiemy w naszych
rozwazaniach pominaé, gdyz sa one duzo cigzsze od elektronéw i nie nadazaja
zwykle reagowad na szybkie zmiany pola elektrycznego. Na poczatek
zastanéwmy sie, jak fala (1) dziala na spoczywajacy elektron. Fala przemieszcza

si¢ z predkodcia fazowa vy = —} Tak wiec, przez polowe okresu fali
| k]

A
(T = v_) elektron oddzialuje z polem o jednym znaku, a przez druga polowe
b

o przeciwnym znaku. Poczatkowo fala rozpedza elektron przekazujac mu
energie, pééniej spowalnia go odbierajac energie. Srednio rzecz biorac nie
nastepuje przekaz energii miedzy fala a elektronem. Po krétkim zastanowieniu
dojdziemy do wniosku, e podobnie bedzie i dla elektronéw poruszajacych sie,
pod warunkiem, e predkosé elektronu nie jest bliska predkodci fazowej fali.

Rozwaimy teras przypadek elektronu o predkosci o° réwnej V= T e
[kl | k]

w &
k




Stabilnoéé stanu réwnowagi
termodynamicznej wynika

w rzeczywistodci z przyczyn bardziej
ogblnych niz, przedstawione obok.
Réwnowaga termodynamiczna jest

stanem ukladu o maksymalnej entropii.

Jedli wiec w jakikolwiek sposéb
zaburzymy ten stan, to entropia
zmaleje, lecz péfniej, zgodnie z druga
zasada termodynamiki, entropia
wzrodnie, a uklad wréci do stanu
réwnowagi.

fiv)

Rys. 2

Elektron porusza sie razem z fala, odczuwa wigc przez caly czas pole elektryczne
o stalym znaku. A zatem zaleznie od znaku pola albo jest przyspieszany, albo
spowalniany. Tak wiec w przypadku o’ = ', elektron albo zyskuje energie,
albo ja traci w zaleznosci od tego, na jaka faze fali elektron trafia. Poniewas

w plazmie mamy zwykle wiele elektronéw o predkodci ¥ = ¥’y i jedne sa
rozpedzane, a drugie spowalniane, wymiana energii miedzy elektronami i fala
nie wystepuje.

Przypatrzmy sie teraz elektronom, ktérych predkosé jest bliska predkosci
fazowej. Jedli | 0’| > |74 i elektron jest rozpedzony, to fala szybko przestaje
mu przekazywad energie, gdyz dla wiekszej réznicy predkosci |v° — @'4| coraz
szybciej nastepuja zmiany znaku pola fali odczuwanego przes elektron. Tak
wiec efektywny przekaz energii nastepuje wtedy, gdy || < |74/ i pole rozpedza
elektron oraz wtedy, kiedy | 2’| > [¥°4| i pole spowalnia elektron. W pierwszym
przypadku fala energie traci, w drugim — zyskuje. Ktéry z efektéw dominuje,
zalezy od tego, czy mamy wiecej elektronéw z predkosdcia wicksza od v’y czy
mniejsza od v'3. Niech f(') oznacza liczbe elektronéw z predkoscia v’

Jedli (V' — 670°g) > f(0'p +67"4), gdzie 604 jest niewielka czedcia
predkosci ?.ﬁ, to nastepuje przekaz energii od fali do elektronéw, jesli zas
f(Pe—867y) < f(V' +874), to elektrony traca energie na rzecs fali.

W pierwszym przypadku fala zanika, w drugim amplituda fali rosnie.

W ten sposéb doszliSmy do bardzo wainego kryterium. Jeghi
f(?) > f(¥' + 67") dla wszelkich predkodci, to oscylacje plazmowe beda
tlumione. Jeéli natomiast istnieje taka predkodé v'o, e f(%'0) < f('o + 67 0),
to amplituda drgan z predkodcia fazowa v’y = ¥’ bedzie warastaé z czasem.
Z przedstawionego kryterium wynika, ze jesli rozktad predkosci elektronéw
jest malejaca funkcja predkogci, to uklad jest stabilny ze wzgledu na drgania
plazmowe. W szczegdlnodei dotyczy to ukladu znajdujacego sie w stanie
réwnowagi termodynamicznej, gdyz rozklad predkosci elektronéw jest, jak

2

fiuy
pamietamy, proporcjonalny do e=™ ¥ /2kT gdzie m jest masa elektronu, a T
temperatura ukladu.

Istnienie niestabilnogci ma ogromne znaczenie dla badan nad kontrolowana
synteza termojadrowa. Plazma wytworzona w urzadzeniach do przeprowadzania
takiej syntezy, np. w tokamakach, nie jest zwykle w stanie réwnowagi
termodynamicznej, a rozklad predkosci elektronéw nie jest malejacy. A zatem
beda powstawad niestabilne drgania, ktére prowadza do gwaltownych zmian
stanu uniemozliwiajac panowanie nad plazma.

Niestabilnosci moga réwniez odgrywaé pozytywna role. Jednym z probleméw
przy syntezie termojadrowej jest podgrzewanie plazmy. Mozna to osiagnaé
kierujac na plazme wiazke szybkich elektronéw. Wéwczas, nawet wtedy

gdy plazma znajduje si¢ w stanie réwnowagi, rozklad predkosci elektronéw

w ukladzie plazma plus wiazka (z predkoécia ¥'p) jest niemonotoniczny

i wyglada jak na rysunku 2. A zatem beda powstawal silnie niestabilne drgania
o predkodci fazowej v’y = v'o. Poniewas energia fali roénie kosztem energii
kinetycznej wiazki, nastepuje efektywny przekaz energii do plazmy, czyli jej
podgrzewanie. Przekaz energii nastepuje réwniez wskutek zderzen elektronéw
wiazki z elektronami i jonami plazmy. Mechanizm taki jest jednak znacznie
mniej efektywny niz mechanizm, zwiazany z niestabilnymi drganiami.

Opisalem tutaj pewien szczegbdlny typ niestabilnodci plazmowych. Gdyby
chcieé przedstawic problem niestabilnoéci wyczerpujaco, powstataby nader
opasla ksiazka, bo szybko rozwijajaca sie od lat dwudziestych fizyka plazmy to
w znacznej mierze fizyka niestabilnodci.
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Tajemniczy silnik

Od najdawniejszych czaséw ludzie prébowali zbudowaé
urzadzenie, ktére mogloby stale wykonywaé prace

bez dostarczania energii z zewnatrz. Urzadzenie

takie otrzymalo nawet specjalna nazwe perpetuum
mobile, co w jezyku laciiskim oznacza ,wieczny
ruch”. Pééniejsze badania fizykéw doprowadzily

do sformulowania zasady zachowania energii

i wykazania, ze perpetuum mobile nie moze dzialad.
Mimo tego w wielu laboratoriach trwaja prace

nad budowa silnikéw nie bedacych, oczywiscie,
perpetuum mobile, ale odznaczajacych sie niezwyklymi
rozwigzaniami konstrukcyjnymi i zastosowaniami.

Dla przykladu, w Stanach Zjednoczonych wykonuje
si¢ préby z silnikami elektrostatycznymi o rozmiarach
dziesiatych czeéci milimetra, ktére zamierza sie,
miedzy innymi, wprowadza do naczyi krwionodnych
w celu usuwania osadéw miaidzycowych.

Silnik, ktérego sposéb wykonania zostanie tu
przedstawiony, réwniez nie jest perpetuum mobile,
chod nie ma zewnetrznego Zrédta zasilania. Dlatego
wladnie praca tego silnika ustaje po pewnym

czasie. Konstrukcja jest bardzo prosta i moie byd
zrealizowana nawet przez malo doswiadczonych
budowniczych. Oryginalna i interesujaca zasada jego
dzialania pozwala poznaé w praktyce szereg wainych
praw fizyki.

Ogélny widok silnika przedstawiony jest na

rysunku 1. Do jego budowy potrzebne beda: zuzyta
bateria R20, pierécieniowy magnes o zewnetrznej
frednicy 50-60 mm (magnes taki moZna uzyskaé
np. z uszkodzonego glognika), szklany spodek,
miedziany drut o érednicy okolo 2 mm i dlugosci

20 mm, kilka lyzeczek soli kuchennej i szklanka

z woda.

Pilka do metalu przecinamy ogniwo R20 w poprzek

w polowie wysokosci. Wykorzystujemy gérna

czesé ogniwa, z ktdrej wyjmujemy weglowy precik

z mosieznym kapselkiem 1 zewnetrzny cylinderek
cynkowy. Elementy te nalezy starannie oczyécié

z resztek proszku weglowego, bialawej pasty
stanowiacej elektrolit 1 czarnej substancji — paku,
ktérym zalane bylo ogniwo. Wewnetrzna powierzchnie

cylinderka przecieramy drobnoziarnistym papierem
gciernym, cylinderek opltukujemy woda i suszymy.

Do kapselka na preciku weglowym i krawedzi
cylinderka przylutowujemy korice miedzianego drutu
tak, aby precik utrzymywany byl w érodku cylinderka
wzdhuz jego osi.

Rys. 1. Silnik £ magnesem pierdcieniowym; 1 — cylinderek
cynkowy, 2 - precik weglowy, 3 — kapselek mosigény, 4 — drut
laczacy cylinderek & kapselkiem, 5 — spodek, 6 — magnes
pierscieniowy, 7 - gérny pogiom roztworu.

Sporzadzamy stezony roztwdr soli kuchennej,
wsypujac do szklanki z goraca woda kilka lyzeczek soli
i mieszajac az do jej rozpuszczenia sie. Przystepujemy
teraz do montazu silnika zgodnie z rysunkiem 1.

Na stole ukladamy poziomo magnes i stawiamy

na nim spodek, ktéry napelniamy roztworem soli.

W érodku spodka ustawiamy cynkowy cylinderek

z przylutowanym precikiem weglowym. Spogladajac
uwaznie na roztwér znajdujacy sie wewnatrz
cylinderka zauwazamy, ze wykonuje on powolny ruch
obrotowy. W celu lepszego uwidocznienia tego ruchu
mozna na powierzchni roztworu umieéci¢ okruszek
korka albo maleriki skrawek papieru.

Jezeli nie mamy magnesu piericieniowego, ale mamy
okolo 40 m drutu miedzianego o érednicy 0,5-0,8 mm
w izolacji z emalii (pochodzacego np. z uszkodzonego
transformatora), to nasz silnik moze mieé postaé
jeszcze bardziej tajemnicza. Te wersje silnika
przedstawia rysunek 2. W celu jej wykonania

z ogniwa R20 odcinamy denko, jak poprzednio
wyjmujemy i oczyszczamy precik weglowy i cylinderek
cynkowy.




Rys. 2. Silnik 2 uzwojeniem; 1 — cylinderek 2 ugwojeniem
szczegélowo pokagany na rysunku 8, 2 — seklanka, 3 — gérny
poziom roztworu.

Na zewnetrzna powierzchnie cylinderka nawijamy
pasek papieru posmarowany z jednej strony klejem
uniwersalnym, np. ,Supercementem” (rys. 3).

Rys. 8. Gotowy cylinderek & uzwojeniem widziany w preekroju;
1 - cylinderek cynkowy, 2 — precik weglowy, 3 — kapselek
mosigény, 4 -~ uewojenie z drutu miedzianego, 5 — preekladki
papierowe, 6 — poczatek uzwojenia przylutowany do cylinderka,
7 — koniec uzwojenia przylutowany do kapselka.

Szerokoéé paska powinna by¢ o okolo 6-8 mm mniejsza
od wysokosci cylinderka, a dlugoéé powinna wynosié
okolo 300 mm. Nalezy go ulozyé na cylinderku

w odleglodci okolo 3—4 mm od brzegu cylinderka.

Z jednego korica drutu zeskrobujemy emalie i
przylutowujemy go do zewnetrznej powierzchni
cylinderka wystajacej spod papierowego paska.

Na zewnetrznej powierzchni cylinderka, pokrytej
papierem, nawijamy drut ukladajac go réwno zwéj
przy zwoju az do pokrycia calej szerokodci paska.

Na te¢ warstwe zwojéw nawijamy, jak poprzednio,
posmarowany klejem pasek papieru. W ten sposéb
nawijamy kilka warstw az do uzyskania nzwojenia
liczacego okolo 300400 zwojéw. Do korica uzwojenia
przylutowujemy kawaleczek grubszego drutu, podobny
jak w poprzednim modelu - o érednicy okolo 2 mm

i dlugodci 25 mm. Drut ten zaginamy pod katem
prostym tak, aby przebiegal w kierunku promienia
cylinderka i przylutowujemy jego drugi koniec

do mosiginego kapselka na preciku weglowym.

Na zewnetrzna powierzchnie uzwojenia réwniez
nawijamy posmarowany klejem pasek papieru.

Z pozostalego korica drutu zeskrobujemy emalie,
zaginamy go w kierunku érodka cylinderka i réwniez
przylutowujemy do kapselka na preciku weglowym.
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W celu zabezpieczenia uzwojenia przed dzialaniem
roztworu soli zewnetrzny pasek papieru pokrywajacy
uzwojenie oraz jego brzegi starannie smarujemy
klejem uniwersalnym. Po wyschnieciu kleju czynnosé
powtarzamy kilkakrotnie, uwasajac, by nie pobrudzié
wewnetrznej powierzchni cylinderka i precika
weglowego.

Pora na uruchomienie silnika. Roztworem soli
kuchennej napeliamy szklanke do wysokodci

okolo 35 mm. Do roztworu wkladamy cylinderek

z uzwojeniem i precikiem tak, aby drut laczacy
cylinderek z precikiem znalazl sie nad powierzchnia
roztworu. Spogladajac na ciecz wewnatrz cylinderka
zauwagamy jej ruch obrotowy.

Pozostaje jeszcze wyjasni¢ zasade dziatania

silnika. Skad czerpana jest energia potrzebna do
zapoczatkowania i kontynuacji ruchu obrotowego
cieczy? Aby to wyjaéni¢, trzeba przypomnieé sobie
nieco wiadomosci z lekcji fizyki i odpowiednio
skojarzy¢ je ze soba.

Uklad zloiony z cylinderka cynkowego, roztworu soli

i precika weglowego stanowi ogniwo galwaniczne.
Miedzy jego elektrodami — precikiem i cylinderkiem
panuje napiecie elektryczne. Zeby sie o tym przekonaé,
wystarczy dolaczyé do tych elementéw woltomierz.
Napiecie to jest przyczyna przeplywu pradu
elektrycznego przez drucik laczacy elektrody i przesz
elektrolit. Prad plynacy w elektrolicie ma kierunek
promieniowy i polega na ruchu w przeciwne strony
jonéw dodatnich oraz elektronéw. Elektrolit znajduje
si¢ w polu magnetycznym wytwarzanym przez magnes
lub uzwojenie nawiniete na cylinderek. Linie tego
pola maja kierunek pionowy, a wiec prostopadly

do kierunku przeplywu pradu. Na elektrolit (jak

na przewodnik z pradem umieszczony w polu
magnetycznym) dzialaja sily elektrodynamiczne. Maja
one kierunek styczny do cylinderka. Ich zwrot moina
wyznaczyé stosujac regule prawej dloni. Te wlagnie
sily powoduja ruch obrotowy elektrolitu. Energia
potrzebna do tego celu to energia elektryczna, kitérej
irédlem sa reakcje chemiczne w ukladzie elektrod

i roztworu. Uklad, podobnie jak silniki elektryczne,
przetwarza energie elektryczna na kinetyczna.
Mozemy wiec nadaé mu nazwe silnika. Po pewnym
czasie reakcje chemiczne ustana i silnik zakoriczy
prace. Zeby uruchomi¢ go ponownie, nalezy wylaé
elektrolit, oplukaé woda elektrody i nalaé éwiezego
roztworu.

Czy opisany uklad to tylko ciekawostka? Okazuje sie, -
ze nie. MozZe on znale#é praktyczne zastosowanie.
Japoiiczycy zbudowali model jachtu napedzanego sila
odrzutu umieszczonej w polu magnetycznym wody
morskiej, przez ktéra przeplywa prad elektryczny, tyle
ze w tym przypadku pole magnetyczne wytwarzaja
elektromagnesy nadprzewodnikowe.

Na zakoriczenie problem do samodzielnego
rozwiazania. Co nalezy zmienié w ukladzie, aby
spowodowad ruch cieczy w przeciwna strone?

Malq Delte przygotowal Stanistaw BEDNAREK



Pomnéimy réwnanie Newtona dla
czgstki o masie m
av
m—=F
dt
przez wektor ¥ opisujacy jej poloienie
w ukladzie inercjalnym

PR = r—§F =

bl i
T 2
—mat(r 7) — mi” .

Uéredniajac w dlugim okresie czasu 7
obie strony otrzymujemy

m(%(?-ﬁ)) = (F -7+ (md*).

Jedli czastka porusza sie

W ograniczonym obszarze
przestrzennym ze skoriczona predkodcia,
to - @ ma réwnies skoriczong wartod€ i

d.. 1 [ a,.
<c—l?[r-ﬁ‘)>_;f§(r-t'fdf)=
2 9)

0
.
—0.
] T—+00

Il

Stad otrzymujemy
$mAE) = (Ba) = - 3(F 7).

Funkcje f(z,y, z) preykladowo

trzech zmiennych 7,y i z nazsywamy
jednorodna rzedu m, jeseli

Fltz, ty, tz) = t*f(z,y, ). Twierdzenie
Eulera o funkcjach jednorodnych glosi,
fe dla takich funkeji zachodzi réwnodé

ar
za_kf.

Potencjal grawitacyjny &, jak latwo
widaé, jest funkcja jednorodna
rzedu -1.

i
o]
1]

Twierdzenie

Tomasz KWAST

oW

Moment bezwladnosci jest miara upakowania masy ciala sztywnego lub ukladu
punktéw materialnych wzgledem jakiej$ osi. Utwérzmy analogiczna wielkodé
opisujaca rozklad masy wzgledem punktu, nazywana niekiedy , biegunowym”
momentem bezwladnoéci. Niech bedzie to

J =2 mi(a} + 9 + ),
]

gdzie z;, y;, z; 33 wspdlrzednymi punktu o masie m; wzgledem érodka masy
ukladu, a sumowanie wykonuje sie po wszystkich masach tworzacych ukiad
mechaniczny — moga to byé np. gwiazdy lub galaktyki w gromadzie.

Zmiane J w czasie mozna w naturalny sposéb interpretowaé jako ogélne
zapadanie sie lub pecznienie gromady. Obliczmy druga pochodna wzgledem
czasu tej wielkodci:

J =23 m(d?+ % +:%) +2)_ m(zi + yif + 23),
gdzie dla prostoty zapisu pomineliémy wska#niki . Pierwszym skladnikiem jest
jak widaé, pomnozona przez 4 energia kinetyczna ukladu, a drugim pomnozony
tez przez 4 tytulowy wirial. Jezeli wprowadzimy potencjal oddzialywar ®,

okredlony tak, aby zachodzilo m;%; = — (i podobnie dla y i z), to.dalej

a s

otrzymamy:
z@) =4E; 4+ 29,

) 2 oo oo

J—Zva —2Z(aza+ya—y+ P
gdzie v = /22 + 92 + 22 to predkodci gwiazd, a Ej oznacza energie kinetyczna
gromady. W celu dokonania ostatniego przeksztalcenia skorzystalismy jeszcze
z twierdzenia Eulera (margines) dla potencjalu grawitacyjnego. Dla ukladu
punktéw materialnych jest on bowiem okredlony jako

1 m;m;
o= —5GZ s
4,3

gdzie r;; oznacza odleglodé masy m; od masy m;, G stala grawitacji,
a sumowanie wykonuje sie po wszystkich parach wskaZnikéw (oczywiscie,
£ wyjatkiem 7 = j). Latwo zauwasyé zaréwno jednorodnoéé potencjatu, jak
i rzad jednorodnodci.

Wyprowadzony tu wzér na J dowodzi, ze jezeli biegunowy moment bezwladnosc
ukladu punktéw materialnych jest staly lub zmienia sie w czasie liniowo,

to suma energii potencjalnej i podwojonej kinetycznej tego ukladu réwna sie
zeru. To wladnie jest tredcia twierdzenia o wiriale:

2E, +® =0.

Twierdzenie to bywa czesto stosowane np. w dynamice ukladéw gwiazdowych,
Przy czym, spbjrzmy prawdzie w oczy, nie zawsze jest to do korica uzasadnione.
Na usprawiedliwienie trzeba przyznaé, ze wlasciwie niemozliwe jest sprawdzenie,
czy biegunowy moment bezwladnosci gromady gwiazd lub galaktyk zmienia sie
w czasie dokladnie tak, jak wymaga tego zalozenie twierdzenia. Przyjmujemy
wiec, ze jest ono spelnione przynajmniej w przyblizeniu, np. e w malym
przedziale czasu gromada jest w ogdle stabilna itp., bo w gruncie rzeczy jest to
jedyne, co mozna zrobié¢ chcac twierdzenie zastosowad.

A poiytek z niego moze byé niemaly. Zakladajac np., ze jest ono spelnione dla
gromady galaktyk, moZna oszacowad przecietna mase galaktyki. Pomierzy¢
wprawdzie mozemy tylko rzuty wzajemnych odleglodei galaktyk na sfere
niebieska oraz ich predkoéci radialne. Jeieli jednak gromada ma budowe
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regularna, to mozna z tych obserwacji odtworzy¢ érednie odleglodci i predkodci
przestrzenne galaktyk (patrz Delta 7/1989), tj. wielkosci wchodzace do
twierdzenia o wiriale, a stad znalef¢ 4rednia mase galaktyki. Niezgodnos¢

tak wyznaczonych érednich mas galaktyk z ocenianymi na podstawie ich
jasnodci (oceny dynamiczne daja z reguly masy wicksze) moina interpretowaé
dwojako: albo wyraZnie nie sa spelnione zalozenia twierdzenia (gromada silnie
ekspanduje), albo oprécz galaktyk w gromadach znajduje sie inna niewidoczna
materia. Obecnie wszystko wskazuje na to, ze zachodzi ta druga ewentualnogé.

WeZmy inny przyklad. Zapadajacy sie oblok wodorowy to tez uklad wielu
punktéw materialnych, a jego energia kinetyczna jest w istocie termiczna energia
obloku i wynosi

1 3
Iz:k = EE‘I\I,711J2 = EE l\f](:lz

gdzie N jest liczba czastek o masie m w obloku, T jego érednia temperatura,
a k oznacza stala Boltzmanna. Ostatnia réwnoéé zostala tu napisana na mocy
znanego z termodynamiki faktu, ze w stanie zblizonym do réwnowagi érednia

energia kinetyczna czastki gazu wynosi EkT' Jezeli przyjaé, ze dla tego obloku
réwniez spelnione jest twierdzenie o wiriale, to catkowita jego energia jest réwna

E=FE, +®=—E, = PgNkT.

Energia ta, jak widaé, jest ujemna — nic w tym dziwnego, bowiem oblok jest
ukladem ,zwiazanym”. Ma to dalsze konsekwencje. Mianowicie, gdy taki obiekt
traci swoja energie, a jest nia tylko energia mechaniczna (to wazne!), to musi
si¢ ogrzewac! Inaczej méwiac, ma on ujemne cieplo wlasciwe. Ten niezwykle
prosty model opisuje wiec zasadniczy proces zachodzacy w trakcie ewolucji
protogwiazdy, czyli obiektu, ktéry juz éwieci, ale jeszcze nie uruchomil w sobie
reaktora jadrowego.

Tak wiec twierdzenie o wiriale bywa doéé skutecznym narzedziem badawczym,
nawet jezeli warunki jego stosowalnodci traktuje sie z lekkim przymruszeniem oka.
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Jak udowodni¢ wzé6r Herona?

Przypominamy, wzér Herona ma postaé
S =+/p(p — a)(p — b)(p — ¢), gdzie S jest polem tréjkata,
a+b+c

a,b,c — dlugodciami bokéw tréjkata, p =

Fakt 3. Okregi: wpisany w tréjkat ABC i dopisany
do tréjkata ABC (styczny do boku BC i do przedhuzen
bokéw AB i AC) sa styczne do boku BC odpowiednio
w punktach Di F. Wéwczas CF = BD.

Na tytulowe pytanie odpowiadamy zazwyczaj odwolujac sie
do odpowiedniej literatury, w ktérej éw dowéd to Zmudne
przeksztalcenia algebraiczne badZ trygonometryczne.

Czy moina wiec udowodnié wzér Herona ,nie rachujac”?
Oczywidcie, ze tak. Zanim jednak przedstawimy taki
dowdd, przypomnijmy kilka prostych faktéw z elementarnej
geometrii (Czytelnik, ktéry po raz pierwszy styka sie

z tymi faktami, bez trudu je udowodni).

Fakt 1. Dwie rézne styczne poprowadzone do danego
okregu z punktu P, lezacego na zewnatrz tego okregu, sa
réwnej dlugodci: tj. PA = PB. (Fakt ten nazywany jest
Najmocniejszym Twierdzeniem Geometrii. Nizej Czytelnik
znajdzie wiele przykladéw na to, jak trafnie nazwa ta
zostala nadana.)

Fakt 8. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do

bokéw BC, AC, AB odpowiednio w punktach D, E, F.
“e+b+e
2

Niech BC =a, AC=b, AB=¢,p= . Wéwczas

AE=AF=p-a,
BF=BD=p-b,
CE=CD=p—c.

(Patrz rysunek na nastepnej stronie.)

Odcinek dla poczty
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Fakt 4. Niech S,p, r oznaczaja odpowiednio pole, polowe

obwodu, promieri kola wpisanego w dany tréjkat. Wéwczas

S =pr.

A oto obiecany dowéd wzoru Herona (podal go Sidney
H. Kung). :

Rozpatrzmy tréjkat ABC o bokach BC = a,

AC =b, AB = c i wpisany weri okrag o érodku I

i promieniu r. Niech I' bedzie érodkiem okregu
stycznego do boku BC i do przediuzeri bokéw AB

1 AC, r' 224 - jego promieniem. Niech p bedzie polowsa

obwodu tréjkata ABC (. p = T2+ ¢)

polem. Na mocy faktu 3, AE=p—aiCE=p—ec.
Ponadto CQ = CF = BD = p — b (fakty 1, 2, 3)
iAQ:AE+EC‘+C'Q=p—a+p—c+p—b=p.
Zatem z podobiefistwa tréjkatéw AET i AQI' mamy:

, a5 — jego

EI r'qQ r r'
el 1 1i w
(+) AE  AQ’ e p—a p

Nietrudno zauwaiy¢, ze ZECI = /ICD oraz

LFCI' = /I'CQ. Stad dostajemy, ze ZICI' = 90°. Tak
wiec LECT =180° —90° — £I'CQ = 90° — (90° — LCI'Q) =
= LCI'Q, co znaczy, ie tréjkaty IEC i CQI' s3 podobne.
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Zatem

EI _©CQ gl Epe=d
(+4) EC ~ QI cayll p—c 7
Mnozac stronami proporcje (*) i (x*) dostajemy

2 p—b

G-alp-c p °

skad

,=¢w—@@~n@—a_
P

Po pomnozeniu stronami powyzszej réwnoéci przez p
i skorzystaniu z faktu 4 otrzymujemy wzér Herona

8=v/plp—a)(p—d)(p—c).

Na koniec zadanie dla Czytelnika.

Niech a, b, ¢ beda bokami tréjkata, rq, rs, ¥ promieniami
okregéw dopisanych do tego tréjkata, stycanych
odpowiednio do bokéw a,b, ¢, natomiast r — promieniem
okregu wpisanego.

Czytelnik zechce sig zastanowié, jak ,nie rachujac”:
1) wyprowadzi¢ wzory na re, rs, fo (w zaleznoéci od a, b, c),

2) udowodnié, ze: (jak zawsze S oznacza pole, a p — polowe
obwodu)

a)S=rafp—a)=r(p—b) =r.(p— c),
b) rra = (p—b)(p — ¢},

c) ryr. = p(p — a),

d) Tory + rere + rore = p?,

e) 8 = /rrarsre,

f) T L =ik Tale . TaTb 3
s + re LT o o+ 18
1 1 1 1
B o Eiedh e e

i Ta i e
Zauwaimy, ze zestawiajac b), c) i e) otrzymujemy wzér
Herona.

Waldemar POMPE




n + 3. Szkice rozwiazan ramieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rorwiazania

® Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
af Skrét regulaminu
. Kaédy mozie nadsyla¢ rozwiazania zadari & numeru n w terminie do korica miesigca

czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), moina to robié

Termin nadsylania rozwiazan:

31 XII 1993

1838. Zafrasowany Wechostaw Szlabaficzyk szukal porady
u inspektora Wnikliwego (czasowo oddelegowanego do
stuiby celnej).

- Otrzymaliémy poufna informacje, 2e na tej ciezaréwce
w niektérych puszkach zamiast piwa przemycane sg
narkotyki, ale jak odréznié te puszki? — zastanawial sie.

— Nie mozemy przeciez otwieraé wszystkich po kolei, a tu
w Zapadiej Dziurze nie mamy nawet przyzwoitej wagi, nie
méwiac jui o rentgenie.

- Czy diwiek nie moze byé wskazéwka? — inspektor wzigl
jedna z puszek do reki i potrzasnal.

— Niestety, nie. Ten narkotyk ma forme pasty
wypelniajacej puszke, ale na wierzchu i spodzie dla

Rozwiazania zadad z fizyki z numeru 5/19938
Przypominamy treéé zadan:

162. Male cialo zawieszono na nici, ktéra mose byé wciagana
przez maly otworek i wprawiono w ruch drgajacy o amplitudzie
katowej ao; swobodna dlugod€ nici wynosila wtedy [;. Nastepnie
wciggnigto nié bardzo powolnym ruchem jednostajnym tak,

te dlugodé swobodna zmalala do {;, Jak wyrasa si¢ przez dane
wielkodei koricowa amplituda katowa a7 Zaloiyé, se obie
amplitudy katowe sa male.

159. Zgodnie & zalogeniem o malej wartodci amplitudy
i powolnym podciaganiu nitki, ruch wahadla jest w preybligeniu
ruchem harmonicznym, ceyli kat wychylenia ¢ zalegy od czasu

wedlug wroru ¢ = asinwt, gdzie & — amplituda, w = g/l.
Podstawiajac do II zasady dynamiki odpowiednie wyragenie na
preyspieszenie dodrodkowe otrzymujemy sile napiecia nici N

N = mgcos¢ + m?1,

gdgie 1 = ﬁ = aw coswt jest predkodcig katowa wahadla.

Poniewaé dla malych ¢ zachodzi przyblizona réwnoéé

cosg 4 1 — ¢2/2, wiec dochodzimy do nast¢pujacego wyratenia
na N: 1
N = mg + mga? (c.oa2 wt — 3 gin? wt) o

Jedli powoli podciagniemy ni¢ o di, to wykonamy przy tym
pracg Ndl (kreska oznacza érednig po czasie). Poniewai
érednia wartodé cos? wt i sin® wt jest réwna 32 mamy
N=mg+ %mgaz. Prace Ndl nalegy teraz przyréwnaé do

gmiany energii wahadta. Iloczyn mgdl odpowiada tu gmianie
energii ,zerowej” (w punkcie réwnowagi), preyréwnujac zad

;mga2dl do zmiany energii drgari (danej, jak nietrudno
wyprowadeié, wegorem E = %mglaﬂ otrzymujemy réwnanie

régnicekowe 1 1
4—a2d1 =d ( !az) §

Calkujac uzyskujemy warunek la* = const, zatem rozwiazaniem

jest
d ] = 00(10/11)1/4.
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Redaguge Jerzy B. BROJAN

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadaf & matematykii» fizyki nalezy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub

Klub 44 F. Oceniamy zadania w skaliod O do 1 & dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wepblezynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N - licsbe 0séb, ktére nadeslaly rozwiazanie cho¢by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktSw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Treykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1993.

Zadania gz fizyki nr 163, 164

lepszego maskowania nalewaja troche wody, wiec odglos
jest taki, jak zwyklej puszki z piwem.

Dhuzsza chwile trwala cisza,

— Chyba gdzieé znajdziemy jakas gladka deske? — zapytal
wreszcie inspektor.

Jaki pomysl przyszedl do glowy inspektorowi Wnikliwemu?

184. Plastykowy kragek o érednicy 20 cm i masie 10 g
jest réwnomiernie naladowany ladunkiem 100 nC.

Z jaka predkoécia katowa musialby wirowad ten

kratek w plaszczyfnie poziomej, aby mégl zawisnaé
podtrzymywany tylko przez pionowe pole magnetyczne
o indukeji 2 T? Ile wynositaby wtedy w drodku krazka
indukcja jego wlasnego pola magnetycznego?

160. W okolicach niezelektryfikowanych uiywa sig czasem
lodéwek drialajacych dzieki spalaniu ropy (lub innego paliwa).
Oceni¢ ilofé ropy, ktéra trzeba spalié, aby zamrozif 1 kg wody.
Zaloiyé, ie lodéwka jest idealna maszyna cieplna. Dane:
temperatura otoczenia (czyli takie temperatura poczatkowa
wody) 25°C, cieplo wladciwe wody 4200 J/kg-K, cieplo topnienia
lodu 3,3 . 10%]/kg, cieplo spalania ropy 45 MI/kg, temperatura
spalania 1200°C.

180. Zadanie mogna rozwiazad stosujac nieréwnogé Clausiusa,
ktéra w tym preypadku sprowadza sie do warunku

(+) L P

T, T Ts
gdeie @, jest cieplem pobranym prey spalaniu ropy,
Ty - temperaturs plomienia, Q4 — cieplem pobranym prey
ozigbianiu i zamareaniu wody, T> moéna preyjaé jako réwne
temperaturze krzepnigcia wody (ewentualnie écidlej: pocezatkowo
prey ozigbianiu wody T3 jest nieco wyzsze, potem prazy
zamarganiu nieco nigsge...), @3 jest cieplem oddanym otocgeniu
(¢ ujemnym znakiem), ceyli Qs = —(Q1 + Q2), a Ts jest
temperaturg otocgzenia. Dla doskonalej (odwracalnej)'maszyny
cieplnej nieréwnoéé Clausiusa prezechodzi w réwnodé.

[Uwaga dla Ceytelnikéw nie znajacych nieréwnoéci Clausiusa:
Réwnowainga metods rozwiagania jest wprowadzenie dwéch
odrebnych cykli termodynamicenych — cyklu Carnota, w ktérym
spalaniu paliwa towaregysey wykonywanie pracy, a ta praca
napedza odwrotny cykl Carnota, czyli wladciwa lodéwke.
Stosujac do obu cykli znany weér na sprawnodé cyklu Carnota
dochodeimy do wzoru (¥)].
Preeksgtalcajac wedr () snajdujemy
Q1 =g, L-TaT:

(T1 — T3)T2
a podstawiajac dane i przeliczajac temperature na skale Kelvina
otreymujemy doéé raskakujacy wynik: wystarcsy spali¢ 1,1 g
ropy. Oczywidcie, realna lodéwka zugyje znacenie wiecej paliwa,
8dy% jej deialanie jest dalekie od odwracalnogci.



Klub 44

Zadania z matematyki nr 265, 266

Redaguje Marcin E. KUCZMA

265. Dwusieczna kata C tréjkata ABC przecina okrag opisany na tym tréjkacie

Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazai

w punkcie N. Okrag wpisany ma promief r i jest styczny do boku AB w punkcie T'.
Punkt M jest érodkiem boku AB. Dowiedé, ze |AT| - |BT| = r(r + 2| MN]|).

sadatt 251 (WT=1,71) i 252 (WT=2,88) 266. Rozwazamy wielomian

z numeru 12/1992

P(t) = ﬁ(t +E).

k=0

Przypuéémy, ze liczsby dodatnie Z, y, u, v spelniaja zwiazki: P(z) = u", P(y) = ",

Tomass Wletecha - Tarnéw 44,20
Leszek Gasifiski - Stalowa Woladl,46
Jersy Janowlicz — Boleslawlec 41,19
Marcin Kasperski - Warszawa 39,97
Adam Czornlk — Bytom 38,80,
Mirostaw Matlega — Skoczdw 38,76 T 2 y. Dowieéé’ ge x --—y S °U— v,

Pan Wletecha koricey druga rundae.

Rozwiazania zadati z matematyki z numeru 5/1993
Przypominamy treéé zadan:

261. Wyznacayl wezystkie pary dodatnich liczb calkowitych =z, n

spelniajace réwnanie

2"+ (z+1)" = (z+2)".

281. Dla n = 1 jedynym rozwiagzaniem réwnania jest z = 1; dla
n = 2 jedynym rozwigzaniem réwnania jest z = 3. Wykagemy,
ge dla n > 3 réwnanie nie ma rozwiazan catkowitych z > 1.

Ustalmy n > 3; preyjmijmy y = z + 1 i preepiszmy réwnanie
w postaci y* = (y+ 1)" — (y — 1)", czyli

n n i
n_ ny E_ Y qyn—k k
o 5 _Z(k)" Z(k)( st
k=0 k=0
Gdy n jest nieparzyste, prawa strona (1) réwna sig

Wynikaloby stad, ge 2 drieli si¢ preez y2, a to jest niemosliwe.

Gdy n jest parzyste, prawa strona (1) réwna sie

n/2
n .
2 21—1'
Z (zj - 1) d
=1
czyli réwnanie przybiera postad
(2) y" = 2ny + 25y° + 2ny™ 1,
gdzie przez S oznacgylidmy sume
nf2—1
n .
§= 2y
2. (2_-;' ! 1) ¥
j=2

Dgzielimy (2) stronami preez y i otreymujemy ewigzek
y" "1 = 2n +28y% 4 2ny" 3,

z ktérego wynikaja dwie rzeczy: ge skladnik 2n dzieli sig

preez y, orag e y*~ 1 > 2ny" 2 (ceyli y > 2n). Te dwie

konklugje nie dades sie jednak pogodeié.

Ostatecznie wiec rogwigzaniem zadaniasgparyz =1, n=1
orazz=3, n=2.

262. Wykagemy, Ze gbiér o podanych wlasnosciach nie is’tn_jeje.

Preypuéémy, ze ¥ jest takim gbiorem i Ze trzy rozwagane proste
przecinajg si¢ w punktach A, B, C. Niech AA; A2, BoBB;,
C1C5C bedg obrazami tréjkata ABC w symetriach érodkowych
odpowiednio wegledem punktéw A, B, C. Na kaidym

g odcinkéw A; Az, B1 B3, C;C; gnajduja sie punkty zbioru ¥
(bo czef i sbioru 7 zawarte w odpowiednich sektorach maja
miel pola réwne polu tréjkata ABC). Wybierzmy po jednym
punkcie: P € AjA2, Q € BiB;, Re C;1C; P,Q,RE 7.

Mozemy prayjaé, ée spodréd trzech stosunkdw |[PA3| : |A;A2],
|@Bz2| : |B1Bz|, |[RC2| : |C1C2| najmniejszy jest ten pierwszy.
Oznaczmy go przez p orag przyjmijmy ¢ = |B1Q| : |B1Bz|. Tak
wigc |QB;|: [B1Ba|=1—q > p, coylip+¢ < 1. Stad pg < 1/4.
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Zadanie 266 zaproponowal pan Przemyslaw Gadzifiski ze Srody Slaskie].

363. Czy istnieje na plaszczyZnie zbidr ograniczony wypukly,
o niepustym wnetrzu, ktéry mozina podzieli¢ trzema liniami
prostymi na siedem czedci o réwnych polach?

B Q B4

Cq c A A,

Cz Ay

Wszystkie pojecia wystepujace w gadaniu 83 niezmiennikami
przeksstalcent afinicgnych. Stosujac odpowiednie przeksztalcenie
afiniczne mozemy preyjaé, ge ABC jest tréjkatem prostokatnym
réwnoramiennym (|4 C| = 90°) oraz dobraé prostokatny

uklad wspéirzednych tak, by ¢ = (0,0), A = (1,0), B =(0,1),
A; = (2,-1), Az = (2,0), B, =(0,2), B2 = (-1,2), ‘

P =(2,-p), @ = (—q,2). Oeznacemy prezez X = (z,0)

i ¥ = (0,y) punkty preecigcia prostej PQ = prostymi CA i CB.

B, a2 5 - 10,2)
Y
B
X_A2=(2,0)
a A {P=(2-p)
Ay

Standardowo obliczamy z = (4 — pq)/(2+ p),
v=_(4-ra)/(2+4)

Punkty X, ¥ (jako punkty odcinka PQ) naleég do gbioru 7.

Zatem tréjkat CXY gawiera sie w #. W mysl warunku zadania,

pole czedci gbioru 7 zawartej w pierwszej ¢wiartce ukladu

wspdlrzednych réwna sie podwojonemu polu tréjkata ABC.

Otrzymujemy wiec ciag zalegnodci

1=2-pole(ABC) > pole(CXY) =

oA, Gemy . s
2 2 4+2(p+q)+pg

Sprzeceznodé koriczy dowdd.

(4-(1/4)* _ 9

1
2 4+2-1+(1/4) 8




Patrz w niebo

Niewatpliwie liczba nie rozwiazanych zagadek
Wazechéwiata roénie wraz z zasiegiem obserwacji,

ale moZna si¢ na nie natknaé nawet w bezpodrednim
sasiedztwie Ziemi. Ksieiyc, od chwili, gdy staneli na nim
ludzie, przestat by¢ obiektem 4cidle ,astronomicznym?,
no bo skoro mozna tam polecieé i zbadaé na miejscu, co sie
chee, to nie ma potrzeby dleczeé przy teleskopie, co jest
podstawows cecha astronomii. Tymczasem wladnie na
tym tak bliskim Ksigiycu spotykamy zagadkowe zjawiska,
kiérych w dodatku na miejscu zbadaé niepodobna z racji
ich ulotnoéci.

Od okolo dwustu lat pojawiaja sie czasem informacje,

Ze na Ksieiycu zaobserwowane zostalo nagle pojaénienie,
pociemnienie, zmiana koloru lub zamglenie jakiegoé
obszaru, pray czym cale zjawisko trwalo — powiedzmy

- minuty. Informacje takie 83 na ogél nieudokumentowane,
pochodza bowiem od obserwatoréw przypadkowych i nie
dysponujacych aparatura umozliwiajaca zarejestrowanie
zjawiska. Nawet jezeli ktod taka aparaturs obecnie
dysponuje, to i tak utrwalenie takiego faktu jest
zdecydowanie dzielem przypadku. Tak stalo sie

np. 23 maja 1985, gdy grecki astronom G. Kolovos
testowal maly teleskop robiac serie zdjeé ksiezycowego
terminatora (granicy oéwietlonej i nieoéwietlonej czeéci
globu). Na jednym ze zdjeé Ksiezyca bedacego 4 dni po
nowiu wyraZnie widoczny byl jasny punkt na jego ciemnej
czgbel tarezy, w miejscu, ktére niedtugo mialo zostaé
ofwietlone przez Storice.

Zdjecie zostalo skrupulatnie zbadane w laboratorium
fotograficznym dla stwierdzenia, czy aby obserwator nie
zaobserwowal po prostu skazy na kliszy. Wykluczono
nastepnie moziliwodé jakiegod refleksu dwiatla od
powierzchni Ksiezyca, gdy: jasna plamka najwyragniej
znajdowala si¢ ponad ta powierzchnia. Wykluczono

tez wybuch wulkanu lub upadek meteorytu, gdys po
takich zjawiskach powinna by¢ widoczna przez jakié czas
chmura gazu lub pylu. Grupa astronoméw zajmujaca

sig seria zdjeé Kolovosa wysunela na koniec hipoteze,

ie gdy w trakcie ogrzewania sig o wachodzie Slorica

grunt ksiezycowy peka, moga z niego uwalniaé sie porcje
uwigzionych tam gazéw, a towarzyszace temu wyladowani
elektryczne moga pobudzaé gaz do éwiecenia. Tak sie
sklada, Ze wiele tego rodzaju osobliwych zjawisk bylo
obserwowanych wlaénie w poblizu terminatora. Hipoteza
jest — co przyznaja sami zainteresowani — nieco ryzykowna
i nie pretenduje do wyjadnienia wszystkich tego rodzaju
zjawisk na Ksiesycu. Faktem pozostaje, 2e Ksiesyc nie
Jest globem calkiem martwym, ale fledzenie przejawéw
jego szczatkowego ,gycia” jest przedsiewzieciem bardzo
zaleinym od szczeécia, a interpretacja obserwacji niezwykle
trudna do sprawdzenia.

Tomasz KWAST

i Zadania

Redaguje Powel STRZELECKI
M 879. Niech n € N. Udowodni¢, e liczba

nie dzieli si¢ przez n + 2.
Rozwiazanie na str. 3

An " 11093 +21003 SR

+ nlDDa

M 680. W urnie jest n kul bialych i m kul czarnych, a obok urny mamy skrzynie
zawlierajaca nieskoficzenie wiele kul czarnych. Wyciagamy {losowo) z urny dwie kule;
jeéli 8a jednego koloru, to odkladamy je na bok, a do urny wkladamy czarna kule ze
skrzyni; jedli sa réinego koloru, to czarna kule odkladamy na bok, a biala wkladamy
z powrotem do urny. Operacje te powtarzamy tak dtugo, 2% w urnie zostanie tylko
jedna kula. Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, e bedzie to kula biala?

Rozwiazanie na str. 3

M 681. Obliczy¢ najwigkszy wepélny dzielnik liczb

(1) %) (735

(Zakladamy, Ze n,k € N oraz n > k.)

Rozwiazanie na str. 3

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 385. Wyobraimy sobie pewne hipotetyczne cialo stale, w ktérym potencjal
utrzymujacy atomy jest funkcja czwartego stopnia wychylenia z polozenia réwnowagi.
Ile wynosiloby cieplo molowe tego ciala?

Poréwnaé je z cieplem molowym cial statych, w ktérych potencjal jest funkcja
kwadratows wychylenia. (Skorzystaé z twierdzenia o wiriale.)

Rozwiazanie na str. 2

F 366. Czy potencjat typu V = —;%, gdzie a jest dodatnim parametrem, moZe

wytwarzal trwale stany zwiazane?

Rozwigzanie na str. 2
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Liczby p-adyczne

¢ Liczby naturalne mozemy zapisywad za pomoca,
systemu dwéjkowego, czyli uzywajac tylko zer i jedynek;
np. 5 to 101. Ale w systemie dwéjkowym potrafimy
zapisaé takie wszystkie liczby rzeczy wiste, uZywajac
cyfr po przecinku — moze ich by¢ nieskoriczenie wiele:
Fentn-1...a180,b1b; ..., gdzie a;, b; 33 zerami lub
jedynkami.

< Rozwaimy twory postaci troche innej (tez w systemie
dwéjkowym): po przecinku musi by¢ skoriczenie wiele cyfr
(zer i jedynek), natomiast przed przecinkiem mose ich
by¢ nieskoficzenie wiele: . .. @180,00b; ... b,. Twory te
nazywamy liczbami 2-adycznymi.

& W szczegélnodei kazda liczba, ktéra w rozwinigciu
dwéjkowym ma skofczenie wiele cyfr po przecinku, jest
liczba 2-adyczna; np. 53,625 to +110101,101 (i jako liczba
zapisana w systemie dwéjkowym, i jako liczba 2-adyczna).

< Oba zapisy nie 83 jednoznaczne. W przypadku liczb,
np. 0,111...11,000... oznaczaja te samg liczbe 1.

W przypadku liczb 2-adycznych podobnie ...111,0 i
—...001,0 oznaczaja —1 (bo ...111+1 = s @)

< W systemie dwéjkowym mozemy stosowad wzdr na
sumg nieskoficzonego ciagu geometrycznego. Na przyklad

1
1+§+§+...=1+0,1+0,01+...:1,111...=
=10,000... = 10; korzystajac ze wzoru mamy Py R 2;

czyli 10 w systemie dwéjkowym.

< Suma liczb 1+ 2+ 4... jest, oczywiscie, co. Gdybyémy
jednak traktowali je jako liczby 2-adyczne, byloby:
1+10+100+1000...=...111,0 = —1, co zgadza sie ze
WzoTem na sume ciagu geometrycznego (choé dla zwyklych

liczb oczywiscie nie wolno go tu stosowac): 1—1—2 =-1.
< Liczby 2-adyczne tworza bardzo waina, i nwporzadna”
strukture algebraiczna; sa, cialem.

< Oczywidcie analogicznie mozna tworzy¢ liczby
p-adyczne dla innych p niz 2. Niestety, nie zawsze jest
to interesujace; w szczegdlnodcei nie warto zajmowad sie
liczbami 10-adycznymi, bo 83, wérdd nich dzielniki zera.

< Cialo liczb 2-adycznych jest homeomorficzne ze zbiorem
Cantora bez jednego punktu.

< Skonstruowanie cial liczb p-adycznych mialo zasadniczy
wplyw na powstanie teorii cial.

Jerzy GRZYBOWSKI

Nasz Czytelnik, pan Adam Janik opowiedzial nam
nastepujaca historie.

Gdy byt studentem I roku matematyki, zaczeto go uczyé
algebry. Po paru miesiacach, podczas rozmowy kuluarowej
na temat algebry, stwierdzil, e zdecydowanie woli bogatsze
struktury, takie jak cialo, natomiast prostsze: grupa,
pierscieri, niezbyt mu sie podobaja. Na to z oburzeniem
zareagowala jego kolezanka ze studiéw (prawdopodobnie
majac na mysli jedynie algebre):

— Cof ty! Przecie zeby bylo cialo, musi by¢ najpierw
pierscien.

W archiwach Instytutu Matematyki Najwspélczesniejszej
znajduje sie notatka o seminarium z teorii rozbéjnika

1 wygloszonym tam przez dr. N. referacie »ldealy
trywialne w cialach nietrywialnych”. Kronikarz pisze,

ze referat ,rozbudszit duze zainteresowanie stuchaczy

z chwila, kiedy referent zdefiniowatl cialo nietrywialne jako
cialo posiadajace co najmniej trzy elementy. Niestety,
rozbudzona ciekawogé stuchaczy nie zostala zaspokojona,
gdyz dr N. nie powiedzial, o jakie elementy wlasciwie
chodzi”.

Slowniczek trudniejszych terminéw

Grupa - zbiér, w ktérym rozwazamy dzialanie @ majace
pewne przyjemne wilasnodci. W szczegélnodci musi
istnie¢ w grupie element neutralny e (tzn. taki, ze
¢®a=a®e=adladowolnego a z tego zbioru).

Piergcienr — grupa, w ktérej okreslone jest takze i drugie
dzialanie ® (rozdzielne wzgledem @), juz niekoniecznie
majace réwnie przyjemne wlasnodci jak &. Element

neutralny dzialania @ nazywamy ,,zero”; jesli ® tez ma
element neutralny, méwi sie o tym elemencie ,jedynka”.

Dzielnsks zera — elementy a, b pierdcienia, réine od Zera,
takie,Ze a ® b = 0.

Cialo — pierdcieri taki, ze Po wyrzuceniu z niego zera jest
on grupa, ze wigledu na dzialanie ®. Fatwo zauwazyé
(Jak?), Ze cialo nie moze mie¢ dzielnikéw zera.

Przyklady: zbiér liczb catkowitych z dedawaniem tworzy
grupe, zbidr liczb catkowitych z dodawaniem i mnozeniem
Jest pierécieniem z jedynka, (ale nie cialem!), zbiér liczb
wymiernych oraz zbiér liczb rzeczywistych (z dodawaniem
i mnozeniem) s3 cialami.

Zbiory homeomorficzne — zbiory, ktére dla wielu potrzeb
matematycznych moga, byé uznawane za takie same
(por. np. EPSILON nr 8).

Zbiér Cantora — pewien bardzo ciekawy podzbiér prostej.
Tworzymy go tak: przedzial domkniety dzielimy na trzy
réwne czefci, wyrzucamy drodkowa (zostawiajac korice),
kaidy z dwéch pozostalych odcinkéw dzielimy na trzy
réwne czedci... itd. w nieskoficzonosé. To, co zostanie,
to zbiér Cantora. '

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Po§miechowski.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem e.
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In i J ang to symbol bardzo czesto spotykany w zdobnictwie
Dalekiego Wschodu. Symbol ten ma obrazowad walke przeciwienstw

— jest wigc odczytywany bardzo réznie. W zaleznosci od okolicznosei
moéwi sie o pierwiastku aktywnym i biernym, o elemencie meskim

1 zenskim, o tchnieniu dobra i zla itp. Ciekawa i wielce dla
Europejczykow pouczajaca rzecza powinno byé spostrzezenie, ze In

i Jang sa identyczne, zaden z nich — przedstawiony oddzielnie — nie da
si¢ zidentyfikowaé, ze kazdy jest jedynie antyteza pozostalego. A jeszcze
bardziej pouczajace jest spostrzezenie, ze razem tworza one najbardziej
harmonijna figure — kolo — symbol spokoju.

Europejczyk, szczegolnie wspélczesny i (nie daj Bég) srodkowowschodni,
moze tez zwrdci¢ uwage na azjatycki prymitywizm symbolu In i Jang,
ktéry méwi o walce dwéch, jedynie dwéch, a nie np. 24 przeciwstawnych
tendencji. To przeciez znacznie lepiej oddaje otaczajaca go rzeczywistosé.
Jak wyprodukowac bogatszy w mozliweosci symbol politnijang i czy to sie
da zrobié?

Oczywiscie tak. Robi sie to w ten sposéb, ze dla danego k > 2

rysuje si¢ po jednej stronie srednicy okregu k — 1 pélokregéw

o promieniach réwnych % -r, gdzie r jest promieniem wyjsciowego okregu,
at=1,..,k— 1. Na rysunku a) jest k£ =2, a na rysunku b) k = 5. Robi
sig to przy tym w taki sposéb, aby wszystkie pélokregi przechodzily
przez jeden, wybrany koniec srednicy. Potem powtarza sie ten rysunek
obracajac go o 180° wzgledem sérodka wyjsciowego okregu. Otrzymuje
si¢ w ten sposdb poliinifeng o k sektorach. Na dolnym rysunku jest
poliinijang o dziewieciu sektorach. Jest to juz bardziej europejskie,

ale jednej cechy azjatyckiej nie dalo si¢ wyeliminowaé — kazdy sektor
ma w dalszym ciagu takie samo pole. Czytelnik zechce sprébowad to
sprawdzic.

b)




