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Od stycznia br. prenumerate ,,Delty” prowadzi réwniei firma AMOS,

01-506 Warszawa, ul. Szenwalda 1 (tel. 39-17-52). Wplaty przyjmowane sa
non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres prenumeraty. Koszt trzech
numerdw wynosi 24 000,-z1 (rocznika’93 — 96 000,-z1). Przy wplacie prosimy

. zaznaczy¢ okres prenumeraty (co najmniej 3 miesiace).

Prenumerata zagraniczna trzech numerédw wynosi 60 000,-zt. W przypadku zyczenia
dostawy droga lotnicza odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

. Uwaga! AMOS dostarcza ,Delte” pod wskazany adres nie pobierajac dodatkowe]

oplaty. Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kaidego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Blankiet pocztowy na prenumerate , Delty” w AMOS-ie zamieszczamy na str. 5/6.
Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-wa, nr 1686-77578-186
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2. Cena prenumeraty na IV kwartal 1993 r. wynosi 24 000,— zl.
3. Prenumerata ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyisza; w przypadku
zlecenia dostawy droga lotnicza — koszt dostawy lotniczej w pelni pokrywa
prenumerator.
Woplaty na prenumerate prayjmujas
na teren kraju
— jednostki kolportazowe ,,Ruch” S.A.wladciwe dla miejsca zamieszkania lub
siedziby prenumeratora; dostawa egzemplarzy nastepuje w uzgodniony
sposdb,
— na zagranicg
— ,»Ruch” S.A. Oddzial Warszawa, 00-958 Warszawa, konto
PBEK XIII Oddzial Warszawa 370044-1195-139-11 — dostawa odbywa sie
pocsta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem zlecenia
dostawy poczta lotnicza do odbiorcy zagranicznego, ktérej koszt w pelni
pokrywa prenumerator.
5. Terminy przyjmowania prenumeraty:
— na kraj i zagranice — do 20 XI na I kwartal roku nastepnego
do 20 II na II kwartal
do 20 V na III kwartal
do 20 VIII na IV kwartal.
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O ,szczegélach technicznych”
w rozwigzywaniu f zdrowemu
szkolnych zadan § rozsadkowi (VI)

z teorii prawdopodobieiistwa | (Wedtug wykladéw radiomyech
Edward STACHOWSKI "z audycji IV programu — Widnokrag)

W elementarnej (szkolnej) teorii prawdopodobieristwa istnieje wiele & Sztorm kwantowy

Tomasz HOFMOKL

zadan, ktére uwazane sa za trudne, czasami nawet bardzo trudne.

Dlaczego? Wynika to z tego, ze rozwiazujacy je uczniowie, niekiedy
réwniez nauczyciele, latwe zadanie potrafia doprowadzi¢ do takiej
postaci, ze staje sie ono bardzo skomplikowane, a trudne pozostaje

Spotkaniom naszym nadalem ogélny
nadal trudne. tytul: whbrew zdrowemu rozsadkowi. Nie |
& dlatego, abym byt zacieklym przeciwnikiem
zdrowego rozsadku. Jest to bardzo cenna |
cecha i szczegélnie przydatna w iyciu
codziennym. Wyrabia sie bowiem na
podstawie doswiadczen i spostrzezei
wladnie z Zycia codziennego. Celem moim *©
jest uprzytomnienie Paristwu, Ze oddalajac |
sie od obszaréw doznaf zwyklych dla
codziennego Zycia musimy bardzo ostroznie
postugiwaé sie zdrowym rozsadkiem,

Dzieje sie tak dlatego, iz w rozwiazaniu zadania bierze sie pod uwage
techniczna” strone zagadnienia. Szufladkuje sie po prostu zadanie
do okre$lonego typu i dalej (czesto bezmyslnie) stosuje ogdlnie
przyjety schemat rozwiazywania tego typu zadan.

Uwazam wiec, ze nalezy poswieci¢ kilka siéw temu problemowi.
Postaram sie pokazaé Czytelnikom, jak skomplikowaé zadanie — czyli §
z tatwego zrobi¢ trudne i odwrotnie, jak moina uprosci¢ problem
— czyli z trudnego zadania zrobié latwe. Oto kilka praykladéw.

Zadanie 1 -? poniewas nie mozemy zagwarantowac jego
7 pojemnika, w ktérym znajduje sie szeé¢ kul bialych oraz siedem uniwersalnodcl.
czarnych, losujemy kolejno, bez zwracania, dwie kule. Obliczy¢ & Zacznijmy nasza historie w sztormowy
prawdopodobieristwo zdarzenia A — druga wylosowana kula bedzie dziefi nad brzegiem morza. Wybierzmy
biala. " wyjatkowo wietrzny dziefh, w ktérym

. i . . | huragan gna balwany ku brzegowi. Te zag
Poznajmy wzorcowe rozwiazanie tego zadania. rozbijaja sie z hukiem o skaliste wybrzeze.

Od czasu do czasu wyciu wichru i rykowi

fal towarzyszy loskot odrywajacych sie

skal. Obraz groZny, godny pedzla malarza
marynisty. Chcialbym w tym obrazie
zainteresowaé Parstwa procesem fizycznym
(2] =13 -12 = 156, odrywania skal przez uderzajace fale. :
Niewatpliwie trzeba do tego energii.

Energie niesie fala wodna. Im wiekszy
balwan, czyli méwiac jezykiem fizycznym,
im wieksza amplituda fali, tym wieksza

Zdarzeniem elementarnym jest clag dwuelementowy,
réznowartosciowy, o wartosciach w zbiorze traynastoelementowym.
Zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopodobne. (Jest to
schemat klasyczny.)

gdzie |{2| oznacza moc zbioru {1,
{1 — zbiér wszystkich zdarzef elementarnych,
A= A U A, gdzie:

A - druga wylosowana kula bedzie biala, energia nderzenia. Zaleznoéé jest nawet,

Ay — wylosowano dwie kule biale, | jak sie méwi, kwadratowa. Jezeli

A, — pierwsza wylosowana kula bedzie czarna, a druga biala, amplituda fali wzrodnie dwukrotnie, jej

Al NAy =0, energia wzrodnie czterokrotnie. Taki obraz

|Al‘ =65 =30, |A2! =7:6=42, fali padajacej na brzeg jest nam bliski,

|A] = |Ad] + |Az| = T72. bo poparty albo wlasnym doswiadczeniem,

P(A) 3 Al 72 6 : albo latwodcia wyobrazenia sobie tej sceny.
Q] 156 13 Wiemy juz, ze éwiatlo jest fala

Zadaiiis 3 elektromagnetyczna, wiemy, 7e przenosi

energie. Szczegblnie dobrze to odczuwamy
na plazy, gdy Slorice niemilosiernie

by nas pali. Czy mozemy spodziewad sie
wylosowana kula bedzie biala. | sztormu slonecznego, w kiérym fale
elektromagnetyczne uderzaja o przeszkode
i wyrywaja z niej elementy sktadowe?

7 pojemnika opisanego w zadaniu 1 losujemy kolejno, bez zwracania,
pieé kul. Obliczy¢ prawdopodobiefistwo zdarzenia A - piata

Nie bedziemy tego zadania rozwiazywaé w sposéb ogdinie zalecany.
Przeniesienie ,,wzorcowej” metody rozwiazania z zadania 1
spowoduje duzo komplikacji. (Zdarzenie A bedzie suma szesnastu Oté% takie zjawisko zaobserwowano juz
zdarzedt — prawdopodobieristwo bezblednych obliczer jest bliskie ¥ w roku 1887. Wtedy to Heinrich Rudolf
zera.)




Hertz, w owym czasie profesor politechniki
w Karlsruhe, badal oddzialywanie
promieniowania nadfioletowego na
wyladowania elektryczne. Promieniowanie
nadfioletowe to niewidzialne dla oka
promieniowanie o dlugodci fali mniejszej
niz dlugodé fioletowych promieni z obszaru
widzialnego. Promieniowanie to obecne

w widmie slonecznym jest odpowiedzialne
za nasze opalanie sie. Hertz w swoim -
dodwiadczeniu zauwazyl, Ze przeskok iskry
elektrycznej miedzy cynkowymi kulkami
iskiernika byl znacznie tatwiejszy, jezeli
jedna z kulek byta odwietlana swiattem
nadfioletowym. Wyjasnienie zjawiska
wydawalo sie stosunkowo proste. Swiatlo
jako fala elektromagnetyczna padalo na
powierzchnie cynku i udzielalo swojej
energii elektronom tak, ze mogly sie one
oderwad od powierzchni metalu. $wiatlo
w takim obrazie wybija elektrony z metalu,
tak jak fala morska odrywa w czasie
sztormu kawalki skat. Nic wiec dziwnego,
ze oderwane elektrony moga jako iskra
przelecieé do drugiej elektrody nawet przy
niewielkim napieciu miedzy kulkami. Stad
ulatwienie w przeskoku iskry.

Dotad wsazystko zdaje sie byé w zgodazie
ze zdrowym rozsadkiem. Sprawa zaczela
sie¢ komplikowaé w miare prowadzenia
doktadniejszych badan tego zjawiska.

Ot6% juz przed rokiem 1905 dzieki
pracom niemieckiego fizyka Philippa
Lenarda i innych autoréw ustalono bardzo
dziwna, prawidlowodé: energia kinetyczna
wybijanych elektrondéw nie zalezy od
natezenia dwiatla, ale od dlugosci jego
fali, czyli od koloru promienia. Im krétsza
fala, czyli, jezeli mozna obrazowo tak
powiedzied, im bardziej niebieskie jest
dwiatlo, tym wieksza energie maja wybite
elektrony. Natomiast liczba wybitych
elektronéw zalezy od natezenia éwiatla.
To tak, jakby energia, z jaka wyrzucane
a3 kawalki skal z nabrzeza morskiego,

nie zalezala od natezenia sztormu, ale

za to zalezala od tego, czy sa to fale
dlugie, oceaniczne, czy tei krétsze,

charakterystyczne dla plycizn. I to wladnie |

te krétkie fale robilyby najwigcej szkody
wyrywajac z duza energia kamienie
z nabrzeza.

Omawiane zjawisko nazwano zjawiskiem

fotoelektrycznym. Dokladne doswiadczenia

przeprowadzano oczywiscie w lampie
prézniowej, aby wybite elektrony nie
napotykaly na swojej drodze zadnych
przeszkdd i aby mozna bylo zmierzy¢ ich
energig. Nie bede wchodzil w szczegdly
pomiaréw. Zaufajmy badaczom

N

Jezeli natomiast to zadanie rozwiazywad bedziemy po sformulowaniu
twierdzenia o prawdopodobieristwie catkowitym, to sprawa nieco

sie uprosci. Mamy pieé hipotez: Hy, H;, Ha, H3, Hy, gdzie H;
oznacza, ze wérdd pierwszych czterech kul bedzie ¢ kul bialych, czyli
tez trzeba sie bedzie nieco narachowad.

Przeanalizujmy tre$é obu zadan i zauwazmy, ze jest to jedno

i to samo zadanie, réine sa tylko ,szczegdly techniczne”. W obu
przypadkach losujemy jedna kule ze zbioru trzynastu kul.
Na pytanie jak, odpowiemy nieco niegrzecznie: A co nas to
obchodzi?

W obu zadaniach zdarzeniem elementarnym jest podzbiér
jednoelementowy ze zbioru trzynastoelementowego (kul).
Zdarzenia elementarne sa réwnoprawdopodobne (symetria).
2] =13, |A| =8,

P(4) = 16—3.

Jak widaé, nie ma nic do roboty. (Czytelnik z latwodcia
wymysli jeszcze kilkanascie wersji tego zadania podajac bardziej
wyrafinowane metody losowania.)

Przeanalizujmy teraz serie czterech zadad. (Seria ta moze,
oczywiscie, by¢ znacznie dluzsza. Dopisanie innych zadan
pozostawiamy inwencji Czytelnika.)

Zadanie 3
7 talii 52 kart losujemy jedna karte. Obliczyé prawdopodobieristwo
zdarzenia A — wylosowana karta bedzie koloru pikowego.

Zadanie 4

Z tali 52 kart losujemy dziesieé kart i chowamy je do lewej kieszeni
nie ogladajac. Nastepnie z pozostalych kart losujemy jedna. Obliczy¢
prawdopodobieristwo zddrzenia A — wylosowana karta bedzie koloru
pikowego.

Zadanie 5

Talig 52 kart dzielimy na sze$é czedei (kupek). W kupkach o
numerach 1, 2, 3, 4, 5 ma by¢ po osiem kart, a w ostatniej,

o numerze 6 — dwanascie kart.

Rzucamy kostka, a nastepnie losujemy jedna karte z kupki

o numerze réwnym liczbie oczek otrzymanych na kostce. Obliczy¢
prawdopodobieristwo zdarzenia A — wylosowana karta bedzie
koloru pikowego. (Rozpatrzyé przypadek kostki symetryczne;j

i niesymetryczne;j.)

Zadanie 6

Talia 52 kart lezala na stole. Na skutek przeciagu (wial wiatr
péinocno-wschodni) pewna liczba kart spadia na podloge.

7 kart, ktére pozostaly na stole, losujemy jedna. Obliczyé
prawdopodobienistwo zdarzenia A — wylosowana karta bedzie koloru
pikowego. (Czy to sie da rozwiazad?)

Mamy nadzieje, Czytelniku, ze nie dales sie nabraé i zauwazyles,

ie jest to wciaz to samo zadanie. (Qczywiscie, najprostsza jego
wersja to zadanie 3.) W kazdym z tych zadar doswiadczenie polega
na losowaniu jednej karty z talii 52 kart. Mozemy to losowanie



przeprowadzi¢ na wiele réznych, mniej lub bardzie] wyrafinowanych
sposobéw (,szczegély techniczne”). W kaidym przypadku,
niezaleznie od metody losowania, zdarzeniem elementarnym
jest podzbiér jednoelementowy ze zbioru kart. Zdarzenia
elementarne sa jednakowo prawdopodobne (symetria) i,
oczywidcie,

Podaliémy tu najprostsza wersje. Jezeli bedziemy losowali nie jedna
karte, lecz kilka, to sposéb rozumowania nie ulegnie zmianie.

Kilkanadcie lat temu mozna bylo zagraé na loterii , Blyskawica”.
Losy kupowalo sie w kiosku ,,Ruchu”, o ile mnie pamie¢ nie myli,
los kosztowal 10 z1. Losy byly trzech rodzajéw:

wygrywajace — na szybie kiosku naklejona byla tabela z numerami
loséw wygrywajacych,

przegrywajace — numeréw tych loséw nie bylo w tabeli,

neutralne — dajace wygrana 10 z. W tym przypadku losowaliémy
jeszcze raz za darmo.

Liczba loséw byla, oczywiscie, bardzo duza. Aby nie meczy¢ sig
z duzymi liczbami, rozwiazmy zadanie o takiej loterii w wersji
uproszczonej.

Zadanie 7

Na loterii jest 10 loséw wygrywajacych, 50 przegrywajacych oraz
40 ,neutralnych” — dajacych prawo do dalszej gry. Obliczy¢
prawdopodobiefistwo wygrania przy zakupie jednego losu

i wykorzystaniu wszystkich mozliwodci (tzn. przy zakupie losu
,neutralnego” wybieramy nastepny los).

Przy standardowym rozwiazaniu tego zadania pierwszym
problemem, z ktérym sie spotykamy, jest okreslenie, co jest
zdarzeniem elementarnym. Jezeli poradzimy sobie z tym problemem
(lub nie) i zaczniemy brutalnie liczy¢, korzystajac z faktu,

#e zdarzenie A polegajace na wygraniu jest suma parami rozlacznych
sdarzefi A4; (A; — (¢ — 1) pierwszych loséw beda to losy ,neutralne?,
los o numerze i bedzie wygrywajacy), to otrzymamy wynik postaci

10 40 10 40 39 10 40 39 1 10
PlA) ==t =+

100 7100 99 T 100 99 98 """ T 100 99 61 60 |

Ile to jest? Oczywiscie, P(A) = 1 Zapytacie, dlaczego? To proste.
Zdarzeniem elementarnym jest podzbiér jednoelementowy ze
zbioru szedédziesiecioelementowego (doswiadczenie polega

na losowaniu jednego losu spoéréd loséw rozstrzygajacych,

tzn. wygrywajacych lub przegrywajacych, sposéb losowania jest moze
nieco dziwny, ale odgrywaja tu role wzgledy psychologiczne — jest to
,szczegdl techniczny” ).

Zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopodobne
(symetria)

@/=60, [A|=10, P(4)=;.m

Mam nadzieje, ze po przeczytaniu tego artykulu Czytelnik bedzie
umial oczysci€ problemy, z ktérymi sie spotyka, ze ,szczegdléw
technicznych” i sprowadzi¢, zdawaloby sie, trudne i skomplikowane
zadanie do banalnego. Tego Mu serdecznie iyczg.

G P T

i przesledZmy wynik typowego

eksperymentu nie zaciemniajac opisu tym,
jak go wykonano.

Otz zaopatrujemy sie w lampe, ktora
moze wysylaé promienie o dowolnej

dlugodci fali. Przypominam, ze dlugosé

fal z zakresu $wiatla widzialnego leiy

w granicach 0,7 milionowej czesci metra

(granica czerwieni) deo 0,4 milionowej

czedci metra (kraniec fiotkkowy widma).

Czyli od 0,7 do 0,4 mikronéw. Wybieramy
okredlonga diugodé fali, na praykiad,
nieco ponizej 0,7 mikronéw i odwietlamy
elektrode pokryta sodem. Taki metal
wybral w jednym ze swoich dodwiadczen
R.A. Millikan. Staramy sie zmierzyé
energie wybitych z sodu elektronéw.

Ale cé7 to 7 Nie mamy czego mierzyc,
bo zadne elektrony nie zostaja wybite.
Mozemy dowolnie zwigkszaé natezenie
naszej lampy, a tu nic. Zmieniamy

wiec barwe §wiatla skracajac dlugodé
fali. Dalej nic. Dopiero gdy lampa
zostanie nastawiona tak, aby wysytaé
promienie krétsze niz 0,5 mikrona,
pojawia sie pierwsze elektrony. Moze
by¢ ich nawet duzo, ale beda bardzo

powolne. Zwiekszanie natezenia dwiatta

zwiekszy liczbe wybitych elektronéw, ale

nie zmusi ich, aby byly szybsze. Dalsze

skracanie dlugoéci éwiatla padajacego
powoduje zwiekszanie energii elekironéw
i to w sposéb wprost proporcjonalny

do czestodei dwiatta. ITm wicksza

zad czestosé, tym krétsza fala. Taki
wynik dodwiadczenia jest catkowitym

zaskoczeniem. Trudno sobie wyobrazié,
jak i dlaczego tak sie dzieje.

Na gruncie fizyki klasycznej, ktéra §wietnie
wyjadnia rozbijanie nabrzeza w czasie
gztormu, nie mozna wyjadni¢ zjawiska
wybijania elektronéw z materii pod
wplywem padajacego dwiatta. Trzeba

wiec wyjsé poza zwykly zdrowy rozsadek

i zaproponowaé coé catkiem nowego.

To coé zaproponowal juz Max Planck

w roku 1900. Wyprowadzil on wzdér

na promieniowanie cial rozgrzanych,
(faktycznie promieniowanie ciala

doskonale czarnego) postulujac, Ze energia
promienista moze by¢ emitowana

i pochlaniana tylko porcjami zwanymi
kwantami. Zrobit to sam z wielka niechecia,

uwazajac, Ze jego pomyst jest sprzeczny
ze zdrowym rtozsadkiem. Opowiadalem
o tym poprzednim razem. Zwariowany

pomyst byl wiec gotéw. W roku 1905
Albert Einstein uczynit krok dalej. Jezeli
godzimy sie na pochlanianie i emitowanie
porcjami — kwantami energii promienistej,
to dlaczego od razu nie powiedzied,

ze wiazka dwiatla sklada sie z porcji energii

sy Sl st s St
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o wielkodci: stala h pomnozona przez
czestos¢ promieniowania. Stala ta nosi
nazwe state] Plancka. Swiatlo ma wiec
strukture ziarnista, jest strumieniem
" czastek (kwantdw) i réwnoczednie fala.
No i co Paiistwo na to? Eatwo to sobie
wyobrazi¢? Chyba nie.

Ale musimy uwierzyé dodwiadczeniu. Jezeli
przyjmiemy zwariowana hipoteze kwantéw
swiatla, to zjawisko fotoelektryczné

staje sie tatwe do wyjasdnienia. Kazdy

z elektrondéw jest jakod zwiazany w metalu.
Inaczej natychmiast by uciekl. Aby
pokonac fo zwiazanie, trzeba dostarczyé
pewne] energii zwanej praca wyjicia.

Nic wiec dziwnego, ze dopéty, dopdki
energia kwantu nie jest dostatecznie

duza, a wiec dlugosé fali dostatecznie
mala, mozemy naswietiac sobie metal

do woli. Nie potrafimy dostarczyé

w pojedynczej porcji dostatecznej energii
na wyrwanie elektronu z metalu. NatezZenie
swiatla, a wiec liczba porcji kwantéw

nic tu nam nie pomoze, bowiem jest
niezwykle malo prawdopodobne, aby
elektron réwnoczesnie potknat dwa
kwanty. Dopiero skracajac dostatecznie
dlugosé fali dwiatta padajacego, czyli
zwiekszajac czestosdé fali doprowadzimy

do tego, ze w jednym kwancie bedzie
zawarta energia dostateczna do wyrwania
elektronu z metalu. Potem proces jest

juz zrozumialy. Im wicksza czestosé fali
{(mniejsza diugodé), tym wieksza energia
kinetyczna wybitego elektronu. Przyjecie

jednej, wydawaloby sie, niedorzecznej
hipotezy, wyjasnia cale zjawigko.

Moze wiec hipoteza nie byla tak catkiem
niedorzeczna? Uwaznemu Czytelnikowi
moze sig nasunaé pytanie, czy stata
okreslajaca wielkodé porcji energii,

czyli stala Plancka, kiéra wprowadzono
aby wyjadnié zjawisko promieniowania
ciata doskonale czarnego, o ktérym
méwitem w poprzednim artykule, jest
taka sama, jak stala potrzebna do
wyjadnienia zjawiska fotoelektrycznego.
Warto sobie uswiadomié, ze prébujemy
zrozumieé zjawiska, ktére pozornie nie
majg ze soba nic wepdlnego. Z jednej
strony badamy, jak zachowuje sie
rozgrzane cialo, a z drugiej, jakiemu
prawn podporzadkowujg sie elektrony
w_yb_ijane przez dwiatlo z metalu. W obu
doswiadczeniach mozna wyznaczyé te
stala, zwana, jak méwitem, stala Plancka.
Okazalo sie, ze oba dodwiadczenia daja,
taki sam wynik liczbowy. To nas utwierdza
jeszcze bardzie] w tym, ze pomyst Plancka,

Olimpiada Matematyczna Paristw Baltyckich

W dniach 5-9 listopada 1992 r., wraz z M. Bortnikiem, S. Galem,
R. Lochowskim, R. Wojtczukiem oraz panami M. Bryfiskim

i H. Pawlowskim uczestniczylem w Trzeciej Olimpiadzie
Matematycznej Panstw Baltyckich, ktéra odbyla sie w Wilnie.

W konkursie tym oprécz nas braly udzial delegacje z Danii, Estonii,
Islandii, Litwy, Lotwy, Szwecji i miasta Petersburg. Zawody mialy
charakter druzynowy. Odbyly sie one 7 listopada, trwaly 4 godziny,
w ciagu ktérych kazda druzyna zmagala sie z 20 zadaniami.

Z wynikiem 73 pkt. zajeliémy trzecie miejsce (za kazde zadanie
mozna bylo otrzymaé 5 punktéw) za druzyna Danii (83 pkt.)

i miastem Petersburg (78 pkt.). Warto tu zaznaczyé, ze Petersburg
(dawny Leningrad) prowadszi wlasna olimpiade, najstarsza sposréd
wszystkich turniejéw i konkurséw matematycznych organizowanych
na terenie Wspdlnoty Niepodleglych Panstw.

Poziom zawoddéw zilustrujmy jednym z zadan tej olimpiady.

Na plaszczyinie dany jest

okrgg C oraz nie przecinajgce
sie okregr Cy 1 Ca, styczne
wewnetrznie do C w punktach

A 1 B. Okregi te leZq po jedneg
stronie prostej ¢t stycznej do nich
w punktach D 1 E.

Wykazaé, ze proste AD 1 BE
przecinajq sie w punkcie F
lezacym na okregu C.

Aby méc trafnie ocenié poziom zawodéw, warto pokusié sie
o samodzielne rozwiazanie tego zadania, a dopiero potem zapoznad
sig z naszym rozwiazaniem:

Niech # bedzie taka styczna

do okregu C, réwnolegla do
prostej t, ze okregi C'; 1 C3 nie
leza miedzy prostymi ¢ i #'.
Punkt stycznoéci prostej '

z okregiem C oznaczmy

przez F. Punkt A jest $rodkiem
jednokladnosci okregéw Cy i C.

Poniewaz proste t i ¢ sa réwnolegle, wiec przy Jednokladnosci

o érodku A przeksztalcajacej okrag C; na C, punkt D przejdzie
ra punkt F. Stad wniosek, ze punkty A, D, F' sa wspélliniowe.
Analogicznie dowodzimy, ze punkty B, E, F' sa wspélliniowe — stad
teza.

Dzickujemy pani profesor fucji Noniewicz i panu profesorowi
Edwardowi Szpilewskiemu — matematykom pracujacym na Litwie,
oraz uczniom polskiej szkoly éredniej nr 11 im. Adama Mickiewicza
w Wilnie za zorganizowanie dla nas wielu interesujacych wycieczek
szlakiem polskich pamiatek.

Nastepna Olimpiada Matematyczna Parstw Baltyckich odbedzie sie
w listopadzie 1993 r. na Lotwie.

Waldemar POMPE



m Zadania

Redaguje Pawet STRZELECKI

M 676. Rozwiazaé uklad réwnai
zT+y+z2=6

Ty tyz+zz =11

zYz =6.
Rozwiazanie na str. 11

M 677. Udowodnié, ze dla dowolnego n naturalnego liczba
= 2%"%1 4 57F2 jest podzielna przez 27.

Rozwmza.me na str. 7

M 678. Wykazaé, se wiréd dwéch kolejnych liczb nieparzystych zawsze
przynajmniej jedna nie jest suma dwdéch kwadratéw liczb catkowitych.

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Jarostaw KULPA

F 383. Korzystajac z analizy wymiarowej oszacowad mase Wazechswiata,
wiedzac Ze mozna ja przedstawié jako wyrazenie zawierajace stala

grawitacji G, predkodé $wiatla c i stalg Hubble’a H =
Wyrazi¢ te mase w jednostkach masy atomu wodoru m = 1,67 -10727 kg,

Rozwiazanie na str. 13

F 364. Zegar atomowy umieszczono na sztucznym satelicie. W jakiej
odleglodci od drodka Ziemi musi krazy¢ ten satelita, aby jego zegar
wskazywal ten sam czas, jaki pokazuja zegary na Ziemi. (Czas w polu

grawitacyjnym ulega spowolnieniu wedtug wzoru: At =

gdzie ¢ oznacza potencjal grawitacyjny.)
Rozwigzanie na str. 13

Lo

Doktadny
adres

Dolkdadny
adres

(18 mld lat)™*

b+,

Odcinek dia posiadacza rachunku

stownie zfotych

wPhca_ﬁcy

potem rozwiniety przez Einsteina, zawiera
glebsza idee. A to, Ze komplikuje nam
Zycie, Ze wiat nie jest tak prosty, jak
bysmy to sobie wyobrazali, to trudno.
Mozna sie cieszyé, ze w trudzie,

bo w trudzie, ale jednak potrafimy
uchyli¢ rabka tajemnic przyrody. Kazdy

z nas wolatby aby $wiat byl latwiejszy

do zrozumienia.

Chcialbym przytoczy¢ Paristwu na
zakoficzenie dwa krétkie cytaty.
Aleksander Pope, poeta angielski,
najwybitniejszy przedstawiciel klasycyzmu
w literaturze angielskiej osiemnastego
wieku, zafascynowany wielkoscia Newtona

i jego dziela napisal kiedys:
Przyrode 1 jej prawa

kryt nocy ciert

Rzekl Bdg ,,niech bedzie Newton”
t nastal dzien.

Opis $wiata w wydaniu Newtona byl

=~ jednak zbyt prosty, wiec Sir John Squire,

wspoiczesny Einsteinowi, pisze:
Lecz szatan nie épi,

nie trwafo diugo to

»Niech bedzie Einstein”

1 wrietd status quo.

Nie jest chyba tak zle. Na przyszly raz
poméwimy o czastkach, ktére sa falami.

=
1)

- AM()S
01 506 Warszawa
_ u] Szenwaldal

rd
=

Doktadna
nazwa

“_01 506 Warszawa

) ul Szenwalda 1

o AMOS
Ol 506 Warszawa
_ uI Szenwaldal

o o ] o O

bunks_ PKO VI O/W-wa
N
r_k"“ 1586-77578- 136
Pobrano
T optalg
"LE) N
T podpis prEgjECEES T .a )

bula PKOVIIO/W-wa | bunka  PKO VIIIO/W-wa_
N N
N 1586-77578- 136 | N 1586-77578- 136
Pobrano | I Pobrano
'g optatg ‘ "g 5 optate

" podpis przyjmujacege T

M N e e e e e el



l{u

h

N
i

Patrz w niebo

Wspaniale opisy przyrody na Tytanie mielismy
okazje przeczytaé w ksiazce Stanistawa Lema Fiasko.
Czy tak jest tam rzeczywiscie — dlugo jeszcze nie
bedziemy wiedzie¢. Faktem jest, Ze w sklad atmosfery
tego najwickszego satelity Saturna wchodzi azot,
wodér, argon oraz metan i drobne iloéci innych
swiazkéw organicznych, ktére w postaci aerozoli
tworza gesta warstwe pomarariczowych chmur.
Powierzchnia satelity pozostala niewidoczna nawet
dla przelatujacych w jego poblizu sond. Panowalo tez
przekonanie, ze promieniowanie sloneczne powinno
powodowal stopniowa przemiane metanu w bardziej
zlozone weglowodory, co z kolei wymagaloby stalego
uzupelniania zawartodci metanu w atmosferze.

Jego Frédlem méglby byé ocean cieklego metanu
utrzymujacy atmosfere w stanie bliskim nasycenia
metanem i umozliwiajacy przez to tworzenie sie
chmur.

Tymczasem zespSl badaczy z NASA kilka lat temu
poddal ponownemu opracowaniu podczerwone

i radiowe obserwacje wykonane przez sondy podczas
ich zblizen do Tytana. Stworzony zostal nowy model
atmosfery satelity, ktéry potwierdzil, ze istotnie

w zakresie wysokodci od 10 do 30 km nad powierzchnia
(gruntu? oceanu?) moze tworzy¢ sie cod w rodzaju
warstwy metanowych chmur.

Prenumerata ,,Delty”
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Obliczenia jednak dowodzily, ze krople powinny mieé
rozmiary w kazdym razie wicksze od 0,1 mm, a zatem
przypominalyby bardziej deszcz niz chmury.

Chmury, jak wiadomo, powstaja, gdy atmosfera

jest bliska stanu nasycenia para i jej masy unosza
sie ku gérze. Wskutek rozprezania sie nastepuje
wtedy ochladzanie sie gazu, para przechodzi w stan
przesycenia 1 jej nadmiar moze tworzy¢ krople

na tzw. jadrach kondensacji, ktérymi w ziemskiej
atmosferze sa m.in. czastki rodzimego kurzu. Badacze
Tytana zasugerowali, ze w jego przypadku jadra
kondensacji pochodza, by¢ moze, nawet z otaczajace]
go przestrzeni kosmicznej, a podczas opadania

z duzej wysokosci krople metanu sa w stanie osiagnaé
rozmiary 3 mm. W wyniku tego warstwa ,,chmur”
nie powinna promieniowania pochlaniaé, lecz tylko
rozpraszaé, majac tym samym niewielki wplyw na
bilans energetyczny atmosfery Tytana.

Jak widaé, meteorologia Tytana jest nie mniej
skomplikowana od meteorologii ziemskiej. Wydaje
si¢ nie ulegaé watpliwoéci, ze metan gra tam role
ziemskiej wody, a wtedy czymze przy tamtejszych
deszczach sa te nasze, ziemskie, zaledwie lekko
kwasne. ..

Tomasz KWAST
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Rozwaiamy moment bezwladnodci T
wzgledem osi z przechodzacej

przez §rodek masy O oraz moment
bezwladnodci wzgledem osi r6wnoleglej
do z praechodzacej przez punkt O'.

m = E fMn,
I= E mn"?. =

= E mn(@-: + yi) '
I, = E w’a.,.,_(r:x)2 =

=D mallen+1)+3) =

=I+mr2+2r E MnyTn,

gdzie sumowanie odbywa sie po
wszystkich n.

Ostatni skladnik jest réwny zeru

— z definicji §rodka masy. Cazyli
Ii=I+mr?,

Na studiach podaje si¢ w nasadzie ten

sam dowdd, z ta jednak réinica, ie juz
nie mdéwi si¢ o sumie, lecz o calce.

Fizyczny dowdd twierdzenia Steinera

Poniewas jest kilka twierdzeri Steinera, wiec aby nie bylo watpliwosdci, o ktére
twierdzenie nam chodzi, zacznijmy od jego sformulowania.

Moment bezwladnodci ciala sztywnego wzgledem dowolnie dobranes ost jest réwny
sumie momentu bezwtadnodci wzgledem ost do niej réwnoleglej przechodzace;
przez Srodek masy oraz tloczynu masy ciale przez kwadrat odleglosci obu osi.

Dowéd, ktéry zwykle podaje sie w szkole (patrz margines) ma charakter bardziej
matematyczny niz fizyczny. Zaklada sie, ze cialo sklada sie z bardzo wielu
malutkich kawaleczkéw i moment bezwladnosci przedstawia sie w postaci sumy
iloczynéw mas tych kawaleczkéw przez kwadrat odleglosci od osi. Caly dowéd
sprowadza sie do przeksztalcenia tej sumy.

Dowdd, ktéry my podamy, nie bedzie wykorzystywal zadnych sum ani calek,
a jedynie wzér na energie ruchu érodka masy i zwiazana z ruchem obrotowym.

Wyobraimy sobie, ze chcemy obliczyé moment bezwladnosci wzgledem osi Oy
odlegtej o r od érodka masy.

Oznaczmy przez O of przechodzaca przez érodek masy i réwnolegla do osi O;.
Momenty bezwladnosci wagledem O oraz Q) oznaczmy przez Ii I;. Nadajmy
cialu ruch bedacy zlozeniem ruchu obrotowego z predkogcia katowa w wzgledem
osi O oraz ruchu prostoliniowego z predkodcia v = wr (w kierunku prostopadlym
do osi). Wéwczas energia kinetyczna ciala wynosi
= 1 2 1 2

E= 3™y + EIW .
Z drugiej strony mozemy te energie obliczy¢ inaczej. Oté%, w momencie
gdy 0§ Oy znajduje sie dokladnie pod osia O (w kierunku prostopadlym do
predkosci ¥ — tak jak na rysunku}, o§ O, jest chwilowa osia obrotu (bowiem, jak
fatwo zauwazy<, w tym momencie wypadkowa predkosé osi O jest réwna zeru).
Tak wiec energia kinetyczna ciala wyraza sie wzorem

E = %Ilwz .
Stad poréwnujac wzory mamy
1 , 1 1
= 7 2 _ —f 2,
Zm(wr) + i gl
I]_ = I+ mr2 5
Piotr HAJEASZ

&

Rozwigzanie zadania M 678.
Kwadrat liczby calkowitej daje

7 dziclenia praes 4 reszte zero lub
jeden, zatem suma dwéch kwadratdw

— reszte zero, jeden lub dwa. Dwie
kolejne liczby nieparzyste daja réine
reszty z dzielenia przez 4: jedna z nich
daje reszte¢ jeden, a druga — reszte trzy.
Stad juz wynika teza zadania.

Rozwiazanie zadania M 677. Zauwaimy, se 57 = 27 — 2 oraz 2% = 27 + 5, zatem
liczba ap jest réwna

n—1
2:(27+8)"+27.5" ~2.6"=2. 3 (2)27"*6* +2.5" +27.56" —=2.5" =27. N

k=0

dla pewnego naturalnego N. (Mozna tes, oczywidcie, przeprowadzié prosty dowdd
indukcyjny.)

7
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Siatka dyfrakcyjna z plyty kompaktowe]j

Plyty kompaktowe, zwane CD (od ang. compact disc) chyba juz na dobre
zawojowaly rynek fonograficzny. Ich cena zbliza sie do cen zwyklych plyt
czy tez kaset magnetofonowych, natomiast jakodé odtwarzanej z nich
muzyki jest znacznie lepsza. Zapewne ich wyglad — mienia si¢ wszystkimi
kolorami teczy — tez przyczynil sie do ich popularyzacji. Na rynku mozna
znaleZé towary, w ktérych plyty kompaktowe wykorzystane sa jako
element dekoracyjny.

Skad biora si¢ te wszystkie kolory, ktérymi mieni sie plyta kompaktowa?
Na starym krazku ebonitowym tez mozna zauwazyé kolory teczy, ale
efekt jest nieporéwnywalny. To spostrzezenie pomoze nam znale#é
odpowied? na powyzsze pytanie.

Na krazku ebonitowym dzwiek zapisany jest za pomoca wyrzeZzbionego
rowka schodzacego si¢ spiralnie do érodka. Plyta zachowuje sie wiec

jak siatka dyfrakcyjna dla swiatla odbitego. Nie jest to dobra siatka,
gdyz odstep miedzy sasiednimi rowkami wynosi okolo 0,1 mm. Jest

to bardzo duzo w poréwnaniu z dlugoscia fali $wiatla widzialnego,

dla ktérego ta dlugosé wynosi 0,4 - 0,75 pm. Na plycie CD éciezka
dzwiekowa tez ma ksztalt spirali, ale technika oraz wymiary zapisu sa
zupelnie inne. Zapis muzyki nie jest utrwalony na powierzchni plyty CD.
W przezroczystej plycie na glebokosci 1,2 mm pod powierzchnig znajduje
sig¢ warstwa metalizowana, w ktdrej informacja jest zakodowana w formie
zaglebien o szerokosei 0,5 um i glebokosci 0,126 um. Glebokosé zaglebien
jest réwna 1/4 diugosci fali wiatla lasera, aby fala éwietlna (ktSrej
dlugosé wewnatrz plyty wynosi 0,503 um) odbita od dna zaglebienia
byla przesunieta w fazie o pél dlugosci wzgledem odbite] od powierzchni
metalizowane]j. Uzyskuje sie w ten sposéb efekt zero-jedynkowy: nie ma
odbicia, gdy wiazka $wiatla natrafia na odcinek éciezki z zaglebieniem,

i jest odbicie, gdy nie ma zaglebienia. Odstep miedzy sasiednimi
Sciezkami wynosi 1,6 pm, a wiec jest poréwnywalny z dlugoscig fali
swietlnej. Stad plyta CD jest bardzo dobra siatkg dyfrakcyjna, o ktérs
bylo tak trudno w czasach, gdy chodzilem do szkoly.

Jesli mamy w domu plyte kompaktowa, to mozemy wykonaé wiele
ciekawych doswiadczen. Najprostsze to pomiar diugosci fali wietlne;j.

8




Proponuje nastepujacy ,uklad doswiadczalny”. Wlacz zwykls zaréwke,
stan do niej tylem w odleglosci okolo 2 m i w wyciagniete] rece trzymaj
plyte kompaktowa.

Nie trzeba wcale zaciemniaé pokoju. Plyte trzymaj tak, aby byla
oéwietlona §wiatlem od zZaréwki, a odbity obraz zaréwki , ginal”

w otworze plyty. Teraz powoli zblizaj plyte do siebie, az zobaczysz na
zewngtrznym obwodzie plyty niebieski okrag. Popros kogos, aby zmierzyt
odleglosé plyty od oka.

A

[y
y

/
Zblizajac teraz plyte do oka mozesz zaobserwowad pojawianie si¢ na
obwodzie plyty kolejnych koloréw teczy i schodzenie sie ich do $rodka
plyty. Zanotuj odleglosé plyty od oka dla kilku koloréw pojawiajacych
sie¢ na obwodzie. Teraz mozemy przystapi¢ juz do wyznaczenia dlugosci
fali.

Warunek na wzmocnienie $wiatla odbitego pod katem o ma postad
dsina = nA,

to znaczy réznica drdg optycznych promieni odbitych musi byé

wielokrotnosciag dlugosci fali §wiatla A. W tym wzorze d = 1,6 pm jest

stalg siatki (odleglosé sasiednich §ciezek), a n — rzedem maksimum.

o
N

<—P
d

Z moich pomiaréw wyniklo, ze pierwszy okrag niebieski (rzad n = 1)
pojawil sie dla / = 21 cm, a czerwony — dla [ = 12 cm. Przyjmujac
promien plyty réwny 5,5 cm, dostaje, ze dlugosci fal odpowiadajacych
tym kolorom wynosza odpowiednio 0,4 i 0,67 um.

Sprobujcie pobawié sie plyta kompaktowa. Moze wpadniecie na inne
ciekawe doswiadczenia, ktére warto oméwié w Malej Delcie.

Malq Delte przygotowat Jan KALINOWSKI




Nierownosé Ptolemeusza
Jézef BANAS

W geometrii elementarnej mozna spotkaé twierdzenie, zwane twierdzeniem
Ptolemeusza. Twierdzenie to zostalo podane przez znanego w starozytnosdci
matematyka i astronoma greckiego, Ptolemeusza, zyjacego w latach

okolo 100 — 168. Warto przypomnie¢, ze Ptolemeusz byl twdrca geocentrycznego
systemu budowy $wiata, ktéry opisal w stynnym dziele pt. Almagest. W dziele
tym znajduje sie réwniez twierdzenie, o ktérym wyzej wspomniano. Brzmi ono
nastepujaco.

Twierdzenie Ptolemeusza. Hoczyn dlugosct przekgtnych czworokqta wpisanego
w okrag rédwny jest sumie tloczyndw dlugodei bokdw przeciwleglych.

Zatem, przy oznaczeniach z rysunku 1, twierdzenie to mozemy zapisaé¢ w formie
réownoscl

ef =ac+bd.

Podamy teraz jeden z prostszych dowoddéw tego twierdzenia, oparty gléwnie na
twierdzeniu cosinuséw. Pozostajac przy oznaczeniach z rysunku 1 zauwazmy,
ze z trojkatéw ABC i ADC otrzymujemy

e = a®+ % — 2abcos B,

e2=c?+d%—2cdcos D.
Poniewaz czworokat jest wpisany w okrag, wiec B + D = 180°, Stad dostajemy,
ze cos D = — cos B. Uwzgledniajac ten fakt w drugiej z powyiszych réwnosci
otrzymamy

¢? = a® +b% — 2abcos B,

e? =%+ d?+2cdcos B.
Mnozac teraz pierwsza réwnosé przez cd, druga zas przez ab oraz dodajac je
pééniej stronami uzyskamy nastepujaca réwnosé

(ab + cd)e? = (a® + b%)cd + (¢ + d*)ab =
= a%cd + b%cd + c%ab+ d%ab =
= (ad + be)(ac + bd) .

Stad |

2 (ad + bc)(ac + bd) ‘

ab+cd
Zauwasmy dalej, ze rozpatrujac z tréjkaty DAB 1 DAC otrzymamy
FP=d?+d*> - 2adcos A,

2 =024 ¢% — 2bccosC.
Rozumujac zupelnie analogicznie jak poprzednio dostajemy

s (ab + cd)(ac + bd)
bc + ad
Z otrzymanych wzoréw na ¢2 i f2 mamy dalej

e2f? = (ac + bd)®.

Ostatecznie ef = ac + bd, co jest zadana réwnoscia.

Proponujemy teraz Czytelnikowi zadanie, ktére mozna rozwiazal w prosty
sposéb korzystajac z twierdzenia Ptolemeusza.

Obliczyé pole caworokata wpisanego w okrag 1 majgcego boki o diugosciach
a, b, c, d, wiedzqc, Ze jego przekgine sq prostopadle.
Postawmy teraz pytanie: Co stanie sie z réwnoécia w twierdzeniu Ptolemeusza,

jezeli odrzucimy zalozenie o tym, ze czworokat jest wpisany w okrag?

Zauwazmy, ze gdybysmy chcieli ,, péjéé” poprzednia droga, rachunki bardzo sie
skomplikuja.

-
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Rys. 2

Natomiast bardzo skuteczna metoda okazuje sie tutaj zastosowanie liczb
zespolonych. Metoda ta jest czesto w geometrii stosowana z duzym
powodzeniem.

Zalézmy wiec, ze dany jest czworokat wypukly ABCD. WprowadZmy na
plaszczyénie czworokata uklad wspolrzednych kartezjaniskich. Wtedy kazdy
punkt (z,y) tej plaszczyzny moze byé uwazany za liczbe zespolona z = z + 1y
lub te# za wektor z zaczepiony w poczatku uktadu wspéirzednych.

Zatem mozemy uwazaé, ze wierzcholki A, B, C, D rozwazanego prostokata sa
liczbami zespolonymi 21, 2z, 23, z4 (poréwnaj rys. 2).

— — R — —
Wtedy AB = 23 — 21, BC = 23 — 22, CD = 24 — 23, AD = z4 — 21,
— g . . .
AC = z3 — 2, BD = 24 — 2. Oznaczmy, podobnie jak poprzednio:
a=lzg— 21|, b= |23 — 22|, c = |74 — 23|, d = |24 —z1), e = |23 — 71},
f = |24 — 23|. Skorzystajmy nastepnie z latwej do sprawdzenia tozsamosci:
(2:2 — zl)(z.4 = 2‘3) + (23 — 2‘2)(24 3 21) = (.24 — zg)(z;g - Z]_) .
Stad, biorac moduly z obu stron oraz korzystajac z wlasnosci modutu, mamy
|23 — 21 ||za — 22| < |22 — 21]|2s — 23| + |25 — 22||24 — 21]
lub inacze]
ef <ac+bd.
Otrzymana nieréwnoéé nosi nazwe nieréwnosct Ptolemeusza. Wypowiadamy ja
geometrycznie w nastepujacy sposéb:
Tloczyn diugosci przekatnych caworokqta wypuklego jest nie wiekszy od sumy
tloczyndw dlugoset jego bokdw przeciwleglych.
Zauwaimy teraz, ze 7 powyiszego rozumowania mozemy réwniez uzyskad
twierdzenie Ptolemeusza, a nawet coé wiecej.
Rzeczywiscie, latwo zauwazy¢, ze w powyzszej nieréwnosci réwnosé zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy
|(z2 — 21) (25 — 25) + (25 — 22) (24 — 21)|= (22 — 21) (25 — 23)| + | (28 — 22) (24 — 2]
7 drugiej strony wiemy, ze ostatnia réwno$é ma miejsce wtedy i tylko wtedy,
gdy wektory u = (23 — 21)(24 — 23) oraz v = (23 — 22)(24 — 21) sa réwnolegle
oraz maja ten sam zwrot. Symbolicznie bedziemy to oznaczali u || v. Zobaczmy,
kiedy to ma miejsce. Przyjmijmy w tym celu ,wygodny” uklad wspoéhrzednych,
a wiec taki, jak na rysunku 3. Pozostafimy przy wprowadzonych oznaczeniach.

Jezeli mnozymy liczby zespolone (24 — 21) oraz (23 — 22), to otrzymamy liczbe
zespolona, ktéra jako wektor tworzy kat z dodatnia pélosia osi OX réwny A + 1
- dodajemy katy, jakie tworza z ta pdlosia poszczegdlne czynniki.
Podobnie (zz — z1)(2z4 — 23) tworzy kat 0+ 6 = 6. A wiecu | v wtedy i tylko
wtedy, gdy katy A + 7 oraz & réznia sie o wielokrotnosé 2m. Otéz
§=w4+rTr=A+D—-r+r=A+D,
\_—.\,—/
A+y=r—B+A,
skad
u|ve A+ D=7r—-B+ A(mod2r) & B+D=m.

Otrzymany zwiazek oznacza, ie na czworokacie ABC D mozna opisaé okrag.
Zatem efektem powyiszych rozwazan jest nastepujacy wniosek:

W nieréwnosci Ptolemeusza réwnodd zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy na
czworokacie ,,skojarzonym z ta nierdwnosciqg” mozina opisac okrag.

L1

Rozwiaganie zadania M 676. Zauwaimy, 7e
3

(w —z){w —y)(w —2) =w” — wi(z + v+z)+wlzy + yz+ 2z) — zy=.

(To sa po prostu wzory Viete'a dla réwnania trzeciego stopnia.) Zatem liczby

stkami wiclomianu
czynniki: P(w) = (w — 1){w — 2)(w — 3).

to spelnia go




Dzwieki — muzyka i halas

Stanistaw MROWCZYNSKI

Zyjemy w $wiecie niezwyklego bogactwa dfwiekéw. Jedne odbieramy jako szum
czy halas, podczas gdy inne okre§lamy mianem muzyki. A jaka jest wlasciwie
réznica miedzy zbiorem dfwiekéw tworzacych melodie, a halasem? Zasadnicza
cecha muzyki, nawet tej bardzo halasliwej, jest to, Ze stosunki czestotliwosdci
dominujacych w niej déwickéw okreslone sa wedlug precyzyjnych regul. Przy
czym reguly te czedciowo zaleia od cywilizacji czy kultury, na ktérej gruncie
muzyka jest tworzona. Dlatego lndowa melodia tybetariska moze wydaé sie
Europejczykowi dziwnym jazgotem 1 podobne wrazenia moze mieé Tybetanczyk
stuchajac Mozarta.

Podstawowa zasada porzadkujaca réznorodnoéé déwiekéw wydaje sie byé
uniwersalna. Diwieki, ktdérych czestotliwodci sa wielokrotnosciami pewnej
podstawowe]j, lecz dowolnej, czestotliwodci odbieramy jako podobne, pokrewne.
Uniwersalnodé wynika zapewne z naszegd doswiadczenia. Wiekszodé frodel
wytwarzajac déwiek o czestotliwodci f produkuje jednoczesnie déwigki o
czestotliwodciach 2 f, 3f itd. Dzieje sie tak z drgajaca struna pokazana na
rysunku.

j—L/Z —bL |
«— /3>
«— /4 —»
-
!
S N

Dlugosé struny (L) okresla dlugoéé mozliwych fal (stojacych), ktére sie
wzbudzaja. Najdluzsza fala ma dlugosé 2L, krétsza L, nastepna 2L/3,

jeszcze nastepna L/2 itd. Struna wiec wytwarza podstawowy diwiek (ton)

o czestotliwodei f = ¢/2L (c jest predkodcia diwieku) i wyzsze diwieki

{tony) harmoniczne o czestotliwodciach 2f, 3f, 4f itd. Slyszymy wiec

tzw. wieloton harmoniczny. Poniewaz jednak drgajaca struna, jak i inne #rédla
dfwieku, nie jest zwykle oscylatorem dokladnie harmonicznym, wiec poza
skladowymi harmonicznymi mamy w diwieku sktadowe anharmoniczne, ktérych
czestotliwosdel nie 83 zwiazane z czestotliwodcia podstawowa prosta regula

1 zaleza od konkretnego instrumentu, sposobu grania itp. Skladowe harmoniczne
i anharmoniczne nadaja dfZwiekowi barwe sprawiajac, Ze to samo ¢ grane na
fortepianie czy skrzypcach brzmi odmiennie, 7e ten sam instrument w rekach
réznych muzykéw brzmi inaczej.
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Rozwigzanie zadania F 863,
Zapisujemy wzdr na mase
Waszechdwiata w postaci

M G¥HP T,

Podstawiajac jednostki [G] =

. = m F
[H] =371, [¢] = — otrzymujemy uklad
" 8
rdwnan
a = =1,
J3a+4=0,
L-2a—-f—7v=0.
Rozwiazujemy ten uklad
i otraymujemy: e = -1,y =3, f = —1.
Stad
=]
¢ 53
M~ —~2,310" kg
(GH
Oraz
M
— =g 20,
m
Oznacza to, 2e we Wazechdwiecie mamy
ey S
okolo 10%? atomdéw. W wyrazeniu na
mas¢ moze wystepowaé wspdlczynnik
liczbowy, ktérego dokladnie nie znamy.
Sadrzi sie jednak, Ze nie zmienia on
powyiszego oszacowania o wiece] niz
rzad wielkodci.

@

Rozwigzanie zadania F 364.
Niech R oznacza promienl Ziemi, M jej
mase, r zad promienl orbity satelity.
Uwzgledniajac predkodé v, z jaka
porusza sie satelita, wnioskujemy,
ze cnas At' wskaznywany przez zegar
pokladowy ulega spowolnieniu
wrgledem czasu At mierzonego
przez nieruchomego obserwatora
znajdujacego si¢ w nieskoficzonodei
zgodnie z zaleZnodeia

Al = &t\/q”)q\/z _ 2GM

c e

Wrzgledem tego samego obserwatora
zegary na Ziemi ulezaja tez
spowoinieniu

2GM

Rc3
gdzie analogiczny caynnik z predkodeia
ZCEATA umieszczonego na powierzchni

At = Aty /1 —

Ziemi pominelismy, gdyz jest on
snikomo maly. Z réwnania ruchu

satelity
mu? GMm
T r3
dostajemy predkodé satelity
2 _ GM

P s
r

Zadajac, by byl spelniony warunek
At’ = At" otrzymujemy w przyblizeniu

P ;R (w rozwiazaniu kwadrat

GA
malego wyrazu
rc?

mozna pominaé).

Wybrawszy podstawowa czestotliwodé f dzielimy caly zakres styszalnych
czestotliwodei na przedzialy (f,2f), (2f,4f), (4f,8f) itd. zwane oktawami.
Podczas, gdy podzial na oktawy ma charakter uniwersalny, réine cywilizacje

1 kultury dopracowaly sie réznych podzialéw czestotliwosci w ramach jednej
oktawy. Ludy prymitywne dzielily zwykle oktawe na kilka przedzialéw: 5,

6 czy 7. Muzyka hinduska wyodrebnia natomiast az 22 nieréwne interwaly.
Pierwszy europejski system dwunastodéwiekowy pochodzacy z VI w. p.n.e.
stworzyl Pitagoras wykorzystujac dodwiadczenia starogreckich muzykdéw.
Podstawa calego systemu byly stosunki miedzy pierwszymi trzema liczbami
naturalnymi. Stosunek 1 : 2 okreéla oktawe, 2 : 3 zad tzw. naturalna kwinte.
Zbidr 12 diwiekéw pitagorejskiego systemu znajdujemy odliczajac 12 kolejnych
kwint i transponujac kolejne stopnie do jednej oktawy. Jesli czestotliwosé
podstawowa oznaczymy przez f, kolejne dZwieki oddalone o kwinte znajdujemy
jako f, = f(3/2)". Diwiek, ktéry znalazl si¢ w k-tej oktawie tzn. w przedziale
(2k—1f, 2% f), transponujemy do pierwszej oktawy dzielac jego czestotliwosé
przez 251,

W systemie pitagorejskim, zwanym réwniez naturalnym, interwalom oktawy,
kwinty, kwarty, tercji odpowiadaja stosunki 1:2, 2:3, 3:4, 4:5. Mialo to by¢
wyrazem wyzszego porzadku, harmonii §wiata. Niestety system pitagorejski
ma powazna wade. Dwunasty stopienl nie pokrywa sie po transpozycji

z pierwszym. Zamiast diwicku o czestotliwodci f znajdujemy 531441/524288 f.
Ta niewielka réznica nazywana komatem pitagorejskim prowadzila do trudnogci
w transponowaniu melodii z jednej oktawy do drugiej, szczegdlnie istotnych

w poéiniejsze] muzyce wieloglosowej. Kolejne systemy staraly sie na réine
sposoby wyeliminowaé ten problem. Ostatecznie okolo roku 1700 ustalil sie
system réwnomiernie temperowany, w ktérym oktawa podzielona jest na

12 réwnych interwaléw zwanych péltonami. Czestoliwosdci kolejnych stopni
znajdujemy jako f, = f2n/12,

System réwnomiernie temperowany umozliwia latwa transpozycje melodii

z jednej oktawy do drugiej, natomiast interwaly nie wyrazaja sie juz stosunkami
malych liczb naturalnych, nie sa nawet liczhami wymiernymi. Tak np. kwinte,
ktérej w systemie naturalnym odpowiadal ntamek 2/3, okresla w systemie
réwnomiernie temperowanym liczba rzecaywista 2-7/12 = 0, 6674199 ...

Calosé europejskiego repertuaru muzycznego wykorzystujacego 8 oktaw mozna
zagraé za pomoca déwiekdw o 96 czestotliwodciach podstawowych. Przez dlugi
czas nie przywiazywano duzej wagi do precyzyjnego okreslenia absolutnych
wartosci owych czestotliwodei. W roku 1850 przyjeto na mocy miedzynarodowej
umowy jednolity stréj muzyczny z déwickiem a'! o czestotliwodci 435 Hz.
Obecnie panujacy stré] wprowadzony w 1939 roku ustala a'! jako 440 Hz.

Rozklad czestotliwosci déwiekéw tworzacych szum charakteryzuje sie brakiem
wydzielonych czestotliwodci 1 najczedciej opisywany jest zaleznoscia 1/ f*.

W przypadku k& = 0 mamy tzw. bialy szum. Jednak ze wzgledu na specyficzne
dzialanie naszych uszu, jako bialy obieramy szum typu 1/f. Halas to najczeéciej
polaczenie szumu z kilkoma dominujacymi czestotliwodciami, ktére zwykle nie
naleza do muzycznego systemu déwiekowego.

Ucho ludzkie odbiera déwieki o czestotliwodciach od kilkunastu do kilkunastu tysiecy drgar
na sekunde tzn. od kilkunastu Hz do kilkunastu kHz. Instrumentem o najszerszej skali sa,
oczywidcie, organy pokrywajace ai 9 oktaw od déwieku Cy o czestotliwedei 16,4 Hz do ¢©
odpowiadajacego 8372 Hz.

Z przedstawionych wywodéw wynika, ze analiza czestotliwosci powinna

umozliwié latwe odréznienie halasu od muzyki. Ciekawe jak to wyglada.
w praktyce.
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
+/ )] v )

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Termin nadsylania rozwiazan:

30 XI 1993 Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylaé rozwiszania zadani z numeru n w terminie do koiica miesiaca
® n + 3. Szkice rozwiazall zamieszczamy w numerze n + 4. Mo#zna nadsyla¢ rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢

przez wspblezynnik trudnodei danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

co miesiae lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki naleiy
przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
: Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe 0séb, ktére nadestaly rozwiazanie cho¢by
jednego zadania 2z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch

Redaguje Jerzy B. BROJAN

konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1993.

Zadania z fizyki nr 161, 162

161. Zbrodnia w ciemni fotograficznej
Inspektor Wnikliwy przestuchiwal Meczystawa Rozwalke, fotografa z dalekiego

przedmiedcia Czarny Koniec.
- A wiec, jesli to nie ty zamordowales twojego wspdlnika Naiwinskiego, to kto to

zrobit?

— Nie znam go, panie inspektorze. Widzialem go tylko przez krétka chwile,

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadaf 140 (WT'=2,38) i 150 (WT=2,08)
z numeru 12/1992

Przemystaw Gworys - Czastochowa 31,92

i to w slabym éwietle lampy ciemniowej. Wywolywatem wiadnie odbitki, gdy nagle
uslyszalem halas. Odwréciwszy sie zobaczylem biednego Naiwka na podiodze z nozem
w plecach, i tamtego drania uciekajacego. Byl raczej niskiego wzrostu, mial na sobie
zielony sweter i niebieskie spodnie. W uchu zauwagytem blyszczacy kolezyk. -

— Wystarcay, Rozwaltko. Wyjatkowo nieudolnie klamiesz — widaé, ze brakuje ci

Tomasz Wietacha - Tarndw az.s0 Podstawowych wiadomosdci z fizyki. To zeznanie bedzie koronnym dowodem prazeciw
Andrze] Nowogrodzkl— Choclandw 21,97 tobie. Sierz.'ra.ncie, odprowadzicie go!
Andrze] Borowskl — Aleksandréw K. 18,43

LeWIL

157. Ogznaczmy przee I calkowity prad przeplywajacy przez
uklad i przyjmijmy, e dodatni zwrot I jest od A do rogéw.

Z symetrii problemu wynika, fe przez kasdy z opornikdw
dotacgonych do A przeplywa I/4, a przez kaidy z opornikdw
dolacronych koricem do jednego z rogéw przeplywa I/8. Jesli
wprowadzimy dodatkows zmienng I} (rys. 1), to z I prawa
Kirchhoffa i z symetrii mozemy wyznaceyé wszystkie pozostale
peady; 1 1 1

In=-I), Ip=I4=-I--I,.
i o 2 1= 3 71

Wystarczy teraz zastosowaé II prawo Kirchhoffa do
ktéregokolwiek & odmiu oczek sieci, w ktérych wystepuja prady
Iy i I3. Otrzymujemy réwnanie

1
I +I3=I,+1y, zatem I, = EI.
Spadek napiecia od A do rogu moze byé wyliczony po dowolnej
21
drodee, np. U = R(I/4+ I+ I, + I/8) = ERI’ skad

21
Rzaet = ER = 0,625 (i

158. Na kazdy element Al przewodu dziala sila AF = TAl x B,

Sita ta jest prostopadta do przewodu, skad wynika wniosek,
te sila dzialajaca wzdluz niego (sila napinajaca) ma stalg
wartod¢ N na calej jego dlugodci. Ponadto sita AF jest
prostopadia do B, zatem skladowa sity napinajacej wzdiuz B

W jaki sposéb inspektor Wnikliwy zdemaskowal morderce?

162. Strumieni wody wyplywa z poziomej rury. Predko$é wody w rurze zmienia sie

z odleglodeia r od osi rury zgodnie ze wzorem v(r) = wo[l — (r/ro)?], gdzie ro jest
promieniem rury, a maksymalina predkosé vo ma wartosé 10 m/s. Zakladajac, ze dzieki
silom spéjnodci strumien nie rozdzieli sig, obliczyé wysokodé spadku wody do chwili
uderzenia w pionowa $ciane odlegla o 1 metr od wylotu rury.

Rozwiazania zadand z fizyki z numeru 4/1998
Przypominamy tredé zadaf:

ch opornikéw po 1 (0 (rys. 1) czt TOg
uni a frodkowym punktem A7

e wiotkiego,
o natgzeniu I. Zbadaé

ma takze jednakowg wartosé wedluz przewodu. Staly musi
byé wige tez kat nachylenia przewodu wzgledem pola, a takze
wartosé prostopadlej skladowej IV .
Zbadajmy ksztalt, jaki tworzy rzut przewodu na plaszczyzne
prostopadla do B. Sily dzialajace na maly element przewodu
muszg sie réwnowazy¢ (rys. 2), ceyli

N, Aa=IAl;B.

Uwzgledniajac, ze I, B i N sg state, dochadzimy do wniosku,

ze zakrzywienie przewodu nie zmienia si¢ — zatem jest on tukiem
N ; ; W%

okregu o promieniu r = ﬁ W przestrzeni przewdd jest linig

drubows. Oznaczmy przez || skladowa prostopadla dlugosci
przewodu, tzn. I} = +/I2 — d2. Poniewaz sila napinajaca jest
réwnolegla do przewodu, wigc

l, N, _IBr

! N N
Jedli przewdd utworzy n zwojéw spirali, to 1| = 27rn
. . . IBI i .
i otrzymujemy wynik N = - Autor sadzi, ze powstanie
n

tylko jeden zwdj. Przemawia za tym warunek minimum energii:
jedli rozpoczynajac od przewodu prostoliniowego bedziemy
stopniowo w jednym z punktéw A lub B , popuszczad” przewdd,
to najwigkszg prace wykona on dla n = 1, najbardziej zatem
spadnie energia pola magnetycznego. Trudno byloby jednak
wykazad, ze dla n > 1 réwnowaga przewaodu jest nietrwala.




Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazarn
zadad 249 (WT=2,83) i 250 (WT=1,68)
z numeru 11/1992

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Zadania z matematykinr 263, 264

263. W kaidym okienku tabeli prostokatnej o wymiarach 10 x 2 umieszczamy kélko

Jostazs Whlefedhay :a;ndlw e 3,88 lub krzyiyk tak, by zadne dwa krzyzyki nie znalazty sie w okienkach sasiednich
erzy Janowicz — Boleslawiec o N . v . 5 »

Ml e Motliss.s Sroiiaw 38,76 (majacych wspélny bok). Ile jest takich rozmieszczen?

Leszek Gasiriskli - Stalowa Wola 37,04

264. Udowodnic, ze dla z € (0; m/4) zachodzi nieréwnoéé sin(tg z) > =.

Zadanie 264 zaproponowat pan Jézef Banad z Rzeszowa.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1993

Przypominamy tredéé zadan:

Dana jest liczba rzeczaywista a. W

i liczb rzeczywistych (xzy, x4, 23, 1

{{I; + 23+ 2z3) x4y =a
J (Batzs+2y)-z1=a
] (23 + 24 +21) 72 =

;\{;n.l + 23 +x3) - z3 = a.

259. Przyjmijmy, ge licgby =, 22, 23, 24 spelniaja dany
uktad i oznaczmy sume z; + T2 + T3 + x4 przez 3. Zatem

(s —=z;)z; =adlai=1,2,3,4, co oznacza, ze kagda z liczb z;
jest pierwiastkiem tréjmianu kwadratowego z2 — sz + a. Sg wiec
wsrdd tych liczb co najwysej dwie rézne. Poniewas ukiad jest
symetryczny (niezmienniczy wzgledem permutacji), wystarczy
rozwazy¢ nastepujace przypadki:

(1) T) = Zp = T3z = T4,

(2) 21 =22 = 23 # 243

(3) Ty = Zo }é Ta = I4.

W kaidym 2 tych przypadkdw dalsze postepowanie jest
oczywiste., Wyniki:

Przypadek (1) moéliwy tylko dla a > 0 i wéwczas

Ty =33 =23 =24 = £4/a/3;

przypadek (2) mogliwy tylko dla @ = 0 i wéwczas

z) = 22 = 23 = 0, 54 dowolne (# 0);

przypadek (3) moiliwy tylko dla a < 0 i wéwczas

Ty =22 = —23 = —74 = +/—a.

Uwzgledniajac wspomniang symetrig ukladu otreymujemy

odpowiedz:

Dla @ = 0 rozwiagzaniem jest kagda czwdérka liczb postaci
(¢,0,0,0), (0,¢,0,0), (0,0,¢,0), (0,0,0,¢); ¢ dowolne;

dla a > 0 uklad ma dwa rozwiazania:

(~/alS, ~/aT5, /a5, —/aF3);

dla @ < 0 uklad ma szedé rozwiazan:
{2,9,—4,—9), (9.—-9.9,—49), (¢.—¢,—42,9),
(-2.9.9,~4), (~4.9,~49.9), (—9,—¢,9,9), gdzieq=/—a.

260. Uzyjemy jezyka geometrii plaszczyzny zespolonej. Dla
dowolnej pary réznych liczb zespolonych p, ¢ réwnanie
(1) (Pa+dz+2p) — (p7+495+25) =0
(zmiennej z) przedstawia linie prosts przechodzacs przez punkty
p igq. Oznaczmy przez g(p,q) liczbe zespolong przedstawiajaca
rzut punktu 0 (poczatku ukladu wspélrzednych kartezjariskich)
na te prosta. Liczbe z = g(p,¢) wyznaczymy rozwiazujac uklad
dwéch réwnan (z niewiadomymi z i 2): (1) oraz

i =0

(2) —==

ol p—q
(réwnanie (2) méwi, Ze czedé rzeczywista liczby z/(p — ¢) jest
réwna zeru; wyrata wiec warunek prostopadlodei wektora
wodzacego punktu z do wektora kierunkowego prostej
przechodzacej przez p i ¢). 2 ukladu (1), (2) otrzymujemy dla
z=g(p,q) waér

z F4

(3) g(pq) = 2%% ;

260. Na okregu danych jest pie

ktéw A, B, ¢, D,
a ABC to prosta

AB, AC

. BG.

¢ réinych pu

U. Prosta Simsona punktu U wzgled

Przyjmijmy, e rozwazany w zadaniu okrag ma réwnanie

|z — 1] = 1, punkt U jest reprezentowany przez liczbe 0,

a punkty A, B, C, D - przeg liczby zespolone a, b, ¢, d. Podane
réwnanie okregu mozemy przepisaé¢ w postaci (z — 1)(z — 1) = 1,
ceyli

(4) ZZ=z+%.
Jedli wige punkty p i g leia na tym okregu, to p = p/(p — 1),
7 =4q/(g— 1), a zatem liczba g(p,q) dana wzorem (3) réwna si¢

5) olpa)= (ﬂ_ﬂ) (Z_P_ia_) ~'_rala-p) _pa
p-1 ¢-1/\p-1 ¢-1 2(g-p) 2
Wobec tego rzuty punktu 0 (czyli U) na proste AB, AC,
BC s3 reprezentowane przez liceby ab/2, ac/2, be/2. Aby sie
upewnié, e definicja prostej Simsona jest poprawna, nalesy
ustali¢, e te punkty sa wspélliniowe. Wystarczy w tym celu
sprawdszic réwnodé (1) przyjmujac za p, q, z ilocgyny ab, ac, be;
w sprawdzeniu wykorzystujemy warunek (4) dla liczb a, b, ¢:

(E-uc+;-bc+ﬁ-ab) - (ab-a_é+ ac-bc+ be-ab) =
(a+a)be+ (c+c)ab+ (b+3)ac -
- (a+a_)b5-— (c +E)a5— (b+5)3c=

abe + abc + abe + abe + abe + abe —

Il

Il

— abe — abe — abe — abe — abe — abe = 0.
Stad £adana wspdlliniowodé tréjki punktdw ab, ac, be.
Oznaczmy proste Simsona punktu 0 wegledem tréjkatéw
BCD, ACD, ABD, ABC odpowiednio preez lg, Iy, lg, 14,
a liczby zespolone przedstawiajace rzuty punktu 0 na te cztery
proste — przez uga, Up, Ue, . Zadanie bedzie rozwiazane, jedli
wykagemy, na przyklad, wspélliniowodé punktdw ug, up, u. pray
ustalonym 4.

Zgodnie ze wrorem (5), prosta l, przechodzi przee punkty bd/2
i cd/2; prosta l; przechodzi przez punkty ad/2 i cd/2,
a prosta I, — przez ad/2 i bd/2. Stad

uo = g(bd/2,cd/2), wp = g(ad/2,cd/2), wu,= g(ad/2,bd/2).
W takim razie, wobec (3),
 Jtoa2,0/2)  BU2ca2) — a2 EE2) _

Ug
bd —cd
_&thﬁw_g(&—ﬁ)_
4d(b — ¢) 4\ b-¢

(d/2) - g(b,¢) = (d/2) - (be/2) = bed/4,

i analogicznie up = acd/4, u, = abd/4. Wspdlliniowodé tréjki
punktow ug, up, ue wynika wiec natychmiast ze wspélliniowodci
tréjki ab, ae, be (stwierdzonej chwile wezesniej). Dowdd jest
zakoriczony.
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OLIMPIADA MATEMATYCZNA

Zadania konkursowe zawoddw stopnia pierwszego

1 seria
1. Udowodnié, ze uklad réwnan
{ a? — b =2
b? —a=4d>?
nie ma rozwiazail w liczbach catkowitych
dodatnich a, b, ¢, d.

2. Ciag funkciji fo, f1, f2,... jest
okreslony nastepujaco:

fo(z) = |z| dla wszystkichz € R,
Fatr(2) = [falz)y=2] dlan=0;1,2,...

oraz wszystkichz € R.

Dla kagdej liczby naturalnej n rozwigzad
réwnanie fo(z) = 1.

3. Dowiesdé, ge jezeli a, b, c 33 dlugosciami
bokdéw tréjkata, to

¥ 1. 1
=Ft=F=g
a b ¢
1 1 1
T at+b—c¢ cta—>b bt+e—a

4. Dany jest okrag o srodku O,
punkt A wewnatrz tego okregu oraz
cigciwa PQ, nie bedaca drednica,
przechodzaca przes A, Prostepig
83 stycene do rozwazanego okregu
odpowiednio w punktach P i Q.
Prosta [ przechodzaca przee punkt A
i prostopadla do O A przecina proste
pi¢ odpowiednio w punktach K i L.
Wykazaé, ze |[AK| = |AL].

1 seria

5. Udowodnié, ze jezeli wielomian

z3 + az? + bz + ¢ ma trzy réine
pierwiastki rzeczywiste, to wielomian

2% 4 az? - 1(a? + b)z + L(ab - c) takze
ma trzy réine pierwiastki rzeczywiste.

6. Funkcja f: R — R jest ciagla.
Wykazad, ze jezeli dla kazdej liczby
rzeczywistej = istnieje taka liczba
naturalna n, ge

(fofo...0f)(z)=1,
R S e

n

to f(1)= 1.

7. Na zewnatrz czworokata wypuklego
ABCD budujemy tréjkaty podobne APB,
BQC, CRD, DSA, w ten sposéb, ge
|{PAB|=|LQBC| = |/RCD| = |/8DA|,
|{PBA|=|/QCB|=|{RDC| = |/8AD|.
Dowiedé, ze jesli caworokat PQRS jest
réwnoleglobokiem, to czworokat ABCD
tez jest réwnoleglobokiem.

8. Dane sa takie liceby naturalne a, b, ¢,
ze a3 dzieli sig przes b, b3 deieli sig

przee ¢, a c¢® dzieli sie przez a. Udowodnié
ze liczba {a + b + ¢)!® jest podzielna
przez abe.

III seria

9. W konferencji bierze udzial 2n oséb.
Kaidy uczestnik konferencji ma wsréd
pozostalych uczestnikdw co najmniej n
enajomych. Udowodnié, ze wszystkich
uczestnikéw konferencji mozna
zakwaterowad w pokojach dwuosobowych
tak, by kazdy uczestnik mieszkat ze
swoim znajomym.

10. Liczby dodatnie p i ¢ spelniaja
warunek p + ¢ = 1. Wykazaé, ze dla
dowolnych liczb naturalnych m i n
zachodzi nieréwnosé

F==I - 21,

11. Tréjkat o obwodzie 2p jest wpisany
w kolo o promieniu R i opisany na kole
o promieniu r. Dowiedé, ze p < 2(R + r).

12. Udowodnié, ze sumy przeciwleglych
katéw dwusciennych czworodcianu

sg réwne wtedy 1 tylko wtedy, gdy
sumy przeciwlegltych krawedzi tego
czworodcianu sg réwne,

Rozwiazania powyiszych zadari (kazde na osobnym arkuszu) maja byé wystane
pod adresem wladciwego komitetu okregowego Olimpiady najpdéniej dnia

11 paddziernika 1993 r.

10 listopada 1993 r.

10 grudnia 1993 r.

Rozwigzania przeslane w terminie péZniejszym nie bedg rozpatry wane.

Adresy komitetéw okregowych Olimpiady Matematycenej

Dla wojewddzt wa elblaskiego, gdaniskiego i stupskiego:
Komitet Okrggowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdansku, ul. Abrahama 18, 81-825 Sopot.
Dla wojewddzt wa bielskiego, czgstochowskiego i katowickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla wojewddetwa krakowskiego, krosnieriskiego, nowosadeckiego i tarnowskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematycany Uniwersytetu Jagielloriskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw.

Dla wojewddztwa bialskopodlaskiego, chetmskiego, lubelskiego, przemyskiego, rzeszowskiego, siedleckiego, tarnobrzeskiego i zamojskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Oddziat Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii
Skiodowskiej-Curie 1, pok. 310, 20-031 Lublin.
Dla wojewddzt wa kieleckiego, 16dzkiego, piotrkowskiego, radomskiego, sieradzkiego i skierniewickiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyezny Uniwersytetu Lodzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Ldédsz.

Dla wojewddztwa koniriskiego, leszezyriskiego, pilskiego, poznariskiego i sielonogdrskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Matejki 48/49, pok. 24, 60-769 Poznan.

Dla wojewddst wa gorzowskiego, koszaliriskiego i szczeciriskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.

Dla wojewddzt wa bydgoskiego, ciechanowskiego, olsztyriskiego, plockiego, torudskiego i wloctawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18,

87-100 Torusi.

Dla wojewddztwa bialostockiego, lomzyriskiego, ostroleckiego, suwalskiego i warszawskiego:

Komitet Okrggowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny PAN, ul. $niadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla wojewddztwa jeleniogdrskiego, kaliskiego, legnickiego, opolskiego, walbrzyskiego i wroctawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej ~ Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4,

50-384 Wroclaw.



wsMatematycy sa zwykle tak pochlonieci swoja praca,
ze zupelnie nie interesuja sie, kto nimi rzadzi; prawde
mdéwiac, nie maja nawet pojecia, ze rzad w ogéle
istnieje.”

(John Boyd — ,,Ostatnt statek z planety Ziemia”)

Czasami na dnie skrzyni lub szafy babuni
odnajdujemy posciel lub bielizne ozdobiona

w narozniku — MONOGRAMEM. Zwykle sa to
polaczone ze soba, stylizowane litery, ozdobione
motywami roslinnymi lub dziwnymi zakretasami. Ale
co to ma wspdlnego z teoria graféw?

Kazdy graf sklada sie z wierzcholkéw, zaznaczonych
na rysunku punktami, oraz z krawedzi taczacych
niektére wierzcholki, przedstawionych graficznie jako
linie ciagle biegnace od wierzcholka do wierzcholka.
(Istnieje nawet graf bez krawedzi, tzw. pusty, ale bez
wierzcholka nie ma grafu!) W ogélnym przypadku
krawedzie moga sie przecinaé, w grafach plaskich
(narysowanych na plaszczyZnie) — nie moga, a takimi
wladnie zajmiemy sie w dalszej czedci.

Majac dany graf plaski mozemy utworzyé graf dualny
do niego:

— wewnatrz kazidego obszaru, wydzielonego

z plaszczyzny krawedziami grafu, zaznaczamy punkt.
Bedzie to wierzcholek grafu dualnego.

— Kazde dwa wierzchotki lezace w sdsiednich obszarach
laczymy ze soba tyle razy, ile krawedzi je oddzielalo
(kazda taka krawed# grafu plaskiego przecinamy
krawedzia grafu dualnego).

— Jedli krawedZ nie rozgranicza dwéch réznych
obszaréw, ale zawiera si¢ w jednym, to przecinamy

ja petla (czyli krawedzia laczaca wierzcholek z samym
soba).

Weimy pod uwage graf plaski w ksztalkcie litery A.

Narysujmy na tym samym rysunku graf dualny do
grafu A. Bedzie mial ksztalt stylizowanego kwiatu.
Wrystarczy tylko przenie$é rysunek na material,
wyhaftowaé i juz mamy monogram.

Graf dualny do grafu w ksztalcie litery A bedzie miatl
dwa wierzcholki, trzy krawedzie oraz dwie petle.

Zauwazmy jeszcze, ze grafy dualne do graféw
»literowych” maja tylko jeden wierzchotek, wyjatek
stanowia litery A, D, O, P, R (dwa wierzchotki) oraz
B (trzy). Liczba krawedzi w grafie dualnym jest taka
sama jak w wyjéciowym (petla jest krawedzia).

Niektére grafy maja cieckawa wlasnodé: z dowolnego,
ustalonego wierzchotka mozna dotrzeé do kazdego

z pozostalych posuwajac sie (np. oléwkiem) tylko

po krawedziach tego grafu. Nazywamy je grafami
spéjnymi. Dociekliwy Czytelnik po sporzadzeniu kilku
szkicow zauwazy, ze grafy dualne sa zawsze spéjne, bez
wzgledu na to, czy powstaly z graféw spdjnych, czy tez

nie. (Dlaczego?)
e

Zatem ,kwiat” w ksztalcie grafu dualnego zawsze
polaczy w jedna calodé litery wyhaftowane obok siebie
(ale na tej samej sztuce materiahu!).

ZADANIE: Zaprojektowad monogramy z liter alfabetu
greckiego.

Zycze powodzenia!
Jolanta GRALA

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzistaw Pogoda, Ananiasz Podmiechowski.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-0569 Krakdw, z dopiskiem e.




DZIle przyjetemu w wieku XVIII syste-
mowi rownomiernie temperowanemu
(patrz artykul .Dzwieki — muzyka
i hatas”), gitara skonstruowana
jest tak, ze dlugosc drgajacej cze-
sci struny przycisnietej do n-tego
progu okresla n-ty wyraz zapi-
~ sanego powyzej szeregu geome-
trycznego. Wzgledna wysokosc
dzwickow (stosunek czestotliwo-
sci) uzyskanych przy przycisnie-
! ciu struny do k-tego i I-tego progu
zalezy jedynie od réznicy k - L
Jesli za pomoca tzw. kapodastra
przycisniemy wszystkie struny do
m-tego progu, to bez zmiany aplika-
tury (palcowania) grana melodie prze-
transponujemy o m péltonow w gore.
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