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non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres prenumeraty. Koszt trzech
numersw wynosi 24 000,-zt (rocznika’03 — 96 000,-z1}. Pray wplacie prosimy
zaznaczy¢ okres prenumeraty (co najmniej 3 miesiace).

Prenumerata zagraniczna trzech numerdw wynosi 60 000,-z, W przypadku zyczenia
dostawy droga lotnicza odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! AMOS dostarcza ,Delt¢” pod wskazany adres nie pobierajac dodatkowe]
oplaty. Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kaidego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Blankiet pocztowy na prenumerate ,,Delty” w AMOS-ie zamieszczamy na str.13/14.
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WARUNKI PRENUMERATY w RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate prayjimowane sa tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na IV kwartal 1993 r. wynosi 24 000,— zk.

3. Prenumerata ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza; w przypadku
zlecenia dostawy droga lotnicza — kosat dostawy lotniczej w pelni pokrywa
prenumerator.

4. Wplaty na prenumerate przyjmuja:

— mna teren kraju
- jednostki kolportazowe ,Ruch” S.A wladciwe dla miejsca zamieszkania lub

siedziby prenumeratora; dostawa egzemplarzy nastepuje w uzgodniony
sposdb,

— na zagranice¢
- »Ruch” 5.A. Oddzial Warszawa, 00-958 Warszawa, konto

PBK XIII Oddzial Warszawa 370044-1195-139-11 — dostawa odbywa aie
pocsta swykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem zlecenia
dostawy poczta lotnicza do odbiorcy zagranicznego, kidrej kosat w pelni
pokrywa prenumerator.

5. Terminy przyjmowania prenumeraty:

— na kraj i zagranice — de 20 XI na I kwartal roku nastepnego
do 20 II na II kwartal
do 20 V na III kwartal
do 20 VIII na IV kwartal.
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Emma Noether (1885-1935), cérka
profesora matematyki w Erlagen,
Maxa, zdobyla wyksztalcenie
matematyczne jako ,, wolna sluchaczka”
(zwykle studia w Getyndze ukoriczyla
pierwsza Grace Chisholm-Jung
(1868-1953) w 1895 r.; w trybie
zaocznym — Zofia Kowalewska

w 1874 r.). Po obronieniu doktoratu
w 1908 roku kontynuowala samodzielna
prace badawcza zastepujac czasami
ojca w prowadzeniu wykladéw.

W 1915 roku Felix Klein i David
Hilbert zaprosili ja do Getyngi. Tutaj,
jako kobieta, mimo wysokiej rangi jej
wlasnych prac i wielkiego autorytetu
Hilberta, nie mogla otrzymac posady
na uniwersytecie. Prowadzila wiec
wyklady pod nazwiskiem Hilberta
{tzn. formalnym wykladowca,
wpisanym do urzedowych planéw,

byl Hilbert, a w rzeczywistosdci
wykladala Emma Noether). Dopiero
w 1923 roku otrzymala stanowisko
wykladowcy algebry i niewysoka,
pensje. W 1933 roku musiaka

opudci¢ Niemcy. Zmarla w Stanach
Zjednoczonych.

Formulujac swoje twierdsenie
Noether odwolala sie do wariacyjnego
sformulowania réwnan ruchu

- tzw. zasady najmniejszego dzialania
(patrz Delte 11/1991). Wykazala,

ze kazdemu jednoparametrowemu
przeksztalceniu zmiennych opisujacych
uklad, pozostawiajacemu nie zmieniona
wartodé¢ dzialania, odpowiada pewna
zasada zachowania.

Krélewska droga do fizyki

Poczatkom greckiej filozofii przyrody towarzyszyl wielki spér zwolennikéw
pogladu, ze w Przyrodzie wszystko stale sie zmienia, z filozofami dowodzacymi,
ze wszelka zmiana jest wykluczona. Ci ostatni powolywali sie na liczne
paradoksy, do jakich, ich zdaniem, prowadsi pojecie ruchu. Kompromisowa
teoria, w mys] ktérej Swiat sktada sie z niezmiennych atoméw pozostajacych

w ciaglym ruchu, nie zyskala wéwczas zbyt wielu zwolennikéw. Swiat pojeé
starozytnych Grekéw nie wystarczyt do rozstrzygniecia wspomnianych
paradokséw. Postawione pytania, gdy spojrzeé na nie z naszej perspektywy,
staja si¢ poczatkiem ,programu badawczego” — poszukiwania wielkosci, ktére
pozostaja niezmienne podczas ruchu rozumianego tutaj jako wszelki proces
zmiany. Do dzif odkryto wiele takich ,niezmiennikéw”, a odpowiednie prawa
Przyrody nazywane sa zwykle ,zasadami zachowania”. Mamy wiec zasady
zachowania energii, pedu, momentu pedu, ladunku, liczby barionowej... W wielu
przypadkach pozwalaja one przewidzie¢ wynik koricowy skomplikowanego
procesu, nawet jesli nie rozumiemy, jak ten proces w szczegdlach przebiega.
Jakie wspélne cechy musza mieé réwnania opisujace przebieg tych procesdow, aby
byly zgodne z zasadami zachowania?

Odpowiedzi na to pytanie udzielita w 1918 roku Emma Noether. Wykazata ona,
ze zasady zachowania wynikaja z niezmienniczodci praw Przyrody wzgledem
pewnych operacji — symetrii. Tak wiec, z faktu, ze kazde doswiadczenie
powtdérzone w dowolnym czasie da ten sam wynik, o ile warunki poczatkowe
beda takie same, wynika zasada zachowania energii; z niezmienniczodci wzgledem
przesuniecia ukladu w przestrzeni w dowolnym z trzech kierunkéw, wynika
zasada zachowania trzech skladowych pedu, a z niezmienniczosci wzgledem
obrotéw — zasada zachowania momentu pedu.

Emma Noether nie tylko powiazala zasady zachowania z wlasnodciami
czasoprzestrzeni (symetriami), ale w dowodzie twierdzenia podala réwnies
przepis na obliczanie zachowywanych wielkodci. W ten sposéb wskazala
»krélewska droge do fizyki teoretycznej”, otwarta, ocaywiécie, dla tych
wszystkich, ktérzy poznali juz dobrze jezyk matematyczny, w ktérym
sformulowane jest jej twierdzenie (patrz margines). Od tej pory tworzenie
nowych teorii jest, w zasadaie, proste: (a) — wypisujerﬁy wzor na dzialanie,
(b) - sprawdzamy, czy jest on niezmienniczy wzgledem wszystkich zadanych
symetril, co przy okazji daje nam przepis na (c) — wyznaczanie wielkosci
zachowanych. Teraz, dla eksperymentatoréw pozostaje juz tylko zadanie

(d) — sprawdzenie, Ze rzeczywiicie te i w ten spos6b obliczone wielkosci sa,
zachowywane w procesach, ktérych teorie wlasnie stworzyliémy. Bardzo
proste! Tak tes, z grubsza biorac, przebiegal rozwéj fizyki teoretycznej po
roku 1918. Odkrycie mechaniki kwantowej skomplikowalo jedynie techniczne
szczegbly obliczef pozostawiajac calogé schematu bez zmian. Wiele z tych
»Szczegbtéw technicznych” okazalo sie bardzo trudnymi problemami, czyniac
z kwantowej teorii pola dziedzine od wielu juz lat stymulujaca rozwéj nowych
teorii matematycznych.

Podany wyzej przepis ,na fizyke teoretyczna” ulegl w ostatnim trzydziestoleciu
wzbogaceniu o metody postepowania z symetriami przyblizonymi, nazywane
przez fizykéw technikami ,tamania symetrii”.

Redakcja



,Paradoksy” symetrii czasowe]

Mirostaw LACHOWICZ

Podstawowa teoria fizyczna, opisujaca szeroki krag zjawisk, jest klasyczna
mechanika newtonowska. W jej ramach mozna traktowaé dowolne cialo

jako zbiér oddzialujacych na siebie obiektéw mikroskopowych (czastek).

Owe obiekty tworza uklad, ktérego zachowanie w czasie opisuja réwnania
réiniczkowe zwyczajne (réwnania Newtona). Istotna cecha ukladu jest jego
odwracalnoéé w czasie. Wynika ona z faktu, iz transformacja t — —¢ nie zmienia
postaci réwnan (réwnania Newtona sa rzedu drugiego). Jesli znany jest stan
poczatkowy, to mozna okresli¢ zaréwno przeszlodé, jak 1 przyszloéé ukladu, przy
czym nie ma mozliwogci, aby ,0drézni¢” to, co przeszle, od tego, co przyszle.

Oczywiscie, w ramach mechaniki klasycznej nie da sie wytlumaczyé

(na przyklad), dlaczego kostka cukru rozpuszcza sie w herbacie i dlaczego

nikt nie zaobserwowal zjawiska odwrotnego. Teoria, ktéra opisuje procesy
nieodwracalne jest termodynamika. Druga zasada termodynamiki
(sformutowana po raz pierwszy w roku 1852 przez Thompsona) wyznacza
kierunek czasu (odréznia przeszle od przyszlego). Jedno z mozliwych
sformulowari drugiej zasady termodynamiki, poprzez wprowadzone w 1865 roku
przez Clausiusa pojecie entropit, méwi, ze entropia ukladu izolowanego rosnie
w czasie.

Prébe ,wydedukowania” nieodwracalnosci z odwracalnej mechaniki klasycznej
podjal Boltzmann (1872). Rozwazal on 6-wymiarowa przestrzefn fazowa polozen
i pedéw (tzw. przestrzed p). Kaida z N czastek ukladu reprezentowana

byla przez pewien punkt w tej przestrzeni. Zakladal nierozréznialnosé

czastek i nie interesowal sie ich polozeniami w przestrzeni u, lecz gestoscia
prawdopodobieristwa (tzw. funkcja rozkladu) jednej (statystycznej) czastki.

W oparciu o mechanike klasyczna oraz tzw. hipoteze o molekularnym chaoste
wyprowadzil réwnanie opisujace ewolucje w czasie funkcji rozkladu.

Hipoteza o molekularnym chaosie, sformulowana w 1857 roku przez Clausiusa,
méwi o statystycanej niezaleznosci stanéw czastek. To wlasnie przyjecie tej
hipotezy wprowadzilo do modelu Boltzmanna ,losowodé” 1 opisowi nadalo
charakter statystyczny.

Nie bede tutaj opisywaé samego réwnania Boltzmanna, ktére jest
skomplikowanym nieliniowym réwnaniem rézniczkowo-caltkowym, lecz oméwie
waina konsekwencje tego réwnania — slynne twierdzenie H Boltzmanna.
Twierdzenie H méwi, #e rozwiazaniu réwnania Boltzmanna mozna przypisad
pewna wielkoé¢ H = H (t), zwana funkcjq H Boltzmanna, majaca te sama
wlasnoéé co entropia S. Méwiac écislej, H maleje w czasie, a zatem odgrywa role
—S, entropii z przeciwnym znakiem.

Czy mozna zatem uznaé, Ze problem nieodwracalnosci zostal rozwiazany,
a druga zasada termodynamiki sprowadzona do mechaniki newtonowskiej? Nie,
tak, oczywidcie, nie jest!

Watpliwodci co do koncepcji Boltzmanna — wyprowadzenia nieodwracalnogci
z mechaniki klasycznej — pojawily sie wkrétce po opublikowaniu jego pracy.

Kelvin oraz, nieco pééniej, Loschmidt (1876) zauwazyli, ze nieodwracalnosé
zawarta w teorii Boltzmanna nie moze by¢ traktowana jako wniosek z mechaniki
klasycznej. Jak juz wspomnialem, réwnania mechaniki klasyczne] sa
symetryczne wzgledem zmiany kierunku czasu, tzn. wzgledem transformacji

t — —t. Tymczasem po dokonaniu tej transformacji funkcja H staje si¢ rosnaca,
co przeczy twierdzeniu H. Jest to tak zwany paradoks odwracalnoscr.
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Drugi paradoks pochodzi od Zermelo (1896) i nazwany jest paradoksem
powracalnosci. Opiera si¢ on na twierdzeniu Poincarégo, ktére méwi, ze kazdy
zachowawczy i zamkniety uklad mechaniczny powraca, po dostatecznie dlugim
czasie, do dowolnie malego otoczenia prawie kazdego stanu poczatkowego.
Zatem funkcja H, ktéra poczatkowo maleje, powinna nastepnie rosnaé, aby pray
powrocie w poblize stanu poczatkowego przyjmowad wartodci bliskie wartosciom
poczatkowym. Poniewas jednak funkcja H caly czas maleje — pojawia sie
sprzecznoéé.

Przytoczone paradoksy wyrafnie wykazuja, ze teoria Boltzmanna nie moze by¢é
konsekwencja jedynie czysto mechaniczanego modelu. Jak Jjuz wspomnialem,

w modelu Boltzmanna elementem spoza mechaniki klasycznej byla hipoteza
o molekularnym chaosie nadajaca modelowi charakter statystyczny. To wlasnie
wprowadzenie tej hipotezy czyni model nieodwracalnym. Zatem zrozumienie
nieodwracalno$ci modelu sprowadza sie do zrozumienia istoty hipotezy

o molekularnym chaosie.

Miedzy Boltzmannem a jego oponentami toczyla sie bardziej walka na slowa niz
na argumenty naukowe. Boltzmann do korica ycia byl przekonany o slusznosci
swojej teorii, nie mégl jednak odeprzeé stawianych mu zarzutéw. By¢ moze
swiadomos¢ trudnodci, jakie 6w problem w sobie kryje, mogla byé przyczyna
samobdjczej §mierci Boltzmanna w 1906 roku.

Sprébujmy wyjasnié opisane paradoksy na uproszczonym modelu, kiéry
zawiera wszystkie istotne cechy modelu fizycznego, ale jest na tyle prosty,
ze analiza staje sie przejrzysta. Model ten nosi nazwe kolowego modelu Kaca
(opis mozna znale#¢ w ksiazce Marka Kaca Kilka zagadniert stochastycznych
frzyki © matematyki, PWN 1961). Rozwaimy na okregu n punktéw Py,..., P,
rozlozonych réwnomiernie w porzadku wyznaczonym przez kierunek ruchu
wskazéwek zegara. Zaldimy, ie 2m < n i m punktéw jest zaznaczonych:
tworza one zbiér §. Pomiedzy kazdymi dwoma kolejnymi punktami P 1. Py
(przyjmujemy, e Poyy = Py, Poyo = Ps itd.) znajduje sie kula o jednym
z dwéch koloréw: biala lub czarna. W jednostce czasu kaida kula przesuwa
si¢ 0 jedno miejsce w kierunku ruchu wskazéwek zegara (tzn. kula, ktéra byla
pomiedzy P; i Py znajdzie sie miedzy Pji; i P;;2). Kula zmienia kolor wtedy
i tylko wtedy, gdy przechodzi przez punkt ze zbioru S. Zagadnienie formuhuje
si¢ w ten sposéb, e dla zadanego poczatkowego rozkladu koloréw nalezy znaleZé
rozklad po t krokach. Wprowadémy nastepujace oznaczenia: N,(t) oraz Ny(t) sa
odpowiednio liczbami czarnych i bialych kul w chwili ¢. Ponadto
e {—1, gdy P, €8S,
7 1, gdy P;¢S§

oraz

il = { 1,  jezeli kula miedzy P; i Pji; jest czarna w chwili ¢,

4 —1, jezeli kula miedzy P; i P4 jest biala w chwili ¢,
dlaj=1,...,n.
Ewolucje ukladu w czasie okreéla nastepujace réwnanie:
fi(t) = ajfi-1(t - 1),

gdyz kula znajdujaca si¢ miedzy P; i P;y w chwili ¢ przyszla tam z polozenia
miedzy P;_; i P; w chwili t — 1 zmieniajac kolor lub nie, zaleznie od tego czy
punkt P; jest w zbiorze S, czy nie. Stad otrzymujemy

fj (t) = 07451 ... aj—t+1fj—t(0) "
Réwnanie to opisuje dynamike danego modelu, a zatem mosze byé uznane za
odpowiednik réwnar mechaniki klasycznej. Podobnie jak te réwnania rozwazany
model jest zaréwno odwracalny jak i ma wlasnoéé powracalnogci. Zmieniajac
kierunek ruchu po okregu (co odpowiada transformacji t — —t) wraca sie do
punktu wyjécia: model jest wiec odwracalny. Powracalnodé jest réwnie latwa
do zaobserwowania, gdyz model jest okresowy o okresie 2n. Faktycznie, po n
krokach kazda kula wréci do swojego poczatkowego polozenia przechodzac
przez wszystkie punkty zbioru S. Bedzie miala wtedy kolor WYZNacZONy przes
(=1)™£;(0). Zatem po 2n krokach kula wréci do swojego poczatkowego koloru:

(=1)2™£;(0) = £;(0).
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Rys. 1. Méwimy, ze figura plaska ma
niepuste wnetrze, jeieli zawiera ona
pewne kolo. Figura na rysunku a)
ma niepuste wnetrze, a na rysunku b)
— puste.

Rys. 2. Czefi€ ciemna to K N Se(K).
Jest ona frodkowo symetryczna.
Ponadto zbiér K N B’ jest podzbiorem
K n S.(K).

Oczywiscie, model jest w pelni deterministyczny. Nasladujac idee Boltzmanna
mozna do modelu wprowadszi¢ losowoéé. W tym celu mozna przyjaé, ze zbiér S
nie jest zadany z géry, lecz, ie kaidy punkt Py, ..., P,, niezaleznie od
pozostalych, jest z prawdopodobieristwem f = % zaliczany do S, gdzie § jest

ustalone i mniejsze od % Nastepnie moina obliczy¢ wartosé érednia réznicy
N.(t) — Np(t). Wynik jest nastepujacy

(Na(2) — No(2)) = (1 —28)"" 1"~ (N, (0) — No(0)) -
Zatem dla n bardzo duiego liczby czarnych i bialych kul beda sie wyréwnywaly

wykladniczo wraz ze wzrostem czasu ¢ (¢ < n), niezaleinie od stanu
poczatkowego. Jest to odpowiednik twierdzenia H Boltzmanna.

Otrzymany wynik wskazuje na zrédlo nieodwracalnosci — jest nim wprowadzenie
do modelu elementéw ,,pozamechanicznych”: uérednienia oraz przejscia
granicznego, obcych indywidualnym ukladom mechanicznym. W modelu Kaca
uérednia sie po zbiorach S i rozwaza granice przy n — co. Jest to pelna analogia
do modelu Boltzmanna. To sugeruje, ze réwnanie Boltzmanna naleiy traktowad
jako ,dcisle w pewnym uérednieniu”. Niestety, tej intuicji — nawet dzisiaj,

120 lat po powstaniu teorii Boltzmanna — nie udalo sie nadaé zadowalajacego
matematycznego ksztaltu. Nalezy praypuszczaé, ie zagadnienia te w dalszym
ciagu beda wzbudzaly silne emocje i gorace dyskusje (por. Prigogine i Stengers,
Z chaosu ku porzedkows, PIW 1990).

Symetrie, symetrie, symetrie
Piotr HAJEASZ

Gdy mamy dowolny, np. bardzo ,,paskudny” zbiér, to wydaje sie, Ze nie mozna
dopatrzeé si¢ w nim Zadnych symetrii. Dlatego przeczy troche naszej intuicji
nastepujacy fakt:

Dowolna plaska figura ograniczona o niepustym wnetrzu (izn. zawierajeca pewne
kolo) jest sumaq skoriczonej licaby (nickoniecznie rozgcznych) figur Srodkowo
symetrycznych.

Whbrew pozorom, dowéd tego nie jest trudny. Figure oznaczmy przez K, przez B
za$ kolo w niej zawarte. Niech ponadto S, oznacza symetrie érodkowa wzgledem
punktu a. Nietrudno zauwasyé, se figura K N Se(K) jest srodkowo symetryczna.
Ponadto figura ta zawiera te czeéé zbioru K, ktéra jest przykryta przez kolo

B' = S,(B). Poniewas figur¢ K moéna przykry¢ za pomoca skoriczonej liczby
takich két Sg, (B), - - -, Sa, (B) (przy odpowiednio dobranych ay, ..., a,), wiec
figura K jest suma figur érodkowo symetrycznych K NS, (K)o o5 K N Sy, (K)-

Podobnie w innych pozbawionych symetrii sytuacjach mozemy dowolny ,,obiekt”
przedstawié za pomoca ,,obiektéw symetrycznych”. A oto przyklad (niezbedne
wyjasnienia znajduja sie na marginesie sasiedniej strony).

Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Wowczas kazda bijekcye F: X — X mozna
przedstawié jako zloiente dwdch inwolucji.

Ktoé moze zaprotestowad. Nie ma tu przeciez mowy o zadnej symetrii. My
jednak odpieramy atak méwiac, e slowo symeiria pisalismy w cudzyslowie,

a wiec mielismy na mysli co, co tylko w jakimg stopniu przypomina symetrie.
A czy inwolucja przypomina symetrie? Zastanéwmy sie, co wyrdznia symetrie
spoéréd izometrii. Otéz, symetrie to takie izometrie, ktére zastosowane
dwukrotnie (dwukrotnie ta sama symetria) daja identycznos¢. Tak jest
rzeczywiécie dla symetrii wzgledem punktu, prostej, plaszczyzny i... juz dla
iadnej innej izometrii (dlaczego?). A wiec symetrie to te izometrie, ktére

83 inwolucjami. Smialo wiec mozemy w przypadku dowolnego zbioru inwolucje
uznaé za prawidlowe uogélnienie symetrii.
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Bijekcja nazywamy kazde
przekszialcenie F : X — X, ktére jest
réinowartofciowe i na. Natomiast
inwolucja to takie nieidentycznodciowe
przeksstalcenie S : X — X,

ze S(S(z)} = = dla kaidego z € X
(symbolicznie S o § = Id).

Praca Wojciechowskiego ukazala sie

w Wiadomodciach Matematycznych, 27
(1986), str. 75-80, jej zad skrét (jak
kaidej zwycieskiej w Konkursie), ukazal
sie w Delcie 1/1985.

Rys. 3

Rys. 4

Nie bedziemy dowodzié twierdzenia o postaci bijekcji F : X — X.

Dowdd pozostawiamy zainteresowanym Czytelnikom (mozna go znaleé

w Wisdomodciach Matematycznych, 22 (1980) str. 327). Nie jest on bardzo
trudny. Zressta zbyt trudny byé nie moze, bo skoro o zbiorze X niczego nie
zakladamy, to nie mamy zbyt duzego wyboru w szukaniu rozwiazaii. Gléwna
trudno$é polega na umiejetnodci poruszania sie¢ w abstrakcyjnej sytuacji: skoro
zbidr jest dowolny, wiec trudno jest cokolwiek narysowad i ,zobaczyé”.

Symetrie dostarczaja tez innego rodzaju niespodzianek. W Wiadomosciach
Matematycznych 23 (1980) zostalo zamieszczone zadanie nastepujacej tredci:

Udowodnid, ze jesli F jest figurq ograniczong (zawarte w plaszczysnie), majacq
Srodek symetrii nalezacy do tej figury, to F nie mozina rozlosy¢ na dwie rozlgczne
figury przystajace.

Mimo iz Redakcja nie znala dowodu, to jednak teza wydawala sie na tyle
oczywista (no bo skoro niby oba skladniki maja byé przystajace, to do obu
»musi” nalese¢ érodek symetrii, co prsecsy ich rozlacznoici), se zostalo
napisane ,,udowodni¢”, a nie ,,csy prawda jest”. No i niespodzianka. Michal
Wojciechowski znalazt kontrprzyklad, zdobywajac dzieki temu zloty medal
w Konkursie Prac Uczniowskich z Matematyki w 1984 r. Oprécz owego
kontrprzykladu wymyslit i udowodnil, tym razem juz prawdziwe, nastepujace
twierdzenie:

Figura ograniczona, zawarta w plaszczyénie 1 zawierajgca swdy srodek symetrs,
nie moze byc przedstawiona jako suma dwdch rozlgcznych figur przystajacych
1 §rodkowo symetrycznych.

Zastosowanie symetrii bardzo czesto prowadzi do blyskotliwego rozwiazania
zadania. Najprostszym przykladem jest nastepujace, powszechnie znane,
zadanie:

Mamy dwa punkty A i B lezace po jednej stronie prostej p. Znaleé¢ na prostej p
taks punkt C, aby suma odleglosci AC + BC byla najmniejsza.

Odbijamy punkt B symetrjrcznie wegledem prostej p i... kazdy z Czytelnikéw

'z pewnoscia widzi juz rozwiazanie.

Nieco trudniejsze (choé niewiele) jest nastepujace zadanie:

Wewnatrz kata ostrego dany jest punkt A. Znale#¢ takie punkty B i C na obu
ramionach tego kqta, aby obwdd tréskgta ABC byl najmniejszy.

Cgzytelnik z pewnosdcia bez trudu rozwiaze to zadanie.

Powyzsze dwa przyklady na zastosowanie symetrii w rozwiazywaniu zadan
geometrycznych sa standardowe, natomiast przyklad przedstawiony ponizej jest
zaskakujacy i nietrywialny.

Udowodnié, ze za pomocq samej linijki nie mozna skonsiruowaé srodka danego
kola.

Dowéd przedstawiony ponize] jest trudny. Trzeba mu sie troche poprzygladaé,
zanim stanie si¢ oczywiste, Ze jest on poprawny.

Rozwazmy dwie przecinajace si¢ plaszczyzny m; i 72 (rys. 3). Niech narysowane
na nich okregi O; i O, beda symetryczne wzgledem plaszczyzny dwusiecznej.
Moina wykazaf, Ze okregi O; i Oy sa praekrojami stozka o wierzchotkn O

(i eliptycanej podstawie) plaszcayznami =, i 73, jak na rysunku 4 (intuicyjnie
jest to prawie oczywiste, ale jak to écisle wykazaé?). Przypuéémy, ze potrafimy
narysowac srodek okregu O; za pomoca samej linijki. Jedli bedziemy linijka
rysowal proste w plaszczyinie m;, to przy rzutowaniun wzgledem srodka O beda
one przechodzié na proste rysowane w plaszczyinie 2. A wiec cala konstrukcja
srodka okregu O; za pomoca linijki przejdsie prey rzutowanin wzgledem

Srodka O na konstrukcje érodka okregu O,. W ssczegélnosci érodek okregu O,
przejdzie przy rzutowaniu wzgledem O na érodek okregu O3, co, jak widaé na
rysunku, nie jest prawda.

Uzyskana sprzecznoé¢ dowodzi niewykonalnodci powyiszej konstrukeji.
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Roswiasanie sadania F 861.
Niech R oznacza promieid kul, I zaf
moc promieniowania prrzypadajaca na
jednostke powierzchni. Sila, = jaka
oddzialuje promieniowanie, jest
rwiazana ze zmiang pedu fotonéw.
Dla idealnie odbijajacej kuli zmiana
pedu wynosi

Ap = 2pcosa.

Rrzut tej wartodci na kierunek padania
promieniowania wynosi

Apy = 2pcos’a.
Sila oddzialywania promieniowania na
kule jest réwna

I
e f 2—co2 adS, ,
C

¢ — oznacza predkodé fwiatla,

a dS) = 2nrdr jest powierzchnig
prostopadla do strumienia
S§wiatla. Podstawiajac r = Rsina,
dr = R cos ada obliczamy

=/2

< <

- 4nR? I
b e e I/cosaasinada = —xR?,

0
Dla ciala doskonale czarnego zachodzi
Ap = p (pochlanianie). Stad sila F.
dzialajaca na czarng kule jest réwna

F, = f f-dS_L 5 S,
{ 4 c

Jak widaé, na obie kule dzialaja
réwne sily. Zauwaimy, fe dla kraikéw
(zamiast kul) sily nie beda réwne.

Roswigsanie sadania F 8632. Jeieli
galaktyka jako calodé stanowi soczewke
grawitacyjna, mofemy zajaé sig tylko
jej brzegiem. Z réwnania ruchu dla

. mv? GMm
gwiazd - =

GM

wyznaczamy
r

4y?

r T
Poniewas ftga = r (rys., f oznacza
ogniskows), otrzymujemy

c?r
f = — = 3,6 mld lat dwietlnych.
4y3

— u’, skad otrzymujemy a = =
c

Lamanie symetrii

Jan KALINOWSKI

Symetrie w fizyce odgrywaja olbrsymia role. Z wlasnoéci niegmienniczoéci teorii
wigledem symetrii wynika bowiem, jak wykazala to Emma Noether, istnienie
praw sachowania. Prawa sachowania maja te przyjemna ceche, ge nawet bez
dokladnej znajomoéci dynamiki proceséw fisycsnych moiemy na ich podstawie
wiele powiedsie¢ o mogliwym zachowaniu ukladu fizycznego, w szczegolnodcl
mosemy wykluczyé niektére sdarzenia. Na przyklad: z niegmienniczodci
(symetrii) wsgledem przesunie¢ w przestrzeni wynika gachowanie pedu ukladu,
wiec stany o innej wartoéci pedu nii poczatkowa sa wyklucsone.

Warto moie usciéli¢ pojecie symetrii, gdy: niesrosumienie jej istoty bardzo
latwo mose doprowadsi¢ nas do blednych wnioskéw. Jako preyklad rozpatrzmy
ruch punktu w polu stalej sily. Wydawaloby sie, e przesuniecie w przestrzeni

7 — 7+ 7o bedsie transformacja symetrii takiego ukladu, gdy: réwnanie ruchu
Newtona F = ma nie smienia sie wigledem tego przeksstalcenia. Gdyby tak
rzecsywiscie bylo, to ped powinien byé sachowany. Ale przeciez ped nie jest
sachowany, gdy dsiala sewnetrzna sita. W twierdseniu Noether pojecie symetrii
swiagane jest 5 wielkoécia zwana dsialaniem: transformacja symetrii nie zmienia
dsialania. Dla punktu materialnego porussajacego si¢ w polu potencjalnym
dzialanie jest calka wzgledem czasu s régnicy energii kinetycznej i potencjalne;j.
Energia potencjalna zalesy od polosenia punktu materialnego, dzialanie wigc nie
jest niezmiennicze wigledem przesunieé. Sily zewnetrzne pochodza z reguly od
innych cial, tote# rozszerzenie roswasanego ukladu tak, aby objat on #rédia tych
sil, moze doprowadsi¢ do znalesienia prawa sachowania pedu calego ukladu.

Symetrie swiazane z przesunieciami i obrotami w przestrzeni orag przesunieciami
w czasie charakteryzuja wszystkie uklady odosobnione. W konkretnych
przypadkach uklad fizyczny moze mie¢ szerssa klase symetrii. Te dodatkowe
symetrie czesto nazywa si¢ dynamicsnymi w odréénieniu od wymienionych
powyiej, tzw. kinematycznych symetrii. Przykladu takiej dodatkowej symetrii
moie dostarcsyé ruch keplerowski w polu grawitacyjnym s potencjalem
Ve~-1/r. Z symetrii wzgledem obrotéw wynika sachowanie momentu pedu,

to znacsy ruch musi by¢ plaski. Gdy energia catkowita E jest ujemna, to cialo
porusza si¢ po elipsie. (Zwréémy uwage, ie symetria obrotowa potencjalu nie
wyklucza roswiazai nie majacych tej symetrii.) Naleiy sauwaiyé, ie ustawienie
elipsy nie ulega smianie w czasie. Nie jest to jui prawda dla potencjaléw
smieniajacych sie inacsej nié 1/r (s wyjatkiem jedynie potencjatu V' ~ r?). Ruch
keplerowski charakteryzuje sie wiec dodatkowa symetria dynamiczna. Mozna
wykazaé (patrs np. Mechanika klasyczna G. Bialkowskiego), se gdy zdefiniujemy
odpowiednio dodatkowa czwarta skladowa polozenia i pedu, ruch keplerowski
bedzie mial symetri¢ wzgledem obrotéw w csterech wymiarach. Warto dodaé,

ie dodatkowa, dynamiczna symetria wystepuje jedynie dla energii ujemnych.
Dla ruchéw po hiperbolach (E > 0) symetria ta nie wystepuje. Widac wiec,

ie typ symetrii salegy nie tylko od postaci sil, ale tez od innych czynnikéw.

Do tej pory méwiliémy o symetriach prsestrseni pologeft (lub jej rozszerzeniach
w prazypadku symetrii dynamicsnych). W fisyce bardso czesto wprowadsa sie
pojecie symetrii wewnetrznych. Pod tym pojeciem kryja sie symetrie w supelnie
abstrakcyjnych prsestrseniach parametréw. Na prsyklad: do opisu sil jadrowych
protonu i neutronu wprowadsa sie isospin, pod wsgledem formalnym podobny
do momentu pedu. Isospin jest wielkodcia wektorowa ,iyjaca” w abstrakcyjnej
tréjwymiarowe]j praestrseni isospinowej. Proton i neutron opisywane sa

jako stany jednej csastki elementarnej, swanej nukleonem, o isospinie 1/2.

W mechanice kwantowej skladowe wektora isospinu (i momentu pedu)
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Roswigsanie sadania M 678.
Dokonamy obrotu krzywej o jedna
ésma, czesé kata pelnego, czyli o m/4:

z=Xcos£—Ysin£=x_Y
4 4

vz '
y=Xsin£+Ycou£=ﬁ.
4 4 V2

Rdéwnanie krzywej moina zapisaé

(12 x y:]z 3 kzy(za == yﬂ) = 412!’1 =0.
Wdwczas latwo zauwaiyé, fe powyisze
przeksztalcenie zachowuje te krzywa,
a zatem krzywa po obrocie o kat w/4
nie z2mienia sie. Stad wynika,

ze czefci, na kidre krzywa dzieli

okrag % 4 y® = 1 zachowujg sie przy
dzialaniu obrotu o 7 /4, a wiec 83
réwne. Sprawdfmy jeszcze tylko, ile
jest punktéw przeciecia; wstawmy

w tym celu do réwnania krzywej

x =cosa, ¥y = s8in a. Dostaniemy po
przeksztalceniach réwnanie

4cosda+ keinda =0,

ktére ma dokladnie 8 rozwiazan

w przedsiale [0,2n). Oznacza to,

e krzywa dzieli okrag na 8 réwnych
cnefei.

Roswigsanie sadania M 674.
»Opiszmy” na czworodcianie szedcian
— w ten sposéb, by kaizda krawed£
czworodcianu pokrywala si¢ 2 przekatna
jednej ze 4cian szedcianu. Prosate
laczace drodki skodnych krawedszi
czworodcianu beda wtedy po prostu
osiami symetrii szedcianu, a te,
oczywifcie, przecinaja si¢ pod katem
prostym.

Roswiasanie sadania M 676.
Dodajac stronami wazystkie réwnania
ukladu, a nastepnie dzielac otrzymane
réwnanie przez 4, dostaniemy

z+yt+tztt+e=23.

Teraz wystarczy po prostu odejmowad
od tego réwnania po kolei wszystkie
réwnania ukladu, by otrzymad
rozwiazanie: s = —4, z =4, y = 2,
=1, 1 =0

sa skwantowane i dla izospinu 1/2 moga przyjmowaé jedynie wartodci +1/2.
Proton to nukleon s rzutem izospinu na dowolny kierunek +1/2, neutron

to nukleon % rzutem izospinu —1/2. Stwierdzenie, e oddzialywania silne sa
niezmiennicze wzgledem obrotéw w przestrzeni izospinowej prowadzi do zasady
zachowania izospinu w reakcjach jadrowych (tak jak niezmienniczoéé wzgledem
obrotéw w swyklej przestrzeni konfiguracyjnej prowadzi do zasady zachowania
momentu pedu). Stad mozna wyprowadszié wiele zwiazkéw miedzy réinymi
procesami z protonami i neutronami. ' ‘

Przegladajac tytuly artykuléw lub ksiazek naunkowych bardzo latwo natrafié
mozna na slowo symetria w tytule. Ale czesto idzie ono w parze ze slowem
zlamana. Zlamana symetria oznacza, e jej nie ma. Po co wiec méwié

o symetriach, ktérych nie ma? Najpierw autorzy wprowadzaja pewne symetrie
do teorii, a nastepnie czynia wiele wysitku, aby ich nie bylo.

Scisla symetria teorii implikuje écista zasade gachowania. W przyrodzie
wystepuja rézne procesy i oddzialywania. W niektérych pewne wielkodci
fizyczne sa zachowane, w innych nie. Na przyklad, izospin jest zachowany

w oddzialywaniach silnych, a nie jest zachowany w oddzialywaniach
elektromagnetycznych i slabych. Izospin nie jest wiec sachowany i nie

ma symetrii izospinowej. Ale w poréwnaniu s oddsialywaniami silnymi
oddszialywania nie sachowujace izospinu daja niewielka poprawke do sily
oddzialywar jadrowych. Taka sytuacja, gdy mosemy wyragnie odréinié
oddsialywanie decydujace o praebiegu jakich$ proceséw fisycznych, i ktére
wykazuje pewne symetrie, od innych, dajacych niewielkie poprawki i nie
majacych tych symetrii, jest dosy¢ typowa w fizyce, chemii, biologii. Pozwala to
konstruowaé modele teoretyczne wychodzac najpierw gz teorii ze icisla symetria,
aby opisad oddzialywanie dominujace. Nastepnie dodaje si¢ do teorii czlony
lamiace symetrie w celu uwzglednienia innych oddzialywari. Wspdlczynniki
przy tych czlonach daja nam mogliwoéé ,kontrolowania, jak bardzo symetria jest
zlamana”.

Famanie symetrii przez dopisanie do teorii czlonéw jawnie naruszajacych
niezmienniczoéé nosi nagwe dynamicznego lamania symetrii. Jest jeszcze inny
sposdb lamania symetrii swany spontanicsnym. W sasadsie powinno si¢ racszej
uzywad terminu ,symetria ukryta” zamiast ,symetria spontanicznie zlamana”.
Przykladu takiego lamania symetrii dostarcza teoria ferromagnetyzmu.
Ferromagnetyk mozna wyobrazaé sobie jako sbiér oddzialujacych dipoli
magnetycznych. Oddzialywania magnetyczne dipoli daza do ustawienia ich
réwnolegle. Zaleia wiec od ich wsajemnego ustawienia, ale nie wyrééniaja
zadnego beswszglednego kierunku w przestrzeni. Sa symetryczne wzgledem
obrotéw w swyklej prrestrseni konfiguracyjnej. Powyiej pewnej temperatury,
gswane]j temperatura, Curie (T.), energia kinetyczna dipoli jest na tyle duza,

ge nie poswala na ich wsajemna korelacje. Stan ferromagnetyka wykasuje wiec
tes symetrie obrotowa. Jeseli temperatura spadnie ponigej T;, to oddzialywania
dipoli 's3 jus na tyle silne, fe porsadkuja ustawienie dipoli i ferromagnetyk ma
pewne namagnesowanie wyrézniajace jakif kierunek w przestrzeni. Powyzej

. T, wssystkie kierunki byly takie same, aden nie byl wyrésniony, ponizej T,

ferromagnetyk ,spontanicznie” wybiera jakif kierunek magnetyzacji. Zwréémy
uwage na to, e oddsialywanie dipoli nie ulega smianie, dalej ma symetrie
obrotowa. W tym sensie teoria nadal jest symetryczna. To stan ferromagnetyka
nie wykaszuje symetrii. Mala istota Zyjaca wéréd dipoli mialaby wielkie klopoty
e stwierdzeniem symetrii obrotowej oddsialywaii dipoli widzac, se wazystkie
dipole wskasuja ten sam kierunek w prsestrzeni. Dlatego byloby lepiej méwié

o ukrytej symetrii ni% o spontanicsnie zlamanej.

Powyisze preyklady lamania symetrii wygladaja na bardso proste. Idea lamania
symetrii poswala na opis sserokiej klasy zjawisk s symetriami przyblizonymi.
Cala sstuka polega jednak na nieswyklym wycsuciu, co i kiedy jest sachowane

i jakie cslony nalesy dopisa¢ do budowanej teorii, aby poprawnie opisaé symetrie
preyblizone.
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Mala delld

Lustro

Lustrom przez wieki przypisywano diabelskie cechy. Gdy mnich
Savonarola zdobyl wladze w Republice Florenckiej, niszczono je
publicznie. Réwniei publicznie Savonarole powieszono i spalono

w roku 1498, a lustra nie przestaja nas dziwié do dzis. Jak to si¢ dzieje,
ze ten w lustrze to taki sam jak ty, tyle Ze twoja reka prawa jest jego
lewa, a lewa prawa. Przekonaj si¢ o tym podajac mu dlof. Jesli jednak
lewa strona zostala zamieniona z prawa, to dlaczego géra nie zostala
zamieniona z dolem i w lustrze stoimy na nogach, a nie na glowie?

No wladnie, dlaczego?

' Rysunek ilustruje dzialanie lustra.

hh

Widzimy, ze strzalki, ktére sg réwnolegle do plaszczyzny lustra, nie
zmieniajg swej orientacji, gdy sa widziane w lustrze. To wlaénie sprawia,
ze nasze lustrzane odbicie stoi, jak my, na nogach, a nie na glowie.
Dlaczego w takim razie lewa strona zostala zamieniona z prawa?



W istocie strony réwniez nie zostaly zamienione, lecz raczej w pewien
szczegdlny sposéb zostaliémy odwréceni tylem do przodu, lustrzanie
odbici wlasnie. Nasze odbicie stoi twarza do nas. Jak widzimy na
rysunku, strzaltki prostopadle do plaszczyzny lustra zmieniaja orientacje.
To wlagnie sprawia, zZe rece sie zamieniaja,.

Okreélenie lewej i prawej strony ma jedynie sens wtedy, gdy ustalony
zostal kierunek ,,w przéd” lub kierunek ,w tyF’. Czesto slyszana
informacja typu: kino jest po prawej stronie ulicy, jest bezuzyteczna,
jesli nie wiemy, jak jest zorientowany nasz informator. W przypadku
czlowieka jego ,przéd” i ,tyl” jest jasno wyrdzniony, a zatem wiemy,
ktéra reka jest lewa, a ktéra prawa. Dla tych, ktérym to si¢ myli,
wyjasniam: jesli stoimy przodem ku péinocy, prawe ramie wskazuje
wschdd, a lewe zachdd.

Wréémy do lustra. Nasze odbicie jest odwrotnie niz my zorientowane,
wiec nasza reka prawa jest jego lewa i odwrotnie. To wszystko. Pozostaje
tylko do wyjasnienia, czy ten w lustrze to ty, czy nie ty.

Jak juz wyjasniliSmy, reka lewa zamienia si¢ w lustrze w prawa. Jak
istotna to zmiana latwo sig¢ przekonaé nakladajac lews rekawiczke na
prawa dlor. Zebyémy nie wiem jak sie starali, odwrotnie zalozone
rekawiczki ¢zy buty nie beda pasowaly. I tak tez jest z lustrzanym
odbiciem, niby podobne, a jednak istotnie inne.

Zamiana lewego na prawy okazuje sie duzo powazniejsza, niz na
pierwszy rzut oka mogloby sie wydawad i nie ogranicza si¢ do klopotéw
z rekawiczkami czy butami. Oto przyklad. Istnieja dwa typy molekul
cukru nazywane lewymi i prawymi. Przy lustrzanym odbiciu jedna
przechodzi w druga. Jesli sztucznie syntetyzowad cukier, to w rezultacie
otrzymujemy réwna, liczbe lewych i prawych molekul. Natomiast

w otaczajacej nas przyrodzie wystepuje, z powodéw niewiadomych,
wylacznie cukier prawy. Jesli daé bakteriom cukier syntetyczny, to po
pewnym czasie prawy zostanie zjedzony, a lewy pozostanie nietkniety.
Skad ta niecheé¢? Okazuje sie, ze przyroda wybrala ,prawosé” (nie mylié
z prawicowoscia). Skomplikowane molekuly bialek, kwasy nukleinowe
tworza prawoskretne spirale. Lewoskretna nakretka nie pasuje do
prawoskretnej éruby, tak i ,prawa” bakteria nie rozklada ,lewego” cukru.

Wazystko, co napisalem, pokazuje, ze §wiat odbity w lustrze jest istotnie
rézny od naszego. Tutaj nie ma watpliwodci. Zachodzi natomiast pytanie,
czy procesy w §wiecie bedacym odbiciem naszego przebiegalyby tak

samo jak w naszym? Czy np. zegary, z ktérych jeden jest dokladna,
lustrzana kopia drugiego, chodzilyby z taka sama predkoscia? Problem
to nader skomplikowany i nie bede udawal, ze tak nie jest. Przez wieki
sadzono, ze jesli A’ jest odbiciem A, to wszelkie r6znice miedzy nimi
sprowadzaja si¢ do zamiany lewego na prawy i odwrotnie. Okazalo sie
jednak, ze tam, gdzie dzialaja specyficzne sily zwane stabymi, dzialajace
jedynie w mikroswiecie, procesy bedace lustrzanymi odbiciami moga
zachodzié réznie. Odpowiedz dotyczaca zegara jest wiec niejednoznaczna.
Jesli mechanizm zegara wykorzystuje oddzialywania grawitacyjne lub
elektromagnetyczne, to zegar i jego lustrzana kopia beda, chodzi¢ zgodnie.
Jedli natomiast dzialaja tam oddzialywania slabe, to moga chodzié réznie.
Podobnie jest ze swiatami.

Na koniec pytanie. Ktére ucho obcial sobie Van Gogh? Autoportretom
radze nie wierzyé, bo sa zwykle malowane z lustrzanego odbicia.

Malg Delte przygotowal Stanislaw MROWCZYNSKI



Symetryczne twierdzenia
Zdzistaw POGODA

Czy w dziesieciu rzedach mozna tak posadzié
dziesigé drzew, seby w kaidym rzedszie byly
dokladnie trzy drzewa? Oczywiscie, jesli wyobrazimy
sobie rzedy jako réwnolegle grzadki, to bedzie

klopot z takim rozsadzeniem drzewek. Lecz gdy
zrezygnujemy z réwnoleglodci rzedéw (zachowujac
ich prostoliniowoéé), wtedy zadanie da si¢

rozwiazaé; otrsymujemy pewna, konfiguracje rzedéw
i drzew (rys. 1). \i

Rys. 1

A co by bylo, gdyby w tresci zadania zamienié slowa
,rzedy” i, drzewa” miejscami, naturalnie tak, zeby
calodé miala sens? Brzmialoby to mniej wiecej tak: jak
przez dziesieé drzew poprowadzié¢ dziesieé rzedéw, aby
kazde drzewo znalazlo si¢ w dokladnie trzech rzedach?

Zauwazmy, ze zaproponowana konfiguracja jest

takze i w tym przypadku dobra. Odznacza si¢ ona
swoista symetria ze wzgledu na rzedy i drzewa.
Tlumaczac otrzymany uklad na jezyk prostych (rzedy)
i punktéw (drzewa) dostaniemy konfiguracje nazywana
czasem konfiguracja Desarguesa. Jest ona graficzna
ilustracja pewnego wasnego twierdzenia, znanego jako
twierdzenie Desarguesa.

Twierdzenie to mozna sformulowaé w nastepujacy
sposéb: :

Jedli proste przechodzqce przez odpowiednie wierzcholk:
tréjkatéw ABC 1 A'B'C' przecinajq sie w jednym
punkcie (S), to proste bedace przedluzeniami
odpowtednich bokdw tych tréjkatdw przecinajq sie

w punktach lezacych na jednes prostes (s) (rys. 2).

Mote sie zdarzyé, se jakas para prostych nie
przetnie si¢; dla prostych réwnoleglych uméwimy
sie, Ze przecinaja sie¢ w nieskoriczonodci. Przy takiej
umowie twierdzenie zachowa swdj sens réwnies

1 w szczegblnych przypadkach.
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Rys. 2

Co sie stanie, gdy wykonamy podobny eksperyment
jak w przypadku drzew i rzedéw i zamienimy w
twierdzeniu miejscami slowa ,,punkty” i ,proste”?
W szczegblnodci stwierdzenie ,trey proste przecinaja
sie w jednym punkcie” zostanie zastapione przez
zwrot ,trzy punkty leza na jednej prostej” i ogélniej
»prosta przechodzi przez punkt” nalezy wymieni¢ na
,punkt lezy na prostej”. Ostateczny wynik jest taki,
3e zaloienia zamienia sie miejscami z teza. Powstanie
jakby lustrzane odbicie twierdzenia Desarguesa.

I to twierdzenie jest réwniez prawdziwe; nazwano je
odwrotnym twierdzeniem Desarguesa.

Punkt S z twierdzenia nazywa sie frodkiem
perspektywy tréjkatéw ABC i A'B'C’, a prosta s
osia perspektywy tychze tréjkatéw. Mozemy sie tei
uméwié, ze tréjkat to trzy niewspdlliniowe punkty
i trzy laczace je proste.

Prazygladajac sie¢ tym okresleniom zauwasymy, e przy
zamianie punkty++proste definicja frodka perspektywy
przejdzie w definicje osi i odwrotnie, natomiast
poprzednio ,spreparowana” definicja tréjkata jest
nieczula na takie zmiany.

Twierdzenie Desarguesa mozemy teraz sformutowaé
elegancko: )
Duwa tréjkaty majq Srodek perspektywy wiedy 1 tylko
wtedy, gdy majq oS perspektywy.

Otrzymali§my twierdzenie odznaczajace sie ciekawa
symetria — zamieniajac miejscami slowa ,,punkty”

i ,proste” (oraz odpowiednie zwroty) uzyskalismy to
samo twierdzenie, tyle ze lewa strona réwnowasinoéci
przejdzie na prawga i odwrotnie.

To doéé niezwykle zjawisko charakterystyczne jest dla
pewnego dzialu geometrii zwanego geometria rzutowa.




Twierdzenia z geometrii rzutowej charakteryzuja sie
tym, ze konfiguracje, ktére je opisuja, nie zmieniaja
sie przy rzutowaniu z plaszczyzny na plaszcryzne.

Tak wladnie zachowuje sie konfiguracja Desarguesa:
gdy zrzutujemy ja na inna plaszczyzne, to nietrudno
zgauwazyé, 7e powstanie tam analogiczna konfiguracja.
Ale inna cecha tej teoril jest jej swoista symetria ze
wizgledu na zamiane stéw ,prosta” i ,,punkt”. Nie
znaczy to, ze kazde twierdzenie ma te wlasnodé co
twierdzenie Desarguesa; zmiana powoduje, iZ moze
powstaé zupelmie nowe, nieoczekiwane zdanie,

ktére jest réwnies twierdzeniem geometrii rzutowej.
Podobnie rzecz sie ma z definicjami; z definicji
jakiego$ obiektu otrzymujemy definicje na ogél innego
obiektu czy tez pojecia geometrii rzutowej. Zauwazmy,
e obiektem ,symetrycznym” do prostej traktowanej
jako zbiér punktéw bedzie pek prostych wyznaczonych
przez ustalony punkt.

Opisane zjawisko nazwano zasada dualnosci. Dodaje
ona geometrii rzutowej osobliwego uroku.

Tlustracja moze by¢ wersja twierdzenia Desarguesa dla
trzech tréjkatéw:

Jedli odpowiednie wierzcholks trzech tréjkatéw leZq na
trzech prostych przecinajacych ste w jednym punkete,
to trzy oste perspektywy powstale dla kazdej pary
tréjkatéw przecinajg sie w jednym punkcie (rys. 3a).

Rys. 3a

Tu ,lustrzane odbicie” rézni sie od oryginalu:

Jedli odpowiednie boki trzech tréjkatdw przecinajg sie
po trzy w irzech réznych wspdlliniowych punktach,

to trzy Srodki perspektywy powstele dia kazdes pary
trégkatow lezq na jednej prostes (rys. 3b).
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Dowody obu fakiéw sa prostym zastosowaniem
twierdzenia Desarguesa.

Wréémy jeszcze na chwile do konfiguracji Desarguesa.
Ma ona jeszcze jedna niezwykla ceche. Role frodka
perspektywy mose gra¢ dowolny punkt z konfiguracji
wskazany przes nas. Potrafimy wtedy wyrégnié
odpowiednie tréjkaty i of perspektywy (rys. 4).

Rys. 4

Podobnie dowolna prosta z konfiguracji moze graé
role osi perspektywy. Czy analogicznie zachowuja
sie konfiguracje z pozostalych przedstawionych tu
twierdzei?

Na koniec jeszcze jedna konfiguracja zwana tes
konfiguracja Pappusa (rys. 5):

Rys. 5

Csytelnik zechce sam sformulowaé odpowiednie
twierdzenie oras twierdsenie dualne (czyli
»gymetryczne® do danego ze wzgledu na zamiane
prosta—punkt). Tu takse istnieje wersja w jesyku
drzew i rzedéw. Jaka?




Klub 44

V=44

Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen roawigzan
zadad 147 (WT=1,60) i 148 (W T=4,00)
7 numeru 10/1992

Przemystaw Gworys— Czastochowa 39,41
Tomasz Wietecha - Tarndéw 38,92,

i] I@@
LT ] ¢

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skrot regulaminu

Kaidy moze nadasylaé rozwiazania zadad » numeru n w terminie do kofica miesizca

n + 3. Szkice rozwiazan zamieszcramy w numerze n + 4. Mo#na nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robié

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadad z matematyki i z fizyki naleiy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
przes wspblczynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punkiéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym crasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1993,

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadati = fizyki 2 numeru 3/1993

Przypominamy tredé zadan:

165. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 wsezystkie woltomierze 83 jednakowe.

Ile wskazuja Vs i Vi, jedliV, =12V, a Ve =2 V?

158, Cialo o masie M porusza si¢ swobodnie z predkodcia vg w kierunku nieruchomej fciany.
Gdy znajduje si¢ w odleglodci d od niej, nastepuje zderzenie £ poczatkowo nieruchoma kulks,

o pomijalnych rozmiarach i masie m znacznie mniejszej od M. Zakladamy, e dalszy ruch kulki

zachodszi wzdluz tej samej prostej, co ruch ciala, a jej zderzenia z cialem i dciang sa doskonale
spreiyste. Obliczyé w przyblifeniu (dla m <€ M) minimalna odleglodé zblizenia ciala do dciany.

155. Nie wymaga komentarza réwnanie Vs + ¥4 = V3. Drugie réwnanie wynika stad,
ze woltomierze s3 jednakowe — zatem napiecia sa proporcjonalne do pradéw i spelniajg
I prawo Kirchhoffa zastosowane do wesgla miedzy woltomiergami:

Vo+Va=V,.
Jedli woltomierze sg elektrostatycene, tzn. majg nieskoriczony opér wewnetrezny, wéwcszas to

samo réwnanie otreymujemy # zasady gachowania ladunku zakladajac jednakowsa pojemnodé
woltomierzy. Rozwiazaniem jest

1 1
V3=~2‘(V1—Vg]=5v, V4=-2-(V1+V2)=7V.

158. Poniewaé M » m, wigc mogemy podzielié ruch ciala i kulki na dwa czedciowo
nakiadajace sig etapy: 1) cialo porusza si¢ w przyblifeniu jednostajnie, kulka podczas
kolejnych zderzeri nabiera predkodci, 2) predkodé kulki jest znaceznie wigksza od predkodci
ciala, ceyli kulka sachowuje si¢ jak gaz prey spregeniu adiabatycznym. Zajmijmy si¢ najpierw
wyprowadzeniem zaleinodci miedzy predkodeia v kulki a odleglodeia z ciala (,thoka” ) od dcianki
w preyblideniu okreslonym przez warunek 2), tzn. gdy predkodé vy kulki jest znacenie wigksza
od predkodei v, ciala. Podczas kagdego uderzenia o cialo kulka swieksza swoja predkodé o 2v,
{(znéw prey zaloieniu M » m), a czas migdzy uderzeniami wynosi 2z/vy. Zatem gdy cialo

. . . dz 2 d . .
przesunie si¢ o maly odcinek dz w czasie dz/v,, nastapi £ c 22 2”" uderzgeri i catkowity
UPT TV

dzug

dzyg

preyrost predkodei kulki wyniesie dug = 20, = . W powygszych rachunkach

pominelidmy znaki — w rzeczywistodci z:rmiejcszeniu si¢ z towarzyszy wezrost vg, wigc nalesy
w tej réwnodci dopisa¢ minus i calkujac otrsymujemy szukang zaleinodé
vrz = const.
Wartodé stalej znajdziemy rozpatrujac etap 1). Jedli cialo porusza sig¢ jednostajnie
z predkodeia v, to kulka po pierwszym zderzeniu ugyska predkoédé 2vg, po drugim 4vg,
po trzecim 6y itd. Odleglodci ciala od éciany najprodeiej jest wyliczy¢ dla momentéw,
gdy kulka odbija si¢ od dciany (mogZna uznad, ie sa to z grubsza érodki przedzialéw czasu,
dla ktérych kulka ma odpowiednia predkodé). Nietrudno wyliczyé (szczegdly obliczerd
pomijamy), ze prey pierwseym odbiciu kulki od éciany cialo jest w odleglodei d/2, przy drugim
~ w odleglodci d/4, prey treecim — d/6 itd. Zatern stala jest réwna vgd, ceyli
Uz = vgd.
Aby znale#é¢ minimalna odlegloéé zblifenia ciala do écianki, podstawmy to réwnanie do zasady
gachowania energii

Mv? + mo} = Mvd.

Otrzymujemy 4\ 2
Mvi4m (Eq—-) = Muvl.
z
Kladac ve = 0 (cialo sig zatrzymuje) dostajemy rozwiaganie z = dy / % Sciste rachunki

numeryczne wykazuja, e wynik ten jest nieco zawygony, ale jug dla = 10 blad nie

ERES

M
przekracea 5%, natomiast dla — = 50 blad spada ponigej 1%.
m
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Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwszglednieniu ocen rozwiagzan
zadan 247 (WT=2,45) i 248 (WT=1,52)
z numeru 10/1992

Przemystaw Gadzifski- $roda $1. 45,97
Tomasz Wietecha — Tarnéw 38,89
Miroslaw Matlega - Skoczdw | 38,76
Jerzy Janowicz — Bolestawiec 37,80

Leszsek Gasifdski -~ Stalowa Wola 37,04

Przypominamy-tredé zadan:

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadani z matematyki s numeru 3/1993

267. Czworodcian o krawedziach dlugodci a, b, ¢, d, e, f jest wpisany w sfere o érodku O
i promieniu R. Niech O' bedzie §rodkiem sfery prrzechodzacej przez drodki cieskodci czterech
fcian czworodcianu. Obliczyé odleglodé punktu O' od punktu O.

»

3258. Udowodnié, #e dla kaidej liczby naturainej n > 2 oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych

Pan Przemek Gadzifski zalicza druga
runde.

a>1l, xq,..

gdzie s = x; + ...
257. Oznaczmy przez A, A;, Az, Ay wierzchotki
czworodcianu, przez S; — srodek cigzkodei $ciany nie zawierajacej

wierzchotka A;, i weZmy pod uwage wektory

—_— 1
Vi=0A4; (i=1,2,3,4) oraz W = EZ‘T:

=1
— ; 1
Woéwezas 05, = g(‘v‘g +vit+vi)=W - 5\7{, i ogélnie
1
0S:=W—-vldlai=1,234.

Punkt @ wyznaczony przez réwnosé¢ OQ = W spelnia zwiazek
J—— fm— — 1. ) R .
QS; =08;—0Q = 5% dlat=1,2,3,4. Kazdy z wektordw

1
v; ma dhigosé R. Wobec tego |Q@5:|=-Rdlai=1,2,3,4,

co oznacea, fe punkt @, jako jednakowo odlegly od punktéw S;,
pokrywa sig & O'.

258. Funkcja ¢(z) = z/(s — z) jest rosnaca w przedeiale (0;s). Zatem funkeja f(z) =

+ Zn.

., T > 0 zachodzi nieréwnodé

n

Z(s?zi)qz e

=]

Tak wige szukana odleglosé réwna si¢ |00!| = |0Q| = |W|.

Obliczamy:
swmﬁz §]ﬂ%z§:nv}
1<i<y<4
=4R*+ > (WMP+IR - -¥) =
1<i<j<4
=4R?+ Y 2RP- Y - =
1<i<j<4a 1<i<j<a

=16R2—(a2+b2+c2+d2+62+f2).
Stad

00| = |W| = %\/16R2— (a2 + 2 + c2 + d2 + €2 + f2).

(¢(z)}“ jest w tym przedsziale wypukla, bo j jei.

pochodna f!(z) = sa(s — z) 72¢(z)* ! jest funkcja rosnaca. Stosujac do funkeji f nieréwnodé Jensena otrzymujemy

=1

Odcinek dla poczty

wp}acaj:;c,‘

Wp}acajqcy

Zf(m.-)znf %gz.— —nf() n(¢(2)) =

stownie ztotych

R

Doktadny
adres

- reasssan AMOS
“.01 506 Warszawa
) ul Szenwalda 1

o AMOS
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=
o
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ul Szenwalda 1

r-k ...
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_ ﬁ Zadania

Redaguje Pawel STRZELECKI

M 673. Udowodnié, ze dla dowolnego parametru k € R krzywa o réwnaniu
2! + kz’y — 62%y? —kzy® +y* =0

dzieli okrag z® + y® = 1 na osiem réwnych czeéci.

Rozwiazanie na str. 7

M 874. Udowodnié, ze proste taczace drodki skoénych krawedsi caworodcianu
foremnego przecinaja sie pod katem prostym.
Rozwiazanie na str. 7

M 875. Rozwiazaé (najlepiej w pamieci!) uklad réwnad
z+y+z+t=7
Yt+z+t+as=-1
z+i+s4+z=1
t+s+z+y=2
st+z+y+2=3
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Jarostaw KULPA

F 361. W réwnoleglym strumieniu wiatla umieszczamy kule o danym promieniu.
Kiedy dziala na: nia wieksza sila: cazy gdy jest doskonale czarna, czy tei gdy idealnie
odbija promieniowanie?

Rozwiazanie na str. 6

F 362. Pewna galakiyka stanowi soczewke grawitacyjna, co oznacza, ie promienie
éwiatla po przejéciu przez nia zostaja skupione. Predkodci gwiazd w zewnegtrznych
partiach tej galaktyki wynosza 250 km/s, tyle samo, co predkodé Slofica w ruchu wokél
jadra naszej Galaktyki. Promieri galaktyki jest czterokrotnie mniejszy od promienia
Drogi Mlecznej i wynosi r = 100000 lat éwietlnych. Obliczyé ogniskows tej galaktyki
wiedzac, ie kat ugiecia promieni bedzie opisywany takim samym wzorem, jak ugiecie

promieni w poblizu gwiazd, mianowicie a = %, gdzie M jest masa galaktyki.
Rozwiazanie na str. 6

Prenumerata ,,Delty” Prenumerata ,,Delty” Prenumerata ,,Delty”
za okres: Za okres: Za okres:
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Zywa symetria

Regularnoéci budowy roélin i zwierzat wynikaja przewaznie
z bardzo prostych, mechanicznych prawidtowodci
wazelkiego wzrostu. Stad biora sie ksztalty tak lidci,

jak muszelek limakéw. Sa jednak prawidlowodci, kidre
pochodzz z przypadku— po prostu jakié organizm ,na

to wpad!®, a Ze udalo mu sie przeiyé i, co wiecej, licznie
sie rozmnozyé, wiec jego innowacja zaczela byé coraz
szerzej obecna w éwiecie Zywych stworzed. Bo Zycie jest
bardzo bezwzgledne - wiele wskazuje na to, Ze zyjace

dzisiaj organizmy wywodza sie od niewielu, bardzo niewielu

przodkéw, Ze wymieranie gatunkéw i rodzajéw jest
zjawiskiem najbardziej typowym spoéréd towarzyszacych
Zyciu.

Chcialem zwrécié uwage na takie przypadkowe, a bardzo
rozpowszechnione prawidlowoéci. O tym, Ze sa, one
przypadkowe, wnioskuje stad, Ze choé sa znane od wiekéw,
jakod nie udaje sie wykryé itotﬁej ich przewagi nad
innymi rozwigzaniami. Chodzi mianowicie o przewaiajaca
w éwiecie wyzZazych roélin symetrie tréj- i pieciokatna oraz
przewazajaca w Swiecie wyzszych zwierzat symetrie dwu-
i piecioboczna,.

Symetria w budowie stworzed Zywych ma zapewne swe
prairédlo w trosce o niezawodnodé organizmu. Zaczelo sig
od konstrukcji typu toczek, gdzie trudno sie zorientowad
czy to jedno stworzenie, czy tez kolonia, potem byly
bardzo wielopromienne okrzemki wéréd roélin, a otwornice
i promienice wéréd zwierzat — ich szkieleciki sa tak
podobne, Ze niefachowiec nie odréini, co naleiy do fauny,
a co do flory. Potem, wraz ze wzrostem niezawodnodci

i ceny poszczegdlnych urzadzen zaczeto oszczedzaé na ich
dublowaniu si¢ w jednym organizmie. U zwierzat skoidczylo
sie albo na liczbie 2, albo na liczbie 5. Te ostatnia
preferujg szkarhipnie, spodréd ktérych najbardziej znane -
83 rozgwiazdy i inne fruiti di mare. U nich kazda z pieciu
czedci jest na tyle wieloczynnodciowa, Ze zdarzaly sie
przypadki, gdy z jednego ramienia odtwarzalo sie cale
zwierze.

Dwubocznoédci nie towarzyszy juz tak pele dublowanie
poszczegdlnych organéw. Mamy dwoje oczu, uszu, dwie
rece, nogi, nerki, ale tylko jedno serce czy watrobe.

W jednym nosie mamy jednak dwie dziurki itd.

Zdarza sie, Ze zwierzeta nie wiedza, co czynié z niektérymi
podwéjnymi organami ~ np. prawie wazystkie weie maja
(panowie) dwa czlonki lub (panie) dwie pochwy. Usywaja
ich czasem na przemian, ale nie zdybano jeszcze tych dzieci
szatana na uzywaniu obu jednoczeénie. Dwubocznoéé
wystepuje bardzo czesto i nie zawsze tak samo — malie
maja dwie muszle i (bardzo do nich podobne z wygladu)
ramienionogi tez; jednak pierwsze z nich maja je po
bokach, a drugie z dohu i z géry.

To rodlina — dwulifcienny woskowiec.
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dwuliscienne jednoliscienne

liscienie

WAL

unerwione
rownolegle

unerwione
siatkowo

utozone wiazki
kencentrycznie naczyniowo- rozrzucone
sitowe

pleciopromienny typy kwiatow tréjpromienny

komory nasienne

i ewaE tréjdzielny

pigciodzieina

Réinice symetrii wystepujacych u rodlin dwu- i jednoliéciennych
(wg Weisza Zarys biologis).

Piecio- 1 tréjpromienna symetria kwiatéw

wyraZnie wyréznia dwie wielkie rodziny roslin

(tzw. okrytonasiennych), co widaé na przedstawionym
schemacie. Do tych lewych naleiy wiekszodé spodréd

tego, co spotykamy: lidciaste drzewa i krzewy, ale tez
salata, mlecz, dynia, ziemniaki, groch. Nie lekcewazytbym
jednak i prawych - to trawy (w tym zboza), ale tei trzcina
cukrowa, banany, daktyle, kokosy, ananasy — palce lizaé.

Wéréd roslin dwulidciennych zdarzaja sie nie tylko
pigeciopromienne kwiaty, lecz takze czteropromienne
(np. wawrzynek wilczelyko, derefi). Oczywidcie, kazda
liczba platkéw mozZe by¢ wielokrotnie podwajana. Ale
liczba platkéw np. stokrotki bedzie sig dzielila przez trzy
tylko wtedy, gdy ktod czeéé z nich wyrwie. Przyjemnym
wyjatkiem w tym schematyzmie jest siddmaczek — jedyny
kwiat o siedmiu platkach: jest niewysoki (jak krzaczek
poziomki), kwitnie biato i jest doéé pospolity; znale#é go
moina praktycznie przez cala wiosne i lato w liciastych
lasach i zagajnikach (jest odszczepieficem dwulidciennych).
MK.

To zwierzg — bliski krewniak kregowecéw, rozgwiazda pospolita.
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Ponownie o lancuchach

Wlasnosé posiadana przez pewne pary elementéw
danego zbioru nasywamy relacja w tym sbiorze.

Zbiér X nagywamy ,,czefciowo uporzadkowanym przez
-l'ela»cje it ”r j&éli. ‘

1) a < a dla wszystkich a € X,

2) z tego, e a < bib < c wynika, e a < ¢,
3)jedlia<bib<a,toa=Hh.

Dla pewnych a, b moie sie. zdarzyé, ze ani a <,

ani b < a. Podzbidr £ zbioru X speliajacy wlasnosé:
niedli a,b € £, t0 a < b lub b < a” (kasde dwa
elementy £ sa poréwnywalne) nazywamy laficuchem.
Z kolei antylaicuch to taki podzbiér A zbioru X , Be:
wdlaa,b€ A, jedlia<blubb<a,toa=5 (kazde
dwa réine elementy sa nieporéwnywalne).

W EPSILONIE nr 9/1992 zaproponowalem
Czytelnikom zadanie:

Zbisr P(N) wszystkich podzbiordw zbioru liczb
naturalnych N jest czedciowo uporzqdkowany przez
relacje zawierania. Czy isinieje w P(N) laricuch
nieprzeliczalny?

(Zbiér jest przeliczalny, gdy jego elementy moina
ustawi¢ w ciag — np. zbiér licsb wymiernych jest
przeliczalny, a zbiér liczb raeczywistych nie).

Oto rozwiazanie.

Liczby naturalne ,,ustawmy” na liczbach

wymiernych (niech f bedszie bijekcja N na Q).

Dla liczby rzeczywistej a okreslmy zbisr

Ky ={n € N: f(n) < a}. Ocsywiscie, gdy a < b, to
K, C K;. W ten sposéb skonstruowalismy laiicuch,
ktéry ma tyle elementéw, co zbiér liczb rzeczywistych.

Rozwiazanie wydaje sie bardzo proste,

ale... Proponujac zadanie Czytelnikom EPSILONA
zaznaczylem, Ze moze ono sprawié klopoty.
Niejednemu bowiem mogloby sie wydawac,

ge nieprzeliczalny laricuch nie istnieje. To, #e liczby
wymierne mozna ustawié w ciag, jest standardem
matematycznym, ulozenie jednak liczb naturalnych
na liczbach wymiernych (mimo ze jest dokladnie
tym samym!) znacsnie rzadsiej bywa przydatne.
Przes 6 lat dawalem to zadanie studentom I roku
matematyki na éwiczeniach s teorii mnogosci (jako
nadobowiaskowe sadanie do domu) i otrsymatem
jedynie 4 poprawne roswiasania — oras bardzo dugo
dowoddw nieistnienia nieprselicsalnego laficucha.
Podobnie bylo i tym rasem; wéréd licgnych
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Tak sie zloiylo, ie czterej finalidci ubieglorocznej
Olimpiady Matematycznej spotkali sie wkrétce
potem podczas finalu Olimpiady Fizycznej. Efektem
tych spotkas bylo zauwagenie pewnej niewatpliwej
wady pierwszej z wymienionych Olimpiad. Mowa

o kompletnym braku w Olimpiadzie Matematycznej
zadafi dodwiadczalnych. Te obserwacje wspomniani
panowie (proszac o niepublikowanie ich nazwisk)
przekazali redakcji EPSILONA.

Podzielamy poglad, Ze niedopatrzenie jest duzej rangi
i nalezy je xiapra.wié. Byé moze przyczyna tej usterki
jest brak odpowiednich wzorcéw. Oglaszamy zatem
konkurs na doéwiadczalne zadanie matematyczne.
Wiemy wprawdzie, Ze wymyslié ciekawe zadanie

_nie jest latwo (a co dopiero niestandardowe zadanie
doéwiadczalne!), wiersymy jednak w Czytelnikéw
Delty. Czekamy na listy. Oczywiscie, ciekawsze zadania
opublikujemy, proponujac Czytelnikom ich rozwiazanie.

odpowiedzi, ktére nadeslali Czytelnicy EPSILONA,
byly jedynie dwie dobre — ich autorami byli Pan Artur
Poplawski oraz Czytelnik proszacy o zachowanie jego
nazwiska do wylacznej wiadomosci redakcji.

Zadanie to wyslalem kiedys do kacika probleméw
czasopisma The Mathematical Intelligencer.
Popehilem jednak blad, dolaczajac od razu
rozwiazanie — redaktor kolumny uznal zadanie za
zbyt proste, by prosi¢ czytelnikéw o nadsylanie
odpowiedzi i umiescil je w kolumnie Quickie szybkich,
latwiejszych probleméw, ktérych rozwiazai do pisma
sie nie praysyla. Nie wiem wiec, jak tam wypadlaby
statystyka. . .

Przy okazji dodam, ie w zwiazku z tekstem o Wielkim
Twierdzeniu Fermata,zamieszczonym w EPSILONIE
dwa miesiace wczesniej nadesltano nam sporo dowodéw
Wielkiego Twierdzenia Fermata (wiecej niz rozwiazan
zadania 7 laficuchem!). Niestety, w tym przypadku
wszystkie dowody byly jednak bledne.

Ciekawych zadan o laiicuchach jest wiecej. Oto
kolejne, tei niebanalne:

W zbiorze czedciowo uporzqdkowanym X kazdy laricuch
jest zbiorem skoriczonym 1 kaidy antylasicuch jest
zbtorem skoriczonym. Czy stad wynska, 7e zbidr X jest
skoiczony?

I nastepny problem — chyba troche trudniejszy, dla
tych, ktérsy znaja podstawowe pojecia teorii mnogosci:
W nieskoriczonym zbiorze czedciowo

uporzedkowanym X kazdy laicuck ma moc mniejszq
od liczby kardynalnes m i kazdy antylasicuch ma moc
mniejszq od m. Czy stqd wynika, ze zbiér X ma moc
mniejszq od m ¢

Redakcja EPSILONA sacheca do zaatakowania tych
gadai, a tych, ktérym uda sie ktéres z nich pokonaé,

do prsyslania szkicéw rozwiazah.
Krzysztof CIESIELSKI



Matematyka i zZycie

Liczba 26! ma 27 cyfr. W Krakowie jest 26 licedw
ogdélnoksztalcacych; mozna je uporzadkowad wlasdnie na 26!
sposobéw. Matematyka — w szczegdlnodci za pomoca liczb
- ulatwia Zycie, preferujac niektére uporzadkowania. Nowa
ksiazka telefoniczna wojewddztwa krakowskiego, wydana
jesienia 1992 jako efekt wspdlpracy Telekomunikacji
Polskiej S.A. i szwedzkiej firmy Nord Trans Handelshus AB
wymienia 26 krakowskich liceéw ogdlnoksztalcacych

w nastepujacej kolejnosci (cudzystowy, kropki oraz

duze litery podajemy tak, jak w ksiazce telefonicznej

— opuszczamy jedynie adresy szkél i numery telefonéw):
dla Pracujacych nr TV

nr I, Prywatne

nr I, Spoteczne

nr IIT

ar IV

ar [X

nr XI

nr XII

nr XIV

nr XV

nr XVI

nr XXI

»World” IV Prywatne

dla pracujacych nr III

dla pracujacych nr V

nr I

nr IT

nr V

nr VI

nr VII

nr VIII

nr X

nr XIII

00. ,Pijarow”, prywatne

P.P. Prezentek

Spoleczne nr 11T

EPSILON funduje specjalng nagrode osobie, ktéra wskaze
logiczne uzasadnienie takiej wtasnie kolejnosci. (Uwaga

- licea nie zostaly ulozone np. wg alfabetycznej kolejnodei
adreséw czy rosnacych numeréw telefonicznych).

Zgodnie z hastami reklamowymi, ksiazke wydano w sposéb
istotnie unowoczesniony. Radzimy ja czym predzej nabyé,
gdyi we wstepie zapowiedziano, e ,nastepne wydanie
spisu bedzie zaktualizowane i nowoczesdniejsze” — kto wie,
w jakiej kolejnodci zostana tam umieszczeni indywidualni
abonenci. ..

Galeria Jednego Cytatu

w1 ciagniemy nieréwnosé w te strone”.

(Wyklad o twierdzeniach granicznych rachunku
prawdopodobieristwa.)

Rys. Jolanta GRALA

Mowa potoczna na zajeciach
z matematyki

Dlaczego zabawne powiedzonka profesora pamietasz dluiej
niz tredé jego lekeji? Dlaczego kumpel z poczuciem humoru
w ciagu 5 minut wyjasni ci to, co nauczyciel-nudziarz
ttumaczyl przez godzing? OdpowiedZ kryje sie w fenomenie
mowy potocznej. Naprawde, warto ja stosowad — takze

i w tak &cislej i sformalizowanej nauce, jaka, jest
matematyka.

Jezyk potoczny w cudowny sposéb potrafi ozywié

i ubarwi¢ nawet najbardziej dretwa lekcje. Tresci, ktdre
wyposaiono w konkretne ksztalty i dowcipna fabute,
zawsze 83, latwiejsze w odbiorze, bardziej zrozumiate,

a ponadto dluzej pozostaja w pamieci. Jesli na najnizszym
poziomie nauczania nikogo nie dziwi mowa potoczna

i ofywianie pojeé abstrakcyjnych (gdy np. 2 méwi

do z: ,ja jestem od ciebie o 4 mniejsza i co ty na to?”),

to dlaczego miatoby kogos gorszyé , bieganie punktu po
brzegu obszaru” czy ,,wyduszanie wniosku z twierdzenia”.

»Nic nie jest (...) ani zbyt poetyczne, ani zbyt wulgarne,
gdy jakied pojecie abstrakcyjne trzeba uczynié jasniejszym.
Jesli intuicja podpowie wam, by by¢é w klasie nieco
poetycznym lub nieco wulgarnym, to nie powstrzymujcie
sig od tego” (George Polya).

Strzezmy sie jednak przed naduizyciami! Zywa mowa moze
by¢ ilustracja czy objadnieniem do scistych rozwazan,

ale nie moze ich zastapié tam, gdzie sa one konieczne.
Tym bardziej nie moze zastapi¢ poprawnego, scislego

i precyzyjnego sposobu wypowiadania sie w matematyce.
Bronmy sie tez przed pokusa tworzenia neologizméw
(czyli wymyslania wiasnych, nowych stéw). Czasem dla
ulatwienia rozwazan warto coé sobie jakod nazwaé, ale
lepiej unikaé stownych dziwolagéw, bo i tak wkrétce nie
bedziemy pamietaé, co one miaty oznaczaé.

Moze zamieszczone ponize] autentyczne przykiady
stosowania mowy potocznej na zajeciach z matematyki
zacheca niektérych do odwazniejszego i swobodniejszego
traktowania jezyka nauk scistych?

— Rozwigzanie juz mamy, trzeba tu teraz tylke posprzgtad
[=przeprowadzi redukcje wyrazéw podobnych].

— Metoda Monte Carlo jest najtarisza [=wymaga najmniej
rachunkéw].

— Mozna tak zmienté te funkcje, ze wlasnodd cigglodei bedzie
uratowana.

— To zadanie jest plaskie [=dotyczy plaszczyzny). .
— Teraz punki puszczamy w ruch, czylt stawiamy pod duzy
kwantyfikator.

~ W tym momencie dowodu poruszamy sie po bardzo
grzasksm gruncie.

- Rozwigzanie zadania wymaga jeszcze paru zabiegéw
kosmetycznych.

— To byta esencja, wiec moze ja jq teraz rozwodnie.

— Troche to poupraszczalismy 1 juz nie jest takie krzaczaste.
- MozZemy to zrobié golymt rekami.

- Macierz A definiuje pewne przeksztalcenie liniowe, jak
zresziq kazda uczciwa macierz na swiecte.

— Odeinek [—1,1] z wykiutym punktem zero.

~ Na szczescie po wykonaniu tej operacyi zadna potega sie
nam w tych sloczynach nie urodzita.

- Uzbrojent w takie twierdzenie mozemy bez obawy przystgpic

de rozwigzania naszego zadania.
Elzbreta BOBIK

Tekst o mowie potocznej przystala nam Czytelniczka
z Wroclawia, a rysunek do Galerii Jednego Cytatu
Czytelniczka z Poznania. Dziekujemy.

Redakcja EPSILONA: Krzyssztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Pofmiechowski.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakdéw, z dopiskiem &.
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Szczegolny przypadek problemu Apoloniusza

Dane sa dwa okrggi zewnetrznie styczne (na rysunku grube czame) gcl i gc2 oraz punkt P lezacy poza ograni-
czanymi przez nie kotami. Oto metoda na znalezienie okregu, ktéry przechodzi przez P i jest styczny zar6wno
do gcl, jak i do gc2.

Rysujemy okrag o $rodku w punkcie O — punkcie stycznosci gel i ge2. Promiefi bierzemy do$¢ duzy, ale taki,
by ten (czerwony) okrag przecinat oba dane okregi w dwéch punktach. Przez punkty przecigcia z gcl i ge2
prowadzimy proste pl i p2 (okaza si¢ réwnolegle). Na pétprostej OP znajdujemy taki punkt P’, ze OP - OP’
jest réwne kwadratowi promienia czerwonego okregu. Przez P’ prowadzimy (dwa) okregi styczne do pl i p2 —
n1 i n2. Oznaczmy punkty stycznosci odpowiednio przez A i B oraz C i D. Pétprosta OA przecina gcl w punkcie
A’, OB przecina gc2 w B’, OC przecina gcl w C’ i OD przecina gc2 w D’ Okregi ccl i cc2 przechodzace przez
PA’B’ oraz przez PC’D’ sa odpowiednio styczne wewnetrznie i zewnetrznie do obu okregéw gcl i gc2."Ale
dlaczego? Odpowiedzie¢ na to mozna poshlugujac si¢ jeszcze jednym pojeciem symetrii — inwersja wzgledem
okregu.

Istnieje jeszcze trzeci okrag styczny zaréwno do gcl, jak i do g¢2, ktéry przechodzi przez P — jest to mianowicie
okrag styczny do gcl i gc2 w punkcie O.

Ogblny problem Apoloniusza brzmi: dane sq dwa okregi ol i 62 i punkt P; znale#¢ wszystkie okregi styczne do
ol i 02 oraz przechodzqce przez P. Gdy sie jednak zna podane Wyzej rozwigzanie bardzej specjalnego problemu,
to reszta jest juz bardzo prosta.



