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Tecza
Grzeqgorz DERFEL

Tecza jest dodé powszechnym zjawiskiem meteorologicznym. Rzadko |

jednak wystepuje w pelnej krasie prezentujac wszystkie szczegdly
swojej budowy. Dlatego warto je wymienié.

Tecza sklada sie 2 dwéch lukéw. Luk wewnetrzny, zwany
pierwotnym, ma promieri katowy (kat widzenia promienia okregu,
ktérego fragmentem jest ten luk) okolo 42°, luk zewnetrzny
(»wtdrny”) — okolo 50°. W tuku pierwotnym najbardziej wewnetrzna
barwa jest fiolet, najbardziej zewnetrana — czerwiei. W luku
wtérnym kolejnodé barw jest odwrotna. Obszar miedzy tukami
stanowi pas wyraZnie ciemniejszy od reszty nieba. Wewnatrz lukun
pierwotnego widoczne =3 czasem tak zwane luki nadlicsbowe, ktérych
najwyragniejsze barwy to rétowa i ziclona. Srodek wszystkich

lukéw ledy na prostej przechodzacej przesz Slorice i oko obserwatora.
Wyglad teczy bywa rézny, zaleznie od wielkodci kropel: duze krople
o érednicy 1-0,5 mm daja tecze o jaskrawych barwach, bardzo male
(0,05 mm) daja tecze niemal biala. Swiatlo pochodzace od teczy jest
prawie calkowicie spolaryzowane w plaszcsyfnie padania.

Wobec uroku teczy nikt chyba nie pozostaje obojetny.
Zainteresowanie nia ma jednak podloze nie tylko estetyczne. Tecza
stanowila wyzwanie dla uczonych wszystkich epok. Na lidcie tych,
ktérgy poswiecili jej uwage, znajdujemy wiele znakomitych nazwisk.

Moéna powiedsieé, ze historia poznania teczy ilustruje historie fizyki.

Udokumentowane wysilki naukowego wyjasnienia teczy licza

sobie ponad 2000 lat. Jus Arystoteles (384-322 p.n.e.) podjal

taka prébe. Ustalil, Ze tecza nie jest obiektem materialnym, lecz
powstaje w oku obserwatora dzieki odbiciu $wiatla stonecznego

od kropelek tworzacych chmure. Z badaniem teczy wiaze sie ted
jedno 5 pierwssych doéwiadczeh przeprowadzonych pray $wiadémym
wykorzystaniu modeln. Teodoryk z Freiburga w 1304 r. uzyl
kulistych naczyn szklanych napelmionych woda do odtworzenia drogi,
wedhus ktdrej swiatlo rozchodzi si¢ w kroplach deszczu. Uzyskal
poprawne wyniki, lecz ich interpretacja jest 2 dsisiejszego punktu
widzenia nie do przyjecia. Mimo to dzielo Teodoryka De iride

(,»O teczy”) pozostaje znaczace dzigki niescholastycznemu podejéciu
do problemu.

Nieprszemijajaca wartodé ma wyjadnienie teczy w ramach optyki
geometrycznej podahe w 1637 r. przez René Descartesa w traktacie
Les Météores, pofwieconym zjawiskom atmosferycznym. Podejécie
takie jest uiytecznym przyblizeniem zamieszczanym dzié w wielu

podrecznikach.

Drigki pracochtonnym obliczeniom (2 uiyciem sformulowanego

w 1621 r. przez Snella prawa zalamania) Descartes snalazt drogi

- wielu promieni réwnoleglych padajacych na krople w régnych

jej punktach (to jest pod réznymi katami). Promienie takie sa
pokazane na rysunkach 1i 2 dla jednej barwy, dla ktérej przyjeto
wapdlczynnik zalamania n = 1,33. Pominigto promienie odbite

i salamane, nie biorace udzialu w tworzeniu teczy.

Wspolpraca

czlowieka
Z mMaszyna

Jan RUSINEK

Juz blisko 200 lat temu pojawily sie po
raz pierwszy masgyny grajace w szachy.
Byly to jednak tylko mistyfikacje,
bowiem we wnetrzu maszyny siedzial
czlowiek 1 tylko obslugiwal urzadzenie.
Mimo tego zdobyly sobie one wielki

rozglos — po$wiecano im nawet

utwory literackie, a jeden z nich

— opowiadanie A. Niemojewskiego Szach
t mat doczekalo sie wersji filmowej,
pokazywnej m.in. kﬂkakrotnie W naszej
telewizji.

Pierwssa prawdsiwa maszyne grajaca

w szachy skonstruowal na poczatku

XX wieku hiszpanski wynalazca

L. Torres y Quevedo. Maszyna ta
potrafila dawaé mata samotnemu
krélowi za pomoca kréla i wiezy. Kazdy
grajacy w szachy wie, ze algorytm
dawania mata tymi dwiema figurami
jest wyjatkowo prosty i latwy.

Pierwsze maszyny potrafiace amierzyé
sie % czlowiekiem jak réwny z réwnym
pojawily si¢ dopiero wraz z burzliwym
rozwojem informatyki w latach 70.
Poczatkowo mogly one toczyé réwna
walke tylko z a.matora:mi, ale bardzo
szybko ich sila gry zaczela wzrastaé

i obecnie najlepsze z nich sa w stanie
nawiazaé walke nawet z czoléwka
gwiatowa. Czesto organizatorzy
turniejéw w celu uatrakcyjnienia
imprezy dopuszczaja do gry komputery
i dzif juz chyba nie ma na $wiecie
dobrego szachisty, ktéry by nie przegral
chod raz (a przynajmniej nie mial
powasnych klopotéw) z komputerem
sgachowym — moze poza aktualnym
mistrzem $wiata, Garri Kasparowem,
ktéry na razie spektakularnie wygrywa
% komputerami wszystkie partie godnie
broniac honoru rodzaju ludzkiego.

Spore sa tes osiagniecia komputerowe
w pracach nad teoria szachéw.




Diagram nr 1 przedstawia teoretyczna
pozycje jeszcze z XIX wieku, ktéra
przez ponad 100 lat uchodzila za
remisowa. Amerykainiski programista,
Ken Thompson, napisal w 1986 roku
specjalny program na koncéwke 2 gorice
przeciwko skoczkowi (bez pionéw)

i program ten wykazal, ze dwa gorice
zawsze wygrywaja. Miedzy innymi
wygrana jest tez pozycja nr 1 — przy
czym w niektérych pozycjach z takim
ukladem sit do osiagniecia wygranej

potrzeba ponad 60 posunieé.

Wielka role odgrywaja komputery

w tzw. kompozycji szachowej.
Kompozycja szachowa jest to jakby
dziedzina sztuki, ktéra posluguje

sie jezykiem szachéw (tak jak np.
malarstwo posluguje sie jezykiem

barw i ksztaltéw, a muzyka jezykiem
diwiekéw). Na pewno kazdy spotkat sie
na tamach rubryk szachowych z réznego
typu zadaniami szachowymi, jak Mat
w okreélonej liczbie posunieé lub
Wpygrana czy Remis. Najbardziej
nieprzyjemna i niewdzieczna praca
autoréw zadan szachowych jest
sprawdzanie ich poprawnodci. Bowiem
zadanie, aby bylo wartoéciowe, musi
mieé dokladnie jedno (akurat to
zaplanowane przez autora — ciekawe

i zaskakujace) rozwiazanie. I wladnie
czlowieka w tym sprawdzaniu zaczynaja
na dobre zastepowaé komputery. Autor
moze wiec wiecej czasu poswigcié na
prace bardziej twércza — na wymyslanie
nowych idei i pomysléw, a komputer
robi za niego ,czarna robote”. Jeéli
chodzi o zadania w malej liczbie
posunieé (do 5-6), to nawet

Rysunek 1 przedstawia bieg promieni po jednokrotnym odbiciu we
wnetrzu kropli.
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Rys. 1

Daja one luk pierwotny. Luk wtérny powstaje po dwukrotnym
odbiciu przedstawionym na rysunku 2.
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Rys. 2

Na obu rysunkach widaé, se podczas gdy kat padania o przyjmuje
wszystkie mozliwe wartodci, to kat rozproszenia f (miedzy
promieniem padajacym na krople i wychodzacym = niej) nie spada
ponigej B3 = 130° pray jednokrotnym odbiciu i nie przewyzsza

B2 = 138° przy odbiciu dwukrotnym. Prawidlowodci te przedstawia
rysunek 3. Dzieki temu spostrzezeniu staje sie zrozumiale istnienie
ciemnego pasma oddzielajacego luki. Kazda kropla, rozpraszajac
wiaske promieni, wysyla je w dodé znaczny kat brylowy, tak ze do
oka éwiatlo dochodzi z duzego obszaru nieba rozciagajacego sie pod
i nad ciemnym pasmem. Trzeba wiec wyjadnié, dlaczego tecza jest
bardzo waska.
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W sasiedstwie ekstremalnych katéw B, i Bz (,katéw teczowych”),
w tym samym kierunku wysylanych jest wiele promieni
rozproszonych. Powoduje to zwiekszenie natezenia swiatla
dochodzacego do obserwatora z tego kierunku. Mamy tu

do czynienia z utworzeniem przez promienie ekstremalnie odchylone
powierzchni kaustycznej (kaustikos — palacy). Dszieki podobneniu
zjawisku koncentracji promieni powstaje znany kaidemu obrazek
widoczny na dnie kubka przy odbiciu §wiatla od Jjego écianek.
Tecza jest wiec widoczna dzieki temu, ze jest kaustyka. Zauwazmy,
Ze strumieri energii wchodzacy do kropli w przedziale katéw
~da wychodzi z niej w przedsiale katéw df. Natezenie swiatla
wychodzacego rodnie wiec ze wzrostem |de/df|. Dokladnie prazy
kacie teczowym, gdy |df8/da| = 0, nateienie §wiatla powinno

by¢ nieskoriczenie duze. Ten klopotliwy wynik jest konsekwencja
przyblizonego charakteru optyki geometrycznej.

Powtérzenie tego rozumowania dla kazdej barwy $wiatla

z uwzglednieniem wlasciwego dla niej wspélezynnika zalamania
wyjasnia sekwencje barw w hukach pierwotnym i wtérnym.

Takie wytlumaczenie tgczy jest praekonujace, chocias przewiduje
nieskoriczone natezenie $wiatla i nie wspomina o lukach
nadliczbowych.

Dla usuniecia tych mankamentéw trzeba uwszglednié falowa nature
Swiatla. Pierwsza falowa teoria teczy pochodsi od Thomasa

Younga, ktéry w 1804 r. wyjaénil istnienie prazkéw nadliczbowych
interferencja fal wychodzacych z kropli. Bardziej wnikliwie rozwiazal
to zadanie George B. Airy w 1838 r., ktéry przeprowadsil obliczenia
stosujac zasade Huygensa do czola fali opussczajacej krople.

Przekréj tego czola plaszczysna praechodzaca przez érodek kropli
ma ksztalt litery S, dobrze przyblizony krzywa trzeciego stopnia,

z punktem przegiecia w miejscu przechodzenia promienia

mikrokomputery radza sobie z nimi
bez trudu. Gorzej jest z zadaniami
dluzszymi - wéwczas nawet duge
maszyny sa za wolne i czas potrzebny
do pelnego rozwiazania staje sie zbyt
dlugi. Potrzebne sa wéwczas pewne
pomysly pozwalajace ten czas skrécié.
Czasami prosty pomyst daje znakomite
efekty. Taki przyklad zademonstruje
ponizej.

Zastan6wmy sie nad tym, jak dziala
program rozwiazujacy zadanie
szachowe. Przypudéémy, ze mamy

do rozwiazania zadanie Mat w 2
posunieciach. Zalézmy, ze biale maja
k pierwszych ruchéw: by, bs,...,b; na
kazdy ruch b; czarne maja l; odpowiedzi
Cil, -+ .y C1; 1 % kolel na kazdy ruch G
Jest m;; ruchéw bialych b1, ..., bijm. ;-
Komputer rozwaza ruch b; i sprawdza
kolejno ruchy czarnych ¢y1,¢12. .. itd.
1 jesli po ktéryms z nich (np. c1;)
okaze sie, e zaden drugi ruch bialych
b1;p nie jest matujacy, to dalszych
ruchéw czarnych juz nie sprawdza,

bo wiadomo, ze wéwczas ruch 1.5,

nie jest rozwiazaniem i komputer
przechodzi do badania ruchu b,.

Widaé z tego, ze czas zusyty na
analiz¢ danego ruchu bialych zalezy

od tego, jak predko komputer natrafi
na skuteczna odpowied# czarnych.

Co nalezy zatem zrobi¢? Trzeba tak
ulozyé program, aby rozpoczynal on
badanie od silnych ruchéw czarnych.
Ale skad komputer ma wiedzieé, ktére
ruchy sa silne? Otdz statystycznie rzecz
biorac silne sa posuniecia szachujace,
bicia, dorobienia figury, ruchy silnymi

{ figurami (hetmanem, wieza). I tak

Jest tez uloiona wiekszosé dobrych
programéw — rozpoczynaja one analize
od statystycznie silnych posunieé.
Czasami jednak ,statystycznie silny”
ruch nie jest najlepszy. Co wéwczas
z1obi€? Ciekawy, choé prosty pomyst
zastosowal firiski programista, Ilkka
Blom, w swoim programie ALYBADIX
sluiacym do rozwiazywania zadan.
Pomyst ten pozwala na ,,wspélprace”
czlowieka z komputerem, w niektérych
przypadkach snacznie skracajaca czas -
rozwiazania. Ot6z w swojej nowej
wersji tego programu uzaleznit on
kolejnoéé rogpatrywania ruchéw od




kolejnoéci wprowadzania figur
do pamieci komputera. Pozwala
to czlowiekowi wplywal na czas
rozwiazywania poprzez wybér dla
kaidego zadania optymalnej (tu trzeba
gie troche znaé na szachach) kolejnodci.
Aby zademonstrowaé, jak ten pomyst
okagal si¢ efektywny, popatrzmy na
diagram 2.

2. K. Wenda, 1966

Mat w 6 posunieciach

Program ALYBADIX na komputerze
386DX 33MHs przy standardowym
wprowadzaniu na szachownice

figur, tzn. najpierw krél, potem
hetman itd. — na kodcu pionki,
roswiazywal to zadanie 1 godsine

55 minut. Jednak pobiezna analiza
pokazuje, fe w pozycji diagramu
bardzo silnym posunieciem czarnych
jest ruch 1. ... b4 — b3 wlaczajacy

do gry wiese i gofica. Zatem trzeba
wprowadzanie czarnych figur rozpoczaé
od pionka b4. I rzeczywidcie — pray
takiej kolejnodci czas rozwiazywania
wynidst 9 minut 40 sekund, a wiec

byt 12 razy krétszy! (Rozwiazanie
gadania 2 jest nastepujace: 1.Sh5! G:h5
2.Gd7+ Kd8 3.Gg4+! Ke8 4.0-0-0 c6
5.Wd8+ G:d8 6.Gd7x, lub 4. ... f6
5.Gh5+ g6 6.G:gbx.)

Nastepny preyklad jeszcze dobitniej
pokazuje, jak wiele zalezy od

. pomyslowodci czlowieka piszacego
algorytm programu. Jednym z dzialéw
komposzycji szachowe]j sa tzw. maty
pomocnicze. W zadaniach tego typu
gaczynaja czarne i obie strony daza do
zamatowania czarnego kréla. Jest to
chyba najbardsiej matematyczny rodzaj
zadaf szachowych, bowiem zadanie

ekstremalnego. Rysunek 4 pokazuje, jak plaskie czolo AB
fali padajacej zostaje zastapione przez wygiete czolo A'B' fali
wychodzacej z kropli.
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Rys. 4

L

f y=OX3

T

Zbieznosé promieni po jednej stronie promienia teczowego

i ich rogbieznodé po drugiej oraz wygiecie linii A'B’ sa celowo
przesadzone, aby wyra#niej przedstawié charakter zjawiska.
Sumowanie fal pochodzacych od wszystkich punktéw czola A'B’
(przy zaloZeniu, ze amplituda jest wszedzie na tym czole

jednakowa) prowadzi do wyrasenia na wigledne natezenie I $wiatla
w zaleinodci od kata © mierzacego odchylenie promienia od kierunku
ekstremalnego. Natezenie to jest proporcjonalne do kwadratu

tzw. calki teczowej Airy’ego

(=]

flz) = /cos [g (v® - zu_)] du.
0

(Nazwa ,funkcja Airy’ego” uiywana jest czedciej dla calki o nieco
innej postaci.l Zmienne u i z 83 zwiazane z katem © i wspéhrzedna z
punktu na froncie falowym oraz zaleia od wspélczynnika zalamania,
promienia kropli, liczby odbié wewnetrznych i od dlugosci fali.
Dszieki temu wykres I(2), pokazany na rysunku 5, ma charakter
uniwersalny.



Rys. 5

Funkcja ta ma kilka cech, ktére lepiej odzwierciedlaja raeczywistodé
niz teoria geometryczna. Najwyzsze maksimum odpowiada lukowi
pierwotnemu i zastepuje nieskoriczone natezenie. Kolejne maksima
daja luki nadliczbowe. Zanik natezenia od strony ciemnej zachodzi
nie skokowo, lecz plynnie. Kat maksimum gléwnego jest nieco
réiny od kata teczowego. Ze wzrostem promienia kropli oraz pray
zmuiejszaniu dlugodci fali katy miedzy sasiednimi maksimami
zmniejszaja sie. Nalozenie sig rogkladéw dla wszystkich dlugodci fal
daje barwna tecze, ktérej wyglad zalezy od wielkodci kropel. Istotne
jest przy tym wzgledne natezenie danej barwy w widmie slonecznym,
a takze skonczona drednica katowa Slorica.

Teoria Airy’ego byla wielokrotnie poréwnywana z doswiadczeniem
w warunkach laboratoryjnych. Dodwiadczenia te czesto byly
dowodem wielkiego kunsztu eksperymentatoréw. Felix Billet,

na przyklad, wykonal w latach 1863-1868 seri¢ doswiadczen,

w ktérych badal tecze powstala na cienkich struzkach wody. Byt

w stanie zaobserwowad tecze 19 rzeddw, a tuki nadliczbowe w 11

z nich. Stwierdzona zgodnodé polozeir maksiméw obserwowanych

i obliczonych sprawila, Ze teoria Airy’ego zyskala miano
nkompletnej” teorii teczy. Trzeba jednak pamigtaé, ze ona takse
stanowi przyblizenie dajace wyniki stuszne ilodciowo tylko dla kropli
duzych (R > 0,5 mm) i dla katéw résnych od teczowego o nie wiecej
niz 0,5°. Poza tymi granicami rozklad natesenia I(z) $wiatla moze
by¢ traktowany jako przyblizenie jakodciowe.

Teoria Airy’ego ma réwniez pewne inne niedostatki. Przypadkowa
blisko$é wartodci kata padania promienia teczowego wewnatrz kropli
(40°) i kata Brewstera (kat padania, dla ktérego promien odbity
jest prostopadly do zalamanego) dla granicy woda-powietrze (37°)
jest odpowiedzialna za polaryzacje teczy. Teoria Airy’ego nie bierze
pod uwage polaryzacji przy odbiciu. Dlatego poréwnanie I(z)

g rozkladem $wiatla spolaryzowanego w plaszczyinie prostopadlej do
plaszczyzny padania ujawnia istotne rozbieznodci, takze jakodciowe.
Stosunkowo niedawno wykazano, ze modyfikujac teorig Airy’ego
mozna uzyskaé poprawne wyniki dla obu polaryzacji (S.D. Mobbs,
J. Opt. Soc. Am., 89, 1089 (1979)). Oprécz $wiatla odbitego
wewnatrz kropli uwzgledniono $wiatlo odbite od jej zewnetranej
powierzchni. Natezenia §wiatla spolaryzowanego w plaszczyénie
padania oraz w plaszczyinie prostopadlej do niej wyliczono dzieki
wspélczynnikom odbicia danym wzorami Fresnela.
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takie to po prostu zadanie
konstrukcyjne na temat:
wykorzystujac reguly obowiazujace
w szachach skonstruowaé pozycje
matowa w n posunieciach.

Czas rozwiazywania takich zadail
przez komputery jest bardzo diugi,
bowiem komputer musi badaé
wszystkie posuniecia czarnych

(i oczywidcie bialych) i nie moze, tak
jak w przypadku omawianym powysej,
przerwaé analizy po ,silnym ruchu
czarnych”. Zadania w wiekszej liczbie
posunieé niz 4 — nawet bardzo proste,
83 nie do rozwiazania w sensownym
czasie.

Dlatego wspomniany juz Ilkka Blom
postanowil zastosowaé algorytm oparty
na metodzie rozwiazywania zadan przes
czlowieka. Otz wprawny specjalista
od rozwiazywania zadan nigdy nie
rozwiazuje matéw pomocniczych
sprawdzajac ruch po ruchu. Robi
to ,,od korica”. Najpierw stara sie
skonstruowaé pozycje, matowa za
pomoca materialu obecnego na
szachownicy, a jeéli mu sie to uda,
to szuka zgodnej z regulami gry
drogi do tej pozycji. Jak zwierzyl
sie autor programu, praca nad takim
algorytmem trwala wiele lat (nielatwo
jest imitowaé rozumowanie czlowiekal),
ale program ten (nazwany przez autora
HELPBADIX INTELLIGENT!) okazal
sie w przypadku niektérych zadas
rewelacyjny.

3. T. Kardos, 1956

%/A

%//////
/////

/,//%7
/%/

/

Mat pomocniczy w 7 posunieciach

Czas rozwigzywania zadania nr 3

na wspomnianym komputerze przez
standardowa wersje programu
ALYBADIX (tzn. sprawdzajaca ruch po
ruchu) wyniésiby okolo 20 000 godsin!




Zauwasmy, ze na sgachownicy sa

tylko dwie biale bierki majace do
dyspozycji przez cala gre okolo 7
posunieé — na przyklad przy podobnych
czterech bialych bierkach czas bylby
jug okolo 27 razy dluiszy (dlaczego?),

a przy wiekszej liczbie czas bylby dlugi
_ niewiarygodnie.

- Natomiast program HELPBADIX
| INTELLIGENT rozwiazal powyisze
zadanie w 1 godzine 22 minuty.
| (Rozwiazal, tzn. znalaz} rozwiazanie
i sprawdzil, Ze nie ma innych.)
(Rozwiazanie zadania 3 — w matach
- pomocniczych przyjelo sie rozpoczynaé
. numerowanie posunieé od ruchu
| czarnych! — 1.f1W e3 2.Wf4 ef4 3.e3
£5 4.2 16 5.e1W {7 6.Wal f8W 7.Wa2
Wi3x.)

Przyklady te pokazuja # jednej strony
~ nieoceniona pomoc, jaka moga oddaé
czlowiekowi komputery, a z drugiej
wielce dla nas budujaca teze, ze jednak
sdecydujace posuniecie” nalezy do
_ czlowieka i e najwieksze sukcesy ma
~ komputer tam, gdzie z czlowiekiem
- wspéipracuje lub gdzie ,,prébuje” go

Problem rozkladu natezenia swiatla w teczy mozna takze rozwiazad
dcisle wykorzystujac teorie niemieckiego fizyka Gustawa Mie, ktéry
w 1908 r. wykazal, ze natezenie fali elektromagnetyczne] rozproszonej
na kuli moze by¢ obliczone z dowolna dokladnoscia dla dowolnego
kata rozproszenia. Natezenie moze by¢ przedstawione jako suma
szeregu skladnikéw o doéé zlozonej postaci reprezentujacych fale
czastkowe. W przypadku teczy zachodzi koniecznos¢ uwzglednienia
kilku tysiecy skladnikéw szeregu. Niebanalny problem stanowi przy
tym znalezienie jak najefektywniejszego algorytmu obliczerl.

Mozliwoéé uzyskania écistych wynikéw numerycznych nie oznacza
korica teoretycznych prac nad tecza. WaZnym osiagnieciem jest
zaadaptowanie do jej opisu aparatu matematycznego stosowanego
w teorii rozproszenia czastek. Zaproponowano takze powiazanie
wygladu naturalnej teczy z rozkladem wielkodei kropel deszczu oraz
z elipsoidalnym splaszczeniem najwiekszych sposréd nich.

Ciekawa tozsamosé

Udowodnimy nastepujaca zaskakujaca tozsamosé

142 3% 4% 5k 6k 17k 85— . (2" - 1)F =0,
gdzie k, n (k < n) sa dowolnymi liczbami naturalnymi oraz
skladnik m* wystepuje ze znakiem plus, jeéli w zapisie dwéjkowym
liczby m wystepuje nieparzysta liczba jedynek i1 zé znakiem minus
w przeciwnym przypadku.

Dowdd. Proste wymnozenie prowadzi do tozsamodci
1= {1l ")~ 5l =™ %)=
= gf o2 —gm gt gBe | (1)mePT1E,

Nietrudno przekonaé sie, ze znak przy skladniku e™® po prawej
stronie jest taki sam jak znak przy m* w wyrazeniu z treéci zadania.

Zréiniczkujmy powyisza réwnosé k-krotnie (k < n), a nastepnie
podstawmy z = 0. Poniewaz k-ta pochodna e™* jest réwna m*e™=,
wigc po podstawieniu z = 0 po prawe]j stronie otrzymze ..iy badane
wyrazenie

1% 4ok gk L gk gk — (—1)"(2" - 1)*.
Teraz zbadamy lewa strone.

Po lewej stronie rézniczkujemy iloczyn zlozony z n czynnikéw.
Stosujac k-krotnie wzér na pochodna iloczynu otrzymamy, ze k-ta
pochodna lewej strony jest réwna sumie wyrazen postaci

(1~ =) (1 — e22)(Ra) | (1 — 3" "2)ka)

zm-l

gdzie ky + ko + ...+ k, = k, a przez (1 —e2"  2)(km) oznaczyliémy
n—lz

km-ta pochodna wyrazenia 1 — e?

Poniewas k < n, wiec dla pewnego m zachodzi ky,, = 0. Oznacza
to, ze w powyziszym iloczynie czynnik (1 — ezm—l“) nie jest
rézniczkowany. Po podstawieniu z = 0 czynnik ten bedzie réwny 0,
a stad i cala lewa strona bedzie réwna 0. Poréwnujac ja z prawa
strona otrzymujemy teze. )

Pawel STRZELECKI



Roswiasanie sadania M 670,
Rozwatmy liczby

0, z1, %1+ 23,...,21 + 23+ ...+ Zp.
Wéwczas pewne dwie spodréd nich, np.
Zy+ ...+ zk, 21+ ... + 2e41 daja te
sama resst¢ przy dzieleniu przez n (jest
ich n + 1, a mosliwych, réinych od zera
resst, tylko n). Stad ich réznica, czyli
Zg+1 + - .- + Tkt dzieli sig przez n.

O uogdlnieniach tego zadania Czytelnik
mode dowiedzied sie 5 artykulhi Marcina
Mazura.

¥

Roswigsanie sadania M 671.
Warunek postawiony w tredci

sadania oznacza, ke [z]? = z(z — [z])
([a] oznacza crefé catkowita

liceby a). Stad, rozwiazujac réwnanie
kwadratowe wigledem 2, otrsymujemy
2 = [2](1 + v/6)/2 (drugi pierwiastek
jest ujemny). Z wlasnodci czedci
calkowitej mamy teraz -

1+ 6
|m]+1>x=|x|.__+2_\/-,

ceyli

[z] < < 2.

il -
VB -1
To oznacza, fe [z| = 0 lub [z] = 1.

W pierwszym przypadku = = 0, czyli
" nie jest spelniony jeden z warunkéw
gadania, w drugim z = (1 + /5)/2.

"]

Roswigsanle sadania M 673.
Oznaczmy dlugodci bokéw tréjkata
przeza, b=a+z, c=a+ 2z, z> 0.
Z twierdzenia Pitagorasa dostaniemy
po prostym rachunku

0=3a"+b" - ¢ = (a+ z)(a — 32),
skad @ = 3z, b= 4z, ¢ = 5z. Promieft
okregu wpisanego w tréjkat jest, jak
dobrze wiadomo, réwny ilorazowi
podwojonego pola przez obwdéd, co daje

Co pisali inni

Mikolaj Kopernik by} nie tylko astronomem, ale takze lekarzem. Wickszoéé jego
biograféw twierdzi, ze wsp6lczesnym byl bardziej znany jako lekarz niz jako
astronom.

Oto tredé jego najslynniejszej recepty, ktéra zanotowal na okladce Elementdw
Euklidesa:

»Wei gliny armeriskiej dwie uncje, cynamonu 1/2 uncji, cytwaru 2 drachmy,
korzenia kurzego ziela, dyptanu, czerwonych sandaléw po 2 drachmy, oskrobkéw
kodci sloniowej i szafranu po 1 drachmie, popiotu i kwadnej rézy po 2 skrupuly,
skérki cytrynowe;j i perel po 1 drachmie, szmaragdu, czerwonego hiacyntu,
szafira po 1 skrupule, kodci z serca jelenia 1 drachme, szaraficzy morskiej, rogn
jednorosca, czerwiego koralu, zlota, srebra w listkach po 1 skrupule, cukru pét
funta albo ile trzeba, aby zrobi¢ proszek.”

Aby uwiarygodnié te recepte, dodajmy, ze ,kodé z serca jelenia” byla
medykamentem figurujacym we wszystkich spisach lekéw od XIII
do XVIII wieku.

¢

»Matematyka jest to krélowa nauk; jej ulubieicem jest prawda, a prostosé

i oczywistodé jej strojem. Ale przybytek tej monarchini jest obsadzony cierniem,
po ktérym przechodzié trzeba, - nie ma on powabu — (jak) tylko dla umystéw
zamilowanych w prawdzie i lubiacych walczy¢ z trudnodciami. — Co takze
pokazuje niepospolita i wyzszego rzedu sklonnodé czlowieka do zawilych zaiste,
ale trwalych i wynioslych rozkoszy umystowych, nzacniajacych nature ludzka.

Matematyka, ktéra tyle zrobila przyshug spoleczefistwu, naukom i sztukom,
stanie si¢ jeszcze wodzem ludzkiego umystu we wszystkich poznawa.nia.ch.”
Jan Sniadecki

,,Zeby wiec odbyé podréz miedzyplanetarna w wozie, majacym wras

z podréznymi mase¢ 1 tony, nalezaloby zabraé z soba 160 000 ton materialéw
pednych, co jest oczywidcie niemozliwe. Dowodzi to, Ze pray dzisiejszym stanie
techniki podrés taka jest niewykonalna. Sprawa posunelaby sie naprzéd,
gdybyémy mogli wydatnie zwiekszy¢ w, tj. predkodé wyplywu gazéw, ktéra
dzisiaj, praktycznie biorac, dochodsi do 2000 m/sek.”

Jest to fragment z dwutomowej monografii Stefana Banacha Mechanika
w zakresie szkdl akademickich wydanej w 1938 roku.

»Lajmowanie si¢ geometria i rozwazanie tematéw trudnych do zrozumienia moze
zajaé czlowiekowi cale zycie i odciagnaé go od pozytecznych umiejetnodci.”
Sokrates (wg Ksenofonta)

nPewnego razu glupiec zapytal Newtona o to, jak odkry} prawo powszechnego
ciagenia. Widzac z kim ma do czynienia i chcac sie pozby¢ natreta Newton
odpowiedszial, ze spadajace jablko trafilo go w nos. I glupiec odszedl zadowolony,
ze teraz juz wie.”

Cerl Gauss



Maia delld

W ktoéra strone?

W obracajacych sie ukladach zjawiska fizyczne przebiegaja inaczej niz

w ukladach nie obracajacych sig. Latwo si¢ o tym przekonaé spacerujac
po obracajace]j sie karuzeli lub poruszajac si¢ w autobusie na zakrecie.
Sprébujmy odpowiedzieé na proste pytanie: czy plomien swiecy w takim
ukladzie ulegnie odchyleniu, a jesli tak, to w ktéra strone?

Mozna prébowad zrobi¢ doswiadczenie ze $wieczka na karuzeli.
Proponujemy w zamian wykonanie prostego doswiadczenia w domu.

W pojemniku z przezroczystymi sciankami (mozemy do tego celu
wykorzystaé np. butelke plastykowa po oleju) umieszczamy $wieczke.
Denko i przykrywka musza mieé otworki umozliwiajace doplyw powietrza
i odplyw gazéw powstajacych przy spalaniu. Pojemnik mocujemy

w pozycji pionowej na koricu preta o dlugosci okolo pél metra (moze

to by¢ kij od szczotki). Gdy pojemnik znajduje sie w spoczynku, o$
plomienia skierowana jest pionowo. Obracajac pret w plaszczyZnie
poziomej wprawiamy swieczke w ruch po okregu (wystarczy okolo
Jjednego obrotu na sekunde). Pojemnik plastykowy potrzebny jest jedynie
do oslony plomienia $wiecy. Mozemy teraz zaobserwowaé, w ktéra strone
wychyli sie plomien swiecy.

Wychyla si¢ w kierunku do osi obrotu. Dlaczego? Plomien $wiecy to gazy
o gestosci mniejszej od gestosci powietrza. Z tego powodu, gdy swieca
spoczywa, gazy te poruszaja,
sie ku gérze, to jest

w kierunku przeciwnym

do wektora przyspieszenia
grawitacyjnego g . 3,

Gdy swieca porusza l %@;oj'\

sie po okregu, musimy «|
uwzglednié przyspieszenie
odérodkowe @ ,.

Os plomienia skierowana L

bedzie teraz w kierunku _'&L\ S ——— \:
przeciwnym do wektora ; TR G
przyspieszenia wypadkowego 9
Tw=T¢+ . (rys.).

obrotu
g.

| i

Tak wigc oé plomienia odchyli si¢ w kierunku do osi obrotu, a nie na
zewnatrz, jak wydawalo si¢ wielu osobom, ktére bez zastanowienia
udzielaly mi odpowiedzi na postawione pytanie.

Malq Delte przygotowal Jacek CIBOROWSKI




Stala Davenporta, czyli sztuka zadawania pytan
Marcin MAZUR

LN

Roswigsanie sadania F 859,
Gestodé pradu elektronéw plynacych
% powietrza do naelekiryzowanego
ekranu jest réwna 5 = oF, a wiec
prad wynosi I = ¢FE . 3, gdzie s

jest powierschnia ekranu. Ladunek
elektronéw, a zatem i jonéw
pozostajacych w powietrzu wynosi

g =oFE s t, gdzie ¢ jest czasem pracy.
Z drugiej strony ladunek, przy jakim
odczuwamy dyskomfort, jest réwny
¢ = 100iV'e, gdzie V jest objetodcia
pokoju, a e ladunkiem elektronu.

Ostatecznie t =

100iVe
ocEs

. Podstawiajac

dane liczbowe otrzymujemy

t=1

,4 godziny.

Roswigsanie sadania F 360.

Z prawa Stefana-Boltzmanna
wyznaczamy moc Slotica P = oT* . S,
gdzie § = 47R? jest powierzchnig
Slofica, a ¢ = 5,67- 10" Wm—2K ¢
jest stala Stefana-Boltzmanna.

We wnetrzu Slorfica musi zachodzid
P/E eykli termojadrowych

na sekundg., Liczba neutrin
emitowanych w ciagu sekundy wynosi

N.=

E

2P _ 20T'. 4rR?

82.10% 578,

Przyjmujac, ie powierzchnia ciala
jest rzedu 1 m? otrzymujemy

4nd?

a8 1018 57173,

Powszechnie znany i bardzo prosty fakt, 3e spoéréd dowolnych n liczb catkowitych
mozna wybraé pewngy iloéé tak, by ich suma byta podzielna przez n, siega czaséw
starozytnych (tak przynajmniej twierdsi Paul Erdés — jeden z wybitniejszych
matematykéw naszego stulecia). Jesli Caytelnik nie zna przypadkiem tego
stwierdzenia, proponuje przed przystapieniem do dalszego czytania rozwiazaé
zadanie M 670 w tym numerze Delty.

BadZmy jednak bardziej dociekliwi i zapytajmy, czy spodréd dowolnych n liczb
naturalnych mo#na wybraé pewna ilog€ tak, by ich suma dawala reszte r przy dzielenin
przez n, gdzie 0 < r < n jest dowolna, ustalons liczba naturalna. Na tak postawione
pytanie odpowied# brzmi: nie. Wefmy bowiem n = 4,8, =82 =as = a4 = 2 orag
r=1. Wéwczas jadna suma nie da reszty 1 (bo zawsze bedzie parzysta). Widaé
jednak, jaka jest tego przyczyna: wszystkie a; maja, wspdlny dzielnik z n. Zaléimy
wiec, #e nagze pytanie ograniczymy do liczb a; wzglednie pierwszych z n. Okazuje sie,
ie w tym praypadku odpowieds jest pozytywna. Zachodzi bowiem nastgpujacy

Lemat: Zaldimy, ie kaida z liczb calkowitych ay,...,ax jest wzglednie pierwsza z n,
gdzie k i n (k < n) sq liczbams naturalnymi. Utwdramy wezelkie mosliwe sumy tych liczb
(bez powtdrzer). Wowezas ofrzymane liczby dajq co najmniej k réinych niezerowych reszt
przy dzieleniu przez n.

Aby udowodnié powyzszy lemat, poshiZymy si¢ indukeja matematyczna ze wzgledu

na k. Oté3, dla k = 1 nie ma czego dowodzié: poniewaz a; jest wzglednie pierwsze

% 1, to daje niezerows reszte przy dzieleniu przez n. Zaléimy wiec, %e nasz lemat
prawdziwy jest dla pewnego k < n — 1 i rozpatramy k + 1 liczb catkowitych
@1,...,06k41 Wiglednie pierwszych z n. Na mocy zaloenia indukeyjnego rozpatrujac
wszelkie moiliwe sumy réinych wyrazéw ciagu 8poéréd ay,...,ar otrzymamy liczby
dajace co najmniej k réinych niezerowych resst bi,...,br prey dzieleniu przez n. Niech
t bedzie taka najmniejsza, liczba, naturalna, e 1 - 6g+1 pray dzieleniu przes n daje reszte
réina od by,...,br. Wéwezasi<k+1<n (poniewat @it jest waglednie pierwsze

& n, wiec liczby ag41,2ak41,..., {k + 1)ar+1 daja réine, niezerowe reszty przy dzieleniu
przez n (dlaczego?)). Wobec tego (i — 1)ar+1 daje przy dzieleniu przez n resste taka,
jak suma pewnych liczb spoéréd ay,...,ax lub jest to liczba 0 (jedli i = 1). W obu
przypadkach fax+1 = (i — L)akt1 + ar4 daje z dzielenia przez n reszte bryy taka
sama, jak pewna suma liczb spoéréd ay, ..., ak+1 i w dodatku reszta ta jest niezerowa
i réina od bi,...,b;. Tym samym lemat jest prawdziwy dla k + 1. Na mocy indukcji
matematycznej dowdd jest zakoiiczony.

Wspomniany na wstepie fakt nic nie méwi o ilodei liczb, ktérych suma ma byé
podzielna przez n. Czy nie mozna (by¢ moze zakladajac, te¢ mamy wiegcej niz n liczb)
zagwarantowad, by istnialo wéréd nich dokladnie k liczb, ktérych suma jest podzielna
przez n? Jedli k < n, to nie, bo spoéréd zadnej liczby jedynek nie moZna wybraé

k o sumie podzielnej przez n. Podobnie rzecs ma sie dla k niepodzielnych przez n.
Jedli jednak k = n, to okazuje sie, de odpowiedZ jest posytywna. Jeéli bowiem mamy
n(n — 1) + 1 liczb catkowitych, to pewne n 2 nich daja taka sama reszte przy dzieleniu
przez n (dlaczego?), a wigc ich suma jest podzielna przez n. Naturalne wydaje sie wiec
zapytal, ile co najmniej potrzeba liczb catkowitych, by zawsze moina bylo wybraé
spoérdd nich n liczb o sumie podzielnej przez n. Szukana liczba jest 2 pewnoécia,
wigksza od 2(n — 1), bojeflia; =...=ap,_; =1ia, = Gntl = ... = Bg(n_1) =0,

to suma n dowolnych sposréd nich nie dzieli si¢ przez n. Okazuje sie jednak,

e prawdziwe jest nastepujace twierdzenie udowodnione w 1961 roku przez P. Erd8sa,
A. Ginzburga i A. Ziva:

Twierdzenie EGZ: Spodrdd dowolnych 2n — 1 liczb catkowitych moéna wybraé n liczh,
ktérych suma dzieli si¢ przez n.

Teza twierdzenia dla n = 100 byla przedmiotem jednego z zadah olimpiady
matematyczne] w ZSRR. Istnieje kilka dowoddw twierdzenia EGZ (ponoé twierdzenie
jest tym prawdsziwsze, im wiecej jest jego dowodéw). Przytoczymy teraz jeden

z nich. Przede wazystkim zredukujmy nasz problem do liczb pierwszych. W tym celu
zauwazmy, Ze jedli twierdzenie EGZ jest prawdziwe dla liczb n1,ng, to jest réwnies
prawdziwe dla n,-ns. W samej rzeczy, rospatrzmy 2n;-ng — 1 liczb caltkowitych.
Poniewas twierdzenie EGZ zachodzi dla n1, wigc Czytelnik bez trudu uzasadni,

ze spoérdd tych liczb mozina tak wybraé 2ng — 1 roztacznych ukladéw po n; liczb,

Ze suma liczb kaidego ukladu jest podzielna przez n, {ogblnie, spodréd s-ny — 1

9



Pan Aleksander Durniatt
Starosiedle 25

66-633 Stargard Gubifiski
poszukuje archiwalnych nume-
row DELTY:

5,82 1978r.,4,6 0raz 812 z

1981r.,5,67z1982r,12z1985r,,

7z1987r,9,10z1988r.,8z
1989 .

Oferuje na zamiang:
11z1974r,6,8, 112197671, 8,

10,122 1977r,1,9,12z 1978 r,,

1,10,112z1979r.,9,10,12 2
1980r,1,221981r,10z
1986 1., 4z 1987 r.

liczb calkowitych moina wybraé s — 1 takich ukladéw (dlaczego?)). Niech b; oznacza
sume i-tego ukladu. Wéwcszas liczby :—' 83, calkowite i jest ich 2na — 1, a wiec spodréd

1
nich mozna wybraé n, liczb o sumie poclzie].nej przez na (bo twierdzenie EGZ zachodzi

b
dla n2). Niech beda to By, yeee; —2. Zatem liczba bi, +
1

przez ni - nz i wobec okreélenia b. ]est ona suma n; - ng liczb spoéréd rozpatrywanych,
co dowodzi, ie twierdzenie EGZ jest prawdziwe réwniez dla n; - n3. Udowodniony fakt
i prosta indukcja poswalaja ograniczyé si¢ w dalszym ciagu do liczb pierwszych (ktére,
zgodnie z tradycja, oznaczamy litera p). Ponadto moZemy zaloZy¢, Ze nasze 2p — 1
liczb speinia nieréwnodé

0<a; <a3<...< azp—1 < p (dlaczego?).
Niech d; = apti — i, dlat=1,...,p— 1. Zatem 0 < d; < p. Jefli d; =0dla
pewnego 1, to @; = Gi41 = ... = Gitp, 2 stad suma p liczb a; + i1 + ... + Gitp—1
jest podzielna przez p. Jesli wazystkie d; 83 réine od 0, to stosujac lemat dla
n = piliczb di,...,dp—1 (ktére sa wzglednie pierwsze z p) otrzymamy, Ze kaida
niezerowa reszta z dzielenia przez p, czyli dowolna liczba spoéréd 1,2,...,p — 1, jest
reszta z dzielenia przez p sumy pewnych liczb spoéréd d;. Zatem albo a1 +...+ap
jest podzielna przez p, albo istnieja takie 11 < ia < ¢, Ze di; + ...+ di; daje
taka, sama reszte przy dzieleniu przes p, jak —(a1 + ...+ ap). Ale w drugim
przypadku liczba a3 + ...+ ap + di; + ...+ di; jest podzielna przez p. Poniewas
liczba ta jest suma p spoéréd liczb ay,...,a2,—1 (dlaczego?; zauwaimy, ze
a1+ ...+ 6, +d1 = az+...+ gp41 itd.), wiec w kaidym przypadku w ciagu
@1,...,82p—1 istnieje p wyrazéw o sumie podzielnej przez p, co koficzy dowdd
twierdzenia EGZ.

.+ bi,, jest podzielna

Okazuje sie, e stosujac nieco subtelniej powyzsza metode moina wykazaé

(co pozostawiamy Czytelnikowi), Ze wéréd 2n — 2 liczb catkowitych albo istnieje n,
ktérych suma jest podzielna przez n, albo mozna je tak podsielié na dwa podzbiory
po n — 1 liczb, Ze w kaidym z tych podzbioréw wszystkie liczby daja takie same reszty
przy dzieleniu przez n.

Nastepne pytanie, jakie postawimy, bedzie staralo sie uogélnié uczyniona na wstepie
obserwacje jeszcze glebiej i doprowadzi do tytulowej stalej Davenporta — d. Niech wiec
dane beda liczby naturalne ny,...,n, wezystkie wieksze od 1. Bedziemy rozpatrywaé
k-wyrazowe ciagi zlozone 5 tych liczb. Pytanie, jakie sobie zadamy, brzmi nastepujaco:
Jaka jest najmniejsza liczba naturalna d = d(ni,...,n:), taka, Ze spoéréd dowolnych

d takich ciagéw k-wyrazowych moina wybraé pewns ich liczbe tak, by suma ¢-tych
wyrazéw wybranych ciagéw byla podzielna przez n; dla kaidego 1 < ¢ < k. Oczywiscie,
jedli k = 1, to stwierdzenie z poczatku artykulu daje d(n;) = n1 (bo nie moze by¢
d(n1) < n; (dlaczego?)).

Okazuje sie, ze odpowiedZ na tak zadane pytanie do dzi§ pozostaje otwartym
problemem matematycznym. Przed przystapieniem do dokladniejszego oméwienia
postawionego problemu wprowadzimy pare pojeé, ktére ulatwia nam rozwazania.
Wizbogacenie jezyka matematycznego niejednokrotnie przyczynilo sie do rozwiazania
problemu, ktérego przez diugi czas nie udawalo sie ogarnaé, o czym Cazytelnik
studiujacy matematyke z pewnodcia nieraz si¢ przekonal. Przede wezystkim przez

n bedziemy oznaczali ciag (n1,...,n:). Reszta z dzielenia ciagu liczb catkowitych

a = (a1,...,0x) przez n bedziemy nazywali taki ciag r = (r1,...,7%), Ze 7; jest
reszta, z dzielenia a; przez n; dla kazdego ¢ (1 < i < k). Powiemy, ze n dzieli a, jesli
reszta r jest (0,...,0). Ponadto suma dwéch ciagéw a = (@1,...,82) i b= (bryeneybn)
bedziemy nazywali ciag € = (c1,...,¢n), gdzie ¢; = a; +b; dlas=1,...,k. Podobnie
okreélamy réinice. Mozemy teraz nasz problem sformulowaé nastepujaco: Jaka jest
najmniejsza liczba d = d(n1,...,nt) = d(n), taka, e spoéréd dowolnych d ciagéw
k-wyrazowych mozna tak wybraé pewna iloéé, by ich suma byla podzielna przez n.

Teraz mozemy wykazad, ze taka liczba d rzeczywidcie istnieje, a nawet,

e d <ny-fz-...- ng. Istnieje bowiem n; - ...- ng réinych reszt przy dzieleniu

przez n. Jesli wiec rozpatrzymy ny - ... ng clagéw a1,...,84;.....n;, 10 Wiréd sum
ay,8;+83, 8, +8z+4as,...,81+ ...+ 8, .., albo bedzie ciag dajacy reszte

zero przy dzieleniu przez m, albo pewne dwa beda dawaly takd sama reszte; jesli beda,
toay+...+ak, 81 +...+8 +8app1 +...+a,, wéwczas ciag ar+1+...+a, da
reszte zero. W kazdym przypadku otrzymamy sume pewnych a; podzielna przez n.
(Zauwasmy, ze dowdd ten jest niemal identyczny z rozwiazaniem zadania M 670,

w ktérym dowodzimy wiasnoéci sformulowanej na poczatku artykutu.) Okazuje sig
jednak, Ze d(ny,...,nk) jest czgsto duzo mniejsze od ny - ...- k.
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Zauwaimy, fe réwnodé d = D dla

k = 2 implikuje w szczegdlnodci
twierdzenie EGZ. W rzeczy samej,

jedli n = (n, n) i wedmiemy 2n — 1
ciagéw a; = (a4, 1), to suma pewnych

£ nich jest podrielna przes n. Ale ich
liceba musi by¢ w takim rasie réwna n,
bo suma drugich wsp6lrzednych ma byé
wielokrotnodcia n. A stad spodréd liczb
@1,...,02n~1 mMofna wybraé n o sumie
podzielnej przez n.

Zeby dokladniej prayjrzeé sie¢ naszemu problemowi, ograniczymy dopuszczalne

ciagi n. W tym celu rozpatrzmy dla liczby pierwszej p nastepujaca operacje Ty:
jedlin = (n1,...,nt), to moina napisaé n; = p*i - n}, gdzie a; > 0ip { nl. Niecho
bedzie taka permutacja liczb 1,...,k, fe ay1) < ay(a) < ... € g | rozpatramy
ciag nf = p=e)n}. Jedli w ciagu tym wykreéli¢ wyrazy réwne 1, to otrzymany

ciag bedzie wlasnie wynikiem operacji T), na ciagu n. Okazuje sig, ze stale d dla
ciagébw m i Ty (n) 83 takie same. Poza tym, w wyniku skoficzonej liczby operacji Ty,
kazdy ciag m = (n1,...,n:) moina doprowadzié do takiego ciagu m = (my, ..., m,),
ie mi|ma|...|m, (tzn. m; jest dzielnikiem liczby miyy dlas=1,...,p—1) iciagm
jest w ten sposéb wysnaczony jednoznacznie (zainteresowany Czytelnik z pewnoécia bez
trudu udowodni powyzZsze stwierdzenia). Bedziemy taki clag m oznaczali przez T(n).

(Przyklad: (n1,na,ns)=(2-3,2-5.3-5) 3 (3,2-5,2-3-5) 3 (2-3-5,2-3-5).)

Powyisze rozwazania wykazuja, 4e wystarczy zajmowad si¢ liczbami d(n1,...,ni) dla
ni|na|...|ne. Tak tei bedziemy w dalszym ciagu czynic.

Oszacujemy teraz liczbe d(ni,...,nk) od dolu. Wykatemy mianowicie,

k
ie d(n1,...,ne) > D (ni — 1) + 1. Rozpatrsmy bowiem takie ciagi a;, ze dokladnie
i=1 :
ny — 1 spoéréd nich ma postaé (0,...,0,1,0,...,0), gdzie wystepuje doktadnie jedna
jedynka na s-tym miejscu. Suma dowolnych spoéréd tych ciagéw nie dzieli sie przez n
(dlaczego?).

Oczywidcie, oszacowanie nasze jest prawdziwe dla dowolnego ciagu n (bez zaloienia,
ie ni|ng|...|nt). Eatwo jednak wykazaé, ie liczba szacujaca jest dla ciagu T'(n) nie

k
mniejsza niz dla n. Dla ni|ng|...|nt oznaczmy D = Y (ni — 1) + 1. Przez pewien

czag przypuszczano, ze d = D. Tak jest rzeczywiécie,.je;li k = 2, albo jedli wszystkie n;
83 potegami tej samej liczby pierwszej. Okazalo sig jednak, Ze na ogél d > D. Pierwszy
przykiad otrzymano rozpatrujac n = (2, 2,2,2,6). Otéz, w tym przypadku D = 10,
natomiast d > 11.

Znanych jest obecnie wiele n, dla ktérych-d > D, ale niewiele wiadomo, jak dokladniej
zachowuje si¢ d. Ponadto wciaZ nie wiadomo, czy d = D dla ciagéw n diugoéci 3,

tzn. dla n = (n1,n2,ns), gdzie n1|nz|ns (np. dla ciagéw (3, 3,15), (5,10,10)).

Dla k > 4 wiadomo, Ze istnieja kontrprzyklady. By¢é moze Czytelnikowi uda sie znalefé
odpowiedzi (choéby czeéciowe) na postawione pytania badZ artykutl ten zainspiruje Go
do postawienia innych, podobnych pytai i znalezienia na nie odpowiedzi.

i Zadania

Redaguje Pawel STRZELECKI

M 870. Udowodnié, Zze spodréd dowolnych liczb naturalnych z1,z2,...,2, moina
wybraé pewng ich liczbg, tak by ich suma byla podzielna przez n.
Rozwigzanie na str. 7

M 671. Dla jakich dodatnich z czeéé ulamkowa z, czeéé calkowita z oraz sama

liczba z tworza ciag geometryczny?

Rozwiazanie na str. 7

M 672. Udowodni, ze jedli dlugodci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag
arytmetyczny, to promieri okregu wpisanego w ten tréjkat jest réwny réinicy owego
ciagu.

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Jarostaw KULPA

F 859. W pokoju o wymiarach 5 m x 4 m x 3 m pracuje komputer, ktérego

ekran elektryzuje sie. NateZenie pola elektrycznego w poblizu ekranu osiaga

wartod¢ E = 3000 V/m. Ladunek ekranu jest zawsze dodatni. Jezeli w powietrzu

jest przewaga ladunkéw dodatnich, zaktéca to prace ukladu nerwowego czlowieka.
Dyskomfort jest juz odczuwany, gdy steienie jonéw przewyisza stokrotnie standardows
jonizacje powietrza wynoszaca, 1 = 20 jonéw/cma. Oszacowad, co jaki czas trzeba
przewietrzaé pomieszczenie, aby nie odczuwaé dyskomfortu.

Przewodnoéé powietrza wynosi o = 2,5 - 107 Q" 'm™!,

Rozwiazanie na str. 9

F 360. Oszacowad, ile neutrin slonecznych przechodzi przez cialo czlowieka w ciagu
jednej sekundy. W ciagu jednego cyklu przemian termojadrowych powstaja drednio
2 neutrina i wydziela sig energia E = 4-107!? J, Temperatura powierzchni Slofica
wynosi T »s 6000 K, promiefi Storica R = 695 - 10 km, odleglodé Ziemia—Slotice
d=1,5-10"1 m. '

Rozwiazanie na str. 9
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Modele mechaniczne stawow

Kazzmierz MIKULSKI

Nieraz pewnie, odczuwajac bél w lokciu lub kolanie, sastanawialigcie sie, jak to
wladciwie sie dzieje, e reka czy noga zgina sie i prostuje. Problem bolacego
lokcia zostawimy lekarzom, a tutaj oméwimy proste mechaniczne modele
stawdw.

Zacznijmy od stawu skokowego, ktéry, jak sama nazwa wskaguje, umozliwia
podskoki. Rysunek la pokazuje budowe stopy i podudzia, rysunek 1b zad
schemat naszego modelu. Zwréémy uwage na dlugosé kodci bedacych ramionami
déwigni, polozenia punktéw przylogenia sit i osi obrotéw. Na rysunku 1b
gaznaczono réwniez gléwne sily dzialajace na stope: sile nacisku P, sile
reakeji podloza F oras sile T, ktéra poprses &ciegno Achillesa dziala miesien
podudszia. Prsyjeto, ie stosunek odcinkéw AB do BC ma si¢ jak 2 do 6.
Wyobrafmy sobie, ze wasymy 60 kG i wspieliémy sie lekko na palce jednej
nogi. Sita F wynosi, oczywiscie, 60 kG. Aby nie nastegpowal obrét wzgledem
punktu A, moment sily P musi réwnowasyé moment sily F, tzn. 2P = 8F,

a zatem P = 240 kG. Widzimy wiec, Ze nacisk z géry na stope nie jest réwny
naszej wadze, lecs jest 4 razy wiekszy. Gdy wykonujemy skok, nast¢puje
obrét wzgledem punktu B. Z warunku réwnowagi wynika, ze 2T = 6F, wiec
T = 180 kG. Takie obciagenie musi wytrzymaé éciegno Achillesa.

g
J

_Jo

]

1!

11

1l

1

staw kolanowy rzepka 1 I

1 11

l 1

| 11

K0s& | 1l

miesnie | piszczelowa Th PV

strzatkowe | | : :

| I

L]

kose Ry
strzatkowa

staw skokowo-
goleniowy

ST T

Rys. 1a. Kodei podudsia. Rys. 1b. Model stawu skokowego.

Gdy skaczemy, pracuje nie tylko staw skokowy, lecz réwniez kolanowy
— pokazany na rysunku 2a. W modelu tego stawu (rys. 2b) wykorzystano
bloczek.

staw staw
biodrowy kolanowy
rzepka
kose
piszczelowa

ko3¢
udowa

kos¢ :
strzatkowa staw
skokowo -
goleniowy
Rys. 2a. Koédci nogi w poeycji poziomej. Rys. 2b. Model nogi.
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Pozostawimy Czytelnikowi obliczenie sily T, ktéra dziala éciegno przerzucone
przez ten bloczek, aby pokonaé ciezar samego podudzia M i obciagenie F.

Wydaje sie, ie szczegblnie niefortunna & mechanicznego punktu widzenia jesu
konstrukcja stawu lokciowego (rys. 3a i 3b).

staw ramienny

H()
miesien dwugtowy
ramienia
kose 3
ramieniowa koSt promieniowa
1z

staw
tokciowy

kost staw
{okciowa promieniowo -
nadgarstkowy

Rys. 3a. Kodci reki. Rys. 3b. Model kodci reki.

Sila P przedstawia dzialanie ramienia, T mieénia swanego popularnie bicepsem,
sily M i F za$ cigiar samego przedramienia oras ciesar trsymanego w reku
kamienia. Stosunek dlugosci odcinkéw AB, BC i CD przyjelismy jako 3:5:8.
Warunek réwnowagi przy obrocie wzgledem punktu A ma postaé

16F + 8M = 3T,
przy obrocie zaé wzgledem B

13F +5M = 3P.

Zakladajac, ie kamied wasy 10 kG, przedramie za$ tylko 1 kG, znajdujemy
wartodci sit T = 56 kG 1 P = 45 kG.

W odréznieniu od stawéw koriczyn konstrukcja naszej szczeki bardzo Naturze sie
udala. Jak wida¢ na rysunkach 4a i 4b, obciagenie mieénia podnoszacego iuchwe
jest niewielkie i zapewne dlatego trudno si¢ zmeczyé méwieniem.

ko3¢
jarzmowa

szczgka

gafgz Zuchwy

trzon zuchwy migsien zwacz

Rys. 4a. Kodci glowy. Rys. 4b. Model szczeki gérnej i Zuchwy.

Odpowiedzi na zagadki w EPSILONIE: X; = Kubu§ Puchatek (Alan Alexander Milne), X, = Alicja (Lewis
Carroll), X3 = Ananiasz (René Goscinny), Xy = Niedéwiadek Nalle (Gosta Knutsson), X5 = Maly Ksiaze

(Antoine de Saint-Exupéry).
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moze nadsyla¢ rozwiazania zadad z numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazaf zamieszczamy w numerze n + 4. Mo#na nadsylad roswigzania

czterech, treech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddszielnej kartce), moina to robi¢

co miesiac lub = dowolnymi przerwami. Rozwiazania sadanf z matematykii z fizyki nalesy

przesylaé w oddsielnych kopertach, umiesscrajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy

® przez wspblczynnik trudnodci danego sadania: WT = 4 — 85/N, gdzie § oznacza sume
ocen ra rozwiazania tego zadania, a N — liczbg 086b, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania = danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrsymuje

: nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym crasie i w ktérejkolwiek = dwéch
[
Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M .
po uwizgle¢dnieniu ocen rozwigzan Przypomma.my treé¢ zada:

konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
zadad 245 (WT=2,93) i 246 (WT=2,68) 355. Czworokat wypukly o bokach dlugodci @, b, ¢, d jest wpisany w kolo i opisany na kole.

do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1993.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadart = matematyki  numeru 2/1993

gl

z numeru 9/1992

Prremystaw Gadzifskl- Sroda $1. 43,00
Marcin Kasperskl - Warszawa 38,26
Jerzy Janowics — Bolestawiec 37,80
Tomasz Wietecha — Tarnéw 35,41

Promieri kola opisanego ma dlugodé R. Pole czworokata réwna sie 8. Dowiedé, e

s § 8 4R?
_+q+:+f<z\/§+
a

b d = NG

356. Dane sg liczby calkowite n > k > 1. Ile jest k-elementowych ciagéw liczb calkowitych

dodatnich (zy,...

,Zx) spelniajacych réwnanie z1+ ...+ 2z = n? (Ciagi o tych samych

wyrazach, ale wystepujacych w régnej kolejnodci, uwatamy za réine.)

255. Ogznaczmy dlugodci przekatnych czworokata przez e, [ tak,
by cztery tréjkaty wyznaczone preez tréjki Jjego wierzchotkéw
mialy (odpowiednio) boki o diugodciach: (a,b,¢), (e, d,¢),
(2.4, 1), (b,¢, f). Pola tych tréjkatéw sq kolejno réwne
(abe)/(4R), (cde)/(4R), (adf)/(4R), (bef)/(4R); mamy wiec
réwnoéci 4RS = abe + cde oras 4RS = adf + be f, ktére po
przemnogeniu stronami dajg swiazek
(1) 16R?5? = ef((a® + c?)bd + ac(b? + a?)).
Przyjmijmy oznaczenia:

at+e=b+d=p, ac+bd=E.
Pole czwdrokata wpisanego w kolo i opisanego na kole wyrasa
si¢ wezorem § = v/abed. Zgodnie z twierdzeniem Ptolemeusza
(E = ef) moktemy wigc prezepisaé réwnodé (1) jako

16R?S? = E((p? — 2ac)bd + ac(p? - 2bd)) =
= E(Ep® - 45?).

Lewaq strone danej w zadaniu nieréwnodei przeksztalcamy do

postaci
s S 152 52 ‘g2 g2
Tt E(T+T+T+T =
_ bed + cda + dab + abe
- ]
_ ae(b+d) + (a+c)bd
S
Mamy wiec do udowodnienia nieréwnodé
Ep/S < 2/S + 4R?/+/§, ktéra po pomnozeniu stronami przez
48%/3 i skorzystaniu z (2) przybiera postad
(3) 4Ep- SV5 < 88% 4+ E?p? - 4ES2.
Poniewas § = Vabed < §(ac + bd) = LE orag
p?=(a+¢)®>4ac, p? = (b + d)? > 4bd, zatem
E > 28 oragz p>V2E.

(2)

f |t
o |ty
|

+

£
L
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Wynika stad w szczegdlnodci, e

Ep - 25V8 > EV2E - 25V§ > 0,

2 2
wobec czego (Ep - 2.5'\/5) > (E\/ZE - ZS\/§) , cegyli
E3p% — 4Ep . SV/S > 2E® — 4ES\2ES.

Nieréwnodé (3) bedzie wigc udowodniona, jedli wykasemy, ge
(4) 2E® — 4ESV2ES > 4ES? - 8883,
Korzystajac ponownie & oszacowania E > 25 mamy

2E® - 4ES\2ES + 85% — 4ES? >

>2E*/E - 25 — AESV2ES + 88 - 4ES? =
= 2/25(E - 25)(EVE - sv25) > o.
To dowodzi nieréwnodci (4), a tym samym i nieréwnodei
wyjéciowej.
2566. Kagdemu ciagowi (21, ...,2;) spelniajacemu warunki
zadania przyporzadkujmy ciag (¥1,...,¥k—1) o wyrazach
Y = Z1 + ...+ z;; oczywidcie
{*) ﬂl;---:yk—lE‘[l:za---:“-l}. ﬂ1_<y3<"‘<vk"-l‘
Na odwrét, dowolnemu ciagowi (y1,..., ¥z—1) spelniajacemu
warucki (+) motemy preyporzadkowaé ciag (21,...,2%) weorami
Z1 = Y1,
Ty = Yi — Vi1 dlai:z:‘-':k—ly
L =N Yk

Tak okredlone odwzorowania ((z;) — (y;) oraz (y;) — (z;)) 53
wzajemnnie odwrotne; ustalajg wige bijekeje pomiedzy ghiorem
wagystkich ciagéw (23, ...,z;) spelniajacych warunki zadania
orag zhiorem wszystkich ciagéw (y1,...,yr—1) speiajacych
warunki (+). Poniewas ciag rosnacy mogna identyfikowaé
ze ebiorem jego wyrazéw, ratem dopuszczalnych ciagéw
(v1,---,¥r~1) Jest tyle, ile (k — 1)-elementowych podsbiordw
ma gbiér {1,2,...,n — 1} — cayli ::}) Tyle samo jest tes
i dopuszcealnych ciagéw (z,...,2z).
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Przypominamy tredé zadai:

Redaguge Jerzy B. BROJAN
Rozwiazania zadath z fizyki 2 numeru 2/ 1993

168. Przyporzadkowad wiladciwym otworom obrazy dyfrakcyine (patrz okladka Delty 2/1993)
powstale w wyniku przejécia fali przez te otwory. Zakladamy, ze fala pada na otwdr
prostopadle, a potem jest obserwowana na bardzo odleglym ekranie (lub tez — w przypadku
fali §wietlnej — przechodzi przez soczewke skupiajaca, a ekran znajduje sie w plaszczyZnie
ogniskowej). Dlugodé fali jest mniejsza od rozmiaréw otworu. Objaénié zasady rozumowania.

1654. Narysowany obok obwdd znajduje si¢ w jednorodnym polu magnetycznym o indukeji B,
prostopadlym do plaszczyzny rysunku. Prawa czeéé obwodu tworzy pret o masie m, ktéry moie
bez tarcia §lizgad sie po poziomych szynach odleglych o {.

Opisaé ruch preta po zamknieciu

klucza. Opdér obwodu pominaé.

163. Przyporzadkowanie jest nastepujace:
nrobrazudyfr. 12345678 9 10111213 14 1516 17
otwor JB"oxLIJND: Tg I HZSC

Nalegalo swrécié uwage m.in. na symetrig rysunkdw, gdys
symetria otworu musi pociagac za sobg te sama symetrie
obrazu. Zwiazek ten nie jest wzajemnie jednognacgny, poniewas
kagdy obras dyfrakcyjny ma symetrig srodkows (przechodsi

w siebie prey preeksztalceniu r — —r). Wynika to ze wzoru
prredstawiajacego falg ga przesgkods jako sume (ew. calke) fal,
ktére ulegly rozproszeniu na poszczegdlnych punktach otworu
(zasada Huygensa):

¥ = ZCOS(wt—k-r'),

gdeie k jest wektorem o diugodei 27/) wskazujacym punkt r
ekranu. Widzimy, se podstawienie k —+ —k jest réwnowagne
zmianie gnaku £, co, oczywidcie, nie zmieni amplitudy fali 4.
Symetria srodkowa jest wiec jedyng symetrig obragzu fali
rozproszonej na otworsze o ksetalcie np. litery g, a wystepowanie
symetrii osiowej otworu prey odbiciu wzgledem osi pionowej
lub poriomej w polacgeniu = symetrig drodkows pociaga za
sobg symetri¢ obrazu wzgledem obu csi. Dla otworu o kagtalcie
litery L lub x mamy do czynienia z elementami preyblionej
symetrii wegledem osi skodnych (obréconych o 45°). Najlatwiej
jest rozpoznad litere o ze wezgledu na prawie dcislg symetrie
obrotows.

Obok symetrii istotng wskaeéwka, moga byé podstawowe cechy
dyfrakeji i interferencji. Dla otworu o ksstalcie pionowej kreski
(,,obcigtej" litery I) dyfrakcja jest snacznie silniejsza w kierunku
poziomym nig pionowym. Obecnodé dwéch réwnoleglych

linii w otworze (np. litery N, H lub Z) wigge si¢ 2 ukladem
maksiméw i miniméw interferencji wedlug osi prostopadlej do

Odcinek dla pocaty

stownie ztotych

‘stownie z'f'otych‘

wplacamcy

linii, prey czym im dalej od siebie 83 te linie, tym gesciej s
maksima i minima. Szczegdlnie tatwe jest rogpognanie efektéw
interferencji dla otworu o ksztaicie dwukropka.

W wielu trudniejszych przypadkach opisane wysej metody
dajg odpowiedzi bardzo niejednognaczne i konieczne jest
yskombinowanie” — wyszukiwanie podobieristw otwordw

i obrazéw. Zapewne przyda sie i odrobina intuicji. Trudno
rogstreygnaé, czy na elementarnym poziomie mogliwe jest
jednoznacene rogrégnienie dyfrakcji na niektdrych otworach.
Autor spodrziewa gig interesujacych listéw od Czytelnikdw!

154. Suma napieé na cewce i ogniwie jest réwna SEM indukecji
w obwodzie, ten. wyrateniu A®/At = BAS/At = Bul (gdzie
v — predkodé preta, AS — zwigzana z nig zmiana powierzchni
obwodu). Stosujac do preta II zasade dynamiki otreymujemy
uklad réwnah

AT

E- LE — Blv=0 (I — natgzenie pradu)

Av
et
mAt B,

prey ceym dodatnie zwroty wielkodei I, v i B s3 nastepujace:
B ga plaszesyzne rysunku, I prawoskretnie, v w prawo (w razie
watpliwodei co do gnakéw w pierwszym réwnaniu nalegy
powolaé sie na regute Lenza). Rozwiazaniem jest wyragenie

U= % + acos(wt) + bsin(wt),
gdzie a i b 83 dowolnymi stalymi, a w = Bl/vmL. Jedli w chwili
poceatkowej pret spoczywal, a prad byl réwny zeru, to b =0,
T, ceyli v = —[1 — cos(wt)]. Pret porusza sig wige

ruchem ,skokowym”, bedacym zlofeniem ruchu jednostajnego
i drgania harmonicgnego.
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Patrz w niebo

Problem niewidocznej masy we Wazechéwiecie to jeden
%z najwazniejszych obecnie w astronomii. Jego znaczenie
jest ogromne dla catego whadciwie przyrodoznawstwa,
bowiem lacza sie w nim podstawowe fakty dotyczace
makro- i mikrogwiata.

Widoczna materia to, oczywiécie, gwiazdy, obloki gazu

i pyhu oraz galaktykii ich gromady. Jui od doéé dawna
wiadomo jednak, Ze oprécz niej musi we Wazechdwiecie
istnie¢ jeszcze jakad niewidoczna — przynajmniej na

razie — jej forma. A argumenty za tym sa, na przyklad,
nastepujace. Z pomiaréw predkodei radialnych gwiazd

w réznych miejscach galaktyki spiralnej, widzianej

w przyblizeniu z krawedzi, mozna odtworzyé tzw. kraywa
rotacji, cayli zaleznodé predkodci obiegowej gwiazd od
odlegiodci od centrum galaktyki. Gdyby - jak moZna
oczekiwad — wiekszodé masy galakiyki byla zawarta w jej
jadrze, to predkoéé obiegowa gwiazd poza jadrem malataby
ku jej peryferiom w przybliZeniu tak, jak wynika z praw
Keplera. Tymczasem u wielu galaktyk spiralnych krzywa
rotacji przebiega niemal poziomo do samej krawedzi
galaktyki. Czefciowo za to odpowiedzialny moze byé
woddr wypelniajacy galaktyke w ilodci przekraczajace]

w niektérych przypadkach kilkakrotnie ilogé materii
widocznej ~ obecnie obserwuje si¢ go w zakresie radiowym
na fali 21 cm. Niewidoczne moga tez byé male czarne
dziury lub brazowe karly, jednak o ich liczebnosci nic
pewnego dzid powiedzieé nie mozna.

Oto inny przyklad. Z rozmieszczenia na niebie

galaktyk w regularnej gromadzie mozna odtworzyé ich
rozmieszczenie w przestrzeni, a z pomiaréw predkodci
radialnych — predkodci przestrzenne. Moina wiec ocenié
potencjalna i kinetyczna energie gromady. Jeseli gromada,

jak sie spodziewamy, jest stabilna, to suma energii
potencjalnej i podwojone]j energii kinetycznej powinna
byé réwna zeru (jest to tzw. twierdzenie o wiriale),

a wiedy zaleinodé ta umosliwia okreflenie éredniej

masy pojedynczej galaktyki. Otéz, czesto tak oceniane
masy sa wieksze ni# oceniane na podstawie jasnodci
galaktyk. Dzi§ wiemy, Ze tak jest, poniewai w ten
spos6b zastosowane twierdzenie o wiriale nie uwzglednia
goracego gazu wyrzuconego przez gwiazdy w przestrzefi
miedzygalaktycana. Obecnie gaz ten (giéwnie sjonizowany
woddr) obserwuje sie w zakresie rentgenowskim.

Tak wiec pewne formy dawniej niewidocznej materii
zostaly jui ujawnione dzieki nowoczesnym technikom
obserwacyjnym. Jest to nadal ,normalna” materia
barionowa, tzn. zbudowana z protonéw i neutronéw,

ale ciagle jest jej za malo, by wytlumaczyé dynamike
Wazechéwiata. Jest nawet gorzej. Mianowicie, jednym

z najwagniejszych sukceséw Teorii Wielkiego Wybuchu
bylo prawidlowe przewidzenie przez nia zawartodci helu

we Wazechéwiecie, przy czym narzucone zostaly dodé ostre
ograniczenia na gestodé calej barionowej materii tuz po
Wielkim Wybuchu. Okazalo sie, e do dzi§ gestoéé ta
powinna spafé do wartodci mniej wiecej takiej, jaka, wladnie
obserwujemy. Oznacza to, fe ciagle brakujaca nam materia
musi by¢ niebarionowa, czyli musi sktadaé sie z neutrin lub
jakiché egzotycznych czastek obecnie nie gnanych. Jest

to powaine wyzwanie dla fizyki czastek elementarnych.
Pewne propozycje zostaly juz poczynione, choé do
potwierdzenia ich realnoéci jest jeszcze daleko. Na dzié
pozostaje nam wiec dwiadomoéé, Ze patrzac w niebo
widzimy skromny ulamek tego, co tam sie rzeczywidcie

znajduje.
Tomasz KWAST

Prenumerata ,Delty”
za okres:

Prenumerata ,,Delty”
za okres:

Prenumerata ,,Delty”
za oKres:
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6/93
(28)

Znamy?

I oto nadszed} kolejny Dziefi Dziecka. Przypomnijmy
wiec niektdre quasi-matematyczne fragmenty pewnych
pozycji literatury , dzieciecej” o niekwestionowanej
renomie. Poznajemy...7 Kim sa X, Xo, X3, X4, Xs?
A kto stworzyl te postacie? Odpowiedzi na stronie 13
Delty.

...l w tej chwili zapadl w drzemke i énilo mu sie,
ze on, X, i Nieustraszony Basen wraz z Meznym
Cejlonem i Mnoznikami mieszkali razem z koniem
1 byli wiernymi rycerzami (wszyscy z wyjatkiem
Mnoznikéw majacych piecze nad koniem)...

...— Przeszedlem tylko program z przedmiotdw
obowigzkowych (...), réine odgalezienia Arytmetyks -
Wodowanie, Obejmowanie, Dnozente 1 Brzydzielenie.

- Nigdy nie styszalam o ,,Brzydzielensu” — odwazyla sie
zapytaé Xo. — CdZ to jest takiego?...

...— A poza lym, wiesz cof Jezeli bedziesz grzeczny,
przyrzekam, Ze cie zapytam z arytmetyks.

- Z ulamkdéw? — zapytal Xs.

Pani odpowiedziala mu, ze tak, wiec X5 puscit sie
lawki i stanal z nami trzesac sie okropnie i przez caly
czas poplakujac cicho: ,,Buuu, buuu, buuul”...

...Gdy doszli do sklepu kolonialnego Anderssona, X4
zrobit blagalna mine:

- Czy musze oddad wszystkie ostemnadcie slotkdw?

- Tak, X4, musisz.

- Czy myslisz, Ze Andersson przeliczyl je tak
dokladnie? — zastanawial sie X;. - Czy zauwazq, jezelt
oddam dziewietnadcie, a jeden zatrzymam?...

...— Dzied dobry — powiedzial X5. — Zgas! panu
papieros.

— Trzy plus dwa réwna sie pted. Pieé plus siedem
réwna si¢ dwenadcie. Dwanadcre plus trzy réwna sie
pretnadcte. Dziert dobry. Pietnadcie plus siedem rédwna
ste dwadzedcia dwa. Dwadziedcia dwa plus szedé
réwne ste dwadziescia ostem. Nie mam czasu zapalid
go. Dwadziedcia szedé plus pied rdwna sie trzydziedct
jeden. Uf! A wige piedset jeden miliondw szedéset
dwadziedcta dwa tysigce stedemset trzydzieder jeden.
- Pigéset miliondw czego?

- Co? Jeszcze tu jestes? Pieéset jeden miliondw...
nie wiem czego... mam tyle pracy! Jestem powainym
cz!owzektem, nie trace czasy na glupstwal! Dwa plua
piec..

lr At ,\//, \\/// sl

— Hej, wy tam...Nie podpowiadajcie!
Rys. Jean Effel

Dobrze, ze tak dobrze
znamy sie na matematyce...

Jednym z gléwnych bohateréw ksiazki Aleksandra
Minkowskiego Kosmiczny Sekret Lutego jest chlopak

o pseudonimie Spinoza. Jest on przedstawiony
Czytelnikom jako ,dwietny matematyk”, co zreszta
znajduje potwierdzenie w akcji ksiazki. Jednym z watkéw
ksiazki sa liczne préby otwarcia poniemieckiej kasy
pancernej 2z szyfrowym zamkiem, wykonywane przez
bohateréw. Spinoza prowadzi ewidencje. ,Jeszczedmy
jej nie zdolali otworzyé, choé wyprébowalidmy tysiace
kombinacji cyfrowych” - oznajmia Czytelnikom na
poczatku ksiazki gléwny bohater, Lutoslaw. Konstrukeja
zamka nie jest skomplikowana: trzeba, krecac tarcza,
ustawi¢ kolejno cztery liczby wybrane spodréd dwunastu:
1,...,12 (nb. w keiaice caly czas méwi sie ,cyfry”).

Po dobraniu wladciwej czwérki kasa zostanie otwarta.

W pewnym momencie otwarcie kasy staje sie pilne.
Oddajmy glos Spinozie:

...~ Na wyprébowanie wszystkich mozliwych kombinacjs nie
wystarczy nawet 1 dwusty godzin, rozumiesz? Przy dwunastu
cyfrach na tarczy, wariantéw czterocyfrowych mogg byé
msliony.

- Przesadzasz - méwie.

- Przesadzam? — zaperza sie Spinoza. - Mam ci
wyprowadzié wzér na ilodé kombinacji? Prosze bardzo... -
chwyta oléwek, pochyla sie nad notesem.

O milionach méwi sie jeszcze w ksiazce kilkakrotnie:

prakiycznie szanse (otwarcia kasy) sq prawie takie same,
jak jeden do miliona, ...w ciggu minuty wyprébowuje trzy
kombinacge (...) Céz to jest wobec milionéw mozliwosci?

Wzdér, o ktérym mowa, nie zostaje jednak w ksiagce
wyprowadzony, a szkoda. Szukana liczba to 12* (= 20 736)
(nb. wzér jest w programie matematyki mlodszych klas
szkoly éredniej). Ksiazka jest ciekawa; ilu jej miodych
czytelnikéw uwierzy, Ze istotnie w opisanej sytuacji sa
miliony réznych mozliwodei...7

K.C.

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Pofmiechowski.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, = dopiskiem &¢.
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XXXII ZJAZD FIZYKOW POLSKICH
KRAKOW
20-23 WRZESNIA 1993

Zjazd bedzie spotkaniem pracownikéw nauki, nauczycieli i sympatykéw fizyki
z calego kraju. Celem naukowym Zjazdu jest popularyzacja najlepszych
osiggnieé fizyki. Program Zjazdu przewiduje jednogodzinne wyklady
specjalistéw oraz sesje plakatowa, na ktérej poszczegélne osrodki fizyki beda
mogly zaprezentowaé wybrane przez siebie zagadnienia. Specjalna sesja
poswiecona bedzie dydaktyce fizyki na wszystkich szczeblach nauczania.

W trakcie trwania Zjazdu zorganizowane zostang wystawa i targi aparatury
naukowej, do udzialu w ktérych zaproszono szereg firm zagranicznych

i polskich. Podczas Zjazdu odbedzie sic Walne Zebranie Delegatéw i wybory
nowych wladz PTF.

Obrady Zjazdu odbedg sie¢ w Auli Wydziahi Fizyki i Techniki Jadrowej
Akademii Gérniczo-Hutniczej w Krakowie, ul. Reymonta 19. Koszt
uczestnictwa wynosié bedzie okolo 400 tys. zl. (Przewidziane s3 znizki dla
uczniéw i nauczycieli szk6l §rednich i podstawowych). Szczegbélowe informacje
wraz z karta zgloszeniowg rozeslane zostana do potencjalnych uczestnikéw

w maju br.

Organizatorami Zjazdu sa:
Polskie Towarzystwo Fizyczne, Oddzial Krakowski
Wydzial Fizykii Techniki Jadrowej AGH, Krakéw

Komitet Organizacyjny Zjazdu:

Przewodniczacy: Jerzy Niewodniczariski
Wiceprzewodniczacy: Andrzej Kisiel
Sekretarz: Janusz Wolny

Komitet Programowy Zjazdu:

Przewodniczacy: Kazimierz Grotowski

Adres Komitetu Organizacyjnego

Wydzial Fizyki i Techniki Jadrowej
AGH
al. Mickiewicza 30
30-059 Krakow

telefon: (12) 333740 telex: 0322203 agh pl fax: (12) 340010
email: zjazd @mifitj.ifj.edu.pl



