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Swiatlo — piaty zywiol ‘Anegdoty
matematyczne

Aleksandra KOPYSTYNSKA Steven KRANTZ

Ciénienie swiatla © The Mathematical Intelligencer
przedruk za zgoda, redakcji

Moina zaryzykowad stwierdzenie, ze zjawisko ciénienia dwiatla

bylo juz obserwowane w starozytnodci, gdy tylko uczeni zauwazyii Tourmacniod Bt v ik i L

1z niebie komety. Pawel STRZELECKI
Komety wygladaja rézinie, ale zawsze maja jadro (o srednicy Bergman

od 800 do 3000 km), glowe (o srednicy od 50 do 240 tysiecy km)

i wyplywajacy z niej warkocz, nazywany tez ogonem. Warkocz,
ktéry jest zbiorem jondéw czasteczkowych, ciagnie sie na dhlugosci
dochodzacej do 80 miliondw km i jest skierowany od Sloiica, chociaz
czasami moze by¢ odchylony od kierunku radialnego. Na czasteczki
w ogonie komety dzialaja dwie antyréwnolegle sity. Jedna jest

Stefan Bergman (1898-1977) byt
rodowitym Polakiem. Swoja kariere

w Stanach Zjednoczonych rozpoczynal

w Brown University. Méwi sie, Ze Bergman
przybyl do Stanbéw razem ze swa kochanka.
Wkrétce po przyjeidzie wzial ja na strone

silq grawitacji Stofica, a druga jest wywolana cignieniem swiatla, i powiedzial ,, Jestesmy teraz w Stanach
co zrozumiano dosy¢ péino, bo dopiero na poczatku naszego Zjednoczonych, gdzie panuja inne obyczaje.
stulecia. Widzac wiec na niebie komete obserwujemy ,doswiadczenie Kiedy jestedmy z innymi ludémi, zwracaj
kosmiczne”, ktére demonstruje m.in. istnienie ciénienia $wiatla. sie do mnie Stefan. Ale w domu nadal

" Ny . e . il tytuluj mnie: Profesorze Doktorze
Aby blizej zrozumieé, dlaczego éwiatlo wywiera cisnienie, warto Bergman.” (...)

preypomnieé troche podstawowych wiadomosci z fizyki. [ tak, druga

zasade dynamiki Newtona mozna zapisa¢ w postaci Bergman jakal si¢ i niekiedy trudno bylo

go zrozumieé, niezaleznie od tego, jakim

(1] F = ip_ ; jezykiem méwil. Pewnego razu rozmawial
dt ‘ z Antonim Zygmundem, innym stawnym

gdzie p = mv oznacza ped ciala o masie m, ktére porusza sie polskim analitykiem, w ojczystym jezyku.

z predkoscia v. Zmiana pedu w czasie jest réwna sile, ktéra dziala Po chwili Zygmund powiedzial ,,Prosze,

na cialo o masie m i nadaje mu przyspieszenie a. Zatem w ukiadzie, rozmawiajmy po angielsku: tak mi bedzie

w ktérym nie dzialaja sily zewnetrzne, suma peddéw cial jest stala wygodniej.” {...)

(2) mivVy +mgve + ... = const. Bergman byl niezwykle milym i uprzejmym

Ale czy ped moina przypisaé tylko czastkom materialnym, czyli czlowiekiem. Nie zwazajac 1 klopoty,
takim, ktére maja mase spoczynkowa wigcksza od zera? Otdz, nie pomagal wafalu n.:dodym lu.dzm‘m =
tylko. To, ze pole elektromagnetyczne powinno niesé zaréwno rozpoczynaé kariery, czynit tez wielkie

energie, jak 1 ped, wynikalo juz z opublikowanych w 1862 r. réwnan wys:i‘kf N e I_)OISklc_h Lydow w okresic
Wissseell drugiej wojny dwiatowej. Ale gdy
a.

przychodzilo do jego wlasnej matematyki,
Swiatlo mozemy traktowad badz jako fale elektromagnetyczna, bads objawiala si¢ w nim dusza spryciarza.
jako strumieri fotonéw o energii £ = fw 1 pedzie p = kk, |p| = E/c, Gdy podobalo o sie tw.ierd?enie,

gdzie h jest stala Plancka h dzielona przez 2w, ¢ predkodcia swiatla bedace pmedmlo_tem SEFicres Mgl i,
w préini, a k wektorem falowym (zawsze réwnoleglym do kierunku cassto podehodsell doiwyldadowey

o " e _ . i méwil ,Naprawde podoba mi sie
rozchodze_ma sie fali) o wartodci k = w/c = 2r/A. Zgodnie z zasada Patekiastwicrdseste, Py i o
zachowania pedu

. to moje wiasne badania nad jadrem

(3) Ak + mv, = mv, (Bergmana — przyp. thum.). Rozwazmy

' dwuwymiarowa, przestrzeil zespolong, ...
I Bergman wylaczal sig, 1 wpadal na swéj
ulubiony temat. Zdarzylo sie, Ze pewien

atom po absorpcji lub emisji fotonu musi doznaé odrzutu p = mAv,

gdzie m jest jego masa, a Av zmiana predkosci o wartodci

réwnej hw/me. 'Ja.k mala jt?st ta zmia.na.,_ niech éwia,dczy p'rzyk}a..d wiion e wtemsabrl d B e st o¥ia

atomu sodu, ktéry absorbujac lub emitujac foton promieniowania rekopis swej nowej pracy. Bergman rzecs

rezonansowego o dlugosci fali A = 589 nm, wskutek doznanego przeczytat i stwierdzit: ,Podoba mi sie

odrzutu zmienia predkosé o Av = 0,03 m/s. Dla poréwnania, Pana wynik. Zrébmy z niego wspélna

w temperaturze pokojowej w opréznionej z powietrza komdrce prace, a ja napisze nastepna.? (...)

zI:I; ;:)t zlé((:}z?g/l: (S;d;;nmpiiil;ﬁjc atatnow: pary-sodn wymesi ‘Bt.arg'J:na.n intensywni.e myslal o matematyce
i zarliwie troszczyl sie o swa prace.

Przeprowadzenie przekonujacego doswiadczenia, ktére wykazaloby Pewnego dnia, podczas Miedzynarodowego

istnienie ciSnienia $wiatla, okazalo si¢ bardzo trudne. Pierwsza, Kongresu Matematycznego w 1950 roku

niezbyt udana prébe podjal w 1910 r. Piotr Lebiediew w Rosji. w Cambridge (I.vIa.ss.), umowil si¢ nia lunch

Gdy swiatlo pada na dowolne cialo, to w kazdej sekundzie przekazuje # woma wioskimt praylsichns € il

1




pojawili sie bardzo punktualnie w pokoju
Bergmana: szacowny, starszy wloski
matematyk Picone (niosacy bukiet
kwiatéw dla Bergmanal!) i jego mlodszy
kolega Sichera. Picone byl w Stanach
Zjednoczonych po raz pierwszy i nie
méwil po angielsku; Sichera wystepowal
w roli ttumacza. Po przywitaniu
Bergman zapytal Sichere, czy ten

. czytal jego najnowszg prace. Sichera
przyznal, ze tak, 1 Ze uwaza ja za bardzo
interesujaca; jednakze ma uczucie,

ze potrzebne sa pewne dodatkowe
zalozenia o rézniczkowalnosei. Bergman
stwierdzil ,,Nie, nie, nie rozumie

Pan” i zaczal wyjasniaé kwestie przy
tablicy. Picone czekatl cierpliwie nic nie
rozumiejac. Po wyjasnieniach Bergman
spytal Sichere, czy teraz juz zrozumial.
Sichera odparl, ze tak, ale nadal sadzi,
ze pewien krok dowodu wymaga zalozen
o rézniczkowalnosci. Bergman pozostat
nieugiety i wywiazal sie goracy spér,

z ktérego Picone nic nie rozumial.

Po pewnym czasie Sichera stwierdzil
sDobrze, zapomnijmy o tym i chodZmy
na lunch.” Bergman wykrzyknat ,,Nie ma
rézniczkowalnodci, nie bedzie lunchu!®

i zostal w swoim pokoju, a Wiosi sami
poszli na lunch. Picone wreczyt bukiet
kwiatéw kelnerce.

Istnieje wiele dowoddéw na to, Ze Bergman
myslal o matematyce bez przerwy.
Pewnego razu zadzwonit do jednego ze
swych studentéw, pod jego domowy
numer, o drugiej nad ranem i powiedzial
»Czy jest Pan teraz w bibliotece?
Chcialtbym, zeby Pan czegos dla mnie
poszukal!™. (...)

Niekiedy Bergman wydawal sie

tracié kontakt z rzeczywistosdcia,
najprawdopodobniej ze wzgledu na swoje
zaprzedanie matematyce. Na przyklad,
pewnego dnia wybral sie z grupa,
znajomych (w tym z moim przyjacielem,
ktéry opowiedzial mi péZniej te historyjke)
na plaze w péinocnej Kalifornii. Plaze

83 tam chlodne, tak wiec po wyjdciu

z wody Bergman uznal, Ze lepiej bedzie
przebraé sie w auche rzeczy. Gdy wedrowal
w strone parkingu, przyjaciele zauwaigyli,
ze zmierza w ztym kierunku; byli jednak
przyzwyczajeni do tego rodzaju zachowania
i nie przejeli sie zbytnio. Po chwili
Bergman wrécil — ubrany — i wykrzyknal

» Wiecie, w naszym samochodzie jest
szalenie nieprzyjazna kobieta!”.

Besicovitch

Abram S. Besicovitch (1891-1970)
byl éwietnym specjalista w zakresie
geometrycznych metod w analizie

mu pewng ilo$é pedu. Zmiana pedu ciala w czasie to sila, ktéra
na to cialo dziala, a sila wywierana na powierzchnie jest wlagnie
cidnieniem. Lebiediew chcial zmierzyé kat obrotu swobodnie
zawieszone] plytki, na ktéra padalo §wiatlo.

Pierwsze przekonujace doswiadczenie zostalo wykonane w 1933 r.

przez Ottona Frischa w Hamburgu. W specjalnym piecu metaliczny

s6d zostal podgrzany znacznie powyzej temperatury topnienia.
Przez malenki otwér w piecu atomy sodu wyplywaly do zbiornika
opréznionego z powietrza, mniej wiece] tak, jak wyplywa strumier
pary z dziubka czajnika z gotujaca sie woda. Odpowiedni uklad
szczelin formowal je w wiazke, ktéra w okreslonym miejscu
oswietlano §wiatlem z lampy sodowej. Otto Frisch zarejestrowal
wyrazne odchylenie kierunku rozchodzenia sie wiazki, co $wiadczylo
o istnieniu pedu fotonéw, a zatem réwniez o ciSnieniu $wiatla.

Optyka atomowa

W ten sposdb pojawila sie mozliwos¢ wykorzystania swiatla
do manipulowania atomami. Jednak sila, dzialajaca na atomy

w doswiadczeniu Frischa, byla za mala do zastosowarl praktycznych.

Do idei wykorzystania tej sily powrécono dopiero w 1975 r.
Poczatkowo uzyto jej do spowalniania atomdéw, nieco pdiniej
takze do ich pulapkowania (izolowania pojedynczych atoméw),
az wreszcle ostatnio stosuje si¢ ja do takiego manipulowania
atomami, ze zachowuja sie one po prostu jak swiatlo. Tak oto
narodzila sie optyka atomowa, to znaczy co$ w rodzaju optyki
geometryczne] w odniesieniu do atoméw.

Wiazka atoméw pod dzialaniem $wiatla moze ulec kolimacji,
ogniskowaniu lub rozogniskowaniu, dokladnie tak, jak swiatlo
przechodzace przez uklad soczewek. Moze odbi€ sie od cienkie]
swarstwy” Swiatla jak od zwierciadla (rys. 1), przechodzi¢ przez
siatke dyfrakcyina, ktéra jest stojaca fala Swietlna, wreszcie
moze byé wprowadzona de interferometru Younga, gdzie ulega
dyfrakcji i nastepnie interferencji, ktérej swiadectwem jest uklad
prazkéw (rys. 2).

Rys. 1. Odbicie zwierciadlane wiazki atomowej.
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a) Zasada dzialania zwierciadba atomowega™.
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b) ,Zwierciadla” ogniskujace wiazke atomowa.
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Rys. 2. Interferometr Younga do wiazki atomowej,

Ponadto éwiatto mo#na wykorzystaé do zrobienia fontanny
ultrazimnych atoméw, co nie ma odpowiednika w optyce
geometrycznej. Fontanna jest umieszczona w prézni, gdzie tryskajace
w goére atomy, jak w prawdziwe]j fontannie, opadaja jedynie pod
dzialaniem sily grawitacji. Gdy znajduja sie u szczytu swego

toru, stwarzaja warunki do skrajnie dlugiego czasu ,pomiaru”
(rzedu 1 s) co, zgodnie z zasada Heisenberga, pozwala zmierzy¢
réznice energii poziomdéw z dokladnoscia 1000 razy lepsza od tej,
z jaka dzié ,dzialaja” najlepsze zegary atomowe, w ktérych taki
pomiar jest podstawa wzorca czasu. Fontanna atomowa moze byé
tez wykorzystana do bardzo dokladnego pomiaru stalej grawitacji.

Bez trudu mozna zgadnaé, e wszystkie te mozliwodei zawdzieczamy
laserom. Oté%z w celu znacznego zwiekszenia sily (1) nalezy
zwiekszy¢ predkodé procesu ,rozpraszania”, czyli absorpcji i emisji
fotonéw przez atom. Zastosowanie éwiatla laserowego prowadzi
do rozpraszania 10 milionéw fotonéw na sekunde. Oswietlajac
zbiér N atoméw $wiatlem laserowym o czestosci rezonansowej
bardzo szybko uzyskujemy stan nasycenia. Oznacza to, ze polowa
atomdéw jest w stanie wzbudzonym. O jednym atomie zbioru
mozna wéwczas powiedzieé, e srednio tyle samo czasu spedza

w stanie podstawowym, co w stanie wzbudzonym. Zatem kolejny
akt absorpcji fotonu przez atom nastepuje po czasie réwnym
podwojonemu czasowi zycia atomu w stanie wzbudzonym 7.
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swia.towa. stawe zyskal sobie dzieki
rozwiazaniu tzw. problemu igly Kakeyi.
Problem polegal na tym, by znaleZé obszar
plaski o najmniejszym polu i tej wlasnodci,
%e odcinek diugoéci 1 moZna w nim
przemiedcié tak, by w efekcie wykonat
pelny obrét, o kat 2w. Zadziwiajaca
odpowiedZ Besicovitcha stwierdza, Ze dla
dowolnego £ > 0 istnieje taki obszar o polu
mniejszym niz &.

Besicovitch, z-urodzenia Rosjanin, byt
istota z dawnych czaséw. Po opuszczeniu
Rosji (zreczne posuniecie, gdy sie weZmie
pod uwage plotki o jego czarnorynkowych
poczynaniach w czasie pierwszej wojny
éwiatowej) ostatecznie trafil na uniwersytet
w Cambridge, w Anglii. (...) Besicovitch
byt zdolnym czlowiekiem, tak wiec szybko
nauczyl sie sprawnie méwié po angielsku.
Ale’doskonatosci nigdy nie osiagnal.
Zgodnie z rosyjskim paradygmatem

nigdy nie uzywal rodzajnikéw przed
rzeczownikami. Pewnego dnia, podczas
wykladu, studenci pokpiwali z jego lamanej
angielszczyzny. Besicovitch odwrdcil sie do
publicznoéci i rzekl ,,Panowie, piecdziesiat
milionéw Anglikéw méwi po angielsku

tak, jak wy, zad dwiedcie milionéw Rosjan
méwi po angielsku tak, jak ja.” Kpiny
ustaly. (...)

Besicovitch, mimo swej wyraZnej mocy
twdrczej, byl skromny. W dniu swoich
trzydziestych széstych urodzin przekonywal
sam siebie, Ze jego najlepaze, najbardziej
intensywne lata pracy naukowej juz minely.
Powiedzial ,,Mam juz za soba cztery piate
mego zycia.” Po dwudziestu trzech latach,
gdy w roku 1950 przyznano mu Katedre
Matematyki Rouse Balla w Cambridge,
ktoé przypomnial mu o owej lekkomyélnie
rzuconej uwadze. Besicovitch odparl
yLicznik byl poprawny.” (...)

Lefschetz

Solomon Lefschetz (1884-1972) byt
infynierem. Bylo to w czasach, gdy
inzynieria byla mieszanina rzemiosta,
alchemii i odrobiny szczeécia (era przed
von Kérmdnem). W kaidym razie,
Lefschetz mial nieszczesdcie stracié obie
dlonie w wypadku laboratoryjnym. Ten
pechowy wypadek byt dla nas szczesliwy,
bowiem wskutek niego Lefschetz, w wieku
36 lat, zostal matematykiem. (...)

Lefschetz gral w jednym z filméw
nakreconych przez MAA (Mathematical
Association of America — przyp. thim.).
Dal cudowny, przerywany kakofonia
piszczacej kredy, wyklad o swym slynnym
twierdzeniu o punkcie stalym




Jego uczucia do owego filmu byly
mieszane: w pewnym momencie na filmie
Lefachetz méwi ,Mam nadzieje, ze to

jest jasne; prawdopodobnie jest to mniej
wiecej tak jasne, jak bloto.” Po jego
wykladzie nastepuje w filmie rozmowa
przy okraglym stole z udzialem Johna
Moore’a, Lefschetza i kilku innych. Przez
dziesieé czy pietnascie minut wspominaja,
stare czasy w Princeton. Jedna z oséh
przypomina Lefschetzowi, jak to pod
koniec lat czterdziestych, w czasie, gdy
blyskawicznie rozwijala sie i zdobywala
sobie pozycje topologia algebraiczna,
jechali razem pociagiem. Lefschetza
zapytano, jaka jest roznica miedzy algebra
i topologia. Podobno odpowiedzial ,,Jesli
to tylko krecenie korba, to jest to algebra,
ale jedli obecna jest przy tym jakas idea, to §
wtedy to jest topologia.” Kiedy na filmie
Lefachetzowi przypomniano owa historyjke,
szalenie sie zawstydzit i powiedzial ,Ja nie
moglem powiedzie¢ nic podobnego.” (...)

Lefschetz nalezal do tych matematykow

— kazdy z nas zna przynajmniej jednego

z nich — ktdrzy sypiaja w czasie wykladéw
i budza, sie pod koniec, by zadaé jakied
blyskotliwe pytanie. Podczas jednego
seminarium moéwca zacial sie w pewnym
punkcie, po okolo dwudziestu minutach
swego wykladu. Nastapita kilkuminutowa
cisza. Zaburzylo to rytm Lefschetza:
obudzil sie, powiedzial ,,Czy s3 jakies
pytania? Dziekuje Panu bardzo,”

2 seminarium zakonczylo sie zwyczajowymi
brawami.

Wiener

Osoba znakomitego analityka Norberta
Wienera (1894-1964) jest ulubionym
tematem anegdot. Wiener jest
wystarczajaco wspdlczesny, by znalo

go wielu zyjacych matematykéw, i byl
wystarczajaco ekscentryczny, by byé
nieustajacym obiektem opowiedci i figli.

Urodzil sie jako syn slawnego profesora
lingwistyki i zostal jednym z pierwszych
znanych w dwiecie matematykéw
amerykarnskich. Ze wzgledu na
antysemityzm panujacy wsrdd rzadzacych
amerykanska matematyks Wiener spedzit
wczesne lata swej kariery naukowej

w Anglii. Historia glosi, ze gdy spotkal
Littlewooda, powiedzial ,,O, wiec Pan
naprawde istnieje. A ja myslatem,

ze Littlewood to tylko pseudonim,

ktéry Hardy umieszcza na swych
stabszych pracach.” Biedny Wiener byt
tak rozzloszczony powtarzaniem owej
historyjki, Ze gwaltownie zaprzeczal jej

w swej autobiografii, tym samym

Wréémy do przykladu z atomami sodu. Dla pierwszego stanu
wzbudzonego w atomie sodu 7 = 16 ns. Skoro w jednym akcie
absorpcji lub emisji predkosé atomu sodu zmienia sie o Aw, to
przyspieszenie, ktére jest réwne zmianie predkodci w czasie, wynosi
"Av 3-107%m/s
(4 == 30 Mo
2r  2-16-10"9s
Jest ono 100 000 razy wieksze od przyspieszenia ziemskiego
g = 10 m/s2. Swiadczy to o tym, ze sila, z jaka éwiatlo dziala
na atomy, jest ogromna.

~ 10° m/sg.

Chlodzenie atomdéw

Aby mozna bylo skutecznie manipulowaé atomami, nalezy je
uprzednio spowolnié czy tez ozighi¢. Tych dwéch okreéled uzywamy
wymiennie, poniewaz érednia energia ruchu czastek przypadajaca
na jeden stopierl swobody jest réwna ich energii kinetycznej

(5) kpT/2=mv?/2,
gdzie kp jest stala Boltzmanna, T temperatura w kelwinach, m masa
atomu, a v jJego predkodcia.

W przypadku chlodzenia jednowymiarowego wiazke swiatla
laserowego kierujemy ,,pod prad” wiazki atomowej. Czestosé
§wiatla dobieramy tak, aby przy uwzglednieniu zjawiska Dopplera
fotcny ,zderzajace sie” z atomami byly przez nie pochlaniane.
Oczywiscie, kazdemu aktowi absorpcji towarzyszy akt emisji fotonu.
Ped fotonéw absorbowanych jest antyréwnolegly do pedu atomu,
wiec wskutek odrzutu po kazdym akcie absorpcji predkodé atomu
zmniejsza sie o wartodé Av. Kierunek emitowanego fotonu jest
zupelnie przypadkowy, wiec po wielu aktach emisji zmiana pedu
atomu wskutek odrzutu usrednia sie do zera. W rezultacie atom jest
hamowany z ujemnym przyspieszeniem @, okreslonym wzorem (4).
Jezeli jest to atom sodu o predkosci poczatkowej vy = 600 m/s, to po
© =
Av 3-102
aktach absorpcji zostanie on zatrzymany. W stanie nasycenia kolejne
fotony sa absorbowane po czasie 27, wiec na caltkowite zatrzymanie
atomu potrzeba 2 -10*-2-16 - 10~% s = 0, 64 ms, a zachodzi ono
na drodze s = at?/2, czyli na odcinku 20 cm.

=2-10%

W opisany tu sposéb atomy moina oziebié jedynie do 240 pK

w przypadku sodu lub do 125 uK w przypadku cezu. Zgodnie

z réwnaniem (5) odpowiada to predkogciom réwnym odpowiednio
0,3 m/s 10,1 m/s. Najnowsze techniki chlodzenia atoméw pozwalaja
zej$¢ do znacznie nizszych temperatur.

Jaki jest skutek fizyczny tak niskie] temperatury lub raczej tak
malej predkodci atoméw? Otéz staja sie one coraz bardziej ,falowe”.
Dtugoéé fali de Broglie’a wynosi
(7) Adp = i,

mu
zatem dla atomu sodu o predkosci v = 600 m/s mamy
Adp = 3-1072 nm, a o predkosci 0,3 m/s dlugoéé fali de Broglie’a
rosnie do okolo 60 nm. Jak wynika z réwnania (7), stosujac lekkie
atomy, na przyklad hel, mozna réwniez uzyskaé dluisza fale
1 wéwczas nie ma potrzeby schladzania ich do tak skrajnie niskich
temperatur. Dla atoméw helu juz przy T = 83 K dlugoéé fali
de Broglie’a wynosi A4p 20,1 nm. Dzieki temu w interferometrze
Younga zastosowanym do wiazki atomowej obserwuje sie wyraZne
prazki interferencyjne (rys. 2).



Zjawisku calkowitego wewnetrznego odbicia towarzyszy czedciowe

W optyce atomowej wykorzystuje si¢ dwa zjawiska wywolane przez
$wiatlo laserowe. Sa to: cinienie §wiatla i gradient natezenia pola
elektrycznego fali elektromagnetycznej. Kolimacja, ogniskowanie

i rozogniskowanie wiazki atomowej to po prostu wplywanie

na wartos¢ skladowej poprzecznej predkosdci atoméw w wigzce

iw tym celu mozna wykorzystaé kazdy z tych efektéw.

niezamierzenie wzbudzajac wiare w jej
prawdziwodé. (By oddaé sprawiedliwodé
Wienerowi, powinjenem wspomnieé,

Ze inna popularna wersja tej historii
dotyczy Edmunda Landaua: Landau tak
dalece watpit w istnienie Littlewooda,

e wybrat sie na specjalna, wycieczke do
Wielkiej Brytanii, by zobaczyé go na
wiasne oczy.) (...)

przejicie fali do oérodka granicznego, przy czym fala ta zanika

na odcinku bliskim polowie dlugosci tej fali. Gdy silne swiatlo
laserowe ulega calkowitemu wewnetrznemu odbiciu w plytce
kwarcowej graniczacej z préznia, mamy do czynienia z bardzo
duzym gradientem natezenia pola elektrycznego w prézni.
Powstala dzigki temu sila dziala na atomy i pozwala uzyska¢ efekt
nawlerciadla® (rys. 1).

Studenci lubili plataé Wienerowi figle.
Codziennie o tej samej porze Wiener
czytal gazete w pewnym holu w M.L.T.
(Massachusetts Institute of Technology

~ przyp. thim.). Gdy siedzial z rozpostarta,
przed soba plachty gazety, podkradal

sig student i podpalal papier od dohu.
Efekty byly bardzo widowiskowe, a dowcip
powtarzano wielokrotnie.

Czy $wiatlo jest zywiolem?

Jak widaé, ujarzmienie éwiatla doprowadzilo do realizacji najbardziej
fantastycznych zadad. W starozytnej filozofii wyrézniono cztery
zywioly: ogiedi, wode, powietrze i ziemie. Swiatla, oczywiscie,

nie brano w ogéle pod uwage. Rodzi si¢ pytanie, czy jest to

zywiol i czy juz jest grogny? Nie chce tu méwié o broni laserowej,
lecz o manipulowaniu za pomoca $wiatla atomami, po ktérych
przyszla juz kolej na wieksze czasteczki, a nawet mikroorganizmy.
Okazalo sig, ze odpowiednio dobrana i wprowadzona do mikroskopu
wiazka $wiatha laserowego stanowi wPincete optyczna”, za pomoca
ktérej biolodzy manipuluja obiektami, ktére znajduja sie

wewnatrz zywej komdrki, bez uszkodzenia Jjej dcian. Gdy $wiatlo
jest wykorzystywane, na przyklad, do badania na poziomie
molekularnym sily wytwarzane]j pray skurczu mieénia czy
sprezystosci czasteczki DNA, mozemy sie tylko cieszy¢. Jednak, gdy
uczeni zaczynaja nie tylko badaé, ale takze manipulowaé genami,
pojawia sig¢ powazne zagrozenie, ktére usprawiedliwia nazwanie
Swiatta zywiolem, i to takim, ktéry powinien by¢ kontrolowany.

Rozwigqzanie zadania M 667. Roswigzanie sadania M 668.

Z definicji ciagu z, mamy Przypusémy przeciwnie, ze dany jest
tréjkat prostokatny o bokach dlugodci
odpowiedniop, p+2ik € N. Wiedy

P’ +(p+2)% = &7,

Czasami znéw Wiener zartowat sobije
ze studentéw, choé nie zawsze zdawal
sobie sprawe, ze to robi. Jeden ze
studentéw poprosit go kiedys o rozwiazanie
pewnego problemu. Wiener chwile
pomyélat i napisal odpowied#. Student,
ktéremu chodzilo nie tyle o odpowiedz,

co o wytlumaczenie metody jej uzyskania
{bylo to rzeczywiscie dawno temu!),
powiedzial ,Ale czy nie ma jakiegod innego
sposobu?” Wiener pomyslal przez kolejna
chwile, uémiechnat sie, i rzekt »Tak, jest”

- 1 napisal odpowiedZ po raz drugi.

Moja ostatnia historia o Wienerze,

w istocie ostatnia z moich historyjek,

nie wydaje sie by¢é dobrze znana. Nawet
zaprzedani wienerologowie twierdza,

ze jest zbyt dobra, zeby mogta byé
prawdziwa. Sadzg, Ze poznalem ja jako
doktorant w Princeton. Jak wspominalem,
Wiener byt bardso stawna posatacia

na kampusie w M.I.T. Zatem, kiedy

jeden z jego studentéw spostrzegl go

Tntt +9 =zZn +Fn_1 +...+ 2o =

=Zn+ Tn +9m,

wiee
S 208 (ad o) czyli na poczcie, zapragnal przedstawié sie
Snts = 2°%n = 2a(mod9) 2(p” + 2p +2) = &7. stawnemu profesorowi. Poza wszystkim
L . ' ; PP ; i : AT
;4 4 Liczba w nawiasie jest nieparzysta, — jak wielu studentéw M.LT. moie sie
1'|-+G - . i 1 - - 2 . . r
- : . S D S Sy pochwali¢, Ze 4ciskali dlori Norberta
VIAE 231, T3, X3, ... jest wigc okresowy. podzielny przez 2, ale nie przez 4, > ? b %
Stad zo, %1, 29,... = 1, 124875124. .. = co jest niemozliwe. Wienera? Jednakie student nie byl pewny,
S Bt w jaki sposéb ma sie do niego zblizyé.
wymli(;?'gia. Problem by} tym powazniejszy, 3¢ Wiener
przechadzal sie w te i z powrotem, gleboko
Sprestowanie zamyslony. Jedliby student mu przerwat,

kto wie, jaki wainy pomys}t méglthy
zaginaé? Mimo to student zdobyl sie na
odwage i zblizyl si¢ do wielkiego czlowieka.
Powiedzial ,,Dziesi dobry, Profesorze
Wiener.” Profesor podniést wzrok, uderzyl
sie w czolo i rzekl , To jest to: Wiener!”

Komentarz do rysunku 4 naszego artykuh »Wedréwki” (Delta 11/1992)
jest bledny. Mianowicie czworoscian, ktérego wszystkie §ciany

majg jednakowe pola, ma jednakowe §ciany, tzn. sa one tréjkatami
przystajacymi. Dzigkujemy Panu Leszkowi Janowi Ciachowi za wskazanie
tego bledu.

Przepraszamy
Malgorzata MIKOEAJCZYK, Krzysztof OMILJANOWSKI
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powierzchnia styecznych do linii
Srubowej
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Wektory normalne wrdlui tworzacej na
walcu sa réwnolegle.

Paraboloida hiperboliczna; wektory
normalne wzdluz tworzacej nie ga
réwnolegle.

Powierzchnie rozwijalne
Jerzy KONARSKI

Kazdy wie, jak z papieru zwinaé stozek lub walec. A jakie inne powierzchnie
mozna w ten sposéb otrzymad? Usciélijmy jeszcze, ze beda nas interesowad tylko
powierzchnie gladkie, tzn. bez ostrych zagieé, dziobéw, punktéw, w ktérych
przecinaja sie same ze soba itp. W szczegdlnosci rozpatrujac stozki bedziemy
pomijaé ich wierzcholki.

Matematyk stozkiem nazywa powierzchnie utworzona przez wszystkie proste
wychodzace z danego punktu i przecinajace dana krzywa. Analogicznie, walec
to powierzchnia utworzona przez proste o danym kierunku i przechodzace przez
dana krzywa. Jest chyba doé¢ oczywiste, Ze mozna z papieru otrzymaé dowolny
gladki stozek lub walec (pomijajac oczywidcie klopoty zwiazane z tym, ze kartka
papieru zawsze jest ograniczona, a stozek i walec nie), lub najpierw zwijac papier
w stozek, a od pewnego miejsca w walec. Ale czy da sie uzyskaé cof istotnie
réinego od walca i stozka, no i od plaszczyzny, oczywiscie? Otéz tak. Mozna
otrzymal jeszcze jeden typ powierzchni, mianowicie tzw. powierzchnie stycznych.
Jak sama nazwa wskazuje, jest to powierzchnia utworzona ze wszystkich
prostych stycznych do danej gladkiej krzywej przestrzennej. Wyjéciowa krzywa
nalezy jednak z powierzchni usunaé, poniewasz jej punkty tworza na powierzchni
ostrze, a nas interesuja powierzchnie gladkie.

Powierzchnie, o ktérych byla mowa, nazywamy rozwijalnymi. Latwo spostrzec,
ie wszystkie one sa utworzone przez rodziny prostych, tzw. tworzacych:

stozek przez rodzine prostych wychodzacych z wierzcholka, walec przez proste

o pewnym kierunku, a powierzchnia stycznych przez rodzing prostych stycznych
do danej krzywej. Matematyk powiedzialby, ze sa prostokreslne. Rozpatrzmy
kilka przykladéw powierzchni prostokreélnych. Spoéréd powierzchni opisanych
réwnaniami kwadratowymi prostokreélne sa hiperboloida jednopowlokowa

(22 + y* — 22 = 1) powstala przesz obrét hiperboli wokél jedne] (ktérej?) z jej
osi symetrii oraz paraboloida hiperboliczna (z = z? — y?), ktéra mozemy

sobie wyobrazi¢ tak: na paraboli ,,z wasami do géry” w kaidym jej punkcie
umieszczamy parabole ,z wasami w dé}”. Sprébujcie znalefé tworzace. Kto ma
klopoty z wyobrazeniem sobie zbioréw opisanych powyiszymi réwnaniami, niech
pamieta, 7e podstawiajac zamiast jednej zmiennej liczbe otrzymujemy réwnanie
odpowiedniego przekroju danego zbioru plaszczyzna. Jeszcze innym przykladem
jest powierzchnia érubowa powstajaca w wyniku obracania prostej wokdt osi
prostopadlej do tej prostej, polaczonego z przesuwaniem wzdhz tej osi.

Wiemy juz, ze wszystkie powierzchnie rozwijalne sa prostokreélne. Okazuje

sie, ze powierzchnie z powyzszych przykladéw nie sa rozwijalne — nie uda

sie ich uzyskaé z kartki papieru. Rodzi si¢ pytanie, czy moina jakoé (bez
papieru) rozpoznaé powierzchnie rozwijalne wéréd wszystkich powierzchni
prostokre$lnych. Podamy nawet dwa sposoby. Pierwszy z nich bedzie
sformulowany w terminach wektoréw normalnych. Otéz, wybierzmy sobie
jedna z tworzacych na powierzchni. W kazdym z jej punktéw zaczepiamy
jednostkowy wektor normalny (tzn. prostopadly do powierzchni). Jesli wszystkie
te wektory sa réwnolegle (réznia sie tylko punktem zaczepienia) i jedli tak

jest dla kaidej tworzacej z osobna, to powierzchnia jest rozwijalna (i na
odwrét). Dla stozkéw i walcéw warunek ten jest, oczywiscie, spelniony. Aby

go sprawdzi¢ dla powierzchni stycznych, trzeba wykonaé nietrudne rachunki,
ktére pominiemy. W kaidym z trzech podanych wyzej przykladéw tatwo

jest zauwazy¢, se wektory normalne, zaczepione wzdluz dowolnej tworzacej,

nie sa réwnolegle. Rozpatrzmy, na przyktad, paraboloide hiperboliczna

o réwnaniu z = z2 — y2. Powierzchnia ta przypomina przelecz w gérach. Jedna
z tworzacych jest prosta o réwnaniach z = 0, z = y, czyli ,dciezka” prowadzaca
poziomo przez przelecz z jednej doliny do drugiej. Jezeli wzdhuz tej sciezki
whijemy paliki prostopadle do ziemi, to tylko palik wbity na przeleczy bedzie
pionowy, pozostale beda odchylone od pionu o pewien kat, zalezny od odlegltosci
danego palika od przelecsy. Przy okazji warto zacytowad nastepujace twierdzenie
Michela Chaslesa: Jesli powierzchnia jest prostokreélna, ale nie rozwijalna,
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Torus — powierzchnia przypominajaca
detke. Zaznaczone przekroje maja
najwicksza i najmniejsza kraywizng

w punktach P i Q. Krzywizna
Gaussa w punkcie P jest dodatnia,

a w punkcie Q — ujemna.

w

Roswiasanie sadania F 867.
Niech przex elektrody plynie prad I,
a napigcie migdsy nimi wynosi U.
Wtedy opér mierzony na elektrodach

jest réwny R = E—;—

-

Gesto#é pradu § w dowolnym punkele
folii snajdujemy traktujac przeplyw
pradu jako superpozycje pradu
rozplywajacego sig symetrycznie
% punktu A do nieskoficzonodci
i wplywajacego symetrycanie
# nieskorficzonodei do punkiu B (rys.)
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to na kasdej tworzacej istnieje tzw. punkt centralny i ma on te wlasnoé(, ze gdy
oddalamy sie od niego wzdhui tej tworzacej, to wektor normalny odchyla sie

o kat, ktérego tangens jest proporcjonalny do odleglodci od punktu centralnego.
Reasumujac, na powierzchni rozwijalnej wektory normalne nie zmieniaja sie
wzdlus tworzacych, podczas gdy na powierzchni nierozwijalnej wektory normalne
,zachowuja sie” tak, jak na paraboloidzie hiperbolicznej — na cale] drodze
wzdhui tworzacej odchylaja sie o kat pélpelny (miedzy skrajnymi polozeniami
granicznymi). Widaé, ze wladnie ta ostatnia sytuacja ma miejsce w pozostalych
dwéch przykladach pedanych wyzej.

Drugi ze sposobéw wyréinienia powierzchni rozwijalnych wsréd prostokreslnych
bedzie wykorzystywal pojecie krzywizny Gaussa. Aby ja zdefiniowa,
wybiersmy pewien punkt P na powierzchni (niekoniecznie nawet prostokreslnej)
i rozpatrzmy wszystkie mozliwe przekroje tej powierzchni plaszczyznami
prostopadlymi (do plaszczyzny stycznej w tym punkcie) i przechodzacymi

przez wybrany punkt P. Przekroje te beda krzywymi plaskimi przechodzacymi
przez P. Dla kasdej z nich wéréd okregéw stycznych do niej w P istnieje

jeden taki, ktéry ja najlepiej przybliza w okolicy punktu P; nazywamy go
okregiem &cisle stycznym w punkcie P. Odwrotnoéé promienia okregu $cisle
stycznego nazywamy krzywizna danej krzywej w punkcie P. Im mniejszy
promieii okregu przyblizajacego krzywa, tym wicksza jej krzywizna — to chyba
zgadza sie z nasza intuicja. Nastepnie wybieramy w punkcie P jednostkowy
wektor normalny (jeden z dwéch, bo powierzchnia w R® — przynajmniej lokalnie
— ma dwie strony). Jesli nasz okrag lezy po przeciwnej stronie powierzchni

niz wybrany wektor, to krzywizne opatrujemy znakiem minus. Dociekliwy
Czytelnik zauwasyl pewnie, ze przekréj moie by¢ np. linia prosta lub miec punkt
przegiecia w P. W takich przypadkach okredlamy krzywizne jako réwna O.
Okazuje sie, se albo krzywizny wszystkich przekrojéw normalnych w P sa réwne,
albo istnieja dwa przekroje majace najwieksza i najmniejsza krzywizne i ze

sa one do siebie prostopadie. Kierunki styczne do powierzchni, wyznaczajace

te przekroje, nazywaja sie kierunkami gléwnymi w punkcie P, a odpowiednie
krzywizny — krzywiznami gléwnymi (w przypadku, gdy wszystkie przekroje
maja réwne krzywizny, wszystkie kierunki sa gléwne). Teraz mozemy juz podac
definicje krzywizny Gaussa naszej powierzchni w punkcie P. Krzywizna ta jest
iloczynem krzywizn gléwnych w tym punkcie. Zauwaimy, ze jasna interpretacje
ma jej znak. Mianowicie, dodatnia krzywizne Gaussa maja powierzchnie
wypukle w jedna strone (podobne do pagérka lub dotka), ujemna — powierzchnie
podobne do siodla (lub przeleczy), wreszcie zerowa — powierzchnie majace
wszystkie przekroje o zerowej krzywiznie lub jeden o kraywifnie zerowej,

a pozostale o kraywifnie tego samego znaku. Przypomnijmy sobie nasze

trzy przyklady. Razut oka na szkic wystarczy, zeby stwierdsié, iz wszystkie
wygladaja jak siodla (lokalnie) i wobec tego maja ujemna krzywizne Gaussa

w kaidym punkcie. Mozna udowodnié, ze wszystkie powierzchnie prostokreslne
maja ujemna lub zerowa krzywizne Gaussa w kazdym swoim punkcie. A co

z powierzchniami rozwijalnymi? Okazuje sie, Ze maja one wszystkie zerowa
krzywizne. Dla plaszczyzny, stoika i walca Czytelnik chyba bez trudu sprawdzi
to sam, ale dla powierzchni stycznych trzeba by troche porachowad. My jednak
postapimy inaczej. Wykorzystamy pewne twierdzenie udowodnione przez
Gaussa. Méwi ono, ze krzywizna Gaussa dowolnej powierzchni nie zmienia

sie przy zginaniu (bez rozciagail). Wynika z tego, ze skoro krzywizna Gaussa
plaszczyzny jest zerowa, to zerowa jest tez krzywizna kazdej powierzchni
rozwijalnej. Gauss byl tak dumny ze wspomnianego twierdzenia, ze nazwal je
theorema egregium, czyli twierdzenie chwalebne. Zwréémy uwage, ze wcale nie
jest ono oczywiste — krzywizna Gaussa jest okreslona za pomoca przekrojéw
normalnych, ktére zmieniaja sie przy zginaniach! Wracajac do powierzchni
rozwijalnych, moina wykazaé, ze sa one jedynymi powierzchniami o zerowej
krzywifnie. Otrzymaliémy wiec drugi warunek charakteryzujacy powierzchnie
rozwijalne wéréd prostokreélnych: zerowanie si¢ krzywizny Gaussa.

Na zakoriczenie warto moie wspomnie¢ o pewnej wlasnodci sumy krzywizn
gléwnych, czyli o tzw. krzywiinie éredniej. Mianowicie, zerowa krzywizne
érednia maja tzw. powierzchnie minimalne, ktérych modelami w przyrodzie sa
bainki mydlane rozpiete na (niekoniecznie plaskim) konturze z drutu.
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NMala delid

Zabawka

W zwiazku z tym, ze czterdziestopiecioletni
okres pokoju w Europie raczej definitywnie

sie zakoriczyl, warto moze rozwazy¢ sprawe,

co moze robié¢ matematyk podczas wojny. Jedna
z mozliwych odpowiedzi jest — produkowad
zabawki 1 handlowad nimi. Tak w czasie okupacji
hitlerowskiej uczynit wielki topolog i geometra,
Karol Borsuk (1905 — 1982).

Zapewne starsi z Czytelnikéw pamietaja,

ze olowki, ktdrymi sie przed, w czasie i zaraz
po wojnie poslugiwali, mialy nadruk Majewsk:.
W latach pieddziesiatych zostal on zastapiony
nadrukiem Pruszkdw. Ot6z, siostra profesora
Borsuka wyszla za maz za p. Majewskiego.

W czasie okupacji Niemcy przejrzeli starannie
fabryke oléwkdéw i stwierdzili, ze z tego, czym
ona dysponuje, wartosciowy dla niemieckiego
potencjalu wojennego jest jedynie grafit — reszte
pozostawili rodzinie Majewskich. Jak sie jednak
latwo zorientowad, produkowanie oléwkéw bez
grafitu jest (nawet w warunkach wojennych)
zajeciem malo lukratywnym. Duze zapasy
dobrego drewna mogly sie jednak sta¢ dobrym
surowcem na zabawki.

Kazimierz Kuratowski (1896 — 1980)

— takze wielki topolog — pisze w Notatkach

do autobiografiz, ze zabawki, ktére produkowat

1 ktérymi handlowat Karol Borsuk, byly jego
wlasnego pomystu. Mialem okazje, jako dziecko,
bawié sie jedna z zabawek Karola Borsuka.
Mozna ja bylo kupié w czasie okupacji, jak tez

i kilka jeszcze lat po wojnie. PdZniej znikneta

z rynku, by pojawié sig raz jeszcze pod koniec lat
szescdziesigtych. Byla jednak wtedy ,ulepszona”
przez nowego producenta i, w wyniku tego,
bardzo slabo dzialala.

~

o

pp—

Rys. 1
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Zrobilem wtedy te zabawke sam — ta dzialala
znakomicie. Proponuje wiec Czytelnikom
wykonanie tej zabawki dla uciechy whasnej, dzieci
badZ wnukéw (jak komu bedzie pasowalo).

Podstawowy element tej zabawki to

kwadratowe kafelki, a wiec (méwiac uczenie)
prostopadlosciany o wymiarach (mniej wiecej)

60 x 60 x 5 mm. W pierwowzorze byly one
drewniane, moga by<¢ ze sklejki — warunki, jakie
musza spelniac, sa dwa: nie powinny by¢ zbyt
lekkie i w ich najwezsza, Sciane powinniémy umieé
wbi¢ gwozdziki. Potrzebne wiec sa i gwofdziki

w liczbie (przynajmniej) 4 razy wiekszej od liczby
kafelkéw — tych powinno byé 8 — 12 (w zaleinosci
od gustu). Potrzebna jest tez mocna, raczej
nierozciagliwa nié.

Ni¢ (a raczej nici, bo maja by¢ dwie) powinna
by¢ przepleciona przez kafelki, jak na rysunku.

To znaczy na rysunku 1 jest narysowane pél
Jednej nici — nazwijmy te polowe lewa. Druga
polowa jest przepleciona symetrycznie — rysunek 2
(widok z przodu) pokazuje lewa polowe jednej

1 prawg polowe drugiej. Lewe polowy kazdej

z nici przybijamy do gérnych waskich écian
kazdego z kafelkéw, prawe — do dolnych waskich
Scian kazdego z kafelkéw. Na dole najnizszego

z kafelkéw lewq i prawa czeéé nici wiazemy.
Oczywiscie, na nici nalezy w odpowiednim
miejscu zawiazaé wezetki i przybijaé nitke przez
te wezelki. Rysunek 3 pokazuje, jak to powinno
ostatecznie wygladaé. Odleglodci miedzy
wiszacymi na nici kafelkami nie powinny
przekracza¢ 3 mm — na rysunku sa one przesadnie
duze.

Jak sie¢ tym bawi¢? Ujmujemy w dlon najwyiszy
kafelek tak, by nié przybita do tego kafelka

z obu stron znajdowala sig po stronie zwréconej
do wnetrza dloni. Pozostale kafelki wisza

sobie spokojnie. Jesli jednak obrécimy dlor

na zewnatrz (nie wypuszczajac go z reki),

to z naszej dtoni... wypadnie nowy kafelek, uderzy
w ten ponizej, ten tez opadnie na nastepny itd.
az do korica. Gdy obrécimy dlori z powrotem,

to znéw wypadnie z niej nowy kafelek. Jesli
Jeszcze dolny koniec girlandy kafelkéw nie bedzie
widoczny (np. bedzie zastanial go stél), to kazdy
z widzéw naszego eksperymentu bedzie mial
nieodparte wrazenie, ze rzeczywiécie w naszej
dloni powstaja coraz to nowe kafelki.

Zycze powodzenia w (nielatwej) budowie
zabawki i przyjemnej zabawy. Nie zycze
natomiast matematykom, by — tak jak Karol
Borsuk - z koniecznosci zajeli sie wymyslaniem,
produkeja i sprzedaza zabawek. Moga, to przeciez
robic i bez zewnetrznego przymusu.

Rys. 3

Malq Delte przygotowat Marek KORDOS



Jak jest w srodku Slonca?
Tomasz KWAST

Energia Slofica (i innych gwiazd zresszta tez) produkowana jest w wyniku
reakcji termojadrowych toczacych sie w jego wnetrzu. Spodziewamy sie zatem,
Ze jego wnetrze musi by¢ ,,do§é” gorace, ma to byé powoli, lecz nieprzerwanie
dzialajaca bomba wodorowa. Czy mozemy domysle¢ sig, jakie warunki

panuja we wnetrzu takiej przecigtnej — jak Slorice — gwiazdy? Sprébujmy.
Potrzebne beda przy tym dane: dla Slosica — jego masa M = 1,989 x 10°° kg

i promied R = 6,960 x 10® m, oraz stale fizyczne — stala grawitacji

G = 6,672 x 10-11 Nm?2/kg?, stala Boltzmanna k = 1,381 x 1072 J/K

i jednostka masy atomowej H = 1,661 X 10~27 kg.

Na poczatek sprébujmy oszacowal ciénienie w srodku Storica. Masa stupa
slonecznej materii o podstawie s, siegajacego od powierzchni do srodka gwiazdy,

. . 4 : ; ;o . "
wynosi m = psR, gdzie p = M/ (gsz jest érednia gestoscia Slonica. Ciezar
stupa bedzie w przyblizeniu taki, jak masy m skupionej w jednym punkcie
i polozonej — powiedzmy — w odleglosci = od érodka Slonica, wyniesie wiec

2
GMm/ (E) . W stabilnej gwie#dzie ciezar tego stupa réwnowazony jest

: : . A
przez parcie gazu u jego podstawy réwne FPes = GMpgsR/ (E) , gdzie P, jest

szukanym przez nas ci$nieniem centralnym. Stad
4GMg GM?Z

‘ R R

1
Nietrudno zgadnaé, ze temperature centralna T, Slofica mozna teraz znalezé
z réwnania stanu gazu doskonalego, czyli z prawa Clapeyrona

P.= ecT.,

gdzie p jest érednia masa atomowa czastki gazu. Nie znamy wprawdzie
centralnej gestodci g, Storica, ale dosé rozsadnie wydaje sie brzmieé nastepujace
rozumowanie. Wiadomo, #e centralna gesto$é Ziemi jest ponad trzykrotnie
wieksza od $redniej. Gaz jest bardziej écisliwy od budulca Ziemi i Slorice jest
znacznie od niej masywniejsze, przyjmijmy wiec, e gestos¢ centralna Slorica
jest — na oko — sto razy wieksza od dredniej, ktéra wynosi g = 1,4 X 10% kg/m3.
Pozostaje problem éredniej masy atomowej. Jezeli materia sloneczna jest
wodér, to mozna przypuszczal, e w wysokiej temperaturze wnetrza Slorica
jest calkowicie zjonizowany. Jednostkowa masa atomowa H rozklada si¢ wtedy
miedzy dwie czastki, proton i elektron. Na jedna czastke wypada wiec §rednia

P~ ~ 10'° Pa.

masa H/2, czyli u = =. Podstawiwszy znane i wydedukowane wartodci liczbowe
yEEFH = 5

do prawa Clapeyrona dostajemy
GHM
T.

S ~0,5x 105 K.
~ S0kR

Dokladne obliczenia modelowe daja wynik wyzszy o co najmniej rzad wielkogci.
Nie ma sie czemu dziwié, nasze rozwazania byly doprawdy bardzo uproszczone.
Mimo wszystko mozemy do pewnego stopnia uzasadni¢, dlaczego nasz wynik
nie jest catkiem poprawny. Po pierwsze, skoro gestodé centralna Slonica tak
bardzo przewyzsza rednia, to i mase m slupa materii slonecznej powinno

sie umiegci¢ blizej érodka gwiazdy. Dostalibysmy wtedy wyzsze ciSnienie
centralne. Po drugie, $rednia masa atomowa gazu w centrum Storica jest

z pewnoscia wicksza od 1/2, gdyi w znacznej ilodci wystepuje tam produkt
reakeji termojadrowych, czyli hel. Uwzgledniwszy oba te czynniki dostalibysmy
temperature centralna bardziej zblizona do rzeczywistej. Tak czy inaczej, we
wnetrzu Slofica mamy miliony stopni, co wraz z oszacowanym tu ci$nieniem

i gestodcia stanowi zespsl warunkéw zapewniajacych wydajnosé reakeji
termojadrowych zgodna z obserwacjami.
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i Zadania

Redaguje Pawel STRZELECKI

M 667. Tworzymy liczbe z = %o, Z122%3... W zapisie dziesiatkowym
w nastepujacy sposdb: zo = 1, T, zad jest reszta z dzielenia

Zo + 31+ ...+ Tn—1 przez 9. Udowodnié, Ze z jest liczba wymierna.
Rozwiazanie na str. 5

7%

ST

Pt
lﬂl-

K
b
=

N
IR

M 668. Dane sa dwie blizniacze (tj. rézniace si¢ o 2) liczby pierwsze. Udowodni,
Ze nie moga, one by¢ dlugodciami przyprostokatnych tréjkata prostokatnego

o wszystkich bokach dlugosei catkowitej.

Rozwiazanie na str. 5

M 669. Znaleié przynajmniej jedng funkcje f : N — N spelniajaca tozsamodé
f(f(n))=n*, neN.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Jarostaw KULPA

F 857. Do nieskoficzonej, cienkiej folii przewodzace] przylozono dwie elektrody

o rébwnych promieniach ro. Opér zmierzony na elektrodach wynosi R, odleglodé zaé

| miedzy elektrodami réwna jest z. Obliczyé gruboéé d folii, jezeli wiadomo, Ze jej
opér wlagciwy wynosi g. Czy mozliwy bylby pomiar gruboéci folii przy zastosowaniu
punktowych elektrod?

Rozwiazanie na str. 7

F 358. Cewka zostala nawinieta na jednolity, metalowy rdzefi. Przez cewke przeplywa
prad I = Ipsin wt wysokiej czestotliwodei. Ile razy wzrosna straty energii na skutek
pradéw wirowych plynacych w rdzeniu, jezeli czestotliwoéé pradu zwiekszymy
czterokrotnie?

Prady wysokiej czestotliwodci plyna na powierzchni metalu do glebokodci rzedu

a= E%, gdzie ¢ oznacza opdr wladciwy materialu, p zag jest przenikalnodcia
magnetyczna, osrodka.

Rozwiazanie na str. 12

.................................................................

o
g Wpiacaja‘cy -g _g-wpi’aca]a:cy-
]

Dokladny
adres

o AMOS ... AMOS % AMOS
01-506 Warszawa 01-506 Warszawa

3%, wiSzenwaldal | 3§ ulSzenwaldal 28 ulSzenwaldal
nazwa nazwa nazwa

banka PKO VIII O/W-wa panku PKO VIII O/W-wa banka PKO VII O/W-wa

Nr1586-77578-136 Nr 1586.77578-136 NI 1586-77578-136

r-ku r-ku — r-ku SO
Pobrano Pobrano E i
e opiate i w i opate o i
o =3 § =9 i
§ § il B i
" podpis pizyjmujacege Wi podpis przyjmujacego P % " podpis przyjmujacego T | 2k e
o L iR SO DS R e,  TPY O PP
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Rozwiazanie zadania F 3658. Przez
rdzenl przeplywa zmienny strumieri

nil
magnetyczny ¢ = BS = u—zkrrrz.

gdzie [ jest dlugodcia cewki, n — liczba
zwojéw, a r promieniem cewki. Jak
wynika z prawa Faradaya, na rdzeniu
pojawia sie sila elektromotoryczna
dé mripnwly cos wt
= —t = —-——— ocC
wydzielana na rdzeniu jest réwna

P = E = x’r‘p’n’![,’ cos® wt el
R 2R
gdzie R jest oporem, jaki stawia cewka
pradom wirowym. Srednia wartogé
- 2nr

cos? wt wynosi i/2. Opér R ~
gdzie S; jest powierzchnia, przez kktéra
przeplywa prad wirowy. W przypadku
pradbéw wysokiej czestotliwodci

-2
S1=1-a,stad R ~ Q‘WTNMUQ
a

T

albowiem a = -—2 Zatem $rednia

o
moc, jaka wydzief:i sie na rdzeniu
P~ w3,
czgstotliwodé mamy, ze wzgledu na
prady wirowe, ofmiokrotnie wicksze
straty .

Zwickszajac czterokrotnie

Prenumerata ,,Delty”

7a oKkres:
u""*m.“‘"m i [l"’mm"l

& I""‘
I'hu u“‘l |‘llmml"

lilu"‘h' , lﬁl"‘ |I||l
|ﬂ'“H’“l|!r '“l

Mgyl

Patrz w niebo

Wiekszodé meteoréw rozblyskujacych na nocnym niebie zostawia za soba, §lad wladciwie
idealnie prostoliniowy. W zasadzie mozna by przypuszczaé, e skoro taka brytka leci

w polu grawitacyjnym Ziemi, to musi poruszaé sie po torze zakrzywionym. Jednak

jej predkos¢ wzgledem Ziemi (dziesiatki kilometréw na sekunde) i krétki czas trwania
zjawiska (najwyzej sekundy) wykluczaja mozliwoéé zauwadenia grawitacyjnego

zakrzywienia toru. A jednak niekiedy $lad meteoru bywa wyraznie wygiety i nie jest

to ztudzeniem, gdyz takie dlady zostaly sfotografowane.

Na podstawie dawnych kronik okazalo sie, ze doniesienia o wygietych $ladach
meteorowych siegaja zaledwie polowy XVII w., choé o samych meteorach sa zapisy
nawet w starozytnych kronikach chiiskich i japofiskich. Nie wiadomo obecnie, dlaczego
tak jest. Z kolei praykladowo miedzy rokiem 1848 a 1881 widziano 133 meteory,

z ktérych 60% mialo élady wygiete, a 40% faliste. Ocenia sie, Ze razem stanowia one
co najmniej 1/200 wszystkich zjawisk meteorowych.

Co wigc moze powodowad znaczace wygiecie toru ciala meteorowego? Waszystko
wskazuje na to, Ze przyczyna, jest efekt Magnusa (Heinrich G. Magnus — XIX-wieczny
fizyk niemiecki). Polega on na tym, e wirujace cialo lecac przez atmosfere zgeszcza
przed soba, powietrze i odrzuca je w bok w kierunku rotacji. W rezultacie pojawia sie
sita odchylajaca tor ciala od toru, jaki opisaloby nie wirnjac. Efekt ten jest doskonale
znany artylerzystom oraz pitkarzom i tenisistom i ich kibicom — bardzo czesto widzimy,
ze podkrecona pitka wyraZnie skreca w powietrzu.

To by tlumaczylo regularne wygiecie §ladéw — a co z sinusoidalnymi?
Najprawdopodobniej §lady widoczne jako sinusoidalne sa w istocie liniami érubowymi
powstalymi, gdy asymetryczne cialo meteorowe wiruje i zarazem wykonuje precesje.
Takie srubowe tory pilek tez podobno widuje sie na boiskach. Zjawisko wydaje sie
tak naturalne, ze wrecz mozna si¢ zastanawiaé, dlaczego tak malo meteoréw zostawia
krzywoliniowe §lady. Ogromnej wartodci bytyby jednoczesne obserwacje wygietego
éladu z dwdch punktéw obserwacyjnych. Dostaloby sie w efekcie stereoskopowy obraz
fragmentu toru ciala meteorowego. Jak dotad, takich obserwacji nie ma.

Tomasz KWAST

Prenumerata ,,Delty”
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Rys. 2.

Si=83=8s.
To jest widok z boku — réwnolegle
do plaszczysn. S jest przypadkiem

granicznym — pierscieni zdegenerowal
si¢ do czapeczki.

Rys. 3

2 1

[ S

Rys. 4. Odrzucamy te paski,

ktére przykrywaja kolo w sposéb
wnicosscredny” (mozemy to, oczywidcie,
zrobi¢). Na rysunku paski 11 2 sa zle,
a paski 314 — dobre

Pokryé paskami

W Delcie 8/1992 zostal ogloszony otwarty konkurs na rozwiazanie nastepujacego
zadania:

Niech n bedzie ustalong liczba /_ T e

naturalng. Za pomocg n paskéw \

o wymiarach — X 1 moZemy bez trudu

n
pokry¢ kolo o §rednicy 1 (rys. 1).

Wydaje ste, Ze nie mozna pokryc tego . J
kola za pomoce mniejszej liczby paskdw \ /
o podanych wymiarach. \ /
Czy mozna to w prosty sposdb e
udowodnié? Rys. 1

Poprawnych rozwiazan, jak dotad (tekst ten byl pisany w styczniu 1993) nie
otrzymalismy. Powyisze zadanie zostalo sformulowane i rozwiazane jeszcze
przed wojna przez polskiego matematyka Zenona Waraszkiewicza. Oryginalne
rozwiazanie bylo jednak trudne. Ponizej przytaczamy niezwykle eleganckie
rozwiazanie podane przez Samuela Eilenberga (Jeden z najbardziej znanych
na &wiecie matematykéw. W latach 30. wyemigrowal z Polski do USA i tam
obecnie pracuje.).

Zacznijmy od sformulowania twierdzenia Archimedesa.
Przetnijmy sfere o §rednicy 1 dwiema rdwnoleglyms plaszczyznems oddalonyms

o h. Wéwczas powierzchnia wycigtego prerdcienia zalezy tylko od h, a nie zalezy
od miejsca, w ktérym wycielismy pierdcied (rys. 2).

Dowéd tego twierdzenia mozna znalefé np. w Delcie 9/1991 (str. 9). Archimedes
korzystal z tego twierdzenia przy wyprowadzaniu wzoru na powierzchnie sfery.

Ale co ono ma wspélnego z naszym zadaniem?

Kolo o érednicy 1 jest kolem wielkim pewnej sfery o drednicy 1. Polézmy na

g : 1 5
kole jeden z paskéw o wymiarach — x 1 (rys. 3). Prowadzac przez dluisze
n
boki tego paska plaszczyzny prostopadle do kola wytniemy ze sfery piersciefi.
Powierzchnia tego pierécienia nie zalezy od poloZenia paska. Poniewaz kolo
mozemy przykryé za pomoca n paskéw (rys. 1), wiec prowadzi to do pokrycia
sfery za pomoca n piericieni o réwnych powierzchniach (dwa z nich sa
zdegenerowane, tzn. sa czapeczkami). Stad powierzchnia takiego pierscienia.
(czapeczki) jest réwna i, gdzie s oznacza powierzchnie sfery. Przypu$émy teraz,
ze potrafimy pokry¢ kolo za pomoca k paskéw. Mamy wykazad, ze k > n. Otéz,
pokrycie kola k paskami prowadzi do pokrycia sfery za pomoca k pierscieni
i czapeczek. Poniewai powierschnia pojedynczego pierécienia (czapeczki) jest
. 8 s P 3
réwna —, a razem pokrywaja one cala sfere, wiec — - k > 3, skad k > n, cbdo.
n n

Piotr HAJLASZ

Rorwiazanie zadania M 669. Utwdrzamy ciagn; =2, n3 =3, n3 =5 ng =6, ...,
zawierajacy w porzadku wzrastania wszystkie liczby naturalne nie bedace kwadratami liczb
naturalnych. Niech
gm
ng,m = (ng) dlak=1,2,... orazm =0,1...

Oczywidcie, dla kazdej liczby naturalnej n > 1 moZna jednoznacznie dobraé k i m tak, aby
n = ng,m- Naszg funkej¢ defininjemy tak:

) =1,
f(n ) = NE41,m gdy k jest nieparzyste,
Fin = Nk—1,m+1» w przeciwnym przypadku.

Latwo teraz zauwaziy¢, ze warunki zadania sa spelnione.
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

® Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsyla¢ rozwiazania zadari z numeru n w terminie do kotica miesiaca

co miesiac lub 2 dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadari z matematyki i z fizyki nalezy

n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania
— czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robi¢

przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skaliod 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoZymy
przez wapdlezynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

Termin nadsylania roawiazarn:
31 VIII 1993

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe 086b, ktdére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje

nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z'dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadar 243 (WT=2,00) i 244 (WT=2,78)
z numeru 8/1992
Mikotaj Rotkiewicz - Warszawa 47,40
Marek Prauza — Pora]j 45,98

Marcin Kasperski - Warszawa 38,26
Jerzy Janowicz — Bolestawiec 37,80

Witamy w Klubie 44 pana Mikolaja
Rotkiewicza oraz gratulujemy
dwunastemu Weteranowi
matematycznego Klubu 44, ktérym
zostal pan Marek Prauza.

Zadania z matematyki nr 261, 262

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1993.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

261. Wyznaczy¢ wszystkie pary dodatnich liczb calkowitych z,n spelniajace réwnanie

" +(z+1)" = (z+2)".

262. Czy istnieje na plaszczyinie zbiér ograniczony wypukly, o niepustym wnetrzu,
ktéry mozna podzielié trzema liniami prostymi na siedem czeéci o réwnych polach?
(Poda¢ przyklad lub wykazaé, 7e nie ma takiego zbioru.)

Zadanie 262 zaproponowat pan Janusz Olszewski z Suwalk.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 1/1993
Przypominamy tresé zadafi:

258. Dane sa licsby calkowite a> 1, k> 0, m 2 3, przy czym m jest dzielnikiem liczby

3

k
a®” + 1. Dowiedé, ze m > 28+1,

2654. Wyznaczy¢ wszystkie funkecje ciagle f : R — R spelniajace réwnanie

1

f(x+y)=f(x)f(y}(§+;) dla z,y€ R\ {0}.

253. Liczby a oraz m sa wzglednie pierwsze. Stad
w szczegdlnodel wynika, ze reszta z dzielenia kazdej z liczb

k+1
a,:a2, 0% et b, ... ,a?

przee m jest rézna od zera. Przypudémy, whrew tezie,
e m < 2811 W wypisanym wyzej ciagu znajda sie wéwezas
co najmniej dwie liczby dajace jednakowe reszty prey dzieleniu
przez m:

e LSre g aftl, ar=g° (mod m).
Skoro NWD(a, m) = 1, wnosimy stad, se a®~" = 1 (mod m).
Zapiszmy réznice s — r w postaci s —r = 2%, 0< o <k

" fo @ k
¢ nieparzyste. Skoro, z zalogenia, a2 = -1 (med m), zatem
k—o k—a
k— 8 2

iR Gl = (a“*') = (aﬂ") =

=a?*e = (c::zk)l;r =(-1)9=-1

whrew temu, e m > 3. Sprzecznodé korczy dowdd.

(mod m),

254. Zaldimy, ze funkcja f spelnia podane réwnanie funkcyjne
i przyjmijmy

o@) =1 4 ser\ (o).
T
Réwnanie przybiera postad
T+
(=4 9)oe + ) = 20(s) - 9aly) ¥ dla 0,24y € R\ {0},

czyli

(1) glz+v) = 9(=)aly) dla z,y,z+ye R\ {0}.
Przypudémy, ze g(zo) = 0 dla pewnego zg € R \ {0}. Kladac

w (1) z =0, y = t — zo (gdzie ¢ jest dowolng liczba rézna od 0
Lod zg) otrzymujemy g(t) = 0; & dowolnosei wyboru ¢ wnosimy,
e g jest funkcja tozsamodciowo réwna zeru w R \ {0}.
Przyjmijmy teraz, ze g(z) # 0 dla wszystkich z € R \ {0}.
Kladac w (1) z =y = #/2 (gdzie ¢ jest dowolna liczbg rézna

od 0) dostajemy

(2) o) =(s(t/2))*>0 dia teR\{o}

14

Wykagemy, ze
(3) lim g(z) = 1.
z—0

Niech {z,) bedsie dowolnym ciagiem liczb ré¢nych od zera,
zbieznym do zera. Na mocy réwnania (1) (2 z = z,, y = 1)
mamy

lim g(zn) = lim 9(2n +1) = 9(1) =4
co dowodzi slusznodei zwiazku (3). Zatem nadajac funkeji g
wartogé ¢(0) = 1 przediuamy jg do funkeji ciaglej na calym
zbiorze liczb rzeczywistych.

Tak rogszerzona funkcja g spelnia réwnanie (1) takge dla par
liczb z,y, & ktdrych jedna (lub obie) réwna sig zeru. Pozostaje
rozwasy¢ sytuacje, gdy z,y # 0, alez + y = 0. Wéwezas

9(z)o(v) = 9(z)g(~2) = lim g(z+ L)g(-z) =
= nlimmy((z+ %) + (—z])
Tak wiec
9(z+ ) = 9(z)g(v)

Zatem funkeja ciagla b : R — R dana wzorem h(z) = In g(z)
(okreglona poprawnie, dzigki nieréwnodci (2)) spetnia réwnanie

h(z +y) = h{z) + h(y) dla z,y €R.
Widdomo, Ze kagda taka funkcja ma postaé h(z) = cz, gdzie
¢ jest pewng stala. W takim raszie g(z) = e°* = a* (gdzie
a =e° > 0), badé tes g(z) réwna sig toZsamosciowo zeru
(preypadek rozpatrzony wczesniej).

Jim (%) = 90) = stz +).

dla wszystkich z,y € R.

Wobec tego funkcja f ma postaé

flz)=0 lub f(z) = za®
(w zbiorze R\ {0}, wigc tet — preez ciaglodé — w zhiorze R);
a mote by¢ dowolng staly dodatnia. Sprawdgenie, ze kasda
funkcja takiej postaci spelnia wyjsciowe réwnanie, jest
natychmiastowe.



Zadania z fizyki nr 159, 160

ZZAReZZ
Redaguje Jerzy B. BROJAN
| 159. Male cialo zawieszono na nici, ktéra moze byé¢ wciagana przez maly
otworek (rys.) i wprawiono w ruch drgajacy o amplitudzie katowej ao; swobodna
dlugodé nici wynosita wtedy lp. Nastepnie wciagnieto nié bardzo powolnym ruchem
jednostajnym tak, ze dlugodé swobodna zmalata do I;. Jak wyraza sie przez dane
Croléwka ligi zadaniowej wielkodci koricowa amplituda katowa o, ? Zalozy¢, e obie amplitudy katowe s3 male.
Klub 44 F

po uwsglednieniu ocen rozwiazad 160. W oko]f'ca.ch niezelelftryfikowa:nych uzywa sie czasem lodéwek dzia.laja,c:!rf:h
sadad 143 (WT'=3,80) i 144 (WT=2,40) dzieki spalaniu ropy (lub innego paliwa). Ocenié ilodé ropy, ktéra trzeba spalié,
z numeru 9/19902 aby zamrozié 1 kg wody. Zaloiy¢, se lodéwka jest idealna maszyna, cieplng. Dane:
Tomasz Wietecha - Tarndw 23,92 temperatura otoczenia (czyli takie temperatura poczatkowa wody) 25°C, cieplo
::;’r“:;'};:'f;i:i’;kij g:‘;’:i‘;‘:‘d:'"“:i:;i wiadciwe wody 4200 J/kg-K, cieplo topnienia lodu 3,3 - 10°J /kg, ciepto spalania
ropy 45 MJ /kg, temperatura spalania 1200°C.

Rozwiqzania zadathi z fizyki Z numeru 1/1993 162. Przednia i tylna of motocykla sg odlegle o d = 1,4 m,
promied k6! wynosi r = 0,4 m, a wspélczynnik tarcia opon
Przypominamy tredé zadasi: o jezdnie jest réwny f = 1. Srodek masy motocykla wraz

% motocyklista znajduje sie w jednakowej odleglodci od

obu osi na wysokodci A = 0,8 m nad ziemisa. Obliczyé
minimalna droge hamowania motocykla jadacego » predkodcia
poczatkowa v = 60 km/h, jedli

a) uiywad tylko tylnego hamulca,

b) uiywaé tylko przedniego hamuleca,

161. Czy moina zwickszy¢ amplitude drgari w obwodzie LC:
a) zblizajac i oddalajac w odpowiednich momentach okladki
kondensatora?

b) wsuwajac miedzy okladki i wysuwajac plytke z dielektryka?
c) zblizajac i oddalajac zwoje cewki?

d} wsuwajac do wnetrza cewki i wysuwajac magnes staly?

W jakich momentach trzeba wykonywad opisane wyiej ruchy, c) uiywa¢ obu hamulcéw.
aby wzrost amplitudy byt najwickszy? Przedyskutowad wyniki.

151. Zwigkszenie amplitudy drgan wymaga dostarczenia energii, ktére w tym preypadku
nast¢puje na drodge pracy mechanicznej. W natadowanym kondensatorze oktadki prezyciagaja
si¢ wzajemnie, a dielektryk jest wciagany do érodka (inaczej: dla ustalonego ladunku energia
kondensatora rognie prey oddaleniu okladek lub usunigeiu dielektryka), zatem oddalad okladki
lub wysuwad plytke nalesy w tych momentach, gdy tadunek osiaga wartogé maksymalna,
zblizaé zad wtedy, gdy ladunek przechodsi przez zero. W cewce zwoje preyciagaja sie (wedhug
prawa oddzialywania pradéw), nalesy wiec je oddalad wiedy, gdy prad jest maksymalny,

a gbligad, gdy przechodsi przez zero. Oddzialywanie miedzy magnesem a cewks moze

by¢ zaréwno preyciagajace, jak i odpychajace, czyli oba ruchy nalesy wykonywad prey
maksymalnym pradzie: zblizaé przy odpychaniu (iednoimienne bieguny naprzeciw siebie),

a oddalaé przy przyciaganiu (naprzeciw bieguny régnoimienne). Odnotujmy, #e tylko

metoda d) mozna webudgié drgania, jedli poczatkowo nie wystepowaly w ogdle.

152. Ognaczywssey sity nacisku przedniego i tylnego kota na jezdnie przes N i Ny,
a odpowiednie sily tarcia przez Ty i T2, mamy réwnania

(1) Ny + Ny =mg,
(2) Ty + Tz = ma,
(3) (T +Ta)h = (N1 - M),

prey ceym ostatni weér wynika stad, e motocykl jako calodé nie obraca sie (suma momentdw
sil wegledem drodka masy réwna sig zeru). Zauwasmy, ze promieri kél nie ma dla rozwiazania
fadnego znaczenia. W przypadku a) podstawiamy Ty =0, T, = N3 f i roewiazujac uklad
réwnari gnajdujemy opéénienie motocykla hamujacego tylnym hamulcem
a=__ 18
2(1+ fh/d)
Gdy postugujemy sie¢ przednim hamulcem, podstawienie T, = 0, T} = N, f daje wynik

Py fg
2(1- fh/a)’
przy ugyciu zas obu hamulcdw otrzymujemy a = fg. Naledy jednak pamigtaé, ge usycie
przedniego hamulca grozi preewrdéceniem sie¢ motocykla. Formalnie rzece biorac, ostatnie dwa
wyniki sa poprawne tylko wtedy, gdy wyliczona & réwnan wartodé N jest nieujemna. Przeglad

=3,12 m/s2.

dokonywanych preeksstalcert prowadsi do wniosku, £e ¢ warunku N2 > 0 wynika a <g—;

dalej widgimy, e obliczone wyiej wartodei preyspieszenia w preypadkach b) i ¢) s3 prawidlowe
d

tylko wtedy, gdy ¥ 2 fh. Podstawiajac dane liczsbowe preekonujemy sig, e warunek ten nie

: . 5 d ; S i

Jest spekniony, zatem dla obu preypadkdw b)ic) Gmaer = g— = 8,58 m/s?. Widaé tez, jaka

A i 2h
Jjest bezpiecena metoda hamowania: poniewas do réwnan nie wchodea sity Ty i T oddeielnie,

lece tylko ich suma, nalegy wiec nacisnaé maksymalnie tylny hamulec, przedni za$ écisnaé tylko

tyle, aby opdénienie wzroslo do granicznej wartodci gﬁ.

Droge hamowania obliczamy ze weoru s = v?/2e — prey hamowaniu tylnym hamulcem wynosi
ona 44,5 m, 2 w pozostalych preypadkach 16,2 m.
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U W A G A
NOWA FORMA STUDIOW

NA UNIWERSYTECIE WARSZAWSKIM

.“:\ /..."/

MIEDZYWYDZIALOWE
INDYWIDUALNE STUDIA
MATEMATYCZNO-PRZYRODNICZE

W roku akademickim 1993/94

Uniwersytet Warszawski kontynuuje

nowa forme studiéw
pod nazwa,

Miedzywydzialowe Indywidualne
Studia Matematyczno-Przyrodnicze (MISMP).

Kazdy ze studentéw bedzie mieé opiekuna, z ktérym ustali
wlasny, w pelni indywidualny program studiéw.

ZASADY REKRUTACIJI

Konkursowy egzamin wstepny odbedzie si¢ w terminie wczedniejszym niz zwykla
rekrutacja. Moga do niego przystapié kandydaci ubiegajacy sie jednoczeénie
o przyjecie na studia w normalnym trybie na dowolna uczelnie. Egzamin
bedzie mie¢ forme testu; kandydat wybierze dwa sposréd pieciu testéw:

z matematyki, fizyki, chemii, biologii i geografii.

ZGLOSZENIA z podaniem przedmiotéw egzaminacyjnych nalezy przesylaé pod adresem:
Pelnomocnik Rektora UW d.s. MISMP
" prof. dr hab. Andrzej Hennel
Instytut Fizyki Doswiadczalne] UW
ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa
tel. 628-30-31 w. 136

Osoby zainteresowane Miedzywydzialowymi Studiami Indywidualnymi Matematyczno-Przyrodniczymi
(MSIMP) w Uniwersytecie Warszawskim moga otrzyma¢ informator po przeslaniu zgloszenia pod podany
wyze] adres.
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Jeszcze o ciaglych bijekcjach

Przypomnijmy: homeomorfizm to taka ciagia

bijekcja, ze funkcja do niej odwrotna tez jest ciagla.

O niehomecomorficanych zbiorach, ktére moina
przeksztalcad wzajemnie na siebie za pomoca bijekc]i
ciagtych, pisaliSmy w EPSILONACH nr 8 1 9. Ale mozna
zadad jeszcze inne pytanie zwigzane z tymi zagadnieniami:
czy istnieje zbidr X i ciagla bijekcja f: X — X, ktéra nie
jest homeomorfizmem?

Odpowiedni zbiér i funkcje mozna znalezé, bazujac na
konstrukcji , par niehomeomorficznych®. Zbiér okreslamy
nastepujaco: '

X=...(-2,-1nu{oju(L,2)u{atu(4,s5)uislu...

itd &> * & *+ = *+ 3 jid
2= 0 1T 2 3 4 5 & 17 &

Funkcje zad definiujemy tak: punkt {3} i przedzial (4,5)
przesuwamy i ,doklejamy” do przedziatu (1,2); za pomoca
sSciéniecia® otrzymamy znéw przedzial (1,2). Wazystkie
liczby zbioru X wigksze niz 5 przesuwamy o 3 w lewo.
Funkcja ta (jak ja zapisaé wzorem?) bedzie bijekcja ciagla
X na X, ale nie homeomorfizmem (przy funkcji odwrotnej
przedziat (1,2) bylby rozerwany).

Nasuwa sie kolejne pytanie. Skorzystalidmy w sposéb
istotny z tego, Ze nasz zbiér mial nieskorczenie wiele
»kawalkéw”. Czy gdyby zbidr byt ,jednokawalkowy”
(matematycy nazywaja takie zbiory spéjnymi), odpowieds
bytaby inna?

Okazuje sie, Ze 1 tu mozna podaé kontrprzyklad.

Do prostej na ptaszczyinie dodajmy ,petelki” i odcinki
(bez gdérnego kofica), zaczepiajac je w punktach
o wspdlrzednych catkowitych (por. rys.).

JWIVILL

Funkcje okreSlamy ,zawijajac” odcinki zaczepione w 01 3

w petelki i przesuwajac cala figure o 2 w lewo.

Tu zbiér byt juz spéjny, ale nie byl domkniety (ze wzgledu
na kotice pionowych odcinkéw) ani ograniczony. Co by sig
zatem stalo, gdybydmy narzucili i te dwa warunki?

Jezeli myslimy o podzbiorach plaszczyzny, to dodanie
jednego z nich nie przeszkadza w istnieniu kontrprzyktadu
— mozemy zamienié¢ odcinki w pélproste lub ,dciednié

i zagedcié” figure tak, by ja zawrzed w pewnym kole.

Gdy jednak dodamy oba warunki jednoczeénie, sytuacja
jest inna!

Bardzo wainym pojeciem matematyki jest zwartodé. Jakgz
cudowng wlasnodcig jest zwartodé — tak zaczyna Klaus
Jénich rozdziat 1.8 swego podrecznika Topologia (polski
przektad: PWN 1991). W przypadkach podzbioréw R"

{2 wiec i prostej, plaszczyzny, przestrzeni) zbidr jest zwarty
wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony.
Klasyczne twierdzenie (i wcale nie trudne w dowodzie)
méwi natomiast, e bijekecja ciagla okreslona na zbiorze
zwartym jest homeomorfizmem. Dodajmy, ze spdjnosé nie
odgrywa tu roli.

Zauwaimy przy okazji, jak moze przydaé sie znajomosé
rozmaitych twierdzen. Znajac wspomniany wynik od razu
wiadomo, gdzie ewentualnego kontrprzyktadu na pewno
szukaé nie nalezy...

Kraysztof CIESIELSKI

+* NADCHODZI SESJA EGZAMINACYINA « NADCHODZI SESJA EGZAMINACYJNA « NADCHODZI SESJA EGZAMINACYINA =

Podczas egzaminu student przedstawia dowdd twierdzenia.

W pewnym momencie ,zacina sig” i mimo kilku préb nie
moze sobie przypomnieé, jak dowdd poprowadzié dalej.

W tej sytuacji profesor decyduje sie mu poméc, jednakze
po chwili zadumy stwierdza:

- Wie pan co? Dobrze, Ze to pan ten egzamin zdaje,

a nie ja.

Podczas egzaminu student przedstawia dowdd twierdzenia.
W pewnym momencie ,zacina sie” i mimo kilku préb nie
moze sobie przypomnieé, jak dowéd poprowadzié dalej.

W tej sytuacii profesor (ktéry ten fragment materiatu
wyktadal w oparciu o swéj wiasny skrypt) decyduje sie mu
poméc. Okazuje si¢ jednak, ze i on nie pamieta dalszego
ciagu dowodu. Wéwezas, po chwili zadumy, stwierdza:

— Prosze pana, po co my sie meczymy? Przeciez tu,

na biurku leiy skrypt, sprawdZmy, jak ten dowdd idzie
dalej.

(Obie historie sa autentyczne.)

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzistaw Pogoda, Ananiasz Pod§miechowski.

Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-050 Krakéw, z dopiskiem &.
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ZOSTAN STUDENTEM WYDZIALU FIZYKI
NA UNIWERSYTECIE WARSZAWSKIM

Na Wydziale mozna studiowaé na kierunkach:

fizyka, astronomia lub Nauczycielskie Kolegium Fizyki.

NKF umozliwia ukonczenie studiéw

3-letnich 5-letnich
Z prawem nauczania dajacych dyplom magistra
fizyki i matematyki oraz prawo nauczania
(w szkotach podstawowych) matematyki i fizyki

Na kierunku fizyka po trzech latach studiéw mozna wybieraé¢ specjalizacje doéwia.dqza.lna,
teoretyczna lub komputerowa w nastepujacych dziedzinach:

B fizyka ciala stalego B biofizyka
B fizyka medyczna B optyka
B fizyka jadra atomowego B geofizyka

M fizyka czastek elementarnych

B kosmologia i teoria wzglednodci

Warunki przyjecia:

fizyka, astronomia - egzamin wstepny obowiazuje tylko dla osdb ze érednia nizsza niz dobra
z ocen z fizyki i matematyki na $wiadectwie maturalnym w roku 1993.

NKF - rozmowa kwalifikacyjna.

Od roku akademickiego 1992/93 oferowane sa zajecia na réznych poziomach trudnosci
w zaleznosci od predyspozycji i przygotowania studentéw.

Juz od pierwszego roku mozna studiowaé systemem indywidualnym i braé udzial w aktualnie
prowadzonych badaniach naukowych.

Wspélczesne badania fizyczne wymagaja szerokich kontaktéw miedzynarodowych oraz szybkiego
przeplywu i analizy informacji.

Studiujac fizyke poznasz réwniez techniki komputerowe stosowane w eksperymencie fizycznym
oraz metody numeryczne. Staniesz sie ekspertem w dziedzinie najbardziej wyrafinowanych
zastosowall komputerowych.

Cala historia fizyki Uniwersytety Warszawskiego, w szczegdlnosei fizyki doswiadczalne;,
wiqzata st¢ stale z budynkiem przy ulicy Hozej 69
t w ten sposob ,,Hoza” stala si¢ symbolem fizyki warszawskie;.
Moéwige po prostu ,,Hoza” mialo si¢ zawsze na mysli osrodek
powolany do zycia przez Stefana Pierikowskiego w 1921 roku.
Jerzy PNIEWSKI

Wszystkich dociekliwych serdecznie zapraszam na przygode z fizyka.
Mo mi bedzie powitaé Was w gronte studentéw naszego Wydzialu.
Krzysztof ERNST
Dziekan Wydzialu Fizyki



