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Dziwne dzialanie
otworu o zmiennej sSrednicy

Jultusz DOMANSKI, Hanna OSICKA

W wielu szkolach znajduje sie zestaw mikrofalowy z generatorem fal

o diugosci okolo 3 cm. Proponujemy wykonanie niewielkiego uzupelnienia
zestawi i przeprowadzenie interesujacego doswiadczenia na lekeji lub
zajeciach kola fizycznego.

Mikrofalami nazywa sie fale elektromagnetyczne o dlugodci rzedu 1 cm.

Do wykonania elementéw uzupelniajacych potrzebne beda 3 kawatki
mozliwie sztywnego kartonu o wymiarach okolo 35 x 35 cm.

W pierwszym z nich wycinamy kolowy
otwdr o promieniu Ry = 5 cm, w drugim
o promieniu R = 7,1 cm. W trzecim
kolowy otwdr o promieniu 5 cm

i wspéldrodkowy z nim pierscieft

o promieniu wewnetrznym Hs = 8,7 cm
i zewnetrznym Ry = 10 cm.

Kartony oklejamy folia aluminiows (do pakowania zywnodcl), poniewas
powinny by¢ ,nieprzezroczyste” dla fal elektromagnetycznych. Oczywidcie,
lepsze (i trwalsze) bylyby przeslony wykonane z cienkiej, aluminiowej
blachy.

Przystepujemy teraz do wykonania dodwiadczenia. Wylot anteny tubowej
generatora i diode mikrofalows ustawiamy w odleglodci okolo 32-33 cm.
Diode aczymy z wejéciem Y oscylografu (o czulodci rzedu 50 mV/cm)
lub (a nawet lepiej) z odpowiednio czulym miernikiem. Opis wykonania
takiego miernika, przydatnego do wielu innych doéwiadczen, podamy

na korcu artykulu. Uruchamiamy przyrzady. Na ekranie oscylografu
{przy czestotliwodci podstawy czasu wiekszej od modulujace] generator)
powinnidmy uzyskac dwie réwnolegle, poziome linie. Odleglodé miedzy
liniami jest miara wielkodci odbieranego przez diode sygnalu. W polowie
odlegtodei miedzy generatorem a dioda, ustawiamy pierwsza, przestone.
Wylot generatora, érodek otworu przestony i dioda powinny znalesé sig
na linii prostej. Wielkodé odbieranego sygnatu wyrasnie warastal Uwaga:
byé moze bedziemy musieli teraz dokonaé pewnej korekty ustawienia
przyrzadéw — nasze Zrédlo fal nie jest zrédlem punktowym. Prébujemy
nieco zmieni¢ poloienie przestony (lub diody), do uzyskania maksymalnego
sygnatu. Usuwamy przestone i wstawiamy druga, z wickszym otworem.
Odbierany sygnal maleje. Wyglada to doéé dziwnie. Wykorzystujemy
jeszcze trzecia przeslong. Odbierany sygnal wzrasta niemal dwukrotnie!

A oto wyjasnienie przebiegu dodwiadczenia. Rozwazmy punktowe

zrédlo § fali monochromatycznej, znajdujace sie w odrodku izotropowym.
W dowolnej chwili czolo fali bedzie mieé postaé kuli o promieniu a = ct.
Aby znalei¢ amplitude drgafi w punkcie P, trzeba zlozyé drgania
wywolane falami ze wazystkich zrédet wtérnych na powierzchni falowej.
W tym celu dzielimy czolo fali na obszary zwane strefami Fresnela.
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Koustrukeja Fresnela: Crolo fall dzielimy na obszary (strefy) i traktujemy je
jako niezaleine, jednakowe Zrédia fal. Amplitude fali w obserwowanym punkcie
znajdujemy jako zloienie fal wytworzonych przez poszczegdlne strefy. Metoda
daje dobre wyniki, jesli tylko rozmiary otwordw sa wicksze niz dlugodé fali.

O kilku otwartych
problemach teorii
liczb pierwszych

Wiadystaw NARKIEWICZ

Jui w szkole podstawowej stykamy
sie¢ z liczbami pierwszymi. Okreéla
i sie je jako liczby calkowite, wieksze
8 od jednodci, nie dajace sie przedstawic¢
jako iloczyn liczb mniejszych. Takimi
| liczbami sa np. liczby 2, 3, 5, 7, 65537,
2127 _ 1, czy teg 27°%%%° _ 1. Ta ostatnia
! jest najwicksza znana obecnie liczba,
pierwsza. Liczby pierwsze sz cegietkami,

% ktérych zbudowane sa, liczby naturalne

— kazda bowiem liczba naturalna wicksza
od jednodci daje sig przedstawié jako

¢ iloczyn liczb pierwszych i to tylko na jeden
§ aposdb.

H| Liczby pierwsze i ich tajemnicze wlasnoéci
od wiekéw fascynuja matematykéw.

Po raz pierwszy pojawiaja sie

w Elementach Euklidesa, gdzie znajdujemy
| dowdd tego, iZ jest ich nieskoriczenie wiele.
Od tego czasu odkryto wiele interesujacych
faktéw o liczbach pierwszych, ale mimo

to pozostaje jeszcze do rozwiazania szereg
probleméw ich dotyczacych. Kilka z nich
omdéwimy ponizej.

§ Funkcja 7(z) i hipoteza Riemanna

! Jeden z gléwnych probleméw teorii
liczb pierwszych dotycay zachowania
sie funkcji w(z), dajacej iloéé liczb
pierwszych w przedziale [2, z]. Nietrudno
sprawdzié, e na przyklad w(10) = 4,
m(1000) = 168, a przy pewnym wysitku
§ mozna otrzymaé m(1000000) = 78 498.
Analiza wzrostu funkeji n(z) dla z az
do 3000000 sklonita C.F. Gaussa do
postawienia przypuszczenia, ze jest ona
dobrze przyblizana przez iloraz z/ log z.
(Przez log z bedziemy stale oznaczali
logarytm naturalny liczby z.) W polowie
XIX wieku P. Czebyszew wykazal, e iloraz
m(z)

zflogz
lezy pomiedzy dwiema dodatnimi
statymi, a w 1896 roku J. Hadamard
i C. de la Vallée-Poussin niezaleinie
udowodnili, Ze iloraz ten zmierza do
jednoéci wraz ze wzrostem z. Twierdzenie
to nosi nazwe fwierdzenia o liczbach
pierwszych i zostalo uznane za jedno
ze szczytowych osiagnieé matematyki
ubieglego stulecia. Méwiono nawet, ie jego
autorzy uzyskali nieSmiertelnoéé. To sig
prawie sprawdzilo: Hadamard zmart majac
98 lat, a de la Vallée-Poussin przezyl
lat 96.




' Pierwsza strefe Fresnela ograniczaja, punkty powierzchni falowej, ktérych

| Moina udowodnié, Ze réinica miedzy
| funkcja 7(z) a z/log's jest mniejsza
" od cz/log® z, gdzie ¢ jest pewna dodatnia,
| stala, a przy tym fego oszacowania nie
mozna polepszyé. Wynika stad, Ze z/logz
nie jest zbyt dobrym przyblizeniem dla
funkcji m(z). Znacznie lepsze przybliZenie
| daje funkcja li(z), zwana logarytmem
catkowym, a zdefiniowana wzorem

¥ odlegloéé od punktu P jest réwna r; = ro + %, gdzie A — dlugodé
& fali. Druga strefa znajduje sie miedzy skrajem pierwszej strefy
a punktami powierzchni falowej, ktérych odleglodé od punktu P

;:::_ jest réwna rz = r1 + % = ro + A. Analogicznie okredlamy granice
kolejnych stref, ogdlnie: rp = ro + k% Z twierdzenia Pitagorasa wynika,
¢ ze promiefi R k-tej granicy miedszy strefami wynosi

z

1i(:z)=a+f dm

logz’

2
R} = (ro + %) —(ro +2)* N kroX — 2roz  oraz

Rl=d*>-(a—2)°" ~ 2az.
. 2

" przy czym c jest pewna, liczba, ktérej
& wartodé nie jest tu istotna.

Przyblizenie jest dobre, jeéli z i A 83 male w poréwnaniu z a. Eliminujac
" z tych réwnan z otrzymujemy

B =k argA
8| Okazuje sie, e réinica 3 k=
A(z) = |w(z) — li(z)] Obliczmy jeszcze sume powierzchni pierwszych k stref:
k jest przy kazdym n naturalnym [ aa.:-uio ,

i dla dostatecznie duzych z mniejsza

niz z/log" z. Istnieje stare przypuszczenie,
| 7e oszacowanie to mozZna znacznie
poprawié, a mianowicie sadzi sie, ze dla
i kaidej liczby @ > 1/2 mamy
= (1) Alz) <=z,
o ile tylko z jest dostatecznie duze.

* a zatem powierzchnia pojedynczej strefy

TargA
¢ S—Sk—Sk_l—a+rD..
" Jak widad, powierzchnie stref Fresnela sa w przybliZeniu jednakowe.

" Dlatego jednakowe powinny byé takze amplitudy drga wzbudzonych
" w punkcie P przez fale biegnace od kazdej strefy. Poniewas kaida

§ nastepna strefa jest érednio o pét dlugodei fali dalej od punktu P, fale
dochodzace do punktu P réinig sie w fazie o m.

Wiadomo, ze oszacowanie (1) jest
konsekwencja tzw. hipotezy Riemanna,

® ktéra dotyczy rozmieszczenia miejsc

B zerowych pewnej funkcji zmiennej

| zespolonej, mianowicie funkeji zeia
Riemanna, ktéra jest dla z > 1 okredlona
wzorem

3 Wypadkowa amplituda wywolana dzialaniem wszystkich stref w punkcie P
S wynosi A= Ay — Az + As — A¢+ ..., co mozna zapisa w postaci

A (A g A (A )
A—2+(2 At )+ (- At B2+

¥ 7 pewnym przybliZeniem mozemy przyjaé, ie

Ag = %(Al -4 AB), A,‘ = %(As +A5) itd.

o0

)= =,
o Wobec tego, gdy rozpatrujemy duza liczbe stref, moiemy napisaé
a ktéra moZna rozszerzyé do funkeji
okredlonej na calej plaszczyinie
zespolonej. B. Riemann w 1859 roku
wysunal przypuszczenie, ze jesli
0 < z <1 oraz ¢(z + 1y) = 0 przy
pewnym rzeczywistym y, to z = 1/2.
¥ Przypuszczenie to nosi nazwe hipotezy
Riemanna i mimo wielu préb pozostaje
do dzid nie udowodnione.

A= §A1 , pomijajac dzialanie ostatniej strefy. Wynik zaskakujacy:
H| dzialanie wszystkich stref Fresnela daje amplitude réwna polowie
amplitudy od pierwszej strefy!

t Zastan6wmy sie, co sig stanie, gdy na drodze migdzy punktami S

i P ustawimy ekran z otworem o zmiennej érednicy. Dopdki promien

¥ otworu jest mniejszy od promienia pierwsze] strefy Fresnela, dopéty
Hljego zwickszanie powoduje wzroet amplitudy w punkcie P. Amplituda
drgan osiaga wartodé maksymalna, wéwczas, gdy promiesi otworu jest
réwny promieniowi pierwszej strefy. Przy dalszym zwiekszaniu promienia
otworu amplituda maleje (fale biegnace od pierwsze]j i drugiej strefy maja
i w punkcie P przeciwne fazy) i osiaga wartodé minimalna, gdy promief
otworu jest réwny promieniowi drugiej strefy. Przy dalszym zwiekszaniu
promienia ctworu otrzymujemy kolejno wzrost i spadek amplitudy
wypadkowej.

‘B Hipoteza Riemanna uchodzi za jeden
z najtrudniejszych problemdéw wspdiczesnej
matematyki. D. Hilbert uwagal jg za
najwagniejsze zagadnienie matematyczne.

8 Jest w tym zapewne sporo przesady,
jednakze konsekwencje udowodnienia tej
hipotezy dla teorii liczb bylyby ogromnme.
Ujrzymy to przy omawianin nastepnych
probleméw.

Réinice miedzy liczbami plerwszymi

| A moze potrafilibyécie wykonal przesione o zmienne] w sposdb
ciagly érednicy otworu, np. na zasadzie przeslony irysowej stosowanej
w aparatach fotograficznych?

Z konstrukeji Fresnela wynika mozliwodé znacznego zwigkszenia
promieniowania w punkeie P. Jeieli odleglodé przestony od frédia jest
d'us':a, mozna przyial, Ze strefy Fresuela leza w plaszczyinie przeslony.
Mozna wiec na drodze mikrofal umiedcié plytke, na ktérej we wazystkich
miejscach, gdzie znajduja sie strefy parzyste (lub nieparzyste), naniesione
53 koncentryczne pierdcienie z nieprzezroczystego dla mikrofal materiahu.
Wéwezas do punktu P dochodzié beds fale w zgodnych fazach i wystapi
interferencja konstruktywna.

Jegli sie przyjrzymy odstepom miedzy
kolejnymi liczbami pierwszymi, to nie
dostrzezemy tam Zadnej wyraZnej
prawidlowodci. Znajdziemy bowiem
mnéatwo liczb pierwszych réiniacych sie
o 2 onpdis b, 1 13 17159,



Plytka strefowa dziala jak soczewka. Wyrazenie na promiefi pierwszej

strefy R? = 97l mozemy przeksztalcié do postaci:
a—+ ro
1 1 A
st TR
Jest to réwnanie soczewki o ogniskowej f = 5

Sadzimy, e w te] chwili wynik dodwiadczenia jest w pelni zrozumiaty.
Dodajmy jeszcze, Ze jedli w szkole nie ma generatora mikrofal,
doswiadczenie mozna wykonaé z falami akustycznymi. Oczywiscie,
generator mikrofal zastepujemy generatorem akustycznym {o czestodci
okolo 11 kHz} z niewielkim glodnikiem, a diodg mikrofonem z dowolnym
wzmacniaczem.

I jeazcze obiecany schemat wzmacniacza do miernika.

+16V

0-50 »A lub
0-500pA

REG.
czutoscl

I-u.v

Wykonamy go korzystajac z latwo doatepnego (i taniego) uktadu
scalonego (wzmacniacz operacyjny) ULY 7741. Zasilanie, w najprostszym
przypadku, za pomocs czterech baterii plaskich polaczonych szeregowo

(z wyprowadzonym ,grodkiem”). Plus i minus zasilania nalezy dolaczaé
do wzmacniacza jednoczednie. Mozna tez wykonaé zasilacz sieciowy

wg jednego z rysunkéw przedstawionych ponizej. Powodzenia!
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W przypadku, gdy Czytelnicy zechca przeprowadzi¢ stosowne
doéwiadczenia, bedziemy bardzo wdzieczni za listy z uwagami.

29 i 31 itd., a takze ujrzymy odstepy
dowolnie dlugie — np. wszystkie liczby
z przedzialu [N!+ 2, N!+ N]| 83 dla

N = 3,4,5,... zlozone, poniewas dla
k=2,3,...,N liczba N!+ k dzieli sie
przez k.

W 1845 roku J.L.F. Bertrand wysunal
przypuszczenie (tzw. postulat Beriranda),
ze kazdy przedzial (n,2n] przy n > 1
zawiera przynajmniej jedng liczbe
plerwsza, i sprawdzil to dla wszystkich

n < 3000000. Dowdd tego podatl pieé

lat pdiniej P. Czebyszew. Wkrotce

potem pojawilo sig pytanie, czy pomiedzy
kolejnymi kwadratami liczb naturalnych
musi lezeé liczba pierwsza. Odpowiedzi
na nie nie znamy do dzisiaj. Pytanie

to jest réwnowazne pytaniu, czy kazdy
przedzial postaci [z, z + 2\/Z + 1] zawiera
liczbe pierwsza. W 1930 roku G. Hoheisel
wykazal, ze przedziat [z,z + z%|, pray

a =1 —1/33000, zawiera dla dostatecznie
duzego z przynajmniej jedng liczbe
pierwsza,. Dzis wiadomo, ze w twierdzeniu
Hoheisela mozna przyjaé za a dowolna
liczbe wieksza od 6/11 = 0,5454...

(S5.T. Lou, Q. Yao, 1989). Przy zalozeniu
stusznodci hipotezy Riemanna nietrudno
udowodnié, Ze za a mozna przyja dowolns |
liczbe wieksza od 1/2.

Znacznie silniejszym przypuszezeniem
jest hipoteza Craméra. M6wi ona, Ze jesli
Pr oznacza n-ta, kolejng liczbe pierwsza,
to istnieje taka stala C, Ze réznica

dn = Prt1 — Pn nie praekracza Clog? p..
Z hipotezy Riemanna wynika jedynie
oszacowanie

dn < C\/pn logpn,
udowodnione przez H. Craméra
w 1921 roku.

Liczby pierwsaze blifniacze

Liczby pierwsze p, p + 2 nazywaja sie
liczbami pierwszymi bliZniaczymi Nie
wiemy, czy takich liczb jest nieskorczenie
wiele, a najwieksza znana pare blizniacza,
tworza liczby 1706595 - 211235 4 1,
znalezione w 1990 roku. W 1920 roku

V. Brun zauwazyl, ze liczby pierwsze
bliZniacze nie moga, wystepowad zbyt
czesto. Udowodnil on mianowicie, %e szereg
utworzony z ich odwrotnoéci jest zbieiny,
podczas gdy juz L. Euler wiedzial,

Ze szereg odwrotnodci wszystkich liczb
pierwszych jest rozbiezny.

Definiuje si¢ takze pierwsze trojaczks jako
tréjki liczb pierwszych p, p+ 2, p + 6.
(Zauwaimy, e liczby p, p+ 2, p + 4 moga
byé pierwsze jedynie w przypadku p = 3,
gdyz jedna z nich musi byé podzielna
przez 3.) O nich niewiele wiadomo.
Pytanie o liczbe pierwszych bliZniakéw




i trojaczkéw jest szczegdlnym przypadkiem '

nastepujacego przypuszczenia
L.E. Dicksona:

Jedli ay,82,...,¢, 3g liczbams naturalnyms

o tej wlasnodes, Ze sloczyn
Alz)=sz(z+e1)(z+az)...(z+an)

nie ma stalego dzielntka wickszego

od 1, tj. nie ma takiej liczby d > 1,

ktdra dzielitaby wazystkie wartodci

A(1), A(2), A(3),. .., to isinieje

nieskoriczenie wiele takich liczh

pierwszych p, Ze wsezystkie liczby

p+e1,p+az,...,p+a, ag liczhami

pierwaszymi.

W przypadku n = 1, a; = 2 prowadzi to
do problemu bliZniakéw, a w przypadku
n =2, ¢y =2, az = 6 do trojaczkéw.

Przed kilkunastu laty powiazano
przypuszczenie Dicksona z innym starym
przypuszczeniem, dotyczacym funkcji m(z).
Chodszi o to, czy dla wszystkich =z, y
naturalnych stuszna jest nieréwnosé

(2) m(z+y) < m(e) +7(y),

z ktorej wynika, Ze w zadnym przedziale
o danej dlugodci N nie moze byé

wiecej liczb pierwszych niz jest ich

w przedziale [1, N].

Okazalo sie mianowicie (D. Hensley,

I. Richards, 1973), Ze to ostatnie
przypuszczenie jest sprzeczne

z przypuszczeniem Dicksona, a dokladniej,
ze ze stusznodci przypuszezenia Dicksona
wynika falszywodé nieréwnodci (2) dla
pewnych wartodci z,y. Zatem jedno z tych
przypuszczen (a moze i oba) musi byé
falszywe. T. Vehka wykazal w 1979 roku,
Ze jedli hipoteza Dicksona jest prawdziwa,
to istnieja przedzialy o dlugodci 11763,
zawierajace 1412 liczb pierwszych, podczas
gdy przedzial [1,11763] zawiera ich
jedynie 1409.

Liczby pierwsze w postepach
arytmetycznych

Nietrudno wykazaé, Ze postep
arytmetyczny 3,7,11,15,19, ..., zloZony
z liczb naturalnych postaci 4k + 3 zawiera
nieskoriczenie wiele liczb pierwszych.
Gdyby bowiem tak nie bylo i D byloby
iloczynem wszystkich liczb pierwszych
tej postaci, to jedna z liczb D+ 2, D + 4
dalaby sie zapisaé w postaci 4m + 3.
Poniewas iloczyn dowolnej ilodci liczb
pierwszych postaci 4k + 1 jest tes tej
postaci, zatem liczba 4m + 3 musialaby
mieé dzielnik pierwszy p postaci 4k + 3,
a wiec dzielacy D, co jest niemozliwe,
bo wéwezas p dzieliloby 2 lub 4.

Wynik ten jest szczegdlnym przypadkiem
twierdzenia, ndowodnionego w 1837 roku

Nieréwnosci funkcyjne
Marek PYCIA

Autor jest zdobywcq zlotego medaly w Konkursie Uezniowskich Prac
z Matematyks w 1992 r.

Przedstawie wybrane metody elementarnego rozwiazywania
nieréwnoéci funkcyjnych na przykladzie analizy nieréwnosci
zwiazanych z moja praca nagrodzona na Konkursie Uczniowskich
Prac z Matematyki.

Bedziemy rozwazaé funkcje zmiennej rzeczywistej o wartodciach
rzeczywistych nieujemnych, ktére dla wszystkich s i ¢ ze swojej
dziedziny spelniaja nieréwnodé

1 1
(1) S fe) +2/() < f (53 + Zt) .
W zaleznodci od tego, jaka bedzie dziedzina funkeji f, otrzymamy

! jakodciowo inne rozwiazania. Przyjrzyjmy sie kilku mozliwosciom.

1. f: R — [0,400). Oczywiscie, funkcja stale réwna 0 speia (1).
Wykazemy, ze jest to jedyne rozwiazanie tej nierdwnosci. Latwo
zauwazyé (podstawiajac w (1) s =t =0), e f(0) =0, a stad dla
dowolnego t € R

f(t) < %f(—4t) +2f(t) < f (%(—u) - 2t) = f(0) =0.

(bo f nieujemna)
Stad f(£) = 0 (gdyi F(t) = 0).

2. f:[0,+o00) — [0, +00). Wykasemy, ze w tym przypadku jedynymi
rozwiazaniami (1) sa funkcje liniowe, tzn. funkcje postaci f(t) = at.
Podobnie jak poprzednio otrzymujemy f(0) = 0. Skladajq,c
nieréwnosci (iterujac) mamy:

1

1 (%f(sl) +2f(32)) +8 (lf(tl) -+ 2f(t2)) <

2

1 1
& Ef (5514-282) +2f( t1+2t2) <

< f( ('];81 +232) +2 (2t1+2t2)) ;

§ Teraz podstawiajac 81 = t5 =0, 33 = s it; = t otrzymujemy

(2) fls) + f(t) < fls+1),

czyli funkcja f jest tak swana funkcja nadaddytywna, a ze
wartodci f sa nieujemne, wiec f jest niemalejaca. Podstawiajac

w nieréwnosci (1) s = 0 uzyskujemy 2f(t) < f(2t). Natomiast
podstawiajac 0 w miejsce ¢ i 2t w miejsce s uzyskujemy

1 A :

Ef(Zt) < f(t). Z obu tych nieréwnosci mamy 2f(t) = f(2t). Stad
natomiast nietrudno jest wykazaé indukcyjnie, ze f(2™t) = 2™ f(¢)

¥ dla kazdego m calkowitego (m moze byé ujemne). Udowodnimy

teraz, te dla kaidego k naturalnego f(kt) = kf(t). Istotnie.
Nietrudno jest wykaza¢ indukcyjnie (korzystajac z (2)),

ge f(kt) > kf(t). Wystarcay wiec wykazaé, ge zachodzi nier6wnodé
przeciwna, tzn. f(kt) < kf(t). Wykazemy to tez za pomoca indukcji.
Dla k = 1 — oczywiste. Zalézmy teraz, e nier6wnoé¢ ta zachodszi

dla liczb naturalnych mniejszych od k. Udowodnimy ja dla k. Otéz,
jezeli k jest parzyste, to

flkt) = 2f (gt) £

(zal. ind.}

E 1e) = k1(e)




Jeieli k jest nieparzyste, to

7ie) < 1(0k+ 20) - 10 =21 (32

k+1

" 2 (5 109 - 100 =410,

(zal. ind.)

Laczac uzyskane réwnosci otrzymujemy, e

(3)

Zbiér A liczb postaci k - 2™ jest gesty w (0, +o0). Oznacza to,
ze dla dowolne]j liczby dodatniej ¢ znajdziemy takie dwa ciagi (ay)
1 (bs) o wyrazach ze zbioru A (tzn. kazda z liczb a,, i b, mozna

Flk-2™) =k-27f(1) dlakeNimeZ.

przedstawié¢ w postaci k - 2™), ze

n <t<b, oraz an, —t b, —t.

Skad wobec (3) i monotonicznodci f mamy

anf(1) = flan) < f(t) < f(bn) = baf(1) .

Przechodzac do granicy mamy

tf(1) < f(t) <tf(1),

czyli f(¢) = tf(1), a wiec funkcja f jest liniowa.

Zauwazmy, ze nie tylko postaé dziedziny funkcji f, ale i postaé
zbioru wartodci ma decydujace znaczenie dla rozwiazywalnodci
nieréwnosci (1). WidzieliSmy, ze wsréd funkcji f : R — [0, +o0)
tylko funkcja stale réwna zeru jest rozwiazaniem. Stad wéréd
funkcji f : R — (0, o0) nieréwnosé (1) rozwiazaf nie ma. Natomiast
gdybysmy szukali rozwiazan wéréd funkeji f : R — R, to mozna
udowodnié korzystajac z pewnego twierdzenia G. Hamela istnienie
rozwiazan, ktérych wykres jest gestym podzbiorem plaszczyzny R?
(tzn., ze w kazdym otoczeniu dowolnego punktu plaszczyzny
znajduja sie punkty wykresu)! Co wiecej, rozwiazania te sa
addytywne, to znaczy spelniaja warunek f(s +t} = f(s) + f(¢).

Warunek ten jest silniejszy niz nieréwnos¢ (1).

Nieréwnosé (1) to szczegdlny przypadek nastepujacej nieréwnosci

funkcyjnej

(4)

gdzie a i b sa stalymi dodatnimi, a f jest, dla ustalenia uwagi,

af(s) +bf(t) < flas +bt),

funkeja z [0, +o00) w [0, +00).

Jegeli @ + b = 1, to nieréwnoéé (4) jest réwnowazna nieréwnosci

definiujacej wklestogé funkcji

Af(s) +(1—=X)f(t) < f(As+ (1 — A)t) dla wszystkich A € [0, 1]
(wynika to z pewnych twierdzei Kuhna, Daréczego, Pélesa,

1 Bernsteina-Doetscha).

Gdy a+ b < 1, pojawiaja sie rozwiazania nieciagle (zgodnie

z rezultatami K. Barona, J. Matkowskiego i K. Nikodema); podobnie
jest, gdy a + b > 1. Przypadek a <1 < a + b (zbadany przez

J. Matkowskiego) mozna sprowadzi¢ do przypadkua <1 <b
(iterowanie!), a rozwiazaniami tego ostatniego sa wylacznie funkcje
liniowe. Dowdd daje si¢ poprowadzié dla niektérych wartodei statych
a ib tak jak w punkcie 2. W ogdlnym jednak przypadku trzeba sobie

radzié¢ troche inaczej.

Wizystkie te wyniki sa znane. Czym zatem zajmowalem sie w pracy

konkursowej? — innymi przypadkami nieréwnosci

(5)

gdzie f : (0, +o0) — [0, +c0), @, B, a, b sa stalymi dodatnimi oraz

a < 1<b. Przy tym zalozeniu udalo si¢ udowodni¢, ze jezeli dla
danych a,b, o, f nieréwnodé (5) ma rozwigzanie niezerowe, to ma
takie rozwigzanie potegowe. Pomoglo to opisad klasy rozwiazan (5)
(podobnie jest z nieréwnoscia af(s) + Af(t) > f(as + bt), gdy

af(s) + Bf(t) < flas +bt),

Jim £(s) =)

)10 <

przez P.G. Lejeune Dirichleta,
a gloszacego, Ze kaidy postep
arytmetyczny, utworzony z liczb

& naturalnych, ktérego pierwszy wyraz

jest wzglednie pierwszy z réznica,
postepu, zawiera nieskoniczenie wiele liczb
pierwszych.

Powstaje pytanie, jak duza moze byc
najmniejsza liczba pierwsza lezaca w takim
postepie. Z hipotezy Riemanna mozna
wydedukowaé, Ze jesli c jest dowolns liczba
wicksza, od 2, oraz d jest dostatecznie duza
liczba naturalna, to w kazdym z postepow
arytmetycznych
dbta (k=1.2,...;

< ag<id

(a,d) =1)
znajduje sie liczba pierwsza nie
przekraczajaca d°. W 1944 roku
J1.V. Linnik udowodnit (bez zadnych
nieudowodnionych hipotez), ze to
twierdzenie jest sluszne dla pewnego,
zreszta, bardzo duzego, wykladnika c.
Problemem zmniejszenia wielkodci ¢
w twierdzeniu Linnika zajmowalo sie wielu
autoréw. Przedostatni rekord naleiy do
J.R. Chena i J.M. Liu, ktérzy w 1989 roku
wykazali, Ze za ¢ mozna przyja¢ dowolna,
liczbe wigksza, od 13,5, a zupelnie dwiezo,
bo w 1991 roku, Wang Wei zastapil tu
liczbe 13,5 przez 8.

Problem Goldbacha

W 1742 roku G. Goldbach zapytal, czy
kazda liczba parzysta, wieksza od 4, jest
suma dwoch liczb pierwszych nieparzystych '
i czy kazda liczba nieparzysta, wicksza
od 7, jest sumag trzech liczb pierwszych
nieparzystych. Pytanie to nosi nazwe
problemu Goldbacha, a pelnej odpowiedzi
na nie dotad nie znamy.

Pierwszy krok w kierunku rozwiazania
tego problemu uczynili w 1922 roku
G.H. Hardy i J.E. Littlewood, ktérzy
przy uzyciu pewnych hipotez, bedacych
uogdlnieniem hipotezy Riemanna

(a dotad nie udowodnionych) udowodnilj,
Ze kazda dostatecznie duza liczba
nieparzysta jest suma, trzech liczb
pierwszych nieparzystych. W 1937 roku
I.M. Winogradow uzyskal tenze wynik,

juz bez uzycia adnych nieudowodnionych
hipotez. Niedawno J.R. Chen i T.Z. Wang
wykazali, Ze kazda liczba nieparzysta
wieksza od

(11,503

e

jest sumg trzech liczb pierwszych.
Niestety, liczba ta jest zbyt duza,
by sprawdzié¢ przypuszczenia Goldbacha
dla wszystkich mniejszych liczb




nieparzystych. Sprawdzenia takiego
dokonano jedynie dla liczb nie
przekraczajacych 2 - 10'° (A. Granville,
J. van de Lune, H.J.J. te Riele, 1989).

W problemie Goldbacha dla liczb
parzystych postep byl znacznie mniejszy.
Dzié wiemy jedynie, ze ilodé liczb
parzystych, mniejszych od z, ktére nie

83 sumami dwéch liczb pierwszych, nie
przekracza cz®, gdzie c jest pewna stala
i 6 <1 (H.L. Montgomery, R.C. Vaughan,
1971), a nadto kaida dostatecznie duza
liczba parzysta jest suma liczby pierwszej
i liczby, ktéra jest bad# pierwaza, badZ
tes jest iloczynem dwéch réznych liczb
pierwszych (J.R. Chen, 1973).

Wazystkie te wyniki uzyskano za pomoca,
trudnych srodkéw analitycznych. Prostsze
podejécie zaproponowal w 1930 roku

L.G. Schnirelman, ktéry za pomoca
elementarnych metod udowodnit istnienie
takiej liczby M, ze kazda liczba naturalna

jest suma, co najwyzej M liczb pierwszych.

Najmniejsza taka liczba M nosi nazwe
stalej Schnirelmana, a przypuszczenie
Goldbacha jest réwnowazne réwnosci

M = 3. Pierwsza wartoéé¢ M byla
ogromna, ale obecnie udalo si¢ ja znacznie
zmniejszyé, a rekord nalezy do H. Riesela
i R.C. Vaughana, ktérzy w 1983 roku
wykazali, Ze mozna przyjaé M = 18.

=

Roswiazanie sadania M. 668. Niech §

orznacra sume nasgego sreregu; w ukladzie
sibdemkowym mamy

S = 0,1001000010000001... ,
a dobrze wiadomo, Ze liczba
o nieckresowym rozwinieciu

(w jakimkolwiek ukladzie!) jest
niewymierna.

Komentarz do artykulu Marka Pyci

W artykule Marka Pyci (str. 4), punkt 2, zostalo udowodnione,

7e funkcja spelniajaca podana tam nieréwnoéé (1) (np. spelniaja

ja funkcje addytywne, tj. takie, ze f(z +y) = f(z) + f(y) dla
dowolnych z i y), majaca za dziedzine i zbiér wartodci zbidr liczb
rzeczywistych nieujemnych, jest funkcja liniowa, tj. postaci f(t) = at,
dla stalego a. Wynika stad od razu, ze jedynym mozliwym wzorem
na pole prostokata o bokach z iy jest azy, gdzie a jest stala
(zalezna od wyboru jednostki dlugosci).

Oznaczmy bowiem pole prostokata przez P(z, y).

X1

Rys. 1
Z rysunku 1 wynika, ze
P(z1 + z2,y) = P(z1,y) + P(z2,9) -

Ustalmy wartoé¢ y. Zgodnie z dowodem Marka Pyci funkcja
fu(z) = P(z,y), jako spelniajaca réwnosé

fy(@1 + 22) = fy(z1) + fylz2),
jest postaci fy(z) = a(y) - z.

Spéjrzmy teraz na rysunek 2.

¥4 y2
Rys. 2
Mamy
P(z,y1 + y2) = Pz, y1) + Pz, 42) -
A zatem

Tyr+vs (I) = fn (I) + fus (a:) 4

Mamy wiec dla dowolnego z
a(y1 + y2)z = a(y1)z + a(y2)z,

w szczegdlnodci, dla z =1, _

a(ys + y2) = aly1) + a(y2) -
Znéw odwolujac sie do tego samego dowodu otrzymujemy,
ze a(y) = a - y, gdzie « jest stala.
Zatem P(z,y) = fy(z) = e(y)z = azy, co chcieliémy wykazal.
Inny dowdd tego samego faktu mozna znaleZé w artykule Marka
Kuczmy (co jeden, to Marek), w Delcie 1/1977 lub 7/1983.

Marek KORDOS



Rozwiazaé réwnanie y* =z

Rozwiazemy to réwnanie przy zalozeniu, e z > 0 iy > 0. Otéz pary
postaci (v, v), gdzie v > 0, sa rozwiazaniami réwnania.

Przypus$émy teraz, ie para (z,y), gdzie z # y, jest tez rozwiazaniem réwnania.

Wtedy y = az, dla pewnego 0 < a # 1, oraz prawdziwe 83 réwnodci

(az)® = =*°

I O
T =aqaeT1,

ax= 3%, a=g%1
1 —a
y:a‘aﬂ—l’ y:aﬂ-'—l

Zatem wykazaliémy, ze jeéli (z, y), gdzie z # y, jest rozwiazaniem réwnania,
to (z,y) = (a?iT, afTET) , gdzie 0 < a # 1. Innymi slowy, wykazalismy, ze jedynie

pary postaci (cﬁf‘f, aa-1 ), gdzie 0 < a # 1, sa potencjalnymi ,kandydatami” na

rozwiazania réwnania lezace poza pélprosta y = z, £ > 0.

Czy ,kandydaci ci przejda”, przekonamy sie przez sprawdzenie. Mamy wigc
Y 5 ¥ przej » P P! 4

sprawdzié, czy zachodzi réwnosdé

(=)

Przeksztalcajac réwnowaznie mamy

=

(a::%) »

o |

()

Odp. Wszystkimi rozwiazaniami réwnania sa pary postaci (a, a), gdzie a > 0,

e

a—1
a"‘g"“_
= (a=)" .

. .- \® .
aa-T = [g=-1 ) — prawda oczywista.

oraz pary postaci (au‘h,aﬂ_&T), gdzie 0 < a # 1.
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Rys. L. Polozylismy trzy kostkl
domina.
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Wystarczy pomalowad

Czy mozna pokryc kostkami domina obszar taki, jak na rysunku 17
Kostkami domina pokrywamy za kazdym razem dwa pola. Kostki majq
na siebie nie zachodzic © nie wychodzic poza brzeg.

Nie zachecamy do zbyt wielu préb, bo... i tak si¢ nie uda. Dlaczego?
Wystarczy pomalowaé nasz obszar w szachownice. Kostki domina
pokrywaja za kazdym razem jedno biale i jedno czarne pole. A wigc
niezaleznie od tego, jak sprytnie ukladamy domino, to i tak caly czas
pokrywamy tyle samo pél bialych co czarnych, a ze nasz obszar ma

o dwa pola wiecej w jednym kolorze niz w drugim, wiec tej wygryzionej
szachownicy nie pokryjemy.
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Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Czy mozna obejsé ruchem konika szachowego calq szachownice 8 X 8
startujac z lewego dolnego rogu 1 koticzac na prawym gornym, stajqc na
kazdym polu dokladnie raz?

Znowu jakod nic nie wychodzi. Rzeczywiscie, to jest niewykonalne.
Aby to udowodnié, podobnie jak poprzednio, wykorzystamy fakt,

ze szachownica jest pomalowana. Poczatkowo stoimy w lewym dolnym
rogu na polu czarnym. Po pierwszym ruchu przejdziemy na biale,

po drugim znowu na czarne — za kazdym razem zmienia si¢ kolor pola,
na ktérym stajemy.

Po nieparzystym ruchu zawsze ladujemy na polu bialym. Aby przejsé
cala szachownicg, musimy wykonaé 63 ruchy — nieparzysta liczbe, a wiec
zakoriczymy na polu bialym, nie moze to zatem byé prawy gérny rog
(bo jest on czarny).

A swoja droga, czy mozna obskoczyé szachownice konikiem stajac
na kazdym polu dokladnie raz? (Juz nic nie zakladamy, gdzie mamy
zakoriczyé.)

Na zakoniczenie przyjrzyjmy sig jeszcze jednej grze — w ,samotnika”.
Wezmy bardzo, bardzo duza szachownice 100 x 100, albo jesli ktos woli,
to moze wziaé jeszcze wieksza, na przyklad 1000 x 1000. Gdzies posrodku
tej szachownicy ustawmy z pionkéw prostokat o bokach 9 na 10.

Jedynym dozwolonym ruchem jest bicie — podobnie, jak w warcabach,

z tym ze mozemy przeskakiwaé sasiadéw jedynie w poziomie lub w pionie:
w lewo, w prawo, w gére lub w dél. Nie dopuszczamy natomiast bicia na
ukos. (Przyklady ruchéw — bié — pokazane s na rysunku 2.)

Czy mozemy doprowadzié do sytuacyi, w ktdrej pozostanie tylko jeden
pionek?

I tym razem nie uda nam si¢ wygraé ze soba. A oto dlaczego. Mimo iz
szachownica jest juz pomalowana, to my ja pomalujemy inaczej — na tray
kolory - tak, jak na rysunku 3.

Zauwazmy, ze poniewaz dlugosé jednego z bokéw naszego prostokata jest
podzielna przez 3, to na polach kazdego z trzech koloréw stoi po tyle
samo (po 30) pionkéw. A wigc na polach kazdego koloru stoi parzysta
liczba pionkéw. Wykonajmy teraz bicie, na przyklad takie, jak na
rysunku 4.

Wéwczas na polach réznych koloréw stoi odpowiednio po 29, 29

i 31 pionkéw. Wszystkie te liczby sa nieparzyste. Po kolejnym biciu
otrzymamy trzy liczby parzyste (bo na polach dwéch koloréw zmaleje
liczba pionkéw o 1, a na polu trzeciego koloru wzrosnie o 1). Po kolejnym
biciu — trzy liczby nieparzyste. Za kazdym razem: albo na polach
kazdego koloru stoi parzysta liczba pionkéw, albo na polach kazdego
koloru stoi nieparzysta liczba pionkéw. Nie mozemy wigc doprowadzié

do sytuacji, gdy zostanie tylko jeden pionek.

Malg Delte przygotowal Piotr HAJLASZ




Spektroskopia jadrowa (fotony w fizyce jadrowej)
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Rys. 2. Fragment schematu poziomdéw
jadra 128%e & raznaczonymi energiami
poziomdéw. Kolorem zaznaczono energie

przejdé gamma. Wazystkie energie
wyrazone sa w keV,

Roswiasanie sadania M. 663. Niech

n oznacza licabe malych tréjkatéw,
I znad - liczbe ich bokéw poloZzonych
wewnatrz dukego tréjkata. Spodréd
wazystkich 3n bokéw n malych
tréjkatéw 3 boki sa jednoczednie
bokami duzego tréjkata, a pozostale
leza w jego wnetrzu, wiec kaidy
z nich liczymy dwukrotnie (bo jest
wspélny dia dwéch sasiednich malych
tréjkacikéw). Zhtem
3n -3
2

=1

jest liczba, calkowita, czyli n musi byé

nieparzyste.
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Krzysztof STAROSTA

Mimo ze od odkrycia E. Rutherforda uplyneto ponad 80 lat, jadro atomowe cieszy
sie niestabnacym zainteresowaniem fizykéw. Opis obiektu zbudowanego z wielu
nukleonéw (protonéw i neutrondw) stawia przed fizyka teoretyczna trudne, lecz
zarazem bardzo interesujace problemy. Podstawowa trudnodé wynika wlasnie z liczby
skladnikéw jadra. Chociaz mechanika kwantowa (czyli mechanika mikroswiata)
radzi sobie z wieloma skomplikowanymi problemami, to jednak w jej ramach nie
potrafimy doktadnie rozwiazaé problemu wielu oddziatujacych cial (nie potrafi tego
takze mechanika klasyczna!). Kluczem do poznania jadra staly si¢ wiec ,modele”
przyjmujace zalozenia oparte na fizycznej intuicji i upraszczajace rachunki. Jednym
z takich modeli jest model rotatora traktujacy jadro jako obracajaca sig bryle sztywna
ksztaltem przypominajaca np. cygaro lub dysk (rys. 1). Energia swiazana z obrotem
takiej bryly jest dana wzorem znanym z kursu mechaniki klasycznej

: 12
(1) E=275,
gdzie L jest momentem pedu, a J momentem bezwladnodci jadra liczonym wzgledem
osi obrotu. Zgodnie z mechnika kwantows uzyskujemy wzér bardzo podobny,
w ktérym kwadrat klasycznego momentu pedu zastepujemy wyraZeniem

(2) L*=I(I 1(")2

gdzie h jest stals Plancka, a I spinem, czyli miara wewnetrznego momentu pedu
jadra. Spin jest wielkodcia skwantowans, wiec moze przyjmowad tylko écisle okreslone
wartodci, np. dla jader o parzystej liczbie nukleondw przyjmuje wartoéci catkowite
I1=0,1,2,3,4,... Tak wigc (oznaczajac h/2r jako A) mamy

B2

(3) E=_SI(I+1), I=0,1,234...

W powyiszym wzorze bardzo interesujacy dla fizyka jest parametr J. Moment
bezwladnoéci silnie zaleiy od rozkiadu masy obracajacej sie bryly, a rozklad masy
zalezy przeciez od wewngtranej budowy obiektu. Zmierzony moment bezwladnodci

to bardzo cenna informacja o wewnetrznej strukturze jadra, pozwala np. wyznaczyé
stosunek diugodci do maksymalnej érednicy ,cygara” lub gruboéci do érednicy ,dysku”,
a wiec pozwala poznaé ksztalt jadra.

Aby wyznaczyé moment bezwiadnoéci, musimy znaé energie jadra oraz momenty pgdu
(patrz waér (3)). Takich informacji dostarcza eksperyment. Metoda, dodwiadczalng
stosowana do wyznaczania energii stanéw jadra jest spektroskopia jadrowa, tzn. analiza
energetyczna widm promieniowania elektromagnetycznego uzyskanych z obserwacji
danego obiektu. Wyniki badaf spektroskopowych odegraly bardzo istotna rolg

w nowoczesnej fizyce. Interpretacja widm wodoru przyczynita sie do rozwoju
mechaniki kwantowej. Spektroskopia wykorzystuje fakt istnienia w uktadach
kwantowo-mechanicznych pozioméw o dobrze okreslone]j energii. Przykladem moze byé
znany ze szkoly model atomu Bohra, gdzie elektron porusza si¢ po écidle okreélonych
orbitach, dla ktérych przyjmuje dokladnie okredlone energie. W modelu rotujacego
jadra stan jest okreélony przez wartodé momentu pedu, a energie stanu opisuje
przytoczony wzér (3). Pomiedzy stanami moiliwe sa przejécia. Aby spelnione bylo
prawo zachowania energii, przejéciu towarzyszy emisja lub absorpcja fotonu (czyli
promieniowania elektromagnetycznego) o energii réwnej réinicy energii pozioméw
(méwi o tym drugi postulat Bohra). W przypadku atomu wodoru fotony niosg,
energie kilka bad# kilkanadcie elektronowoltéw; naleia wigc do czefci widzialnej
promieniowania elektromagnetycznego. W przypadku jadra atomowego energie
fotonéw sa, okolo milion razy wigksze. Zadaniem eksperymentatora jest zmierzenie
energii fotonéw i odtworzenie schematu pozioméw, np. takiego, jak na rysunku 2.
Whioski, jakie teoretycy potrafia wysnué z analizy schematéw, przedstawia w bardzo
intereaujacy sposéb artykul J. Dobaczewskiego i W. Nazarewicza O obrotach cial
niewielkich (Delta 2, 4/1988).

Dynamiczny rozwdj spektroskopii jadrowej rozpoczal si¢ w latach szedédziesiatych.
Znaleziono wtedy nows metode dokladnego i latwego pomiaru energii
wysokoenergetycznego fotonu (czyli promieniowania gamma). O ile widma atoméw
przypadajace w czeéci widzialnej promieniowania analizuje si¢ metodami optycznymi
(za pomoca, siatek dyfrakcyjnych lub pryzmatéw), to aby zmierzyé energie kwantu
gamma, nalezy uzyé bardziej wyrafinowanych metod.
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Roswiaganie sadania F 358.

Energia obrotowa bryly sztywnej
¢

dana jest wzorem E = ——, gdzie
I jest momentem bezwladnodci,

2
dla kuli wynoszacym gMRg. zad

2m
W = r jest predkodcia katowa.

1 MR?. 4x?
Stad- &= ————L. Moc P jest
5 T3

pochodna czasowsa energii:
dE 1 MR%4n? 5. 4T
dt 5 T dt

dT
Podstawiajac e = 0,0016 s/stulecie

otrzymujemy
P, 1
P=30-10"W, oraz -2=_.
P 2

Wynika stad, ze ludzkodé zuzywa
mniej energii niz wydziela sie w trakcie
przyplywéw i odplywéw.

7!

Rozwipzanie sadania F 354.

Niech &' = (wcos a, 0, w sin a)
wyznacza poloZzenie osi ziemskiej,

a T = (rcos((t—to),rsini(t — to), 0)
jest wektorem laczacym Ziemieg ze
Sloficem (tp = 172,0 = 2—ﬂ-) Kat &
okredlajacy wysokodé Slorica nad
réwnikiem (tj. deklinacje) moiemy
znalef¢ z iloczynu skalarnego W - F =
=w - rcos(m/2—6)=rw cos a cos Q{t—tg).
Stad §=m/2— arccos(cos acos (I(t—1g)).
Warszawa obiega of ziemska po okregu
o promieniu p = Rcos pw, gdzie R

jest promieniem Ziemi. Plaszczyzna
prostopadla do promieni slonecznych
dzieli ten okrag na sfere dnia i nocy.

Na podstawie roawazar
trygonometrycznych znajdujemy:
¥y = Rsinpw, z =y tgd.
Stad cosy = z/p = tgpw tgé,
4 = arccos(tgwtgd). Kat 24 okredla
dlugodé nocy, stad kat 2r — 2
okredla dlugodé dnia. Dlugodé dnia
w godzinach jest réwna

i |

T = -24.
©

Dla 1 wrzednia (¢ = 244) mamy

r = 13 godzin 17 minut (13 god=z

37 min wedlug kalendarza). W naszym
rachunku poprawki zwiazane

z rozmiarami Slorica, ugieciem promieni
w atmosferze oraz eliptycanym
ksztaltem orbity ziemskiej nie zostaly
uwszglednione.

Nie potrafimy rejestrowad kwantéw gamma bezpodrednio. Jak wiadomo ze szkoly,
foton nie ma ladunku. Nie potrafimy wiec zaobserwowaé toru fotonu tak, jak to

ma miejsce w przypadku czastek natadowanych, ktére poruszajac sie np. zostawiaja
8lad w specjalnych emulsjach. Nie moZna zagiaé toru fotonu w polu magnetycznym,
by wyznaczy¢ jego energie z pomiaru krzywizny toru. Foton oddzialuje z materia
jedynie w procesie zderzen, np. zderzefl z lekkimi czastkami - elektronami. Mozliwa
jest jedynie podrednia obserwacja fotonu poprzez rejestracje elektronu po zderzeniu.
Przy obecnym stanie techniki rejestracja elektronu, dobrze nam znanej czastki
naladowanej, nie jest trudna.

Przyrzadami obecnie najdokladniej mierzacymi energie kwantéw gamma s3, germanowe
detektory pétprzewodnikowe, ktérych najistotniejszym elementem jest krysztal
germanu. Detektor przypomina duza diode pélprzewodnikowa spolaryzowans,

w kierunku zaporowym. Calodé chlodzi sie cieklym azotem. W niskiej temperaturze
przez pélprzewodnik nie plynie prad, gdyz wszystkie noéniki znajduja sie w padmie
podstawowym. Gdy kwant gamma wpadnie do detektora, moze zderzyé sie

z elektronem przekazujac mu cala swojg energie i zniknaé. fZachodzi tu znane ze szkoly
zjawisko fotoelektryczne. Elektron poruszajac sie w krysztale jonizuje atomy, czyli
wyrywa z nich elektrony. Wyrywa ich tym wiecej, im wyiZsza ma energie. Wytworzone
w ten sposdéb noéniki umozliwiaja krétkotrwaly przeplyw pradu przez diode. NateZenie
tego pradu jest proporcjonalne do energii kwantu gamma. Mierzymy wigc energie
fotondéw mierzac natezenie pradu! Dokladnodé pomiaru energii jest obecnie bardzo
dobra — kwant o energii 1000 keV mierzymy z dokladnodcia 0,1 keV.

Tak dobry detektor, chociaz spowodowal szybki postep w badaniach, mial

jednak bardzo powazng wade., Otdéz, w detektorze bardzo czesto obok zjawiska
fotoelektrycznego ma miejsce tzw. efekt Comptona. W wyniku zjawiska Comptona
elektronowi przekazana jest tylko czedé energii fotonu, kiéry nie znika, lecz zmienia
kierunek lotu. Elektron z oczywistych przyczyn uzyska mniej energii w wyniku
zjawiska Comptona niz w zjawisku fotoelektrycznym. Co gorsza, elektrony wybite

w zjawisku Comptona maja rézne energie zalezne od kierunku rozproszenia fotonun
(patrz notatka ponizej). Dlatego w widmie zmierzonych energii oprécz silnego, bardzo
wysokiego piku odpowiadajacego calkowitemu przekazowi energii w wyniku zjawiska
fotoelektrycznego, pojawi sie szerokie rozmyte ,,tlo” odpowiadajace przekazowi energii
w wyniku efektu Comptona. Informacje o energii fotonéw daje nam polozenie piku
(rys. 3), tlo za§ nie niosace istotnej informacji utrudnia pomiary, szczegélnie stabych
linii.
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Rys. 3. Poréwnanie widm pochodzacych z detektoréw z oslona i bez oslony
antykomptonowskiej. Linie odpowiadajace energiom 1173 i 1332 keV w obu przypadkach sa
takie same, redukcji ulega tlo pochodzace od zjawiska Comptona.

Zjawisko Comptona to rozpraszanie fotonéw na elektronach. Fotonowi praypisuje sig
energie hv i ped hv/c (¢ - predkodé fwiatla). Zakladamy, ie elektron przed zderzeniem

z fotonem spoczywa. Jego energia wynosi wtedy moc:, w wyniku zad rozproszenia uzyskuje
energi¢ E i ped p. Réwnanie zachowania energii ma postaé

hv +moc® =hv' + E,
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hy moc?

przed zderzeniem

Ge

S ——.y

Rys. 4a. Jezeli praekaz energii

zachodzi na skutek zjawiska
fotoelektrycenego, zadziala jedynie
detektor germanowy. Komputer
rejestruje takie zdarzenia. Ge oznacza
krysztal germanu, A — detektory oslony
antykomptonowskiej.

Rys. 4b. Gdy przekaz energii zachodzi
na skutek zjawiska Comptona, zadriala
detektor germanowy i detektor oslony
antykomptonowskiej. Komputer nie
rejestruje takich zdarzeri.

Roswiasanie sadania M. 661.
Rozpatrzmy iloczyn pigciu kolejnych
liczb naturalnych

(a—2)(a—1)a(a+ 1)(a+2);
przynajmniej jeden z czynnikéw jest
podzielny przez 3 oraz jeden czynnik
jest podzielny przez 5. Ponadto a — 2,
a oraz a + 2 8a trzema kolejnymi
liczbami parsystymi; przynajmniej
jedna z nich dzieli si¢ przez 4, a kaida
t dwéch pozostalych — przesz 2.
Poniewas a — 1, a + 1 8a licsbami
pierwszymi, wickszymi od 10, wiec nie
dziela sie one ani przez 3, ani przez 5,
skad liczba

a® — 4a = (a—2)ala+2)

musi dzieli¢ sie przez
3:5-2-4-2=240.

a réwnania zachowania pedu

L !

h—u—:ﬂcos(ﬁ+pcosw. OiiiC()Sé_j)sinqb.
c c €
W powyiszych wzorach v’ oznacza czestodé promieniowania rozproszonego, ¢ iy — katy
rozproszenia (rysunek obok). Réwnania te moina rozwiaza¢ obliczajac zmiane dlugodci fali
fotonu (a wigc takie czestodei i energii) A = c/v w zaleinodci od kata rozproszenia ¢. Pomocny
jest przy tym relatywistyczny zwiazek pedu z calkowita energia elektronu

E? = p:cg +* mgc‘ g

Pamietajac, ie energia fotonu jest dana wzorem E = hr = hc/A, otrzymujemy

e gy £ g .
B E

gdzie A’ to dlugoéé fali fotonu rozproszonego, A X zad jest zmiana dlugodci fali.

= —zl—(l — cos ),

me

7 efektem Comptona poradzono sobie w bardzo sprytny sposéb. Otoczono detektor
germanowy innym dufym detektorem (zwanym osltona antykomptonowska), ktdry
bardzo efektywnie wykrywa wpadajace do niego kwanty 7. 7 tak skonstruowanej
putapki rzadko ktéry foton wychodzi niezauwazony. Wyobramy sobie, ze do detektora
germanowego wpadt kwant, ktéry zostal zarejestrowany dzieki efektowi Comptona.
Roszproszony w wyniku tego zjawiska foton wyleci z krysztalu germanu i trafi

do otaczajace] go oslony, gdzie zostanie zarejestrowany (rys. 4). W takim przypadku
zostana uruchomione dwa detektory: germanowy i oslona. Komputer zbierajacy dane
nie rejestruje zdarzeii, gdy zadziataja ostony. W ten sposéb do analizy wybieramy
zdarzenia, w ktérych rejestrujemy cala energie fotonu, znacznie redukujac to.
Rysunek 3 przedstawia widmo z detektora germanowego 2 oglona 1 bez oslony
antykomptonowskiej.

W pierwszych eksperymentach wykorzystywano jeden detektor germanowy.
Rozszyfrowanie schematu pozioméw na podstawie jednego tylko widma jest jednak
dosé trudne. Zaczeto wiec uzywaé dwoch, a potem wiekszej liczby detektoréw
rejestrujac fotony w koincydencji.

Pomiary koincydencyine polegaja na nalozeniu na uklad zbierania danych pewnych
warunkéw czasowych. Uklad rejestruje tylko te zdarzenia, w ktérych jednoczesnie

do co najmniej dwéch detektoréw wpadly i zostaly zarejestrowane kwanty gamma.

W rzeczywistodci jednoczesnoéé oznacza odstep czasu mniejszy niz okolo 50 ns

(1 ns = 107° 8). Aby zrozumieé wartoéé takiego pomiaru, przyjrzyjmy sie schematowil
z rysunku 1. Widzimy na nim poziomy, przez ktére przechodzi jadro ze stanu

o wysokiej do najnizszej energii. Kaidej z takich kaskad towarzyszy szybko nastepujaca
po sobie emisja kilku kwantéw gamma. Pomiar koincydencyjny sprawia, ze mierzymy
energie kwantéw, ktére wystapily ,jeden za drugim”. Mozemy wiec przyporzadkowad
je tej samej kaskadzie. Z naszego achematu wynika, e gdybydmy powtérzyli pomiary
dla jadra 2*Xe, to w koincydencji z kwantem o energii 776 keV (rys. 2) pojawia

sie, miedzy innymi, kwanty o energiach 443, 590 i 704 keV. Eksperymentalne widmo
koincydencyjne, w ktérym widaé ten efekt, przedstawia rysunek 5.
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Rys. 5. Widmo koincydencyjne z kwantem o energii 776 keV.
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W typowym eksperymencie wzbudzamy jadro do stanu o wysokiej energii

i rejestrujemy widma koincydencyjne. Gdybysmy nie mierzyli koincydencji,
otrzymalibyémy jedno widmo z gestwina linii, Pomiar koincydencji pozwala uzyskad
kilka widm, w ktérych wystepuja jedynie kwanty z danej kaskady. Jedli chea Pafistwo
doceni¢ koincydencje, prosz¢ poréwnac rysunek 5 z rysunkiem 6.
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Rys. 6. Widmo kwantéw gamma zarejestrowane bez warunkéw koincydencji. Zawiera ono

wazystkie moiliwe linie pochodzace = jadra.

Rozwéj ukladéw eksperymentalnych stosowanych

w spektroskopii jadrowej idzie w kierunku zwigkszenia
liczby detektoréw: Obecne ukiady skladaja sie

z kilkunastu, a projektowane i budowane 83 zestawy
zawierajace od kilkudziesieciu do ponad stu detektoréw
germanowych (rys. 7 i na tylnej okladce). Wiaénie
werost liczby detektoréw umoszliwil pomiar wielu
istotnych parametréw charakteryzujacych budowe
jadra. Znacznym sukcesem bylo zauwasenie kilka

lat temu zjawiska superdeformacji w jadrze 52Dy
za.pomocy ukladu 16 detektoréw zwanego

TESSA. Zmierzone momenty bezwladnosci (patrz
poczatek artykulu) wykazaly, Ze jadro w stanach
superzdeformowanych ma ksztalt silnie wydluzonej
elipsoidy (,,cygara”), o stosunku osi 2 : 1. Nie byloby
w tym moze nic dziwnego, gdyby nie fakt, ze dla
innych znanych nam jader stosunek dlugodci

do érednicy nie przekracza 1,3. Zaobserwowanie
superdeformacji bylo zaréwno sukcesem teorii jadra,
ktéra przewidziala to zjawisko wiele lat wczedniej,

jak réwniez doéwiadczenia, w ktérym potrafiono
zmierzy¢ bardzo rzadki efekt (na 1000 produkowanych
jader '*2Dy zaledwie kilka jest superzdeformowanych).

" Liczymy na to, Ze za pomoca, ukladéw nowej

generacji (takich, jak na rys. 7) uda sie zacbserwowad
przewidziana przez teoretykéw hiperdeformacje,

czyli jadra o stosunku osi 3: 1. Uktady te pozwolg
zaobserwowad wiele bardzo slabych efektéw.
Umozliwia obserwacje bardzo szybko wirujacych jader
w poblifu granicy, przy ktérej jadro na skutek rotacji
rozszczepia ‘si¢ na fragmenty. Na pewno zbadanie
jader w stanach dotychczas niedostepnych naszej
obserwacji przyczyni sig do glebszego poznania ich
struktury, a co za tym idzie, do konfrontacji modeli
teoretycznych z dodwiadczeniem. Fizycy jadrowi

licza wiec na pojawienie sie w najbliZszym czasie
danych o nowych, ciekawych, nie obserwowanych dotad
zjawiskach,
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Rys. 7. Projekt amerykaiskiego ukladu wielu detektordw.
GAMMASPHERE ma sklada¢ si¢ ze 110 detektor6w. Badane jadro
znajdujace si¢ wewnatrz kuli jest ze wszystkich stron otoczone
detektorami.




Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
- Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
®

Skrét regulaminu

Kasdy moze nadsylaé rozwiazania zadanf z numeru n w terminie do kofica miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazafi zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsyla€ rozwiazania

Termin nadsylania rozwiazari:
30 VI 1993

czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematykii z fizyki nalezy

przesyla€ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub

Klub 44 F. Oceniamy zadania w skaliod 0 do 1 2 dokladnoécia do 0,1, Ocene mnoZymy
przez wspblezynnik trudnoéci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie § oznacza sumg

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe o0s6b, ktére nadestaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajiacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1993.

Zadania z matematyki nr 257, 258

Redaguje Marcin E. KUCZMA

25%. Czworodcian o krawedziach dlugodci a, b, ¢, d, ¢, f
jest wpisany w sfere o drodku O i promieniu R. Niech o'
bedzie rodkiem sfery przechodzacej przez srodki ciezkosdci
czterech dcian czworodcianu. Obliczyé odlegloéé punktu o'
od punktu O.

Rozwiazania zadai z matematyki z numeru 11/1992
Przypominamy tredé zadaf:

i o
249. Wykazaé zbieinodf i obliczyé sume szeregu z: Gy, gdnie
n—1
v TT 5 el
ar = 1f{z+ 1), an = (n/(z + n]) iri (z—7)f{z+3)dlan 22,

o . 2 oing i=1
a z jest dana liczbg dodatnia,. 4

260. Wyznaczyé wszystkie licaby n € {0,1,2,3. 4,5, 5}
spelniajace warunek: dla kazdej liczby naturalnej k > 4 moéna
tak,

aby kaida miala dokladnie n {cian wspblnych 2 innymi kostkami.

umiefci¢ w praestrzeni 4k przystajacych kostek szedcienny

249. Dla n > 2 zachodzi réwnosgé
= 1
(1) Gn _ n r—n+ )

By r+n n—1

Zauwasmy, e dla dostatecznie duzych n (powiedzmy, dla
n > ng) prawdziwa jest nieréwnodé

n?ln—1-z| < 2(n—1)3*(n+z);
stad, wobec (1),
n—1
n

Gn
<2:

dla n > ng

Gn—-1

i w konsekwencji otreymujemy (dla n > np):

n
Gk
S | v

Zatem limap, = 0.

n

k-1 ng
<2angl- [[ 5= =2omol-

k=ngp-+1

|an| =

Przepiszmy teras galegnosé (1) w postaci

(1+%)ak: (kil-l)ﬂk—l»

czyli - oznaczajac cp = arz/k:

{2) @g—1 + Gk = Ck—1 — €k -

Niech 8, = @y + ... + an. Sumujemy stronami réwnosci (2) dla
k=2,...,niotrzymujemy wzdr:

23, =a1 + 8n + €1 — Cn =14+an —¢n -
Woczedniej stwierdsiliémy, e ciag (an) dagy do zera. Tym
bardziej ciag (cn) dagy do zera. Wobec tego ciag (23,‘) dagy

do jednodci, i ostatecznie

oo

. 1
E ap = lim Snzi
n—oco

n=1
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258, Udowodni, e dla kaide]j liczby naturalnej
n > 2 oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych a > 1,
Z1,...,2%n > 0 zachodzi nieréwnosé

Ty & n . .
Z(s—z;) z (n—1)=’ gdzie s =21+ ... T Zn.

i=1

Zadanie 258 zaproponowat pan Adam Czornik z Bytomia.

250. Wykasemy najpierw, fe na plaszczygnie nie mogna
umiegcié skoriczonej liczby przystajacych kwadratéw tak,

aby kagdy mial co najmniej trzy boki wepélne g innymi
kwadratami. Przypusémy, ze jest to mosliwe i Ze mamy taki
uklad kwadratéw. Jesli rozpada si¢ on na kilka oddzielnych
ukiadéw, bedziemy w dalszym ciagu rogwasal tylko jeden z nich;
nie prowadzi to do straty ogélnodei. Istnieje prosta zawierajaca
bok co najmniej jednego kwadratu i taka, ze wszystkie kwadraty
rogwasanego ukladu leza po jednej jej stronie. Boki zawarte

w tej prostej wyznaczaja na niej skoriczong liczbe odcinkdw.
Wegmy punkt bedacy ,skrajnym koricem gkrajnego odcinka”

(tj. takim, se wegystkie odcinki leza na jednej = pélprostych,

na ktére dzieli on dana prosts). Punkt ten jest jednoczednie
wierzchotkiem kwadratu naszego ukladu, majacego co najwyzej
dwa boki wspdlne & innymi kwadratami.

Przypudémy teragz, ée mamy w preestrzeni skoriczony uklad
szedciandw, z ktérych kazdy ma z innymi sgedcianami co
najmniej cztery dciany wspdlne. Jak w przypadku kwadratdw,
jesli konstrukeja sklada si¢ z kilku oddzielnych ukladow,
bierzemy do dalsgych rozwazan tylko jeden g nich. Znajdujemy
plaszczyzne rawierajacy sciang co najmniej jednego szescianu

i taka, ze wagystkie szedciany rozwaganego ukladu lega po jednej
jej stronie. Sciany zawarte w tej prostej wygnacgzaja na niej
pewng konfiguracje kwadratdw, wéréd ktérych istnieje kwadrat
majacy z pozostalymi co najwyzej dwa boki wspdlne (to zostalo
wykazane przed chwilg). Kwadrat ten jest iciang szedcianu,
majacego & innymi szescianami wspdlne co najwyzej trzy sciany.

Wynika stad, fe zadna liczba n > 4 nie spelnia warunku,
o ktérym mowa w zadaniu.

Natomiast dia n = 0,1,2,3 motna utworgyc sadane
konfiguracje. Dla n = 0,1 jest to oczywiste; dla n = 2:
budujemy z 4k kostek ,ramke” o wymiarach gewnetrznych

(2k — 1) x 8 oraz wewnetrznych (2k — 3) % 1; rysunek ilustruje
preypadek k = 5. Wreszciedlan =3 budujemy = 4k kostek
podobna ,ramk¢”, ale o grubodci 2, o wymiarach zewnetrznych
(k—1)x3.

Tak wiec postulowany warunek spetniaja liceby n = 0,1, 2.3,
i tylko one.



Rys. 1 Rys. 2

Rozwiazania zadaxi z fizyki z numeru 11/1992
Przypominamy treéé zadan:

147. Dwie doskonale spresyste kulki poruszaja si¢ z jednakowsy
pokrywajg sie.
iana, od ktérej

predkoscia v po linii prostej tak, ie ich t

Na drodze kulek jest prostopadla spregysta fc
pierwsza kulka sie odbija, a potem zderza z druga

a) Jaka maksymalna predkodé moze uzyskad druga kulka, gdy
zderzy si¢ jeden razn?

b} Jaka maksymalng predkodé mose uzyskad druga kulka, gdy

rderza sie dwa razy?

s . .
—=, aby kulki
ey
aderayly sie dwan razy i nastapily tez dwa adera

¢) W jakim przedziale musi lezed stosunck

nia o fciane?

Zadania z fizyki nr 155, 158
Redaguje Jerzy B. BROJAN

155. W obwodszie przedstawionym na rysunku 1 wazystkie woltomierze s jednakowe.
Ile wekazuja Vs i Vi, jesli Vi =12 V,a Vo =2 V?

156. Cialo o masie M porusza sie swobodnie z predkodcia vo w kierunku nieruchomej
§ciany. Gdy znajduje sie w odleglodci d od niej, nastepuje zderzenie z poczatkowo
nieruchoms, kulka o pomijalnych rozmiarach i masie m znacznie mniejszej od M.
Zakladamy, ze dalszy ruch kulki zachodzi wzdluz tej samej prostej, co ruch ciala,

a jej zderzenia z cialem i dciana 83 doskonale sprezyste. Obliczyé w przyblizeniu

(dla m <« M) minimalna odleglodé zblizenia ciata do éciany.

s gt s ¥ : A ma z
d) W jakim prredziale musi leze€ stosunek —, aby kulki
1
rderzyly si¢ trzy razy i nastapity cztery uderzenia o fciang?
148. Dziesief kilogramdw wody nalano do prostopadloéciennego

miary dna np. 20 X 25 cm,
A (rys. 2) umieszczono grzaltke

naczynia — preyjmijmy ro
wysokodé 20 cm. W pun
o mocy 100 W, a w punkcie 7 — chlodnic¢ o mocy —100 W.

Ccenié orvientacyjnie drednia predkodé krazenia wody

aczyniu.
synnik rozszerzalnodei objetodciowe]
lepkos$é wody 0,01 puaza = 0,001 N

wody wynosi
'm?.

Dane: wspd
1o=* K=

147, Zadanie wymaga skorzystania ze znanych wzoréw

na predkodcei vy i vy kulek po zderzeniu sprezystym
prostoliniowym, jedli preed gderzeniem predkogci te byly réwne
uy i ug:

m; —m 2m
U = 1 2“1 + 2 Uz,
(1) my + me my + msg
me — M) 2m.1
Ug = Uz Uy .
mi + mg my + mg

W preypadku pojedynczego zderzenia podstawiajac ug = —wv,
i - . 3m; —

u1 = v {po odbiciu od dciany) otrzymujemy vg = Mz_v

my -+ mo

Predkosé ta jest tym wigksea, im wigkszy jest iloraz m,/ma

i asymptotycenie osiaga wartodé 3v — jest to odpowieds

na pytanie a). Aby odpowiedeieé na pytania b) i c), ehadajmy

my — 317?.2

T o L2 e my . .

predkosé jest ujemna, czyli nastapi drugie uderzenie o dciane

iv; zmieni swrot. Kulka 1 moge wtedy dogonidé kulke 2

— pod warunkiemn, ge

1
takze predkodé vy = v, Jedli T2 > 3’ to ta

3mg — my . 3my —mo

, czylimg > my .

my + ma my + mg
Stosujac powtérnie wzory (1) otreymujemy
' my — mg 3ma — my 2mgo  3my — mg
— o

Wi =
17 g+ me my + mg my +mg my + mg
— v 2 2
= (mTr?)g (ﬁm1 + 10m;mq — EmQ) i
Y= RN . SO (——5m§ + 10mymg — mg) .
(m1+ m2)?

Wielkodé v} osiaga maksymalng wartodé v} = 1,25v dla

m. 5 : : ;
stosunku —= = 3 (odpowieds na pytanie b)). Aby nie nastapilo
my

treecie uderzenie o dciang, predkosd v] musi by¢ nieujemna
ma 2Ry 5

-stad — <14 4/0,8 ~ 1,8944. OdpowiedZ na pytanie ¢)
my

bremi zatem

m
1< —2 < 1,8944.
™)
Nietrudno sprawdzié, ge trzecie zderzenie kulek nastapi

prey £2agim, Powtarzajac raz jesecze nakredlony wyzej schemat

my
obliczeniowy moina wyliczy¢ odpowiedZ na pytanie d)

4,312 < 2 < 5 828.
mi
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148. Przyjmijmy dla uprosgzczenia, ge caloé¢ wody jednakowo
sig ogreewa mijajac grzalke i ozigbia mijajac chlodnice. Jesli
oznaczymy drednig predkoéé jako v, to przyjmujac ,érednig
droge obiegu” réwna 40 cm (w odleglodci 5 cm od dcianek)

0'

mamy Sredni okres obiegu réwny - = Mnogac ten cezas

przez moc grzatki mogemy preyréwnad otrzymane wyragenie
do ilocgynu masy wody prezez cieplo whadciwe i prayrost
temperatury:

100 w. L4m
v

J
<10 kg - AT .
K £

=4,2 108
k

Pomijajac jednostki mamy AT = 103 . 1 Silg powodujaca
krazenie wody jest régznica ciggardw wod;rJ w lewej i prawej
czgdcl, réwna Am - g = VAp - g (gdzie V - objetodé polowy
naceynia). Régnice gestodci mozemy zad w przyblifeniu zapisad
w postaci ilocgynu gestosci przez wspdlczynnik rozszerzalnodei
i preyrost temperatury. Stad sila

F=5kg-2-107*K"!. AT - 10 m/s?,
a pomijajac jednostki i podstawiajage AT mamy
F=10-5.1
v

Site t¢ preyrownamy do sily tarcia warstw cieczy opisywanej
wgorem

F _ Av

5 "Az
gdzie § - powiergchnia warstw, n — wspdtczynnik lepkodci,
Awv — régnica predkodei warstw odleglych o Az, W naszym
preypadku preyjmijmy, e predkodé tus prey dciance
jest réwna zeru, a w odleglodci 5 ¢cm od niej jest réwna
podwojonej predkodei dredniej. Niech powierzchnia § bedzie
réwna 25 cm X 15 cm x 3 (uwzgledniamy tarcie o trgy dcianki,
pomijajgc dla uprossczenia dcianki réwnolegte do plaszcgyzny
rysunku). Stad

; Ns 2v
F=0,1m%-0,001im vt
m2 0,06 m
gdzie w ostatnim wyrageniu pominelidémy jednostki. Przez
poréwnanie g sila napedows otreymujemy ostateczny wynik

=4.10"%,

L gem

‘T2 s
Dokonujae bardeiej precyzyjnych oszacowardl mogna zapewne
uzyskad wynik dokladniejszy. Nie sadze jednak, aby dcisly wynik
régnil sig od wartosci 5 cm/s wigcej niz dwa ragy.




Patrz w niebo

Zazwyczaj po wystrzeleniu kolejnego sztucznego satelity przeznaczonego do
obserwowania Slofica pojawial si¢ w literaturze ze zwiekszona, czestodcia problem
domniemanej zmiennosci Slofica. Tak tez sie stalo w 1980 r., kiedy uruchomiony zostal
satelita SMM (Solar Maximum Mission). Jego zadaniem bylo m.in. systematyczne
mierzenie natesenia promieniowania stonecznego w calym zakresie widma. Wykryte
przez niego krétkookresowe (w skali dni) zmiany jasnoéci Slofica nie byly zaskoczeniem
- 83, skutkiem pojawiania si¢ i znikania plam oraz pochodni i wynosza okolo

dwéch promili. Istotniejsze i ciekawsze jest, czy nasze Slofice wykazuje jakied
powazniejsze zmiany dlugookresowe. Wazystko wskazuje na to, Ze tak. SMM wykry!
(a potwierdzone to zostalo przez inne satelity), e w rytmie cykiu aktywnodci

peina moc Shofica zmienia sie w granicach pél promila, przy czym wieksza moc
odpowiada wyzZszej aktywnodci. W jednostkach bezwzglednych oznacza to, ze stala
stoneczna, tj. natezenie promieniowania slonecznego odbieranego na Ziemi, waha

si¢ pomigday 1367 a 1368 W/m®. Ciekawym przypominamy, e ostatnie maksimum
aktywnosci byto w okolicy 1992 r. Jak widaé, precyzyjne pomiary obejmuja na razie
jeden cykl sloneczny. Préby wyznaczania wartodci stalej slonecznej w dawniejszych
czasach (wladciwie: préby jej szacowania) daja wyniki tak niepewne, Ze nie ma sensu
dyskutowaé o zmiennodci Slofica w diuzszych okresach czasu.

Wazystko to wiaze sie niezmiennie z pytaniem, jakie moga by¢ tego konsekwencje

dla Ziemi. Mozna by sadzié, e tak male wahania blasku Slofica nie powinny mieé
wigkszego znaczenia dla ziemskiego klimatu. Wazak Siorice zachowuje sie tak

od millardéw lat i procesy zachodzace na Ziemi zdazyly sie do tego dostosowad.

To prawda, tylko Ze teraz czlowiek dodé powasnie te procesy zdasyl zaklécié i nie
wiadomo na przyktad, czy na te nadal drobne przyczyny obecne drodowisko nie
zareaguje w sposdb gwattowny. Problemem jest wiec, czy rozklad pogody na Ziemi
jest stabilny czy nie, i jakie moga by¢ powody niestabilnoéci. A ze moze to byé sprawi
nieblaha, dowodzi choéby nastepujacy przyklad. Okazuje sie mianowicie, e trasa
zimowych cyklonéw na péinocnym Atlantyku przebiega podczas minimum aktywnodci
600 km bardziej na pélnoc niz podczas maksimum. Niewykluczone, ze obserwacje

t¢ mozna by potwierdzi¢ dledzac mapy pogodowe pojawiajace sie w naszej telewizji.

To akurat moZe jest nieco émieszne, niemniej jednak skomplikowany wplyw Slofica

na Ziemie z pewnodcia zastluguje na rzetelne badania. Tomasz KWAST

ﬁ Zadania

Redaguje Pawet STRZELECKI

M 861. Udowodnié, e jedli c — 1 oraz @ + 1 s3 liczbami pierwszymi wigkszymi od 10,
to liczba a® — 4a dazieli sie przez 240.
Rozwiazanie na str. 12

M 862. Wewnatrz tréjkata dana jest skoriczona liczba punktéw. Eaczymy je
odcinkami miedzy soba i z wierzcholtkami tréjkata tak, by poszczegblne odcinki nie
przecinaly sig i zeby caly tréjkat podzielony byl na mniejsze tréjkaty. Udowodnié,
ze liczba malych tréjkatéw jest nieparzysta.
Rozwiazanie na str. 10

o0

M 663. Udowodnié, ze suma szeregu E 7-n jest liczba niewymierna,.
n=1
Rozwigzanie na str.

Redaguje Jarostaw KULPA

F 353. Obliczyé, jaka moc wydziela si¢ podeczas przyplywéw i odplywéw,

jezeli wiadomo, %e okres obrotu Ziemi maleje na skutek tych zjawisk w tempie
0,0016 sekundy na stulecie. Poréwnaé otraymana, wartoéé ze §rednim poborem mocy
.. pradu elektrycznego przez ludzkosé, wynoszacym Po = 1,5 - 10'? W. Masa Ziemi jest
" réwna M = 6 - 10** kg, promien Ziemi R = 6,4 - 10° km.

Rozwiazanie na str. 11

. F 854. Znalei¢ wzdr opisujacy dlugoéé dnia na przestrzeni roku dla Warszawy
znajdujacej sie na szerokodci geograficzne] ow = 52°. Wiadomo, ie 21 czerwca

(172 dziefl roku) dzient jest najdhuzszy. Of ziemska nachylona jest pod katem o = 66,5°
do plaszczyzny ekliptykl. Sprawdzi¢ wzér dla 1 wrzednia (244 dzieri roku).
Rozwiazanie na str. 11
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3/93
(25)

Matematyka na falach eteru

Jedna z prywatnych rozgloéni radiowych organizuje

od czasu do czasu konkurs:

oghlasza pytanie, gdy zadzwonisz i odpowiesz poprawnie
jako pierwszy, otrzymasz nagrode. Oto, co niedawno

ustyszelidmy:
PYT.: — Ile wynosi rzad macierzy zerowej?
ODP.: - Zero.

PYT.: - Znakomicie! A pytanie poza konkursem
— co to jest macierz zerowa?
ODP.: — Nie mam pojecia.

Mieszkaniowy dowédd
lematu Spernera

W teorii punktéw stalych wazna role odgrywa
kombinatoryczno-geometryczny lemat o podziale tréjkata,
udowodniony przez niemieckiego matematyka Emanuela
Spernera (1905-1980) w 1928 roku. Brzmi on nastepujaco:

Lemat 1. Zalézmy, e wierzcholki tréjkata T sg
ponumerowane liczbami 1, 2 1 3. Tréjkat podzielony

jest na male tréjkaty, przy czym czeécia wspdlng dwéch
tréjkatéw podzialu jest albo waspdlny hok obu tréjkatdw,
albo wspélny wierzchotek obu tréjkatéw, albo zbidér pusty.
Wierzchotki matych tréjkatéw numerujemy wedhig zasady:
jedli wierzcholek lezy na boku tréjkata T, to ma numer
taki, jak jeden z koncéw tego boku; wierzcholki lezace
wewnatrz trojkata T s3 ponumerowane liczbami 1, 2

i 3 w dowolny spoadéh. Wtedy istnieje tréjkat podzialu,
ktérego wierzcholki maja numery 1, 2 i 3. Co wiecej, liczba
takich tréjkatéw jest nieparzysta.

podziat , dobry” podziaf , zty”

Oto jednowymiarowy odpowiednik powyzszego lematu:

Lemat 2. Dzielimy odcinek za pomoca skorniczonej

liczby punktéw na odcinki mniejsze; lewy koniec duzego
odcinka ma numer 1, prawy — numer 2, punktom podziatu
przypisujemy numery 1 i 2 w sposéb losowy. Istnieje
wéwcezas odcinek maly o koricach z numerami 11 2;

co wiecej, liczba takich odcinkéw jest nieparzysta. Oba
lematy (chociaZ drugi jest niemal oczywisty) udowodnimy
metoda mieszkaniowo-drzwiowa.

Wyobrazmy sobie wielopokojowe mieszkanie, przy czym
kazdy pokéj ma 0, 1 lub 2 drzwi (dopuszczamy istnienie
pokojéw bez drzwi). Niektére drzwi moga byé zewnetrzne
(wyprowadzaé na zewnatrz mieszkania). Wykazemy,

ze liczba drzwi pozwalajacych wyjéé z mieszkania i liczba
pokojéw z jednymi drzwiami ga tej samej parzystoéci.

Dla dowodu poapacerujmy po mieszkaniu — jednakie
wedhug pewnych regul: otéz przez kazde drzwi
przechodzimy dokladnie raz. Kazdy spacer zaczynamy
i koniczymy na zewnatrz mieszkania lub w pokoju

z jednymi drzwiami; dzieki temu, Ze zaden pokdj nie ma
wiecej niz dwoje drzwi, nasz spacer jest jednoznacznie
okreslony poczatkiem i koficem (kierunek wedréwki nie gra
roli).

1 typ(2)

.
] \
A
SN typ (1)
typ (3] L_‘

Rozwaimy teraz takie spacery, po ktérych — w sumie

- pzaliczymy” wszystkie drzwi (kaide raz). Moga, pojawié
sie drogi trzech rodzajéw:

1) od drzwi zewnetrznych do pokoju z jednymi drzwiami
(lub na odwrét),

2) od drzwi zewnetrznych do drzwi zewnetrznych,

3) od pokoju z jednymi drzwiami do pokoju z jednymi
drzwiami.

Niech m, n i p oznaczaja odpowiednio liczbe drég
pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju. Wtedy liczba
zewnetrznych drzwi wynosi m + 2n, natomiast pokojéw
z jednymi drzwiami m + 2p. Qczywiste jest, ze liczby
m + 2n 1 m + 2p maja te sama parzystodé.

Teraz wykazemy Lemat 2; niech odcinek bedzie
mieszkaniem, male odcinki pokojami, a drzwiami
wierzchotki o numerze 1. Wéwczas pokojem z jednymi
drzwiami bedzie odcinek o wierzchotkach z numerami 1

i 2. Drzwi zewnetrzne s3 tylko jedne (lewy koniec duzego
odcinka), wiec liczba pokojéw z jednymi drzwiami jest
nieparzysta (w szczegélnodci rézna od zera).

Dla dowodu Lematu 1 przyjmijmy, Ze mieszkanie

to duzy tréjkat, pokoje zad — male tréjkaty. Drzwi

— to boki malych tréjkatéw, oznaczone jedna jedynka,

i jedna dwdjka. Pokéj z jednymi drzwiami to tréjkat

o wierzcholkach (1,2,3), drzwiami zad wyprowadzajacymi
na zewnatrz odcinki (1,2) leiace na bokach duzego tréjkata
(z zalozenia wynika, Ze musza one byé na boku o koiicach
112). Na mocy Lematu 2 liczba tych ostatnich jest
nieparzysta, a wiec i liczba tréjkatéw typu (1,2,3) — czyli
pokojéw z jednymi drzwiami — tez.

Powtarzajac to rozumowanie mozemy wykazac lemat

Spernera dla piramidy o wierzcholkach (1,2,3,4).
Armen EDIGARIAN

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Podmiechowski.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem e.
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EUROGAM - uklad 72 detektoréw do rejestracji promieniowania gamma. Zdjecie przedstawia

jedynie czesé ukladu. Obudowy oznaczone symbolem A zawieraja detektory germanowe wraz

z oslonami antykomptonowskimi. Symbolem B oznaczono komore, w ktérej znajduja sie badane
Jadra. Widecczne na zewnatrz ramy naczynia, oznaczone symbolem C, stuza do przechowywania
cieklego azotu chlodzacego detektory. Niewidoczna czesé EUROGAM-u zbudowana jest bardzo
podobnie, tak ze uzupelnia do pelnego kata brylowego fragment przedstawiony na zdjeciu.




