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Czy natura

oscylatora harmonicznego

nie jest bardziej skomplikowana
niz przypuszczalisSmy?

Wojciech KROLIKOWSKI

Wéréd prostych ukladéw dynamicznych jednym z najbardziej
podstawowych teoretycznie, a jednoczeénie najpopularniejszych

w zastosowaniach fizycznych i technicznych, jest jednowymiarowy
oscylator harmoniczny. Wystarczy wspomnieé, ze wszechobecne

w naszym zyciu codziennym pole elektromagnetyczne mozna uwazad

z dynamicznego punktu widzenia za pewien (nieskoriczony) zbiér
takich oscylatoréw.

W mechanice klasycznej ruch jednowymiarowego oscylatora
harmonicznego opisujemy réwnaniem Newtona

(1) .mi = —muw?z,
gdzie Z jest druga pochodna wzgledem czasu ¢ wspéhrzednej =
okreglajacej wychylenie oscylatora z poloZenia réwnowagi z = 0,
m za i w oznaczaja mase 1 czestoéé (kolowa) oscylatora. Ogélne
rozwiazanie réwnania rézniczkowego drugiego rzedu (1) ma postaé
drgania harmonicznego o czestosci w:

(2) z = Asin(wt + f),
przy czym dwie stale dowolne, A i f, sa amplituda i przesunieciem
fazy tego drgania (moZna je wyznaczy¢ z warunkéw poczatkowych
w pewnej chwili t = to: z(to) = zo 1 Z(to) = Zo, gdzie 2o i 3o
sa danymi stalymi). Energie jednowymiarowego oscylatora
harmonicznego okresla wudr

1

3 H=—"(p? +m?w?zs?

(5 Lp ),

gdzie p = mz przedstawia ped oscylatora. Ze zwiazkéw (2) 1 (3)
otrzymujemy wartosé energii oscylatora:

(4) H=FE= %msz2 ;

Gdy od mechaniki klasycznej przechodzimy do mechaniki kwantowej,

role wspélrzednej = i pedu p przejmuja pewne macierze kwadratowe
(o nieskoriczonej liczbie wierszy i kolumn). Oznaczmy je przez %

i p. Jak wiadomo (przynajmniej niektérym z Czytelnikéw,
obeznanym nieco blizej z pojeciem macierzy), mnozenie macierzy
nie jest na ogdl przemienne w odréznieniu od mnozenia liczb
(rzeczywistych i zespolonych). Mozna sie wiec spodziewad,

ze P # pZ. Rzeczywiscie, podstawowym prawem mechaniki
kwantowej jest relacja nieprzemiennosci Heisenberga

(5) &p — pZ =1k,

gdzie h oznacza stala Plancka dzielona przez 27 o wartosci
doswiadczalnej 1,05457266 x 1073* J-s (zauwasmy, ze gdyby % bylo
réwne 0, wielkodci fizyczne £ i § stalyby sie przemienne, a wtedy
wrécilibySmy do mechaniki klasycznej). Dla porzadku dodajmy,

Ze po prawej stronie relacji (5) przy % wystepuje domyslnie maciers
jednostkowa 1 (tzn. macierz o samych jedynkach na przekatnej
gléwnej), ktérej zwykle nie wypisujemy. W konsekwencji
macierzowego charakteru £ i p role energii H danej wzorem (3)

1

W brew
zdrowemu
rozsadkowi (V)

|\ (Wedhug wykladéw radiowych
z audycji IV programu — Widnokrag)

Goraca woda zamarznie

szybciej niz zimna
Tomasz HOFMOKL

W tym cyklu wykladéw opowiadam
Pafistwu o dodwiadczeniach, ktérych
wynik jest na tyle zaskakujacy, ze zdaje
sie przeczy¢ zdrowemu rozsadkowi.

Na podstawie wiedzy nabytej i uogélniefi
dodwiadczen Zycia codziennego wyrabiamy
sobie kryteria tego, co jest mozliwe, a co
nie powinno Zadna miara sie zdarzyé.
Zakres naszych dodwiadczeri jest na

ogol ograniczony i dlatego trudno sie
spodziewaé, aby nasz zdrowy rozsadek
mégt byé arbitrem we wazystkich
sytuacjach, zdarzajacych sie w przyrodzie.
Warto to sobie udwiadomié; uczy to nas

3 jednej strony podziwu dla bogactwa
otaczajacego nas éwiata, a z drugiej
sugeruje wiekszga pokore przy ocenie
wlasnych mozliwodei osadu, co jest
mozliwe, a co nie.

Dzié zaczne moja pogawedke od bardzo
prostego zjawiska, a skoricze na nieco
trudniejszym. Oba zjawiska laczy proces
oddawania do otoczenia ciepta. Historie
mozna by zaczaé dowolnie dawno. Ludzie
mieszkajacy w krajach o zimnym klimacie
zauwazyli, Ze woda zimna zamarza na

| mrozie wolniej niz woda podgrzana.

Uwazano, ze poidelka dla ptakéw lepiej
napeiniaé zimna woda, a w nowszych
czasach, ze lepiej myé samochéd zimna,
woda, jezeli jest on narazany na dzialanie
mrozu. Byly to poglady na granicy
przesadu do czasu, gdy zjawisko to zaczeto
badaé systematycznie.

Zaczelo gie wazystko na zajeciach w azkole
wyzszej w Tanzanii. Jednym z zadan

dla studentéw bylo sporzadzenie lodéw,
zwyklych jadalnych lodéw. Instrukcja,

a #cidlej méwiac, receptura, nakazywala
podgrzanie mleka, zmieszanie go z cukrem,
ostudzenie mieszaniny do temperatury
pokojowej, a nastepnie zamrozenie

w elektrycznym zamrazalniku. Wéréd
studentéw, ktérzy przyrzadzali lody byt
Erasto Mpemba. Tego dnia on i jego
kolega z jakiegod powodu bardzo




gie spieszyli. Erasto nie mial cierpliwodci
poczekaé, az mieszanina ostygnie do
temperatury pokojowej, a jego kolega nie
zatroszczyl sie nawet o podgrzanie swojej
porcji. Ohaj wloiyli przygotowane porcje
réwnoczeénie do zamraZalnika. Porcja
Erasto byla ciepla, moze nawet goraca,

a porcja kolegi chlodna. Ku wielkiemu
zdumienin Mpemba stwierdzil, Ze to
jego, poczatkowo goraca, mieszanka
zamarzla znacznie wezesnie] niz mieszanka
chlodna. Sprawa nabrala rozgiosu,

gdy Mpemba wraz z D.G. Osbornem

z University College Dar es Salaam
opublikowali sprawozdanie w czasopiémie
Physics Education. Przez pewien okres
czasopismo otrzymywalo wiele listéw ze
stwierdzeniami, Ze efekt jest falszywy,
spowodowany jakimé bledem lub wprost
przeciwnie, ze zjawisko to jest dobrze
zgnane. Dzié wiemy, Ze zjawisko to jesi
rzeczywiste, ale do koiica nie znamy
pelnego wyjadnienia. Szereg czynnikéw
moze byé odpowiedzialnych za jego
przebieg. W cieplym plynie moze byd

lepszy przeplyw nii w zimnym i w zwiazku §
z tym lepsza wymiana ciepla z otoczeniem. §

Wiadomo réwniez, ze w cieplym plynie jest
mnisj rozpuszczonego gazu (powietrza) niz
w zimnym. Rozpuszczony gaz spowalnia
stygniecie. Wiadomo, Ze rury z ciepla
woda w domowej instalacji zamarzaja

w czasie awarii niekiedy wczednie] niz rury
% zimna woda, ktdra chroni rozpuszczone
powietrze. Moze jakad role odgrywa

fakt, ze cieply plyn szybciej paruje niz
zimny i w rezultacie, nawet jezeli na
poczatku ilodci plynu byly jednakowe,

to zamarza mniej plynu z cieplego naczynia |

niz zimnego, bo czeéé z cieplego zdazyla
wyparowad. Nie chce Paristwu niczego
sugerowaé, sam nie jestem pewny, co jest
najwazniejszym czynnikiem wywolujacym
wspomniany efekt. Proponuje natomiast
wykonanie tego dodwiadczenia z uzyciem
malych pojemnikéw na wode i domowej
zamrazarki.

Tak jak obiecalem, przejde teraz do
drugiego zjawiska, ktére okreslitem jako
trudniejsze. Uswiadomilem gobie, Ze tak
naprawde to jest ono nawet prostsze niz
studzenie mleka z cukrem. Trudniejsze
jest tylko zauwazenie, Ze w jego przebiegu
jest cod, co nie zgadza sie ze zdrowym
rozsadkiem. Cofnijmy sie do poczatkéw
naszego stulecia i zajmijmy sie nie
rozwiazanym w tym czasie problemem,
jakim bylo promieniowanie ciala doskonale
czarnego. Niech nikogo nie zniecheca
okredlenie cialo doskonale czarne. To tylko
uproszczenie zagadnienia, bo wtedy nie
musimy definiowaé, jakiego koloru jest

przejmuje w mechanice kwantowe] maciers

1 a2 2, .22

= g mTwr =
(6) A=+ )
Ogdiniej, w mechanice kwantowej macierze kwadratowe (zwykle o nieskoriczone]j
liczbie wierszy i kelumn) opisujg wielkodci fizyczne. Prosimy Cezytelnika
o potraktowanie tego stwierdsenia jako wetepnej informacji, kiéra, by¢ motze,
sacheci Go do samodzielnej préby zapognania sie¢ 2 elementami mechaniki
kwantowej (w tym celu mogna by poleci¢ podrecznik przeznaczony dla
poczatkujacych studentéw uniwersytetu: E. H. Wichmann, Fizyka kwaniowa,
PWN, Warszawa 1673). Tutaj ograniczymy si¢ do pewnej uwagi wekazujacej
na podstawowy preycsyne sprawiajaca, e wladnie macierze sg odpowiednie do
opisu wielkodci fisycznych w éwiecie atomowym rzadronym prawami mechaniki
kwantowej. Otés, moina ogélnie powiedzied, e fizyka, badajac pewien ukiad
(fizyczny), rozwada smiany jego stanu, a wigc preejécia ukladu migdgy régnymi
parami jego stanéw. W odrégnieniu od naszego makroswiata, w dwiecie
atomowym pomiar kasdej wielkodci fizycenej (nawet ,maksymalnie subtelny”)
powoduje {na ogél) zaburrenie stanu ukladu prowadzace do preejé¢ miedzy
régnymi parami jego stanéw. Stad wszystkie motliwe pary standw ukiadu
powinny by¢ jakcd zakodowane w opisie wielkodci fizycenych okredlonych dla
tego ukladu. Wiasnie tym réénym parom stanéw odpowiadajg rézne elementy
macierzy kwadratowych opisujacych wielkodei fizyczne w mechanice kwantowej.

Jawny ksztalt macierzy energii (6) latwiej mozna snaleZ¢ operujac
zamiast Z 1 f macierzami okreflonymi przez wzory

A 1 i i,
&= —={ymwz+ Wp)
V/ﬁ ( 4/ mw ’
1 1
# = (viws- ).
/2R (V \/mwp
Wtedy prosty rachunek pokazuje, ze relacja nieprzemiennodci (5)
sprowadza sie do postaci

(8) aa* —a*a=1,

macierz energii (6) zad — do postaci

(7)

- 1
(9) H= 5(&*a+aa*}hw.
Nietrudno sie przekonaé wykonujac mnozZenie macierzy wedhug

reguly ,,wiersze przez kolumny”, tzn. AB = ||Cy||, gdzie
Cixi = Y Akm Bmi, %e relacje nieprzemiennoéci (8) mozna spelnié

za pomoca macierzy
01 0 0 . 0 0 0 0
00 V2 0 . 1 0 0 0
(10) a=|0 0 0 +3 .|, & =0 /2 0 0 ,
00 0 0 . 0 0 V3 0

prey czym wtedy macierz energii (9) przyjmuje ksztalt
Ey, 0O 0 0

. 0 E; 0 o .
(11) A=|lo o E, o .|,
0 0 0 E;
gdzie
(12) En:(n+%)hw (n=0,1,2,3,..).

Podstawowym prawem interpretacyjnym mechaniki kwantowej

jest stwierdzenie, Ze jeéli macierz opisujaca pewna wielkodé

fizyczna, np. energie, ma postaé diagonalna (tzn. zawiera wyrazy
niezerowe jedynie na przekatnej gléwnej), wtedy liczby (rzeczywiste)
wystepujace na przekatnej gléwnej przedstawiaja mozliwe

wartodci tej wielkodci fizycznej (mozliwe wyniki jej pomiaréw).

A zatem,  postaci (11) maciersy B wynika, ze wartodci energii
jednowymiarowego oscylatora harmonicznego w mechanice
kwantowej sa dane wzorem (12) (sa wiec nieciagle, ,skwantowane”).



Zauwagmy teraz, te stosujac analogiczna metode algebraiczna moina
rozwiazaé pewna ,zdeformowana” relacje nieprzemiennoéci, postaci
wykraczajacej poza mechanike kwantowa oscylatora harmonicznego,
mianowicie relacje

(13) aa* —qata =1,

gdzie ¢ > O jest nowym parametrem, w ogélnosci réznym od 1
{zauwazmy, ze dla ¢ — 1 wracamy do mechaniki kwantowej].
Rzeczywidcie, relacje te moina spelni¢ za pomoca macierzy

|0 vM
c o
0 0
0] 0

badane cialo, 2 doskonale czarne to
znaczy tylko tyle, Ze pochlania dwiatlo
o wszystkich dtugodciach fali, czyli
wszystkie kolory i nic nie odbija.
WyobraZmy sobie dodwiadczenie
przeprowadzone w ciemnym pokoju.
Podgrzewamy badane cialo i pilnie
obserwujemy, co sie dzieje. Na poczatku
nic nie widzimy, pokédj jest przeciez ciemny.
8 Po jakimé czasie zaczniemy odczawad,
¢ ‘e z miejsca, w ktdrym jest badane
| cialo, bije, zrazu ledwie wyczuwaina,
| a potem wyraZna, fala ciepla. Oznacza
fo, e nasze zmysly rejestruja niewidoczne
dla oka promieniowanie podczerwone.
Przy dostatecznie wysokie] temperaturze
zauwaiymy bardzo slabe ciemnoczerwone
Swiecenie. W dalszym ciagu odczuwamy
promieniowanie podczerwone. ale czeéé
wysylanego promieniowania jest juz
w zakresie widzialnym dla oka. Dalsze
podgrzewanie powoduje, Ze barwa
gwiecenia zmienia sie i staje sie coraz
bielsza, jasniejsza. W czasach, gdy
kuznie byly bardziej rozpowszechnione,
mozna bylo obserwowad to zjawisko
& w odwrotnej kolejnodci podeczas pracy
kowala. Kawalek zelaza stygnac na
kowadle najpierw éwiecil jaskrawo, potem
¥ ciemnial, czerwienial, aby wreszcie stad
sie kawalkiem clemnego goracego 7elaza.
Dodwiadczenie to wskazuje, Ze przy kaidej
temperaturze kazde cialo, a wiec i cialo
§ doskecnale czarne, wysyla promieniowanie
§ o réinej dhugodci fali. Jeieli fala jest diuga,
¢ méwimy o podczerwieni, jezeli fala jest
coraz krétsza, przechodzimy do barw
| niebieskich i fioletowych. Dodwiadczenie
5 jest proste. Wystarczy podgrzaé badane
& cialo i obserwowac, jaka czeéé energii
promienistej wysylana jest w postaci
fali o okredlonej dlugosci. Mosemy
. nawet stwierdsié, jak zlaleiy ten rozdzial
energii na fale o poszczegélne] dlugodci
od temperatury, do ktérej podgrzalismy
§ cialo. Dotad nie widaé nic zaskakujacege,
Powszechnie znany jest poglad,
Ze dwiecenie ciala zalety od temperatury,
do ktére] jeet ono podgrzane. Myile,
ze w spoadb nieudwiadomiony zdawal
sobie & tego sprawe i czlowiek pierwotny
od chwili, gdy opanowatl z korzyscia dla
siebie ogiefi. Problem pojawi sig wtedy,
| gdy zechcemy na podstawie naszej wiedzy
8 z iycia codziennego przewidzied, jak ;
zalegy dwiecenie podgrzanego ciala od
temperatury. Pod koniec dziewietnastego
wieku przeprowadzono bardzo staranne
badania dotyczace promieniowania ciala
podgrzanego. Scidle méwimy: dotyczace
' promieniowania ciala doskonale czarnego.
Pozostawmy na boku écisloéé, bo nam
& wystarczy méwié o badaniu

o
i

OG%O

o
OO
Qoo
oo

fon]
<
(=)

gdzie liczby

(15) No="—" (n=0,1,2,3,..)

53 powiasane wzorem rekurencyjnym
(16) Npyy =qN, +1,
przy czym o = 0. Wtedy maciers energii {9) uzyskuje postad (11),
gdzie jednak zamiast wzoru (12) pojawia sie nowy waér
; ' 1 1
(17}_ = (q_—;__ n+§) fw (n=0,1,2,3,...).
Dla g — 1 wracamy do dawnego wzoru {12).

Logiceng atrakcyjnod¢ rozwasan nad ,zdsformowang” relacis nieprzemienncéci
(13) moéna uzasadnié nastepujaco. Relacja nieprsemienncaci {8) wystepujaca

w mechanice kwantowe] oscylatora harmonicznego jest najprostsza realizacja
nieprzemienncéci 63% # 4*8 maclersy & i 3°. Mogna postawid pytanie, ey

nie wystepujs dia {izycenych oscylatordw pewne odchylenia od tej realizacji
(naturalnie, jedli takie odchylenia reecgywidcie wystepuja, to mussy by? snikome,
bo, jak dotad, mechanika kwantows jest zgodna w swych preewidywaniach

ze weeystkimi dodwiadczeniami). W tej sytuacii ogdina liniowa realizacja
nieprzemiennodcl postaci 88° = ga*d + r, gdeie ¢ = 1 oraz r == 1, jest szczagdinie
interesujaca {przee normalizacje 8 1 8" moina zawsze osiagnad, aby r byke rédwne
dokladnie 1, a wiedy otrsymujemy relacj¢ {13)).

Ze wzgledu na swa postaé przekraczajaca ramy mechaniki
kwantowe] oscylzfora harmonicznego teoria »ideformowanego
algebraicznie” oscylatora harmonicsnego wzbudsa od paru lat
gnacsne sainteresowanie wirdd fisykéw-teoretykdw, a swlaszcza
wéréd matematykéw. Poniewas jednak nie obserwaje sie, jak dotad,
zacnych odchyled doswiadezalnych od przewidywar mechaniki
kwantowej, deformacja realnych oscylatoréw harmonicenych
wystepujacych w prayrodasie (jedli w ogéle ma miejsce) musi byé
znikoma {t2zn. musi byé ¢ ~ 1 w bardzo dobrym prayblifeniu},

ale moze jednak nie musi by¢ dciéle zerowa (tzn. moge g # 1J.
Sygnatura dodwiadczalna tej deformacji byloby pewne (bardzo
male) odchylenie energii £, oscylatora pray bardzo duzych n od
liniowej zaleznodei od n danej wzorem (12). W szczegélnodei, gdyby
g bylo w prayblizeniu réwne 1, ale mniejsze od 1, wystapiloby nowe,
sdumiewajace zjawisko nasycania energii oscylatora przy n — oo:
Ny =+ {1—g)7! < co. Doswiadczalnym oscylatorem méglby by¢
pojedyicsy mod {czyli spoadh drgania) pola elektromagnetycznego
realizowany np. w laserze,




promieniowania podgrzanego

ciala. Nierozwiazywalny okazal sie
problem wyprowadzenia znalezionego
dodwiadczalnie prawa promieniowania

- prawa przesunie¢ Wiena. Jest

ono bardzo proste. Méwi tylko tyle,

#e iloczyn temperatury ciala i dlugoéci
fali promieniowanej z najwiekszym
natefeniem jest staly. Wazystkie
klasyczne préby wyprowadzenia tej

tak prostej zaleznoéci zakoficzyly sie
niepowodzeniem. Usilowano wyprowadzié
ten wzor poshigujac sig tym, co wiedziano
dotychczas. W naaze] terminologii
mozemy powiedzieé, ze wyprowadzano
go zgodnie ze zdrowym rozsadkiem.
Tymczasem postepowanie zgodne ze

zdrowym rozsadkiem prowadsito do wyniku [}
bezsensownego. Wzér, jaki wyprowadzono, :

nie zgadzal sie z dodwiadczeniem, a co
gorsza, przewidywal, Ze cialo powinno

® wypromieniowaé przy kaidej temperaturze [
- nieskoriczong energie — oczywisty bezsens. |

Tak wiec w roku 1900 sytuacja wydawala
si¢ beznadziejna. Dodwiadczenie swoje,

a teoria swoje i, co gorsza, nie wiedziano,
gdzie tkwi biad. Opierano sie przecie
przy wyprowadzeniu na dobrze poznanych
zasadach.

Przelom nastepuje 14 graudnia 1900
roku. Na posiedzeniu Niemieckiego
Towarzystwa Fizycanego w Berlinie
Max Planck przedstawit wyprowadzenie
prawa promieniowania ciala doskonale
czarnego. Byl ze swego wyprowadzenia
niezadowolony. Céz g tego, Ze otrzymal
poprawny wynik (to znaczy — zgodny

z dodwiadczeniem), jezeli musial zrobié
bezsensowne i, jak sie wydawalo,
nieuzasadnione zalozenie. Zalozyl
mianowicie, Ze energia promienista
pochlaniana lub wysytana przez dowolne
cialo moze byé pochlaniana lub wysylana
tylko porcjami. Im wiekaza dlugoéé

fali, tym mniejsza porcja energii, ktéra
moze byé wyemitowana lub pochlonieta.
Pojawilo sie pojecie porcji energii, ktéra

nazwano kwantem energii. Sa to narodziny §

fizyki kwantowej. Sam Planck bardzo
niechetnie patrzyl na to odejdcie od
fizyki klasycznej i po swym wielkim
odkryciu przez wiele lat staral sie wyjadnié
zjawisko promieniowania ciala doskonale
. czarnego na gruncie czysto klasycznym.
Po bezowocnych wysitkach stwierdzit
pééniej, Ze mimo wezystko nie uwaza,
iz trud jego poszed! na marne, bo dzieki
wielokrotnym niepowodzeniom przekonat
sig w koricn, fe nie mozna znaleé
wyjadnienia mieszczacego sie catkowicie
w ramach fizyki klasycznej.

Drgania plazmowe

Stanistaw MROWCZYNSKI

Plazcua to, jak pamietamy, uklad zjonizowanych atoméw, csyli
dodatnio naladowanych jonéw i obdarzonych ladunkami ujemnymi
elektronéw. W przypadku plazmy wodorowej mamy mieszanine
protonéw i elektronéw z pewns iloécig atoméw wodoru, ktére jednak
nie wplywaja istotnie na wlasnoéci plazmy. A wlasnodci te sa bardzo

‘szcgegdlne i 3 tego powodu plazma bywa nazywana cswartym stanem

materii, po gazach, cieczach i cialach stalych. Bodaj najbardsiej
typowym zjawiskiem plasmowym s3 drgania elektronéw wsgledem
jondéw, swane drganiami bad# oscylacjami plasmowymi. Poniewas
najliejszy jon — proton jest blisko 2000 rasy ciegssy od elektronu,
wigc mogemy myéleé w tym preypadku o jonach jako czastkach
nieruchomych. '

Wyobraémy sobie prostopadlodcienny, dla prostoty naszych
rozwasan, obszar zajmowany przez plazme. Srodek cieskodci
elektronéw sostal, na skutek jakiego$ zaburzenia, przesuniety
wagledem érodka ciezkodci jonéw o z. Przyjmijmy dalej, ze gestodci
elektronéw p. i jonéw p; sa stale w obszarach zajmowanych
odpowiednio przes elektrony i jony. Poniewag plazma jako calodé jest
elektrycznie neutralna, wiec

Zpe = pj,
gdzie Z jest liczba ladunkowa jonu, tzn. Ze jest jego ladunkiem.
Przesuniecie elektronéw wzgledem jonéw sprawia, se pojawiaja
si¢ niezneutralizowane tadunki (patrs rys.), a satem powstaje

.pole elektryczne. Obliczmy, jakie to pole. Poniewas ladunki

odpowiedsialne za jego wytworzenie znajduja sie tylko na brzegu
obszaru, wiec nasze zadanie jest identyczne g zadaniem o polu
elektrycznym w prostopadlodciennym kondensatorse. Zastosowawszy
twierdzenie Gaussa znajdujemy pole (w ukladzie jednostek CGS)

E= 41% = 41ep.x,

gdzie @ jest calkowitym ladunkiem je wytwarzajacym, a §
przekrojem poprzecznym roswaganego obszaru.
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Znajac pole elektryczne mozemy wysnacsy¢ ruch elektronéw. Drugie
prawo Newtona przyjmuje postaé
d?z

= —4rNe?p.z;

. N oznacza liczbe elektronéw, a m mase elektronu. Znak minus

pojawia sie po prawej stronie dlatego, Ze pole stara sie praeciwdzialaé
rozsuwanin ladunkéw dodatnich i ujemnych.



Réwnanie (1) mozna zapisaé nastepujaco

d%z

(2) B =

4me?p,

gdzie wielko$é w, =

Zalezac jedynie od gestodci i dwéch stalych (e2 = —

im=0,5 MeV/c?) jest w, jednym z najwasniejszych parametréw

charakteryzujacych plazme.-

Réwnanie (2) jest szczegblnie lubianym przes fizykéw réwnaniem
oscylatora harmonicznego, ktérego rozwiazaniami sa funkcje

(3) i z(t) = Asin(wyt + ),

gdzie A jest amplituda drgan, a ¢ faza poczatkowa Widsimy wiec,
ze wychylone wigledem jonéw elektrony zacsynaja oscylowaé i robia
to bardzo szybko. Gestodé plazmy wytworzonej w urzadzeniach
majacych doprowadzi¢ do kontrolowanej syntezy termojadrowej
waha sie w granicach 1013 — 1017 em™3, co daje czestotliwodé drgan

v = 271wy rzedu 1011 — 1013 g1,

Na podstawie postaci rozwiazaf (3) stwierdsilibysmy, ie ras
wywolane drgania plazmowe nigdy nie zanikaja. Jest to jednak
wynik naszego bardzo uproszczonego opisu, ktéry uwsglednia jedynie
oddzialywanie elektronéw z polem elektrycznym. Mosna natomiast
oczekiwal, Ze przemieszczanie sie elektronéw wzgledem jondw
wywola sile podobna do sily tarcia, ktéra bedsie tlumi¢ oscylacje
plazmowe prowadzac do ich zaniku. Rzecazywiscie, tak sie czesto
dzieje. Bywa jednak i tak, e wspomniana sila tarcia nie odgrywa
powaznej roli, a amplituda drgas nie zanika z czasem, lecz narasta.
Mamy wéwczas do caynienia z tzw. niestabilnogciami plazmowymi,
ktére sprawiaja, se zachowanie plazmy trudno przewidsiet, a jeszcze
trudniej nad plasma zapanowaé. Niestabilnodci plasmowe, o ktérych
opowiem nastepnym razem, sa wladnie gléwna przeszkoda na drodse
do kontrolowanej reakcji termojadrowej.

Roswilasanie sadania F 851.

Sila Coriolisa powoduje, %e ruch cial
nie jest prostoliniowy. Na pélkuli
pélnocnej ciala zbaczajs w prawo,

w wyniku czego pedzace na siebie
strumienie powietrza (a tak jeat

w nitu) odchylaja sig jak na rysunku.
Powoduje to powstawanie crefciej
wiréw krecacych sig w lewo.

R

b

Na pélkuli poludniowej sytuacja jest
odwrotna — wir nizowy bedzie krecil
sig¢ w prawo.

zwana jest czestodcia plazmowa.

z,

1
137
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Roswiasanie sadania M 658.

Jedli n jest parzyste i n razy
wykonamy ruch opisany w tredci
radania, za kaidym razem nie
poruszajac innej filikanki, to w efekcie
kaida filizanke odwrécimy n — 1 rasy.
Spowoduje to odwrécenie wasystkich
filizanek do géry dnem, gdyz n — 1
jest nieparzyste.

Niech teraz n bedszie liczba
nieparzysta. Wyobrafmy sobie,

je w kaidej prawidlowo stojacej
filitance umieszczona jest liczsba +1,
w kaidej zad filizance odwrdconej
dnem do géry — liczba —1. Prred
wykonaniem pierwszego ruchu iloczyn
wezystkich liczb jest réwny 1. Kaidy
ruch zmienia polosenie (n — 1), czyli
parzystej liczby filizanek; oznacza
to, te floczyn licsb umieszrcronych

w filizankach jest stale réwny +1.
Nie moina wiec odwrécié wasystkich
filizanek do géry dnem, bo wtedy
iloczyn wazystkich liczb musiatby
przybraé wartodé —1.

Koncepcja porcji energii odwrotnie
proporcjonalnej do dlugoéci fali wymagala
wprowadzenia stalej proporcjonalnoéci.
Planck wprowadsit do fisyki nows stalg
przyrody, naswana pdéniej stala flanc]:a.
Stala Plancka pomnogona prses czestodé
drgaf odpowiadajaca danej fali réwna,

_ sig energli kwantu. Wielkodé liczsbowa

tej stalej jest bardso mala i to wladnie
tlumacsy, dlaczego na co dsiefi nie
odczuwamy tego, e éwiatlo dociera

do nas porcjami. Méwimy ,zalalo nas
éwiatlo”, a nie ,spadl na nas deszcs
kwantéw”. A tak naprawde wiatlo to
strumiefi kwantéw energii promienistej.
Tyle tylko, e 83 to bardzo male porcje
energii i zazwycsaj jest ich bardso, bardso
duzo. Odkrycie kwantéw promieniowania
pozwolilo rozstrzygnaé idcie salomonowo
dawny spér miedzy swolennikami teorii
falowej dwiatla i zwolennikami teorii
czasteczkowej éwiatla. Okaszalo sie,

e dwiatlo jest i fala, i strumieniem
czastek — kwantéw, ktére nagywamy
fotonami. W jakich dodwiadczeniach
éwiatlo zachowuje sie jak strumiet
czasteczek, opowiem nastepnym razem.
Okaie sie, de ogromna fala nie moge
naruszy¢ nabrzega, a potrafi to mala,
byle dostatecznie krétka. Ale kamykiem
nabrzeza bedzie elektron, a nabrzezem
plytka metalowa. #

T

Roswigsanie sadania M 680.
Poniewai wspélczynnik wielomianu
prey najwyiszej potedze jest réwny 1,
wiec iloczyn jego plerwiastkéw jest
réwny wyrazowl wolnemu, csyli 1,
ich suma zad jest liczba, przeciwng
do wspéiczynnika pray z'°. Zatem,
jedli a; (dla ¢ = 1,...,20) oznaczaja
pierwiastki wielomianu, o
a1 +a3+...4+azo
20

e ’{’/al f33 .. R0 5

czyli w nier6wnodci (nieostrej) miedsy
érednia, arytmetyczng a geometrycsng
zachodsi réwnofé. Jak wiadomo, jest
to moiliwe jedynie wtedy, gdy dla
wazystkich § mamy a; = 1.

=3 =



Dokladnie izochroniczne
wahadlo matematyczne

Stanistaw BEDNAREK

/ \ Zapewne wszyscy pamietaja wykonywane w szkole lub podczas zabawy
/ ) dodwiadczenia z wahadlem matematycznym. Niewielki ciezarek zawieszony
/ A na lekkiej i nierozciagliwej nici po odchyleniu od kierunku pionowego
// \\ 1 puszczeniu swobodnie wykonuje drgania (rys. 1). W szkole czesto méwi
/ \ sie, 4e jest to przyklad drgan harmonicznych. Jezeli cialo wykonuje drgania
~¢ >~ harmoniczne, to wypadkowa sila wprawiajaca je w ruch, nazywana sila

U S
~ - — %
‘ kierujaca F, ma wartod¢é wprost proporcjonalna do wychylenia i zwrécona jest
- zawsze do polozenia réwnowagi. W przypadku wahadla matematycznego miara
Byi tego wychylenia bedzie kat o zawarty miedzy pionem a aktualnym kierunkiem
nici. Wtedy wartodé sity kierujacej mozemy wyrazié¢ wzorem
(1) F=—ka,
w ktérym k oznacza wspélczynnik proporcjonalnosci.

Okres drgan T wahadla matematycznego, czyli czas, w ktérym powraca ono
do tego samego skrajnego poloZenia, oblicza sie ze znanego wzoru

l
(2) = 271'\/;,

w ktérym ! to dlugoéé wahadla, g zad — wartosé przyspieszenia ziemskiego
w miejscu wykonywania eksperymentu.

Jak wynika ze wzoru (2), okres drgan nie zaleiy od najwickszego odchylenia
wahadla od pionu, czyli od amplitudy drgaf. Zgodnie z tym nalezy sie
spodziewad, ie wahadlo o danej dtugodci odchylone od pionu potrzebuje tyle
samo czasu na powrdt do skrajnego polozenia niezaleznie od tego, czy kat
odchylenia bedzie 6° czy 60°. Ta wlasciwodé ruchu drgajacego nazywa sie
izochronizmem (od greckich sléw isos — réwny, chronos — czas). Ma ona istotne
znaczenie, gdy wykorzystujemy ruch drgajacy do pomiaru czasu. Przyjmujac
okres tego ruchu za jednostke czasu nie musimy sie¢ martwi¢ o amplitude drgar.

Niestety, dokladne rozwazania dowodza, ze wahadlo matematyczne wykazuje
wiadciwos¢ izochroniczna tylko w przyblizeniu, zwlaszcza dla malych katéw
odchylenia nie przekraczajacych kilku stopni. Dokladnie bowiem, zgodnie
Rys. 2 ' z rysunkiem 2, wartodé sily kierujacej wyraza sie wzorem

(3) F' = —mgsina,

w ktérym m oznacza mas¢ wahadla. Jesli o nie przekracza kilku stopni,

to mozna skorzystad z przyblizenia

(4) sing & «.

Wtedy wzér (3) przyjmuje postaé wzoru (1), a role wspélczynnika k spelnia

ciezar ciala mg.

W przypadku wigkszych amplitud przyblizenia (4) zastosowad nie mozna. Okres
drgan wahadla matematycznego wyraza si¢ wéwczas pelnym wzorem

2 3
(5) T"=2r é[1+%sm2%+(ﬁ) Sin4g+(1 3-5) sin63+...].

2-4 2 2-4-6 2

Latwo zauwaiy¢, ze dla malych wartodci « liczba sin o jest duzo mniejsza

od jednodci i kolejne wyrazy szeregu wystepujacego w nawiasie szybko maleja.
Mozna wiec pominal te wartosci jako znacznie mniejsze niz 1 i wzér (5) zastapié
przyblizonym wzorem (2).



Rys. 3

Zeby sprawdzi¢ stusznosé powyzszych wywoddéw, wystarczy wykonad proste
doswiadczenie. W tym celu budujemy wahadlo matematyczne zloione

z niewielkiego obciaznika, np. duzej nakretki zawieszonej na cienkiej nici

o dlugosci kilkudziesieciu centymetréw. Wahadlo to wprawiamy w drgania

o malej amplitudzie odchylajac je od pionu o kat okolo 5° i za pomoca stopera
lub zegarka z sekundnikiem mierzymy czas trwania np. 20 drgaii. Pomiar ten
powtarzamy kilkakrotnie. Obliczamy czas éredni, ktéry nastepnie dzielimy
przez liczbe drgaii i otrzymujemy okres. Te same czynnoéci powtarzamy dla
duzej amplitudy odchylajac wahadlo od pionu o kat okolo 45°, Jaka réznice
zauwazymy? Ktory okres jest dluzszy?

Skoro okazalo sie, Ze najprostsze wahadlo matematyczne wyragnie nie jest
izochroniczne dla duiych amplitud, powstaje problem, jak sporzadzié¢ wahadlo
majace t¢ wlasno$¢? Pomoca ku temu moze stuzyé wzér (5). Jeieli okres drgaii
wzrasta ze wgrostem amplitudy o i dlugodci I, to moze by skracaé ! w miare
wzrostu o w taki sposéb, aby okres pozostawal staly. Mozna to zrobié nawijajac
ni¢ na krzywke o odpowiednim ksztalcie (rys. 3). Dokladne obliczenia wykazuja,
e kraywka ta powinna mieé ksztalt odwréconej poléwki cykloidy. Cykloida jest
krzywa okresowa zakreslona przez dowolnie wybrany punkt A lezacy na okregu
toczacym sie bez poslizgu po linii brost;ej (rys. 4). Po cykloidach poruszaja

sie wiec wzgledem obserwatora stojacego na Ziemi wszystkie punkty lezace

na brzegu két jadacych bez poslizgu pojazdéw. W przypadku naszego icisle
izochronicznego wahadla drednica okregu, na ktérym lezy punkt zakreslajacy
cykloide, powinna byé réwna polowie dlugosdci wahadla. Wtedy tez dlugodé

tuku poléwki tej cykloidy bedzie réwna dlugosci wahadla. Po raz pierwszy
wahadlo takie zostalo zaproponowane przez Huygensa, stad tez czesto nazywa
si¢ wahadlem cykloidalnym jego imienia.

Nastepnym problemem jest zbudowanie modelu tego wahadla. W tym celu
potrzebna bedzie plytka ze styropianu albo kawalek miekkiej plyty pilsniowej
lub sklejki, kilkadziesiat szpilek albo gwozdzikéw, kawalek kartonu i poprzednio
sporzadzone wahadlo matematyczne. Na kartonie rysujemy okrag o doéé

duzym promieniu, np. 10 czy 15 cm. Po wycieciu zaznaczamy na brzegu
otrzymanego krazka punkt. Teraz przystepujemy do wykredlenia galezi cykloidy.
Na plytce ukladamy linijke i praykladamy do niej krazek tak, aby krawed?
linijki przechodszila przez zaznaczony punkt. Przetaczamy bez poélizgu krazek
po krawedzi linijki zaznaczajac na plytce kolejne polozenia wyréznionego punktu
- zgodnie z rysunkiem 4. Po wykonaniu przez krazek polowy obrotu i polaczeniu
zagnaczonych punktéw otrzymujemy luk cykloidy. Podobnie wykreélamy druga,
symetryczna galaZ cykloidy (poréwnaj rys. 3). Wzdluz wykreélonych linii,

co kilka milimetréw wbijamy szpilki lub gwozdziki, miedzy ktérymi mozna
przeples¢ pasek kartonu o szerokosci réwnej wysokodci wystajacych czeéci szpilek
dub gwoidzikéw. W miejscu, gdzie luki cykloidy zbiegaja sie, whijamy gwoidzik
i zawieszamy na nim wahadlo matematyczne. Jego dlugosé powinna by¢

dwa razy wieksza od érednicy krazka uiytego do wykredlania lukéw cykloidy.
Tak przygotowana plytke z wahadlem zawieszamy w plaszczyénie pionowej

na dwéch gwoidzikach. Teraz mozemy przystapi¢ do badania izochronizmu
naszego wahadla cykloidalnego. W tym celu powtarzamy w poprzednio opisany
sposdb pomiary okresu. Wykonujemy je dla coraz to wiekszych amplitud
zaczynajac np. od okolo 10° i przy kazdym nastepnym pomiarze zwiekszajac
amplitude o kolejne 10°. Dla kaidej z amplitud obliczamy éredni okres z kilku
pomiaréw i poréwnujemy otrzymane wartodci. Jaki wniosek mozemy stad
wyciagnac? I na koniec jeszcze jeden problem. Jaka linia jest torem, po ktérym
porusza si¢ obciaznik naszego wahadla cykloidalnego konstrukeji Huygensa?
Jaka zalete ma to wahadlo w poréwnaniu z innym wahadlem cykloidalnym
sporzadzonym z kuleczki staczajacej sie po rynience w ksztalcie odwréconej
cykloidy (rys. 5)?



Maia gelld

(tym razem dla nauczycieli)

Budujemy bombe atomowg

Oczywiscie, nie prawdziwa, tylko taka, ktéra bedzie mogla wielokrotnie
wybuchaé na lekcjach fizyki bez szkody dla obserwatoréw.

Zasada dzialania bomby atomowej i reaktora atomowego jest dzisiaj
powszechnie znana. Paliwo jadrowe jest niestabilne. Sklada si¢ z ciezkich
pierwiastkéw (uranu, plutonu itp.), ktérych jadra wzbudzone w wyniku
pochloniecia neutronu moga ulec rozszczepieniu na dwie, w przyblizeniu
réwne, czesci. W kazdym akcie rozszczepienia wyzwala sie kilka
neutronéw, ktére z kolei moga powodowad rozszczepienie dalszych jader
paliwa. W ten sposéb nastepuje reakcja taficuchowa.

Rozszczepieniu jader cigzkich pierwiastkéw towarzyszy wydzielenie
si¢ ogromnej ilosci energii, na przyklad z 1 grama uranu uzyskuje sie
okolo 22 MWh energii, tzn. tyle, ile ze spalenia okolo 2,5 tony wegla.

W reaktorze atomowym reakcja lanicuchowa ma przebieg kontrolowany,
aby zbyt wielkie tempo wydzielania sig energii nie zniszczylo

reaktora. W bombie atomowe] reakcja przebiega lawinowo. Prawie
waszystkie neutrony wyzwolone w trakcie rozpadu inicjuja kolejne

akty rozszczepienia jader. Dla uranu 235 érednia liczba wyzwolonych
neutronéw wynosi 2,5. Jesli dwa z nich inicjuja kolejne akty
rozszczepienia, to najpierw rozpadnie sie jedno jadro, nastepnie 2, 4, 8,
16 1td.

Piekna ilustracja, jak szybko przebiega niekontrolowana reakcja
lancuchowa, bedzie model bomby atomowej, do konstrukeji ktérego
zachecam.




(3) Potrzebne beda: kawalek plyty drewnianej (sklejka, plyta widrowa itp.),

o e okolo stu pulapek na myszy, tyle samo pileczek pingpongowych i pokrywa
P a,gj (D . __» wykonana, na przyklad, z pleksiglasu.
J \-/\'-\-‘“'1’14:")/’ A=
) /‘1? Zj/ Pulapki na myszy przybijamy do plyty drewnianej (10 rzedéw
E _/_: > po 10 sztuk) i dopasowujemy pokrywe o wysokosci okolo 20 cm.

W pokrywie wiercimy otwdr o $rednicy nieco wiekszej od drednicy
pileczki pingpongowe;j.
I to wszystko.

Napinamy pulapki na myszy i na kazda kladziemy ostroznie pileczke
pingpongowg tak, aby nie zwolnié pulapki, i przykrywamy pokrywa.
Bomba gotowa. Kazda putapka — to atom gotowy do rozpadu, a pileczka
— to neutron, ktéry zostaje wyzwolony w trakcie procesu rozszczepienia.
W przyrodzie reakcja laricuchowa inicjowana jest spontanicznie.

My mozemy zainicjowad ja wrzucajac pileczke przez otwér w pokrywie.
W ulamku sekundy wszystkie pulapki zostang zwolnione — bomba

NS s )’}? wybuchnie.

(Wowitd @ .

m ;:I j&} Z fizyki jadrowej nie ma zbyt wielu doswiadczeri do przeprowadzenia
’}C%l W {ﬁ 3 w czasie lekcji lub wykladu. Pokaz z opisana bomba atomowa moze
(q -‘n).,.ﬁ < 5 uatrakcyjni¢ nasze zajecia, a sluchacze na zawsze zapamigtaja idee reakcji

) ) laficuchowej.

Mala Delte praygotowat Jan KALINOWSKI
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ﬁ Zadania

Redaguje Pawel STRZELECKI

M 658. Udowodnié, ze jezeli liczby naturalne a;, 1 =1,2,...,
ai + a3 +a3 +af +af =ai,

to przynajmniej jedna z nich jest parzysta.

Rozwiazanie na str. 16

6, spelniaja zaleznoéé

M 659. Na stole stoi (normalnie) n filizanek. Nalezy odwrécié je wazystkie do géry
dnem, postepujac zgodnie z nastepujaca zasada: za jednym razem mozna odwrdcié
n — 1 filidanek (dowolnie wybranych); procedurg t¢ mozna powtarzaé wiele razy.
Udowodnié, ze mozna to wykonaé wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba parzysta.
Rozwiazanie na str. 5

M 680. Pewien uczen obudzil si¢ pod sam koniec lekcji algebry i uslyszal koficéwke
wypowiedzi nauczyciela: ,,...powiem tylko jeszcze, se wazystkie pierwiastki sa

rzeczy wiste 1 dodatnie”. Spojrzal na tablice, na ktérej widniat wielomian dwudziestego
stopnia, ktdrego pierwiastki nalezalo obliczyé w domu; niestety, zanim dyzurny wytart
tablice, zdotal zapisaé tylko dwa skladniki, 2*° — 20z'° i zapamietaé, ze wyraz wolny
byl réwny +1. NaleZy postawid sie w sytuacji owego ucznia i rozwiazaé jego zadanie
domowe, dysponujac jedynie podanymi wyzej informacjami.

Rozwiazanie na str. 5

Redaguje Jarostaw KULPA

F 351. W ktdrg strone wiruje powietrze w nizu atmosferycznym? Czy na pétkuli
poludniowej zmienia sie uprzywilejowany kierunek wiru?
Rozwiazanie na str. 5

F 352. Dwoch podréinych wyruszylo w podréz dookota §wiata wzdiuz réwnika
ziemskiego w przeciwne strony. Obaj zabrali ze soba zegary wahadlowe i obaj poruszali
sie wzgledem Ziemi z ta sama, predkosdcia. Po okrazeniu Ziemi znéw spotkali sie

w tym samym punkcie. Obliczyé réinice wskazad ich zegardw. Promief Ziemi wynosi
R76,4-10°m

Rozwiazanie na str. 16
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki 1 Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego 1 Redakeji Delty

Regulamin

1. Wydsial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesigeznika Delta organizuja konkurs — lige
zadaniowa pod nazwa Klub 44,

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesigezniku Delta, po cztery zadania w kazdym
numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 6 i 7 kasdego roku).

8. Uczestnikiem ligi moze by¢ kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu
opracowanych rozwiazar do redakeji Delty. Uczestnikiem zostaje sie po przyslaniu rozwigzania
co najmniej jednego zadania.

5. Moment praystapienia do ligi moina wybraé dowolnie. Nie ma koniecznodci rozwiazywania
zadar z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsylaé do korica miesiaca n + 3 (dodawanie modulo
12; na przyklad termin nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11/1992 uplywa 28 lutego 1993).
W numerze n + 4 podane sa szkicowe rozwiazania.

7. Rozwiazanie kaidego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci — roku
i uczelni. Rozwiazania zadanl z matematykii z fizyki nalezy przysylaé w oddzielnych
kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny by¢ samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez rézinych
uczestnikéw nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kaidego zadania jest ocenione w skali od 0 do 1, z dokladnodcia do 0,1. Przy
ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnodé merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomystowodé metody i elegancja rozwiazania.

10. Ka¢de zadanie otrzymuje wspdlezynnik trudnosei ustalany po wystawieniu ocen.
Wspdlezynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jedli N
oznacza liczbe 0séb, ktére nadeslaly rozwiazanie cho¢by jednego zadania z danego numeru
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez
wazystkich uczestnikéw za dane zadanie, wéwczas otrzymuje ono wspélczynnik trudnodci
WT =4 - 35/N. Za nadeslane rozwigzanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktbéw réwna iloczynowi uzyskanej oceny przez wspblezynnik trudnosdci (z zaokragleniem
de dwéch miejsc po przecinku).

11. Niektére z zadad moina znale£é (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

z rozwiazaniami w réinych ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, ktérzy w takich przypadkach
przy$la zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacz do literatury, otrzymaja ocene
maksymalna, pod warunkiem, ie w cytowanym #rédle istotnie znajduje si¢ pelne rozwiazanie
(dowdd, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszad propozycje zadarn; jesli zadanie nie jest wlasnego
autorstwa, nalesy podawad frédlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z proposzycji
uczestnika ligi (tj. osoby, ktéra preyslala jus rorwiazanie jakiegod zadania - por. p. 4),

a dostarczone zostalo wraz z rozwigzaniem (choéby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje ocene maksymalna.

18. Punkty zdobyte przer kaidego uczestnika za rozwiazania poszczegdlnych zadari, obliczone
wedlug reguly podanej w p. 10, 83 sumowane — oddzielnie dla matematyki i dla fizyki.

Z chwila osiagniecia sumy 44 punktbw w jednej z tych dwéch dziedzin uczestnik staje sie
czionkiem Klubu 44.

14. Po zgromadzeniu 44 punktéw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu
braé udzial w konkursie ligowym. Nadwyika punktéw ponad wartodé 44 zostaje zaliczona na
poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

16. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytut Weterana Klubu 44.

16. Aby uzyskad informacje o swoich wynikach, naleiy przyslac¢ do redakcji Delty kartke
pocztowa (oddzielna dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylanie takich kartek nie czedciej niz co kilka
miesigcy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadad.

17. Czoléwka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko
uczestnika mozie by¢ wymienione w croléwce z nie zmieniona suma punktéw co najwyiej
trzykrotnie; nastepny raz ukaie sie wtedy, gdy wykona ruch w gére.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest omdéwienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w akrécie ciekawsze rozwiazania i uogdlnienia oraz oglaszana jest obszerna
czoléwka (kilkadziesiat nazwisk).

19. Crzlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i moznoéé zmian regulaminu.
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Zadania z matematyki nr 255, 256 Redaguje Marcin E. KUCZMA

Termin nadsylania rozwiazan:
31V 1593

255. Czworokat wypukly o bokach diugodci g, b, ¢, d jest wpisany w kolo 1 opisany
na kole. Promien kola opisanego ma diugoéé R. Pole czworokata réwna sie S.
Dowiesé, ze i
Lista uczestnikéw S ) S S 4R
ligi zadaniowej Klub 44 M E + F + ? i E = 2\/§+ \/'ST "
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadait 241 (WT'=1,28) i 242 (WT=1,71) 256. Dane s3 liczby catkowite n > k > I. Ile jest k-elementowych ciagéw liczb
= Wpmern 671900 catkowitych dodatnich (z1,...,2¢) spelniajacych réwnanie z; + ...+ zx = n 7 (Ciagi

Mikolaj Rotkiewicz 2 42,90 t h h h 1 . s . - s e - 2 s
Krayastof Zawistawski - 1- 42,82 o tych samych wyrazach, ale wystepujacych w réinej kolejnosci, uwasamy za réine.)
Marek Prauza - 2- 42,43 o . s . .
J6nef Siwy ~Reid5.45 Zadanie 256 zaproponowala pani Ilona Krélak z Nysy, uczennica liceum.
Piot —g=
l-0 r Kumor 2- 39,98 . .
Mirostaw Matlaga - 3346 Rozwigzania zadaini z numeru 10/1992
Marcin Kasperski - 38,26
Przemyslaw Gadzifski — 1- 36,49 Przypominamy tresé zadan:
Leszek Kraweczyk - 36,37
Jerzy Janowica - 7-35,30 247. Dla liczb dodatnich a, b, ¢ prayjmijmy A = (a+ b+ ¢)/3, G = (abe)'/®,
Le:dzek Cailites -, e H=3/(a7' +b7! + ¢71). Udowodnié, ze 34% + G? > 4G3*H L.
Andrzej Bon - 3-33,92
Jerzy Mikuta —2-33,87 248. Wysnaczyé wszystkie pary réinych liczb naturalnych z,y spelniajace warunek
Anna Gluza - 1- 32,96 NWW(z,y) = zy/(max{=,y} — min{=z, y}).
Leszek Krzywonos - 32,51
KryitynafWi:ek - 1-32,00 247. Przyjmijmy, te c jest najmniejsza & liceb a, b, . Zachodzi wiec nieréwnosé
Krzysztof Jedziniak ~3- 31,81 - = —— . a
il il L a+b—c>2vVab—c >0,z ktérej wynika, ze
Marek Karaf - 30,10 2 2
0L (a+b—-c)?— (2Vab—c)? =
Adam Czornik - 1-128,56 =
Tomasz Wietecha -1-328,33 _ 2 il 2
Ryszard Pagacz —23—127,16 == (a+b+c) —-4(66+Cﬂ+ﬂb)+4c ab_c -
Tadeusz Jézefczyk = 2= 2718 . (3A)2 il s 3G3H-_l $ 46\/5— 122
Andrzej Kondracki - 26,60 = .
*;”!’“0; Z“Pi“: i :;'Z: Skorzystamy terag z nieréwnogci miedsy drednig arytmetyczna i srednia geometryczng czwérki
omasz Szymce il B £ . . . . 1e
i) liceb: c? orag trzykrotnie wzigtej liczby G2:
Legenda (przykitadowo): stan konta 7-35,80
0Znacza, e uczestnik juz siedmickrotnie 62 +3G2 -3 4{C2G6)1/4 = 4evab .
zdobyt 44 punkty, a w kolejnej (ésmej) -
rundzie ma 35,80 punktbw. Wracamy do poprzedniego szacowania:
Zestawienie cbejmuje wszystkich uczestniksw 2
ligi, ktéray spelniaja nastepujace dwa 0<9A4% —12G°H™! + 4cvab - c? < 94% — 12G3H ! + 3G2
warunki: 3 .
- stan ich konta (w aktualnic wykonywanej — @& b0 jest teza gadania.

rundzie) wynosi co najmniej 20 punktsw; . o . g g
RISl ERawiaRaBIE to il edneh 248. Przypusémy, ge liczby naturalne z, y (z > y) spelniaja podany warunek

zadania z rocznika 1990, 1951 lub 1992, i oznaczmy NWD(z,y) przez d. Poniewas NWD(z,y) - NWW(z,y) = zy, & réwnania
Nie drukujemy wiec nazwisk tych NWW(z,y) = zy/(z — y) wynika, e z —y = d. Stad y = kd, = = (k + 1)d. Uwzgledniajac

uwczestnikdw, ktérzy rozstali sie z liga tray g 1 s : sk 51 . 2 ki 7
Iabastemy {lnbrasviniegy sesywigils, Teeil ruga mozliwoéé (2 < y) otreymujemy jako ogélne rozwiazanie wszystkie pary postaci

ktokolwiek z nich zdecyduje sie wrocic do (kd, (k+ l)d) R ((k +1)d, kd) i k,d=1,2,8,....

naszych matematycznych lamigléwek, jego

nazwisko automatycznie wréci na listq.

Serdecznie zapraszamy! Przed kilkoma miesiacami pogegnalismy naszego Kolege Krezysstofa Trautmana. Zmarl
W“e;‘“‘i Klubu 44M (w ‘”"Ef"““"i tragicznie podezas pobytu naukowego w Stanach Zjednocgonych. Przypomnijmy: Kreysztof
uzyskiwania statusu Weterana): . . . ) B . -
3.3amowicz(7), P.Kamifaki(5), M.Galecki(5), _by}_jef:{nym Z plerw_azych'cz}onkcw m_atfematycznego I.{lubu 44. P:emaze rozwiazania przys}a}
3.Uryga(4), A.Pawtowski(1), D.Sowizdrzal, jesienia 1981 roku i po kilkunastu miesiacach, bedac jeszcze uczniem liceum, zgromadzil
T.Rawlik, M.Mazur, A.Bonk, K.Serbin, czterdziedci cztery punkty. Jeszcze prezes jakis czas prezysylal roswizzania, zawsze eleganckie
.Ciach (jefli ncaestnik prackroczyl bariera  § gopracowane. Jedno z zadan ligowych bylo autorstwa Krzysstofa. Studia matematycene,

44 punktéw wiqcej niz trzy razy, sygnalizuje i A - %
b oxfraiw mawiasie): praca na uczelni, aktywnoéé naukowa — i nieoczekiwany kres.

Pozostali czlonkowie Klubu 44M

(alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk Matematycena liga sadaniowa Klub 44 trwa jué lat jedenascie i pél. Wiekszodé uczestnikéw

i j h na lifci iej): F 3 : . . E
flgnrnjzeych wailidele powydel)s to uceniowie i studenci. Po okresie aktywnego uczestnictwa w zabawie (tak to nazywajm
gidwukrotni”: Z.Bartold, P.Jedrrejewicz, i 5 B T e _g ) . .}' j Y
H.Kasprzak, T.Komorowski, H.Kornacki, i traktujmy) emniejszajg intensywnodé udgialu, po czym gnikajg & naszego pola widzenia.
%.Koza, D.Kurpiel, J.Malopolski, To normalne: zmieniaja si¢ obowiazgki, cele, wartodci; preychodei czas na powasniejszsg
2‘23""“’"?" BIBIgE0, S Seleckl; dzialalnosé. Czasem, po latach przerwy, ktod enéw przysle rozwiazanie jakiegod zadania, ktdre

- rZewskli; ’ . - . " - . i -
.jednokrotni®: T.Biegafski, W.Boratyfiski, MU szezegf)lme przypadio do gustu. To gnacgy, ge nie rozstal si¢ z nami na dobre, Ze nadal jest
M.Czerniakowska, P.Figurny, M.Fiszer, naszgym wilernym czytelnikiem. Bardgo mile sa dla nas takie s pamieci.

g ¥ Y 4 gC

%.Galias, T.Grzesiak, K.Hryniewiecki, s P s i . - n
R L e e Wérdd oséb, ktdre w ,biegacym okresie sprawozdawczym (rok szkolny 1991/92) uczestniczyly

A.Langer, R.Latala, J.Mafidziuk, M.Marczak, W lidze, ogromna wigkszodé paceynala kariere ligows dwa—trey lata wezesniej. Ale sg

R.Mazurek, H.Mikotajczak, M.Mikucki, i dlugodystansowcy. Rekord nie do pobicia dziersy pan Jerzy Janowics (naucsyciel szkoly
‘;v"g:f:::‘; RQM:‘a'“:w:";n"'oli”"“'ki’ podstawowej), kidry wystartowat w lidze w pierwszym miesigcu jej istnienia; mozna na palcach
A.Smolcz;k.l 'Z.S'urz\l::a,, w'.Sz;::c'm! policey¢ te miesiace, w ktérych nie otreymalidmy od niego korespondencji: rogwiazan oraz
K.Trautman, P.Wach, A.Wyrwa, M.%ajac, propoeycji zadari, zawsge pomystowych.

BoBEDES Spoéréd uczestnikéw pierwszej lub drugiej kolejki ligowej (jesieri 1981), jeszcze trzech wytrwalo

do tej pory (1991/92), chociag & okresami odpoczynku: Kasimiers Serbin, Miroslaw
Matlega, Marek Prauga. Nietrudno greszta wymienié wszystkich, ktérzy wystartowali
przed rokiem 1986 i nadal aktywnie uczestniczg — & preerwami niewielkimi: Krzysstof
Jedsiniak (82), Tadeuss Jézefesyk (83), Jan Ciach (83) (Panie Janie! Erudycji

® w dziedzinie klasycznej geometrii mogemy Panu tylko pozazdrogei¢) — lub 2 przerwami
enaceniejszymi: Jésef Siwy(82), Krystyna Witek(83), Krsyssiof Zapisek(83); w nawiasie

rok startu.
S—_— Na zakoriczenie swréémy uwage na maly jubileusz, czy moge raczej ,éwiartke jubileuszu”:
—_— . ) - . . . - . N - I
jedenasdcie lat naszej ligi; pelny jubileusz bedziemy éwigtowad, gdy liga skoriczy 44 lata.
® Terag, jak co roku, oméwimy ciekawsze rozwigzania zadari orag uogdlnienia i komentarze

uczestnikéw. Jedli jakied trudne zadanie zostalo zrobione przez nie wigcej nié szedé oséb,
podajemy ich nazwiska.
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Zadanie 223. [W tréjkacie ABC: [§C| =3 |{4| =

he < %|AB|] (wspdlczynnik trudnodci WT = 2,04; liczba
poprawnych rozwiazari LPR = 14). Autorami rogwiggar
eleganckich — to znaczy z przewags geometrii nad rachunkami

- byli: J. Janowics, M. Kasperski, J. Olssewski, K. Witek
orag P. Gadginski, ktdrego dowdd tu przytaczamy:

A D 8 €
[¥CDB| = 2a = [{DCB| => |BC| = |BD|; stad |AB| =
= |AD| + |DB| = |CD| + |CB| > 2|CE|, prey czym nieréwnosé
Jest ostra, bo co najmniej jeden z punktéw B i C' nie pokrywa
sigz E.

Autor rozwiazania nie poprzestal na tym, ale postawit pytanie,
cey wspélezynnik 1/2 da sie ,poprawic”; to znacey, jakie Jjest
minimum stosunku |AB]| : |C'E|; pray usyciu trygonometrii
i rachunku régniczkowego abliceyl, ze minimum to wynosi

3

1+ /2(23 + 3v/57) + ¥/2(23 - 34/57) - 2
\/1— 1(3/%(23+3/67) + §/1(z3-3v57) - 1)

= 2,284542897 ... .

Zadanie 225. [f:INU {0} — N U {0}, 7(f(n)) + f(n) = 2rn + 6;
f=7?] (WT = 1,89; LPR = 14). Krétkie, zgrabne rozwiazanie
(P. Kumor): Ustalmy k € N U {0} i preyjmijmy aq = k,

ant1 = f(Gn), dn = @pt1 —an. Z podanego réwnania wynika
rekurencja an42 + @nt1 = 2a, + 6, a z niej dnt1 =6~ 2d,,
skad preez indukcje: dyp = 2 + (—2)" 1! + (—2)"d,. Wobec tego
an = k + (do 4+ ...+ dn—l) =k+4+ 2n+ %(2 s dn)((—'z}n = 1);

a skoro an > 0 dla wsgystkich n, zatem dy musi sie réwnac 2.
Ostatecenie a, = k + 2n i w szczegdlnodei f(k)y=a1=k+2

n

Zadanie 226. [0<a; <a2<az< .. ;bn=n— ) (si_1/a;)

i=1
= ( ciag (an) jest zbieiny <=> ciag (bn) jest zbieiny)]
(WT =2,52; LPR = 9). Ta réwnowaznosé, w sformutowaniu:

(szereg Z(G;Al — a;)/a; jest sbieiny <> ciag (an) jest

=
sbieiny) — jest znana pod nazwg kryterium Sapogowa; mozna ja
znaleéé¢ na preyklad w podreceniku Fichtenholza. Na ten fakt
zwrécili uwage panowie T. Kulpa i T. Wietechas.

Zadanie 227. [W tréjkacie ABC: punkty P i Q lezg na bokach
BC i AC, |AC| 2 |BC|; |[$BAP|: |[$BAC| = |$ABQ| : |{ ABCj
= |AP| > |BQ|] (WT = 3,11; LPR = 5). Najladniejsse
rozwigzanie (Barbara Wolnik): Oznaczajac |3CAB| = a,
I¥ABC| = B, |$PAB| = ¢, |$ABQ| = ¢

mamy p/a=9/f oraz

a< B, p < 9, skad

a—p < B —1; istnieje

wige na odcinku X P

taki punkt P’,

te |[SXBP'|=a—p=

= HXAQI- A

Zatem na czworokacie QABP' moéna opisad okrag, ktérego
promiefi oznaczymy przez r. Z nieréwnodci a < a + P—p<
<180° - f+ ¥ — p < 180° — a wynika, e sin{a + ¥ — ) >
2 sin a; wobec tego |AP| > |AP| = 2rsin [4ABP!| =

= 2rsin{y + o — p) > 2rsina = |BQ|.

Zadanie takie rozwiazali poprawnie (rozwagajac ilorazy
funkeji trygonometryceznych zaleénych od parametru i badajac
ich wypuktodé wegledem parametru): P. Gadsinski,

H. Kornacki, T. Kulpa, T. Wietecha, a z niewielkimi
usterkami — J. Olsgewski i M. Rotkiewics.

Zadanie 230. [f:R — R ciagla; dowiedé, se (3 a, b, ¢ (régne):
fla)=0b, f(b) = ¢, f(c) = a) = (3 t,u,v,w (rézne): f(t) = u,
flu)=v, f(v) =w, flw)= t) oragz e nie zachodzi implikacja
przeciwna] (WT = 3,17; LPR = 4). Autorzy poprawnych
rozwiazari (nie prostszych od naszego): B. Wolnik, P. Kumor,
P. Gadgzinski, T. Kulpa; ponadto kilka dobrych rogwiazan
drugiej czedci zadania (kontrprzyktady: funkcje przedzialami
liniowe).

Zadanie jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia Szarkowskiego,
ktére méwi, ze jedli liczby naturalne k = 2%p, m = 28¢

(2,8 2 0, p,q nieparzyste) spelniajg ktérykolwiek

z nastepujacych warunkéw: (i) e < @, p > 1; (ii) @ = 4,
l1<p<gq;(ili)p>g=1;(iv)a>8, p=qg=1- toz istnienia
cyklu iteracyjnego diugodci k (funkcji ciaglej f: R — R ) wynika
istnienie cyklu dlugodci m, ale nie na odwrét (w naszym
zadaniu: k= 3, m = 4).

Autorzy kilku prac powotuja sie na twierdzenie Szarkowskiego,
odsylajac do Zbioru zadari z olimpiad matematycmych (t. 6), gdzie
to twierdzenie jest cytowane, nie dod¢, ze bez dowodu (vide:
Regulamin, p. 11), to na dodatek z usterka w sformulowaniu
(zbedne stowo spierwszych” ). ,Rozwiazania” takie nie zostaty,
ocgywisdcie, uznane.

Zadanie 231. [Dla katéw tréjkata: v/3(sine + sin 8 4 sinv) >
> 2(cosa + cosf +cosq)?] (WT = 3,82; LPR < 1).

Trudne! Jedyny dowdd zasadniczo poprawny, chod nie

w pelni zadowalajacy [maksymizacja prey uiyciu rachunku
rééniczkowego funkecji wielu zmiennych, z numerycznym
rogwiazaniem uzyskanego w jednym przypadku ukladu réwnan
trygonomeirycznych) preystal pan M. Matlega.

Zadanie 239. [Dane n > 3; znalegé kresy wyragenia
n

3 ar/(ap +aper + art2), ag > 0 (any1 = ay, anyz = az)]
=

[W1T=2,40; LPR=8). Dobre rozwiazania {t3 sama metoda, co
nasze) podali: M. Kasperski, J. Kraszewski, I. Krélak,
J. Olsgewski, M. Rotkiewics, T. Wietecha; Krasgewski

i Olszewski & uogélnieniem na m skladnikéw w mianowniku
(zamiast trgech); kresy w tym ogdlniejszym preypadku
wynosza 1 oraz n — m + 1.

Zadanie 242. [W kasdym wierzcholku tréjkata ABC jest
masa 1; okragamy tréjkat, w kazdym kroku przerzucajac
polowe masy sgromadzonej prey danym (kolejnym) wierzchotku
do nastgpnego wierzchotka (startujemy o A); po n rundach
mamy w wierzchotku A licebe ap; liman, =7] (WT = 1, 71;
LPR = 8). Na uwage zashuguja rogwiazania, ktérych autorzy
J. Krassewski i J. Olssewski elegancko operujg pojeciami
granicy gérnej i granicy dolnej. Oto pierwsze z tych rogwiagzan;
dochodzimy do rekurencji 6n = 2ap—1 — 2ap—3 + 2
(por. Delta 9/1992). Niech ¢ = limsupay, d = liminf an. Mamy
wiec
g < g -limsupa,—; + é -limsup(—an,—3) + % = %g —%d + % ;
d> ¢ liminfa,_; + § - liminf(—ap—2) + $ = 34— 194 3
skad 39 <6 —d,3d> 6~ g, a to pociaggad =g = 3/2=liman,.

T. Wietecha rozwaga analogiczne zagadnienie dla 7n-kata

i zauwaga, e ciag wartodci uzyskanych po n pelnych rundach
w wierzchotku, w ktérym dokonuje si¢ ,,pomiaru”, jest-
ebieiny do granicy 2s/(m + 1) (gdsie s oznacza sume liczb we
wseystkich wierechotkach, dang na starcie); jesli w tych samych
momentach bedziemy notowad wartodé zgromadrong w dowolnym
innym wierzchotku, uzyskamy ciag zbiesny do granicy s/(m+1)

‘prey czym wyniki te nie zalega od ,rozkladu masy” w chwili

startu. Oblicza teg, ze dla tréjkata, po 10 rundach mamy
w wierzchotkach A, B, C odpowiednio liczby I—MEM,
1073741824
402661463 805208451 réini je o mnie] filt 10~ od
) 3 e si
536870912° 1073741824 i e =

wartodci granicenych 3/2, 3/4, 3/4 .




Zsdania z fizyki nr 153,154

158. Na oktadce przedstawione 83 obrazy dyfrakcyjne powstale w wyniku przejscia fali
przez odpowiedni otwdr. Kszialty otworéw prasdstawione 83 obok. Zakladamy, e fala
pada na otwdr prostopadle, a potem jest obserwowana na bardzo odleglym ekranie
(lub tez - w przypadku fali $wietlnej — przechodzi przez soczewke skupiajaca, a ekran
znajduje sie w plaszczyinie ogniskowej). Diugoéé fali jest mniejsza od rozmiaréw
otworu. Przyporzadkowad obrazy dyfrakcyjne whadciwym otwerom. Objasnié zasady

BCDy
HIJL
NoST
>

rozumowania.

-+ N X

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Uwaga. Gdy otwdr ma wieksza, powierzchnie, ogélne natezenie fali jest - ocaywidcie
- wieksze. Tym kryterium nie nalezy sie kierowad, gdyvs dla kazdego rysunku

pomno%ono nateienie przes inny wspélczynnik korekcyjny.

Rozwiazania zadan z fizyki z numern 10/1992

Przypominamy treéé zadan:

145. Roschodzenin sie déwicku na duze odleglodei towarzyszy
czgsto wystepowanie rewnetrznej strefy slyszalnodci oddzielonej
strefg ciszy od bezpodredniej okolicy 4rédia déwieku. Objadnié
to zjawisko i oblicay¢ Jub orientacyjnie oceni¢ promier
rewngtrznej strefy slyszalnogci zakladajac, ze temperatura
powietrza maleje od —10°C przy powierzchni

145. Przyceyns sjawiska jest catkowite wewnetrzne odbicie
déwieku (analogiczne do snanego optyki} od warstwy, w ktérej
predkodé déwigku jest wigksza, nig prey powierzchni ziemi.

Aby zbadad droge wpromienia déwickowego” mosna preyjaé,

#e mamy do czynienia z ukladem poziomych warstw powietrza,
prey czym w obrgbie kazdej warstwy predkodé déwigku jest
stala. Prezy prezejseiu g jednej warstwy do drugiej nastepuje
zalamanie, a stesujac do niego prawo Snelia oraz podany wedér
na predkedé déwigku nietrudno wyprowadzié galegnogé

sine _w /T
sin (2 473 vy Tg ’

gdzie @ — kat nachylenia
promienia do pionu

w warstwie, w ktdrej
predkodé wynosi v, ag i vy
— analogiczne wartodei
poczatkowe. Biorac pod
uwage podang zalesnodé

|
— ————

temperatury od wysokodci motemy nasgkicowad droge déwieku.

Aby oblicsyd orientacyjnie promieri R strefy slyszalnosci,
preyjmijmy, ze poczatkowy kat og jest bliski 90°, gatem
minimalna wartodé sin o wynosi

[ b
Sinam;nz\/g—‘;—'ﬁz %MO,SS.
0

Jeéli zalozymy, ¢e srednia wartodé sin a od punktu poczatkowego
do maksymalnego weniesienia Jjest réwna

; 1, .
sina,, = E(stO" +sinag,i,) = 0,04,

to & réwnania tgo,, = i (gdzie A = 50 km) mogemy

obliczyé R = 2htg a,, ~ 276 km. Dokladniejezy rachunek
humeryczny uwszgledniajacy zmieniaj acy sie wartodé kata

daje wynik R ¢ 330 km. Niestety, wynik ten nieebyt dobrze
odpowiada rzeczywistodel, gdys obserwowana zewnetrzna stirefa
styszalnodei ma promiedt 150 — 200 km. Autor nie jest pewien,
kbdre v preyjetych zalosert nalegaloby zmodyfikowad w celu
poprawienia wyniku. :

148. Pole {adunku orag Jednej nieskoriczonej plyty mogna
znaleéé korzystajac & metody odbicia {rys. b). Wedlug niej pole
na lewo od plaszczysny A jest sumg pola ladunku g orag

14

154. Narysowany obok obwdd znajduje sie w jednorodnym polu magnetycznym

o indukcji B, prostopadiym do plaszezyzny rysunku. Prawa czedé obwodu tworzy
pret o masie m, ktéry moze bez tarcia élizgaé sie po poziomych szynach odleghych o L.
Opisaé ruch preta po zamknieciu klucza. Opér obwodu pominaé,

do —~70°C na wysokodei 13 km, a nastepnie rodnie do 0°Q

na wysokodel 50 km.

Wsakazdwka. Predkod¢ diwicku w gazie dana jest wrzorem
sl

s -\/H,T/;.m. gdzie g — masa molowa, x = L

i46. Dwie plaskie, réwnolegle i nieskoriczone piyty przewodzace
53 uziemione i odlegle o d. W polowie odleglogei miedzy plytami
znajduje si¢ punktowy ladunek 7. Obliczy€ silg dzialajaca na
kaida 7 plyt.

fikeyjriego ladunku —q poloicnego symetrycenie wzgledem ¢
(1adunek ten rastepuje fadunki indukowane na A).

Po wprowadeeniu drugiej plassczyzny B pole obu tych ladunkdw
indukuje na B nowe ladunki. Stosujac ponownie metode odbicia
sastepujemy na prawo od B pole ladunkdw indukowanych przes
pole dwéch fikcyjnych ladunkdw —g i g {rys. a).

> E
q -9 ] q =0 q -q
L ] @ 7 [ ] ® @ L]
w9 dgen, 4 :
s E
8 A
Rys. a Rys. b

Dodatkowe ladunki z kolei dzialajg na A indukujac nastepne
tadunki. .. itd., itd. Ostatecznie pole pomigdzy piaszczyznami A
i B jest nieskoriczona suma pdl tadunkdw ¢ i —¢ na przemian

-q q -q q E < q -q
& ® L] ° E L] ® ®
A

Sita preyciagania plaszczyzny A przez plaszceyzne B oraz prees
rreczywisty ladunek w drodku jest réwna sumie si! przyciagania
wazystkich fikcyinych tadunkdw na lewo od A przez wszystkie
tadunki na prawo od 4, tzn.

_ ¢ l‘1 S S S
dmeo Ld? (247 | (34)2 (4d)2 "~
1 1 1

“fzayE tEayE (dz

o~ T ]
(3d)2 (44)2
Pierwszy wieras tego wyrazenia jest suma sil deialajacych
na pierwsey dadunek, drugi — suma sit dzialajacych na drugi
tadunek itd. Otrgymalismy wiec sume

2 Y
q 2 3 4
F = —— {1 - — —_—— =, =
( 4+9 is )

dregd?
2
g 1.1 1 )
=l - - .
4r!gd2( 2+3 4+ !

ktdra — korzystajac ve wroru na rozwinigcie w szereg funkeii
Ia{1+ z) ~ mogna sprowadzi¢ do prostego wyragenia



Lista vczestnikéw
ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzail
zadaf 130 (WT=1,41) i 140 (WT =2, 80)
z numeru 5/1992
Pawel Perkowaki —1- 44,95
Dzieriyslaw Lipniacki - 3-129%,11
Tomasz Wietecha -1-126,12

Przemystaw Gworys - 1-25,69
Anna Gluza - 1-1324,35
Andrzej Nowogreodzki - 15,29
Dariusz Wilk - 18,75
Andrzej Borowski =l LT 38
Konrad Banaszek 13,70
Jacek Pilotrowski - 12,08
Zbigniew Kapala - 9,93
Slawomir Cazwaldowski— 8,16
MArtur Poliniski - 9,14

Lista obejmuje uczestnikdw, ktérzy przyslali
co najmniej jedno roswiazanie zadania

z rocznika 199C, 1991 lub 19932, oraz maja
na swoim koncie co najmniej 9 punktdw

w bieface] rundznie. Cyfra przed kreska
oznacza, ile razy ncsestnlk zdobyl jui

44 punkty. Prowadzacy pan Perkowski
wladnie zakoficzyl druga rondq.

Pozostali czlonkowie Klubu 44F
(alfabetycznie; liczba w nawiasach oznacza
wielokrotnodd przekroczenia 44 punktdw):
Plotr Bala (3), Wieslaw Kacprzak (1), Jerzy
Lipkowskl (3), Bogustaw Mikielewicz (1),
Leszek Motyka (1, przy okazji skorygujmy
zeszioroczna pomyhtke: jest 5,80 punktu),
Roman Muslal (1), Tomasz Rawiik (1),
Robert Repucha (1), Adam Sikorski (3},
Jacek Stelmach (1), Aleksander Surma (32),
Leszek Szalast (1), Piotr Wach (1).

Liczba. uczesinikéw ligi fizycznej utrzymuje sie od diuiszego czasu na stalym, niskim
pozicmie. Pocieszajacym objawem jest jedynie zahamowanie tendencji spadkowej

i kilka ndanych debiutéw, jakie mialy miejsce w ciagu ostatniego roku. Oby bylo to
zépowiedzia, nadchodzacego ,odbicia sie od dna”. Mose zadanie z okladki tego numeru
wciagnie do ligi nowych zawodnikéw?

A oto omdéwienie niektérych zadan.

Zadanie 128. [Pudelko z nieznanym obwodem, znalefé wartodci R, L i C| (WT =1,97;
LPR =17). Duza liczba prawidlowych odpowiedzi, jak zwykle przy zadaniach
dotyczacych obwoddw elektrycznych. Jednak tylko dwa rozwiazania byly bezbledne:
R. Nowaka i P. Perkowskiego.

Zadanie 125. [Soczewka; znaleié ksztalt ekranu] (WT = 2,70, LPR = 1). Jedyne
zadowalajace rozwiazanie nadestal P. Perkowski. Pan A. Sikorski poprzestal na
podaniu odsylacza do ksiaiki (zgodnie z punktem 11 regulaminu) - ale w cytowanym
podrgczniku nie ma Zadnego dowodu, Ze taki ksztalt ekranu jest prawidlowy.
Regulamin wymaga zaé, aby wskazane frédlo zawieralo kompletne rozwiazanie.

Zadania 126 i 133. [Wirujaca kulka] (126: WT = 3,60; LPR = 0; 133: WT = 4,00;
LPR =0). Zadania okazaly si¢ za trudne dla uczestnikéw ligi - pierwsze z nich
prébowaly jeszcze rozwiazaé dwie osoby (ze slabymi efektami), ale w drugim wszyscy
z géry zrezygnowali i w rezultacie pad} rekord wepdiczynnika trudnodei.

Zadanie 129. [Zawieszony na jednym koricu wirujacy laficuszek] (WT = 2,08;

LPR = 2) i Zadanie 180. [Gaz wyplywajacy przez maly otworek] (WT = 3, 40;

LPR =1). Doprawdy dziwnymi drogami chadza czasem wartodé WT! W tym zestawie
role lokomotywy auntor wyznaczyl zadaniu 130,;kt6rego rozwiazanie sprowadza sie do
dwéch-trzech banalnych stwierdzef na temat ruchu czasteczek w gazach. Znacznie
trudniejsze bylo natomiast zadanie 129, wymagajace calkowania numerycznego lub

tez zbadania nieelementarnego réwnania rézniczkowego. Okazalo sie, Ze az pieciu
uczestnikéw sprébowalo sit w zadaniu 129 i przeprowadzilo co najmniej prawidiowas,
analize wymiarowa; do korica rozwiazali bezblednie Ds. Lipniacki i A. Sikorski.
Pan Lipniacki juz po raz drugi wykazal sig tu znajomoécia funkcji specjalnych, dzieki
czemu uniknat obliczedl numerycznych. Do zadania 130 jedyne prawidlowe rozwiazanie
nadesial D. Wilk.

Zadanie 135. [Interferencja elektronéw] (WT = 2,56; LPR = 2). Cho¢ dosy¢ proste,
zadanie to sprawilo niektérym powaine klopoty. Kilku uczestnikéw obliczalo réznice
migdzy czasem przejdcia elektronu jedna i druga droga, a potem przeliczalo te réinice
na przesunigcie fazy. Zasadnicsy blad polega tu na tym, ze predkoéé elektronu jest

— z falowego punktu widzenia - tzw. predkoécia grupowa, podczas gdy w tej metodzie
istotna bylaby inna wielkodé — predkodé fazowa. Duielac droge przez diugodé fali

de Broglie’a omija sie te trudnodci — tak whadnie rozwiazali zadanie K. Banaszek

i P. Perkowski.

Zadanie 137. [Obracajaca sie cewka nawija drut; jakie jest wskazanie woltomierza
dolaczonego poprzes styki dlisgowe?] (WT = 3,33; LPR = 0). Nie ma to zadanie
szczegécia do korekty; najpierw rysunek zostat wydrukowany odwrotnie, a przy
rozwiazaniu opuszczono go catkowicie. Niech wiec choé teraz Czytelnicy zobacza go
we wladciwej formie.

AD

At
nie dostrzegajac paradoksu. A wystarczylo zastanowié sig nad bilansem energii

— przecies S EM indukcji moze wykonaé prace tylko kosztem ruchu przewodnika
w polu magnetycznym lub kosztem energii, ktérej dostarcza frédlo zmiennege pola
magnetycznego. Zadna z tych ewentualnodci tu nie wystepowala.

Rozwiazan prawidtowych nie bylo — wszyscy stosowali rutynowo wzér E =

15
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Hoswigsanie sadania F 853.

Niech vz oznacza predkos¢ obrotows
Ziemi, a v — predkodé podréinych.
Przyspieszenie odérodkowe pierwsrego
podréinego jest réwne

(vz —v)?
a = ————,
R
drugiego zad
(vz +u)3
g == e—————
R

Dla tradycyinych §rodkéw podréiy

a; i @z 8a rnacznie mniejsze od
Przyspieszenia ziemskiego g. Cuzasy
podréiy wekazywane przez pegary
beda proporcjonalne do okreséw drgari
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Roswigqsanie sadania M GES.
Przypudémy przeciwnie, ze wszystkie
liczby a; sa nieparzyste. Kwadrat
liczby nieparzystej daje z dzielenia
przes 8 reszte réwna 1, bowiem
(2k+1)% = 4k(k+1) + 1,
kik + 1) zad jest liczba parzysta.
Siad wynika, ie obie strony réwnania
p rdanego w zadaniu daja réine resaty
z dzielenia przez 8 (lewa strona resste
r wna 5, prawa zad reszte 1); uzyskana
2 rzecznodé koriczy dowédd.

Patrz w niebo

Widoma zmiennoé¢ blasku gwiazd moze mie¢ dwojaka przyczyne. Jedna jest wzajemne
przestanianie si¢ gwiazd w przypadku ukladu podwéjnego, ktéry nazywa sie wtedy
gwiazda zmienng zaémieniows. Druga przyczyna jest rzeczywista niestacjonarnosé
gwiazdy, zwanej wtedy gwiazda zmienna fizycznie. Zaréwno gwiazd zmiennych
zatmieniowych jak i zmiennych fizycznie jest wiele typéw, a §ledzenie ich zmiennosci
dostarcza wielu informacji o ich powierzchni (w pierwszym przypadku) lub tez o ich
budowie wewnetrznej (w drugim).

Bardzo waina grupa gwiazd zmiennych fizycznie sa tzw. cefeidy, biorace nazwe

od swojej przedstawicielki § Cefeusza, ktérej regularna zmiennodé zauwasono w 1784 r.
Charakterystyczny dla cefeid jest szybszy wzrost jasnodci niz spadek i maksimum
blasku zaznaczone wyraZniej niz minimum. Taki wladnie przebieg jasnosci stanowi
obserwacyjne kryterium przynaleinodci gwiazdy zmiennej do tej grupy. Do dzié
zarejestrowano okoto 800 cefeid o okresie zmiennodci od 1 do 50 dni, pray czym
najwiecej ma okres zblizony do 5 dni. S one gwiazdami samotnymi, a jednak
wykazuja okresowe zmiany predkodci radialnej. Przebieg tych zmian i jego korelacja
z innymi parametrami cefeidy niedwuznacznie dowodzi, ze musi to byé gwiazda
pulsujaca. Ujemna predkedé radialna oznacza, ze nie cala gwiazda, lecz tylko jej
powlerzchnia zbliza sie wtedy do obserwatora, gwiazda wiec pecznieje i zarazem,

co naturalne, spada jej temperatura i to na tyle, e jej jasnoéé tei spada pomimo
rosnacej powierzchni. Pray dodatniej predkogci radialnej procesy te przebiegaja,
oczywiscie, przeciwnie. '

Okresowe, z wysoka dokladnodcia powtarzajace sie pulsacje sugeruja, e gwiazda

" wykonuje drgania wokét polezenia réwnowagi jak wahadlo, a analogia ta jest glebsza,

niz by sig¢ na pierwszy rzut oka zdawalo. Okres T wahafi wahadla o dlugosdci [
wynosi 21'r\/l/—, gdzie g oznacza przyspieszenie grawitacyjne. Jezeli dlugoéé wahadta
zastapi¢ promieniem R gwiazdy i za g przyjaé przyspieszenie na jej powierzchni

g = GM/R? (G oznacza stala grawitacji, a M mase gwiazdy), to mozna sie
spodziewad, ze okres zmiennodci cefeidy wyniesie T = 2r/R3?/GM. Wprowadziwszy
Jeszcze do tego wzoru drednia gestosé gwiazdy réwna, ocaywiscie, p = M/(£7R®),
dostaniemy bardzo wazna zaleinodé:

T\/p = const.

Po raz pierwszy zaleinos¢ te wyprowadzit Eddington na podstawie, rzecz jasna,
doktadnych obliczen modelowych.

Cefeidy odegraly ogromna role w procesie poznawania skali odleglodci, nawet
miedzygalaktycznych. Otéz z przyczyn, o ktérych nie bedziemy juz tu méwié,

gwiazdy masywniejsze sa zarazem jasniejsze (w sensie jasnosci absolutnej) i wieksze,

1 to tak dalece wigksze, Ze drednia gestodé maja mniejsza. Zatem im wieksza jest
gestos¢ tym mniejsza jasnodé absolutna gwiazdy. Wprowadzenie tej informacji

do ostatniego wzoru daje wniosek, ze im jadniejsza jest cefeida, tym diuzszy musi

mieé okres zmiennodci. I rzeczywidcie — fakt ten zostal zaobserwowany w 1912 r.

przez pania Henriette Leavitt badajaca wtedy gwiazdy zmienne w Malym Obloku
Magellana. Wplyw odlegtosdci na jasnodé byt w tym przypadku nieistotny, wazne
mianowicie bylo to, e wszystkie te cefeidy znajduja sie w jednakowej odleglodci od nas.
Prawidlowo wyskalowana zaleznodé jasnoéci od okresu jest bardzo wainym narzedziem
do wyznaczania odleglodci: obserwujemy okres zmian jasnoéci, przeliczamy na jasnodé
absolutna gwiazdy (o ile jest to cefeida!) i mierzymy jasnodé widoma, a stad jui mamy
odleglos¢. Poniewai cefeidy 83 gwiazdami z natury jasnymi, udalo sie je zaobserwowaé
w najblizszych galaktykach i tak wyznaczyé ich odleglodci.

Przyczyna pulsacji cefeidy jest zachowanie sie warstwy czedciowej jonizacji helu.

W ogromnym skrécie wyglada to nastepujaco. Energia plynaca z wnetrza gwiazdy
jest silnie w takiej warstwie absorbowana, gdyz zostaje wykorzystana do jonizowania
gazu. Nie moze to jednak trwaé w nieskoficzonoéé — gdy nastapi jonizacja calkowita,
gaz zaczyna rozprezal sie jak doskonaly. Ale gestodé jego czastek jest teraz znacznie
wieksza (przybyle duzo elektronéw), wobec tego zaczyna rozprezaé sie energiczniej,
niz uczynilby to przed osiagnieciem pelnej jonizacji. Nastepuje silne rozepchniecie
zewngtrznych warstw gwiazdy, ktére nastepnie juz ochlodzone spadaja i éciskaja tym
samym gwiazde bardziej, niz zrobityby to w stanie réwnowagi i cykl sie powtarza.
Gdyby realne byly podréze miedzygalaktyczne, cefeidy moglyby pelnié role latarni
morskich dzigki ich latwemu namierzaniu i okredlaniu ich odleglodci.

Tomasz KWAST
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Matematyka na falach eteru

Polskie Radio organizuje od czasu do czasu

w programie I konkurs: trzeba si¢ do studia dodzwonic,
gdy odpowiesz na kilka pytan, wygrasz pewna, kwote.
Oto, co niedawno uslyszelidmy:

PYT.: - Tle wynosi suma katéw w tréjkacie?

ODP. (radodnie): — Trzy!

PYT.: - Ale, prosze pani, nam chodzi o...

w stopniach...

ODP.: - Co prosze?

W grudniu zaproponowaliSmy Czytelnikom zadania
swigteczne. Oto ich rozwiazania:

1. Pytalidmy o liczbe przekatnych wielodcianu:

Otéz blizsza analiza rysunku wykazuje, ze wielodcian taki...

nie istnieje! Czemu?

2. ProsiliSmy o wykazanie, Ze sin 1° jest liczba,
niewymierna. Dowdd mozna poprowadzié nie wprost.
Gdyby sin 1° byt liczba wymierna, to wymierne
bylyby tez sin®1° i cos? 1°, a na mocy wzoru

na cosinus kata podwojonego réwniez cos 2°

{wiec i 8in® 2°), cos4°, cos 8°, coa 16° i cos 32°.

V3

Ale wtedy liczba wymierna, bylaby liczba N
(= co8 30° = cos(32° — 2°) = cos32° cos 2° + 8in 32°8in 2°,
jako Ze 8in32° = 16 - cos 16° - cos 8° - cos 4° - cos 2° - 8in 2°).

3. Nalezato udowodnié, Ze spelniona jest nieréwnosé:

1 3 99 1
23 77100 10
Zauwazimy, ze nieréwnosdé ta réwnowazna jest nastepujacej:
1-1-3:-3:...-99-99 1
2-2-4-4-...-100-100 ~ 100

Ale (n —1)(n+1) = n? — 1, zatem po lewej
stronie mamy iloczyn % i liczb mniejszych niz 1
1-3 3-5 97-99 , 99
(ﬁ’ﬁ""’%»ga ! T@)'
4. Co jest czedcla, wspdlng czworoscianu foremnego i jego
obrazu w symetrii érodkowej wzgledem §rodka wysokodci

czworodcianu?
Szukang brylg jest réwnoleglodcian.

7

Latwiej to sobie wyobrazié, ustawiajac bryle tak,

ze nalezacy do tej bryty wierzcholek jednego

z czworodciandw jest jej lewym dolnym rogiem, drugiego
zad — prawym gérnym. Warto przy tym zwrdcié¢ uwage
na dobrze znany fakt, Ze obrazem plaszczyzny i prostej

w symetrii srodkowej sa odpowiednio plaszczyzna i prosta
réwnolegle do wyjsciowych.

5. Losowo wlozono n listéw do n kopert, p; oznaczalo
prawdopodobiefistwo tego, ze dokladnie ¢ listéw
trafilo do kopert wlagciwych. Nalezalo wykazac,
T ... P

2mn!
Zauwaimy, ze lewa strona nieréwnoéci réwna sie zeru (gdyz
Pn—1 = 0; jedli n — 1 listéw trafi do wiasciwych kopert, to
i n-ty list tei). Zalozenie, Ze n > 100, jak i przypomniany
wzdér Stirlinga do niczego sie tu nie przydadza,.

6. Calkowalismy przez czedci funkcje tangens i po

kilku przeksztalceniach otrzymalidmy wynik: 0= 1.

W pewnym momencie pojawila sie tam réwnosc:

ftg zdz = -1+ ftg zdz. I tu zostalo popeinione
oszustwo; z réwnosci te] wywnioskowal¥my, e 0 = —1,

a przecied calki nieoznaczonej nie mozna traktowad jake
liczby, gdyz jest to rodzina funkeji (rézniacych sie o stala).
Calkowanie przez czedci bylo natomiast poprawne.

7. Oto dwa rzuty pewnej bryty. Co to za bryta?

z gory Zz boku

Mogloby sie wydawad, ze bryla taka nie istnieje.
Nic podobnego! Jej trzeci rzut wyglada tak:

Mozna te bryle wykonaé np. tnac walec na dwa ,,pélwalce”,
biorac jedna z potéwek i wycinajac diutem (réwnolegle do
poprzedniego cigcia) kawatek bryty.

Ze wzgledu na to, Ze od oddania tekstu do druku w Delcte
do ukazania sie numeru w sprzedazy mija kilka miesiecy,
w te] chwili nie wiemy jeszcze, ile poprawnych odpowiedzi
otrzymali$my. Liste nagrodzonych oséb podamy wkrétce.

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzistaw Pogoda, Ananiasz Podmiechowski.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem &.
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