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Analogie
Jan KALINOWSKI

Wirusy
Andrzej KADLOF

Al' dy dy dx ... ,
e y = dt = dx dt ' mozemy WIeCnaplSac

(4) E = ~mx2 (1 + (~~f)+ V(x).

Oczywiscie, równania (1) i (4) sa rózne, wiec i ich rozwiazania
tez sa rózne. Warto sobie zdawac z tego sprawe! Na przyklad,

jesli V(x) = ~kx2, to zgodnie z równaniem (1) cialo bedzie2
wykonywalo drgania harmoniczne, natomiast koralik nanizany
na drut wygiety w parabole - nie! Sa jednak pewne aspekty obu
ruchów, dla których zachodzi analogia scisla. Równania (1) i (3)

róznia sie czlonem iJ = ~~ i tam, gdzie predkosc pionowa koralika
wynosi zero, tam mozna mówic o analogii. Zachodzi to w dwóch
przypadkach: w punktach powrot u (bo tam predkosc chwilowa cial
znika) i w punktach równowagi, gdzie styczna do drutu jest pozioma.
A wiec dla obu zagadnien punkty powrotu wypadaja w tych samych
miejscach i predkosci chwilowe w punktach równowagi sa takie same.

Szukanie analogii miedzy róznymi zjawiskami moze byc bardzo
ppzyteczne. Haslo "te same równania maja te same rozwiazania"
pozwala tanim kosztem rozwiazywac nowe zagadnienia, o ile znamy
juz rozwiazania ich analogonów. Czesto analogie nie sa scisle _
i wówczas warto dobrze zdac sobie sprawe, które aspekty zjawiska sa,
a które nie sa analogiczne. Analogie pozwalaja tez wyobrazic sobie,
o co chodzi w danym przypadku przez porównanie do czegos, co juz
dobrze znamy i rozumiemy.

Rozpatrzmy bardzo prosty przypadek jednowymiarowego ruchu
prostoliniowego ciala o masie m w polu potencjalnym. Energia tego
ciala jest stala ruchu i mozemy napisac

(1) E = ~m3? + V(x),2

gdzie x = ~; jest predkoscia, a V (x) - energia potencjalna. Podczas
dyskusji tego przypadku wykladowcy i nauczyciele zwracaja
czesto uwage na analogie miedzy tym ruchem a ruchem koralika
poruszajacego sie bez tarcia po drucie wygietym w ksztalcie
wykresu funkcji y(x) ~ V(x), w jednorodnym polu grawitacyjnym.
Pamietam, jak na wykladzie z fizyki na pierwszym roku studiów
wykladowca przy omawianiu ruchu ciala w potencjale kulombowskim

V(r) = ~ (a wiec ruchu w trzech wymiarach), demonstrowalr
ruch kulki toczacej sie po lejkowatej powierzchni, której wysokosc

. 'al .. k 1zmlem a SIe Ja -.r
Czy analogia miedzy ruchem opisanym równaniem (1) a koralikiem
na drucie jest pelna? Koralik porusza sie w plaszczyznie xy, wiec
odpowiadajace równanie dla koralika ma postac

(2) E = ~m(x2 + l?) + mgy(x) .2

Wybierajac ksztalt drutu w postaci

y(x) = V(x)
mg

otrzymujemy

(3) E = ~m(x2 + l?) + V(x).2

Wszyscy pamietamy fale paniki,
jaka przelala sie przez swiat na wiesc
o majacym nastapic 6 marca 1992 r. ataku
wirusa Michal Aniol. Do konca swiata
nie doszlo, ale gdyby nie popierana przez
srodki masowego przekazu kampania
ostrzegawcza, straty bylyby wielokrotnie
wieksze od faktycznie zanotowanych.

Co to takiego jest ten wirus komputerowy,
ze potrafi siac przerazenie na calym globie
i paralizowac dzialalnosc setek tys,iecy
instytucji i przedsiebiorstw? Juz sama
nazwa budzi nieprzyjemne skojarzenia,
a zostala wybrana wyjatkowo trafnie.
Analogie miedzy wirusami biologicznymi
i komputerowymi sa wrecz uderzajace.

Wirus komputerowy jest to niewielki'
program, którego gl,ównym celem
jest przezycie w srodowisku
komputerów. Natura juz dawno odkryla,
ze najskuteczniejsza metoda przetrwania
gatunku jest intensywne rozmnazanie sie.
To, co wyróznia wirusy komputerowe
wsród innych programów, to wlasnie
zdolnosc do rozmnazania sie. Polega
to na tym, ze wirusy potrafia kopiowac
swój kod i chowac kolejne swoje kopie
w róznych zakamarkach systemu. Robia
to tak szybko, ze przecietny uzytkownik
nie z;l.uwaza, iz w jego komputerze dzieje
sie cos, nad czym nie ma kontroli.

Historia wirusów komputerowych liczy
sobie zaledwie szesc lat. Do roku 1986
byla to raczej ciekawostka teoretyczna,
która zajmowali sie nieliczni badacze.
Byly to czasy, kiedy maszyny byly wielkie,
odizolowane od siebie, a programisci byli
adeptami sztuki tajemnej, niepojetej dla
zwyklego czlowieka. Dopiero komputery
osobiste stworzyly wirusom odpowiednie
s.rodowisko naturalne. Jest ich bardzo
duzo, czesto przenosi sie miedzy nimi
programy i danej obslugiwane sa przez
ludzi <> niewielkim doswiadczeniu i wiedzy
o systemie operacyjnym. Szczególnie
podatny na wirusowe infekcje okazal sie
krag uzytkowników komputerów IBM PC.
Jest ich najwiecej, stosowany system
operacyjny jest dosc dobrze znany i,
co wazniejsze, nie zawiera praktycznie
zadnych mechanizmów obronnych.j

Wbrew rozpowszechnionym mitom
napisanie wirusa nie jest zadna sztuka.
Moze to zrobic kazdy poczatkujacy
programista poslugujac sie dowolnym
jezykiem programowania. Wszystkie
niezbedne informacje znajduja sie
w dokumentacji jezyka 'programowania.
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Najczesciej wirusy pisane sa w jezyku
maszynowym. Pozwala to im zachowac
niewielkie rozmiary. Jezyk maszynowy,
jako najmniej wygodny do stosowania, jest
najmniej znany i moze to wlasnie sprawia
wrazenie, ze pisanie wirusów wymaga
specjalnego talentu.

Ogólnoswiatowe statystyki mówia,
ze powstalo juz ponad 1300 wirusów.
Na terenie Polski schwytano dotychczas
okolo 130, z czego prawdopodobnie 45
zostalo napisanych lub zmodyfikowanych
przez naszych programistów. Niepokojace
jest to, ze od pojawienia sie pierwszych
okazów krzywa przyrostu nowych wirusów
jest ciagle jeszcze wykladnicza. Mniej
wiecej co pól roku liczba zidentyfikowanych
okazów podwaja sie. Na szczescie
statystyki te uwzgledniaja wszystkie
wirusy, sygnalizowane na calym swiecie.
Tylko niewielka ich liczba, rzedu
kilkudziesieciu, rozprzestrzenila sie na
caly swiat. Spora liczba wirusów znana
jest tylko kolekcjonerom i prawdopodobnie
nigdy nie byla wypuszczona na wolnosc lub
zasieg infekcji byl bardzo ograniczony.

Zeby zrozumiec, jakim sposobem maly
programik napisany przez poczatkujacego
programiste moze dostac sie do setek
tysiecy komputerów rozsianych po calym
swiecie, trzeba poznac strukture wirusa
komputerowego. Generalnie wirusy
dziela sie na dwie grupy: wirusy plikowe
i wirusy dyskowe. Nie jest to kompletna
klasyfikacja, ale dla uproszczenia
pominiemy inne rodzaje.

Wirusy plikowe atakuja jedynie programy.
Nie moga one istniec samodzielnie. Musza
miec swojego nosiciela. Role takiego
nosiciela pelnia inne programy. Autor
wirusa preparuje jakis swóf program i idzie
z nim do zn3.jomego lub jakiegokolwiek
dostepnego sobie cudzego komputera
i tam uruchamia swojego nosiciela.
Jako pierwszy dochodzi do glosu wirus.
Zaleznie od typu, albo od razu wyszukuje
sobie ofiare, czyli inny program, albo
przyczaja sie i czeka na nieswiadomego
uzytkownika. W kazdym przypadku polega
to na tym, ze kolejne programy zostaja
zmodyfikowane przez wirusa. Po takiej
modyfikacji zainfekowany program zanim
przystapi do swojego normalnego dzialania,
najpierw szuka w systemie programów,
które jeszcze sa zdrowe, dopisuje do
nich kod wirusa i tak je modyfikuje,
by. ten kod byl wykonywany w chwili
uruchamiania programu. Zazwyczaj
w krótkim czasie wszystkie programy
w danym komputerze staja sie nosicielami
wirusa. Przy okazji w miedzyczasie
infekowane sa programy na dyskietkach
uzytkowników, którzy pracowali na danym
komputerze. Te z kolei sa przenoszone
na inne systemy i tam uruchamiane. Tak
zazwyczaj rozpoczyna sie lokalna epidemia.
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W tym miejscu warto zapytac, czy mozna tak wygiac drut, aby
ruchy x(t) byly rzeczywiscie takie same? Eliminujac :i; z równan (1)
i (2) otrzymujemy nastepujacy warunek na ksztalt drutu

(5) (E - V(x)) (:~) 2 + mgy(x) - V(x) = O.

Rozwiazujac to równanie rózniczkowe dla y(x) znajdziemy ksztalt
drutu. Zauwazmy przy tym, ze w równaniu (5) wystepuje E,
wiec dla tego samego potencjalu V(x) ksztalt drutu bedzie zalezal
od zadanej energii E ciala. Rozwiazanie nieliniowego równania (5)
moze okazac sie bardzo trudne. Duzo latwiej jest rozwiazac

zagadnienie odwrotne, tzn. majac ksztalt drutu y(x) znalezc
odpowiadajacy mu potencjal V (x).

Tycho Brahe (1546--1601)
Podrózujac z Lund lub Malmo do Kopenhagi mozna wybrac kilka dróg.
Jesli pojedziemy na pólnoc do Hii.lsingborg, gdzie ciesnina Sund jest
najwezsza, to przeplynawszy na druga, strone zobaczymy zamek Hamleta
- HelsinglZlr. (Podobienstwo nazw ma zapewne zmylic cudzoziemców.)

Na prom do Kopenhagi mozna równiez wsiasc w Landskronie, wtedy
przeplyniemy w poblizu niewielkiej wyspy Hveen. Tutaj Tycho Brahe,
dunski szlachcic ze Skanii, zbudowal w 1576 roku najwieksze, a zarazem
ostatnie obserwatorium astronomiczne, gdzie obserwacji dokonywano
golym okiem. Na wynalezienie teleskopu przez Galileusza trzeba
bylo jeszcze poczekac ponad 30 lat. Gdy na wyspie powstawal zamek
Uraniborg, Galileusz nie rozpoczal jeszcze równiez swych studiów nad
ruchem wahadla, które w wiele lat pózniej doprowadzily Huygensa
do skonstruowania zegara wahadlowego, wiec Tycho Brahe musial sie
poslugiwac przy pomiarach nieporecznym zegarem, którego glówne kolo
bylo blisko metrowej srednicy.

Swe obserwacje prowadzil w Uraniborgu przez 21 lat, az kolejnemu
dunskiemu królowi znudzilo sie utrzymywac ekscentrycznego astronoma.
Tycho Brahe byl zaiste czlowiekiem dosc oryginalnym. Pojedynkowal
sie ze swym rywalem, nie mogac rozstrzygnac, który z nich jest lepszym
matematykiem. W pojedynku stracil kawalek nosa i do konca zycia nosil
srebrno-zlota proteze. Ozenil sie z wiejska dziewczyna, czym nadwerezyl
stosunki ze swa szlachecka rodzina.

W badaniach natomiast wykazal wprost benedyktynska, cierpliwosc.
Sporzadzil katalog 777 gwiazd, dokonal niebywale dokladnych, jak na owe
czasy, pomiarów ruchu planet. Próbowal usystematyzowac swe obserwacje
podajac model ukladu planetarnego bedacy polaczeniem modeli helio-
i geocentrycznego. Ziemia, jak u Ptolemeusza, okrazana byla przez Slonce,
piec zas znanych wówczas planet krazylo wokól Slonca.

Opusciwszy Uraniborg podrózowal nieco po Niemczech, by osiasc
w Pradze jako nadworny astronom i matematyk imperatora Swietego
Cesarstwa Rzymskiego Rudolfa II. Tutaj po dwóch latach zmarl, lecz
jeszcze przed smiercia krótko pracowal z Johannesem Kepierem. Ten
odziedziczyl tytul nadwornego astronoma oraz ksiegi z wynikami
prowadzonych przez Tychona Brahego w ciagu cwiercwiecza pomiarów
ruchu planet.

Gdy w 1609 roku Kepler opublikowal Nowa Astronomie zawierajaca
pierwsze dwa prawa ruchu planet, opatrzyl dzielo podtytulem:
"Wedlug obserwacji najszlachetniejszego meza Tychona Brahego" .

Wielki Dunczyk w mlodosci dokonal jeszcze jednego, bardzo waznego
odkrycia - zaobserwowal w 1572 roku to, co bysmy dzisiaj nazwali
wybuchem supernowej, lecz to wydarzenie zasluguje na oddzielna,
opowiesc.

Stanislaw MRÓ WCZyNSKI



Patrz w niebo

o wystepowaniu licznych zwiazków Ziemi ze Sloncem nikogo
w dzisiejszych czasach przekonywac nie trzeba. Nie chodzi tu, oczywiscie,
o tak banab~y fakt, ze Slonce Ziemie oswietla i ogrzewa, i wlasciwie rzadzi
zyciem na naszej planecie. Przedmiotem syslematycznych badan sa
problemy subtelniejsze, jak np: czy stala sloneczna (ilosc energii jaka metr
kwadratowy powierzchni Ziemi otrzymuje od Slonca w ciagu sekundy) jest
rzeczywiscie stala, a jesli nie, to w jakim tempie sie zmieniaj jak wiatr
sloneczny oddzialuje na ziemska magnetosfere i atmosfere i jakie to ma
znaczenie dla ludzij czy stan aktywnosci Slonca ma wplyw na pogode,
klimat lub moze na stan zdrowia Ziemian i in.

Wplyw Ksiezyca na Ziemie jest równiez nieustannie sledzony. Ksiezyc
bowiem z racji swojej bliskosci wywiera na Ziemie najwieksze dzialanie
plywowe powodujac nie tylko ruchy wód oceanicznych, ale i samej skorupy
ziemskiej. Ksiezyc jest tez z tego samego powodu najwazniejsza przyt:zyna
precesji Ziemi.

A czy Ziemia wywiera jakis wplyw na otaczajace ja ciala? Slonce
naj prawdopodobniej bez Ziemi mogloby sie obyc, Ksiezyc jednak nie - ale
to tez jest stwierdzenie banalne. Niebanalne jest natomiast znaczenie
plywowego oddzialywania Ziemi na Ksiezyc. W odleglej przeszlosci
spowodowalo ono przeciez wyhamowanie ruchu obrotowego Ksiezyca
do tego stopnia, ze teraz jest on zwrócony ku Ziemi stale jedna strona·

Próbowano tez dociekac, czy inne planety oddzialuja w zauwazalnym
stopniu na to, co dzieje sie na Ziemi. Wszelkie statystyki mozna zestawiac
wlasciwie dowolnie, statystyka jest cierpliwa i moze podac wspólczynnik
korelacji wszystkiego ze wszystkim. Tylko ze z tego nic nie musi wynikac.
Tak, na przyklad, doszukiwanie sie wplywu konfiguracji planet w chwili
narodzin czlowieka na jego charakter lub losy to wdzieczne pole do popisu
- ale nie dla nauki. Bardzo nieraz powaznie brzmia tez rewelacje,
ze jakoby trzesienia Ziemi wystepuja chetniej, gdy jakies planety sa akurat
w jakiejs konfiguracji na niebie. Nie bardzo wiadomo tylko, dlaczego
planety maja tu grac wieksza role niz najblizszy Ziemi Ksiezyc.

Niewatpliwie róznego rodzaju wiezi lacza tez inne planety z ich
satelitami - troche wiemy o takim zwiazku Jowisza z lo, jego pierwszym
galileuszowym satelita. Otóz satelita ten jest zwrócony do Jowisza tez
stale jedna strona, jak Ksiezyc ku Ziemi, z tego samego powodu. Wskutek
eliptycznosci orbity deformacja plywowa lo zmienia sie w czasie, co - jak
sie okazuje - powoduje takie rozgrzewanie sie wnetrza satelity, ze do dzis
jest ono gorace i satelita przejawia bardzo silna dzialalnosc wulkaniczna·

Ten aktywny do dzis satelita jest ponadto stale otoczony rojem
zjonizowanych atomów - musi zatem na niego dzialac silne pole
magnetyczne pobliskiego Jowisza. Planeta wiruje szybciej, niz lo ja
obiega, w rezultacie Jowisz za posrednictwem swojej magnetosfery
i chmury plazmy rozpedza satelite na jego orbicie. Tempo
systematycznego oddalania sie satelity od Jowisza, wywolane przez ten
mechanizm, ocenia sie na kilkaset kilometrów na miliard lat.

Jonizacja górnych warstw atmosfery lo jest nieunikniona, bowiem satelita
jest nieustannie bombardowany przez inne czastki schwytane przez
pole magnetyczne Jowisza i rozpedzone jego obrotem. To samo pole
magnetyczne porywa ze soba zjonizowane atomy siarki, tlenu, sodu i in.
i rozprasza je wzdluz orbity lo. Slabe jarzenie sie torusa zjonizowanych
atomów jest dostrzegalne nawet przy obserwacjach prowadzonych
z powierzchni Ziemi.

Niewiele wiemy obecnie o zwiazkach tego typu miedzy innymi parami
obiektów. Jednak chocby na tym jednym przykladzie widac, ze nawet na
wielkich odleglosciach miedzyplanetarnych moga przejawiac sie sily nie
tylko grawitacyjne.

Tomasz KWAST
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Wirusy dyskowe dzialaja na odmiennej
zasadzie. Te z kolei infekuja jedynie
dyskietki i dyski twarde. Nie zmieniaja
zadnych programów uzytkownika i moga
byc uznawane za salI!0dzielne programy.
Tajemnica ich sukcesów tkwi w systemie
operacyjnym komputerów IBM PC.
Na kazdym dysku i dyskietce, w stalym
miejscu, na samym poczatku jest zawsze
zapisany niewielki program. Jego celem
jest ladowanie systemu operacyjnego
lub informowanie uzytkownika, ze na
danej dyskietce systemu nie ma i ze
musi uzyc innej. Ten programik jest
zawsze uruchamiany natychmiast po
wlaczeniu komputera. Dla wirusa jest to
wrecz fantastyczna okazja. Wpisuje on
swój kod w miejsce takiego programiku,
a oryginal przenosi gdzies indziej. Dzieki
temu wirus jest pierwszym programem,
jaki jest uruchamiany w zainfekowanym
komputerze. Dzieki temu ma on ulatwiony
dostep do wszystkich zasobów i, co wiecej,
ma czas, by sie dobrze schowac, zanim
uzytkownik wprowadzi inne programy,
w tym równiez antywirusowe. W takim
komputerze infekowane beda wszystkie
dyskietki, jakie sie w nim'znajda.
Na kazdej z nich bedzie kopia wirusa
przyczajona w oczekiwaniu na moment,
gdy w jakims innym komputerze ktos
zechce z niej zaladowac system operacyjny.

Wydawac by sie moglo, ze przy takich
mechanizmach rozchodzenia sie wirusy
moga co najwyzej powodowac lokalne
epidemie, w zakresie pojedynczych
instytucji lub miast. Tak dobrze jednak
nie jest. Jeden z popularniejszych ostatnio
wirusów,mial wbudowany w siebie licznik
generacji. Napisany zostal w Bulgarii
i do Polski dotarl po mniej wiecej dwóch
miesiacach. Z wewnetrznego licznika
wynikalo, ze po' drodze przewinal sie przez
okolo 45 komputerów. Najbardziej jednak
zdumiewajace jest to, ze dotarl do nas nie
bezposrednio z Bulgarii, ale przez Tajwan!

Od czasu do czasu poszczególnym
wirusom udaje sie wtargnac na dyskietki
dystrybucyjne róznych firm. Sa wtedy
rozsylane po calym swiecie, dopóki
dystrybutor nie zorientuje sie, w czym
nieswiadomie uczestniczy. Znanych jest
wiele takich przypadków, ale w ogólnej
liczbie sprzedawanych czy rozsylanych
dyskietek jest to raczej margines.

Czasem autorzy wirusów usiluja do ich
rozpowszechnienia wykorzystywac sieci
komputerowe. Obecnie wirusy nie moga
same wedrowac po sieciach. Odbywa sie to
w ten sposób, ze do wezla sieci wprowadza
sie jakis program, który kazdy moze



sobie wziac i wypróbowac na swoim
komputerze. Jest to jednak droga malo
efektywna, bo administratorzy wezlów
zazwyczaj sumiennie sprawdzaja programy,
zanim je dopuszcza do rozpowszechnienia.
Ponadto, jesli nawet którys umknie
uwadze, to natychmiast po wykryciu
w tej samej sieci pojawia sie informacja
o zagrozeniu i zazwyczaj jakis program
niszczacy wirusa.

Naj d alej posunal sie Joseph Popp
z, Wielkiej Brytanii. Do kilkunastu
tysiecy klinik w calej Europie Zachodniej
rozeslal program, który mial byc baza
danych na temat choroby AIDS. Program
byl zainfekowany i niedlugo potem
J. Popp zazadal okupu za udostepnienie
odpowiedniej szczepionki. Zamiast
okupu wladze wypuscily za nim list
gonczy. Schwytano go dopiero w dwa lata
pózniej. Proces sadowy wykazal jednak,
ze J. Popp jest chory psychicznie i nie
moze odpowiadac za swój czyn.

Z tego, co dotad powiedziano, nie jest
jeszcze do konca jasne, dlaczego trzeba
sie bac wirusów komputerowych. Jest
po temu, niestety, co najmniej kilka
powodów. Po pierwsze, autorzy wiekszosci
wirusów wykazali sie zamilowaniem do
wandalizmu i wyposazyli swoje programy
w funkcje destrukcyjne. Niemal kazdy
wirus, oprócz mnozenia sie, ma jeszcze
jedno zadanie do spelnienia. Czasem jest
to odegranie melodyjki lub wyswietlenie
jakiegos komunikatu na ekranie, o ile
zostana spelnione przewidziane 'przez
autora warunki. Takie wirusy mozemy
zaliczyc do irytujacych. Pozostale maja
na celu mniej lub bardziej zlosliwe
szkodzenie nieznanemu uzytkownikowi.
Pole do popisu jest tutaj nieograniczone.
Wspomniany na wstepie Michal Aniol, raz
do roku, 6 marca zamazuje cala informacje
zawarta na dysku uzytkownika. Klasyczny
wirus jerozolimski kazdego trzynastego,
który wypada w piatek, kasuje kazdy
uruchamiany program. Anti Telephonica
po kazdych dwustl,l uruchomieniach
zamazuje fragmenty dysku. Dark Avenger
zamazuje losowo wybierane obszary dysku.
Falszerz idzie jeszcze dalej. Od czasu
do czasu zmienia jeden losowo wybrany
bajt na dysku. W efekcie po dluzszym
czasie system zaczyna szwankowac, dane
staja sie zafalszowane i niewiarygodne.
Wyniki pracy komputera zainfekowanego
przez tego wirusa sa bezwartosciowe.

Po drugie, wirusy rozprzestrzeniaja sie bez
wiedzy ,i zgody posiadaczy komputerów.
Piractwo komputerowe, co prawda, ulatwia
wirusom przenoszenie sie z systemu na
system, ale nie jest to jedyna droga.
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Pulsary sa wspanialymi zegarami. Na przyklad okres pulsara PSR 1257
wynosi 0,00621853193177 s z dokladnoscia ±1 na ostatnim miejscu.
Tak wysoka dokladnosc pozwala na odkrycie planet okrazajacych pulsary.

Czy kobiety przescigna mezczyzn? Na wykresach przedstawione sa
predkosci osiagane w czasie zawodów lekkoatletycznych kobiet i mezczyzn
wXXw.
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Jak widac, wzrost srednich predkosci mozna dobrze opisac funkcjami
liniowymi czasu. Uderzajace jest to, ze nachylenia wykreslonych prostych
nie zaleza istotnie od dystansu, natomiast nachylenia dla kobiet sa
wyraznie wieksze niz dla mezczyzn. Jezeli sie zabawic i ekstrapolowac
proste w przyszlosc, to juz wkrótce rekordy kobiet powinny byc lepsze niz
mezczyzn.

Najnowsze obliczenia wskazuja, ze emisja tlenków azotu przez wysoko
latajace samoloty jest 30 razy bardziej szkodliwa dla klimatu ziemskiego
niz emisja na powierzchni Ziemi.

Cisnienie atmosferyczne na powierzchni Marsa wynosi pól procent a
tego, co na powierzchni Ziemi, niemniej jednak ,atmosfera Marsa stale
bierze czynny udzial w zjawiskach na powierzchni planety. Sezonowe
przenoszenie wielkich mas piasku bylo kiedys nawet interpretowane jako
rozwój i zamieranie szaty roslinnej; wiadomo, ze atmosfera przenosi
budulec czap polarnych z jednej pólkuli na druga; eroduje powierzchnie
planety. Kamery Vikingów zarejestrowaly równiez liczne dosc regularne
linie ciagnace sie "jak strzelil" bez wzgledu na przeszkody terenowe.
Przypuszcza sie, ze sa to slady po przejsciu cyklonów. Niektóre z tych
sladów przekraczaja 100 km dlugosci.

Przewiduje sie, ze w ciagu najblizszych 15 lat zatrudnienie
w amerykanskich fabrykach broni atomowej spadnie o polowe (z 30 000
do 14 500). Natomiast liczba osób zatrudnionych przez Departament
Energii USA do usuwania odpadów promieniotwórczych wzrosnie z 10 000
do 30 000 do roku 1998.



Wprowadzenie

Ryszard WOJTKIEWICZ

Promieniotwórczosc naturalna

Nuklid Czas polowicznego
zaniku w latachK-40

1,2 X 1011
V-50

4,0 x 1014
Rb-87

6,2 x 1010
In-115

6,0 x 1014
La-138

1, ° X 1011
Ce-142

5, ° x 1015
Nb-144

3,0 x 1015
Sm-147

1,2 x 1011
Lu-176

5,0 x 1010
Re-187

4,0 x 1012
Pt-192

1,0 x 1015
Th-232

1,4 x 1010
U-235

7,1 x 108
U-238

4,5 x 1011

Uczciwi uzytkownicy tez nie sa calkowicie
bezpieczni. Pojawienie sie wirusa nie tylko
wywoluje stresy u ofiar, ale wymusza
podejmowanie czasochlonnych, a czasem
i kosztownych srodków zaradczych.

Praktyka pokazuje, ze nie ma wirusów
nieszkodliwych. Nawet te, w których
kodzie nie ma procedur destrukcyjnych,
okazuja sie zlosliwe. Najczesciej wynika
to z bledów programistycznych lub
skutków ubocznych. Potwierdza sie teza,
ze autorzy wirusów nie sa wcale zadnymi
geniuszami, a wrecz przeciwnie. Kody
wirusów najezone sa bledami. W wielu
widac naiwnosc autorów, którzy nie
umieli przewidziec, ze ich programy
beda uruchamiane na innym sprzecie
i beda musialy wspólpracowac z innymi
programami. Efekty sa nieprzewidywalne
i wczesniej czy pózniej prowadza do strat
na poszczególnych komputerach.

Nie ma potwierdzonych danych
swiadczacych o stratach materialnych
spowodowanych przez \'{irusy. W swiecie
coraz bardziej zaleznym od poprawnej
pracy komputerów latwo mozna sobie
je wyobrazic. Znane sa dwa przypadki
wtargniecia wirusów do komputerów
szpitalnych. Jeden z tych przypadków
mial miejsce w Warszawie i dotyczyl
komputerów obslugujacych aparature
oddzialu intensywnej terapii. Tym razem
nie bylo tragicznych nastepstw, ale
co bedzie nastepnym razem?

Straty powodowane przez wirusy sa
bardzo trudne do oszacowania. Zaleza
one w duzej mierze od podejscia samych
uzytkowników. Odpowiednia profilaktyka
i stosowanie programów antywirusowych
zmniejszaja ryzyko, ale pochlaniaj a,czas
i srodki, które mozna by z pozytkiem
wykorzystac na inne cele. Bagatelizowanie
zjawiska wczesniej czy pózniej doprowadzi
do utraty danych, blokady calych
systemów i wszystkich wynikaja,cych sta,d
konsekwencji.

W niektórych krajach problem wirusów
doczekal sie juz kwalifikacji prawnych.
Ich pisanie, a zwlaszcza swiadome
rozpowszechnianie jest scigane przez
prawo. Poszkodowani sa traktowani
jako ofiary przestepstwa i policja
prowadzi odpowiednie statystyki oraz
poszukuje sprawców.' W Polsce jestesmy
w przededniu nowelizacji prawa karnego,
które ma równiez uwzgledniac wandalizm
fomputerowy. Owe przeszlo 1300 wirusów
w srodowisku MS DOS nie zniknie jednak
wraz z wprowadzeniem przepisów. Michal
Aniol zyskal sobie niezasluzona slawe. Nie
jest on ani najbardziej wyrafinowanym, ani
najgrozniejszym wirusem komputerowym.
Posluzyl jako pretekst do przypomnienia
opinii publicznej, ze wirusy istnieja, stale
powstaja, nowe i ze trzeba nauczyc sie
z nimi zyc.

Otaczajacy nas swiat sklada sie z atomów, których wlasciwosci
chemiczne i fizyczne zaleza od skladu centralnej czesci atomu,
zwanej jadrem atomowym. O przynaleznosci atomu do okreslonego
pierwiastka decyduje liczba protonów w jadrze - Z, zwana liczba
atomowa. Laczna liczba protonów - Z i neutronów - N okresla
mase jadra i nazywa sie liczba masowa. - A. Zatem A = Z + N.
Rodzaj atomów o zadanych liczbach Z i N nazywa sie nuklidem.
Zwykle nuklid oznacza sie za pomoca symbolu chemicznego
pierwiastka (co jest jednoznaczne z okresleniem jego liczby
atomowej) oraz liczby masowej. Na przyklad, U-238 oznacza uran,
Z = 92, A = 238 i N = A - Z = 146. Nuklidy nalezace do tego
samego pierwiastka, lecz rózniace sie liczba. neutronów nazywa sie
izotopami tego samego pierwiastka. Na przyklad, U-238 i U-235.

Do podstawowych wlasnosci fizycznych nuklidu zalicza sie jego
trwalosc. Trwalosc izotopów danego pierwiastka zalezy od stosunku
liczb N do Z. Izotopy nie trwale podlegaja. samorzutnym
przemianom, które nazywa sie rozpadami promienIotwórczymi.
Znane sa. trzy podstawowe rodzaje rozpadów promieniotwórczych
klasyfikowane wedlug rodzaju czastek wysylanych z jadra podczas
jego rozpadu; sa. to rozpady a, p i ,. W przypadku pierwszych dwu
rozpadów z jader sa emitowane czastki elektrycznie naladowane,
co powoduje, ze liczba atomowa zmienia sie o 2 (rozpad a)
lub o l (rozpad P), w trzecim zas rodzaju rozpadu z jadra
wysylany jest jeden lub kilka fotonów (kwantów) promieniowania
elektromagnetycznego.

Wedlug ogólnie przyjetego pogladu jadra atomowe zostaly utworzone
z "pylu kosmicznego" protonów w wyniku zlozonego procesu
wywolanego przez oddzialywania grawitacyjne i przemiany jadrowe.
Ocenia sie, ze mialo to miejsce przed okolo 15 miliardami lat.
Powstaly wtedy nuklidy trwale l promieniotwórcze. Te ostatnie
ulegly rozpadom promieniotwórczym przeksztalcajac sie w nuklidy
trwale. Rozpady nuklidów promieniotwórczych zachodza z rózna
szybkoscia.

Kazdy z nuklidów Nuklidy o wzglednie dlugich okresach zycia

charakteryzuje sie
okreslonym dla niego
okresem polowicznego
zaniku, który jest
równy odstepowi czasu
potrzebnemu na to,
by polowa jader atomowych
z duzego ich zbioru ulegla
rozpadowi. Dlatego do dnia
dzisiejszego na Ziemi
przetrwaly w dostrzegalnych
ilosciach tylko te nuklidy
promieniotwórcze, których
okresy polowicznego zaniku
sa tego samego rzedu lub

dluzsze niz wiek Wszechswiata. Takie nuklidy sa przedstawione
w tabeli.
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Rozwiazanie zadania F 846.
Niech R i w oznaczaj" promien
i predkosc katowa Ziemi, rn zas mase
przemieszczajacego sie powietrza.
Z zasady zachowania momentu pedu
mamy

mwR2 cos' al =mvR C08 t:r2 +
+ mwR' cos' t:r2 ,

gdzie a}, t:r2 oznaczaja szerokosci
geograficzne (al = 52°, a, = 53°).
Stad najwieksza wartosc skladowej
zachodniej predkosci wiatru moze
wynosic

v = wR(cos' al - cos' a,) "" 13 m/s.
C08 a2

80 82 84 86 88 gO Q2

Nalezy dodac, ze spotykamy w przyrodzie takze nuklidy o znacznie krótszym
okresie polowicznego zaniku, jak np. izotop wegla C-14 (okres polowicznego
zaniku równy 5730 lat). Jego pochodzenie jest jednak inne od opisanego.
Tworzony jest on ciagle z zawartego w otoczeniu azotu w wyniku reakcji
jadrowych wywolywanych przez promieniowanie kosmiczne.

Szeregi promieniotwórcze

Wsród wchodzacych w sklad Ziemi pierwiastków promieniotwórczych o dlugim
okresie polowicznego zaniku wystepuja w znacznych ilosciach takie nuklidy, jak:
izotop uranu U-238 i izotop toru Th-232.

Produkty ich rozpadu nie sa trwale, leC"/;tworza caly ciag nuklidów powstajacych
w wyniku kolejnych przemian a i {3,konczacy sie odpowiednimi trwalymi
nuklidami olowiu Pb-206 i Pb-208. Te lancuchy kolejnych przemian
promieniotwórczych tworza tzw. szeregi promieniotwórcze nuklidów: szereg
uranowy - zapoczatkowany przez U-238 i szereg torowy - zapoczatkowany
przez Th-232. Schematy rozpadów tworzacych te szeregi przedstawione sa na
rysunkach 1 i 2.

Pierwiastki promieniotwórcze tych szeregów mozna wykryc w glebie, scianach
budynków, powietrzu (gazowy radon), roslinach i produktach spozywczych,
a tak~e w organizmach zywych, a wiec i w ciele ludzkim. Wysylane przez nie
promieniowanie a, {3i "( stanowi naturalne promieniowanie, w którym zyjemy,
lecz nie odczuwamy go za pomoca zmyslów.

Promieniowanie "(jader

Wystepowanie promieniowania "( jest najczesciej nastepstwem rozpadu a lub {3.
Dzieje sie tak wtedy, gdy przemiany te prowadza nie do stanu p'odstawowego
jadra (o najnizszej mozliwej energii), lecz do stanu wzbudzonego, czyli stanu
o energii wyzszej niz najmniejsza mozliwa energia dla jader danego nuklidu.

Na rysunku 3 pokazany jest schemat ostatniej przemiany promieniotwórczej
w szeregu torowym - jadra izotopu talu TI-208 w stabilne jadro izotopu olowiu
Pb-208. Jadra TI-208 emituja czastki {3o róznych energiach przechodzac do
róznych stanów wzbudzonych jader Pb-208. Przejscie jadra Pb-208 z tych
stanów wzbudzonych do stanów o nizszych energiach prowadzi do emisji
kwantów"(.

Energia emitowanego kwantu "(jest równa (w dobrym przyblizeniu) róznicy
skwantowanych energii poziomów w jadrze, miedzy którymi zachodzi przejscie.
Energie kwantów "( emitowanych przez jadra danego nuklidu sa wiec scisle
okreslone i charakterystyczne dla danego nuklidu.

Jesli wiec potrafimy zmierzyc energie oraz intensywnosc promieniowania "(
emitowanego przez badana próbke, mozemy zidentyfikowac pierwiastki
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Rys. 2. Szereg torowy.

Rys. 1. Szereg uranowy.
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Rys. 4. Widmo promieniowania "f pochodzacego od scian budynku.
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Ostatecznie

W omawianym widmie widac tez linie od grupy nuklidów z szeregu uranowego:
Bi-214 (bizmut), Pb-214, TI-21O oraz linie pochodzace od grupy nuklidów
z szeregu torowego: Th-228, Ac-228 (aktyn), Pb-212, TI-208.

Opisane widmo pokazuje sklad naturalnego promieniowania ,,/, które
oddzialuje na nasz organizm stale. Zdarza sie jednak, ze oprócz naturalnego
promieniowania wystepuje w naszym srodowisku inne - pochodzace od skazenia
promieniotwórczego spowodowanego dzialalnoscia ludzka. Z taka sytuacja
mielismy do czynienia szesc lat temu podczas awarii elektrowni jadrowej
w Czernobylu i mamy nadal, o czym bedzie mowa w nastepnym artykule.

promieniotw6rcze wchodzace w jej sklad. Do tego celu sluzy zestaw aparatury
elektronicznej zwany spektrometrem promieniowania '1. Poslugujac sie nim
mozna zarejestrowac widmo promieniowania '1, czyli zaleznosc natezenia
promieniowania od jego energii. Przyklady takich widm omówione sa nizej.

N aturalna promieniotwórczosc '1

Na rysunku 4 przedstawione jest widmo promieniowania '1 pochodzacego
od scian pomieszczenia laboratoryjnego; podobnie wyglada widmo
zarejestrowane w pomieszczeniach mieszkalnych wspólczesnego budownictwa.

Wspólrzedne energetyczne widocznych na wykresie maksimów odpowiadaja.
energiom kwant6w '1, natomiast pola powierzchni pod krzywymi - w ksztalcie
ostrych pików (zwanych dalej liniami) - wyznaczajacymi te maksima swiadcza
o natezeniu promieniowania '1 o danej energii.

Na rysunku 4 na szczególna. uwage zasluguje linia o energii 1461 keV pochodzaca
z rozpadu izotopu potasu K-40, ze wzgledu na to, iz jest ona dogodnym
punktem odniesienia dla innych tinii w róznych widmach promieniowania '1.
Jak latwo zauwazyc, odpowiada ona promieniowaniu o najwiekszym natezeniu,
co oznacza, ze w naturalnym srodowisku najwieksza dawke promieniowania
(nie uwzgledniajac promieniowania kosmicznego) otrzymujemy wlasnie
od promieniowania '1 potasu K-40, którego w naturalnym skladzie izotopowym
jest 0,012%. Dzieje sie tak dlatego, iz wystepowanie potasu w naszym otoczeniu
jest dosc powszechne, wystepuje on przeciez równiez w organizmach zywych,
a wiec i w ludzkim ciele.

Ten fakt sprawia, ze nawet po wyeliminowaniu (np. z pomieszczenia)
pierwiastków naturalnie promieniotwórczych i tak pozostanie, glówny z emiterów
promieniowania '1 w naszym ciele. Jednakze widmo zarejestrowane w oddaleniu
od scian budynków, chociaz wyglada tak samo od strony jakosciowej, wykazuje
znaczne zmniejszenie sie wszystkich linii widocznych w widmie z rysunku 4,
co oznacza, ze glówna czesc dosiegajacego nas promieniowania. pochodzi od scian
budynków.

3961 ktV
3708

3475

3198

Pb-20B

Tu. - 3.1 min

lI-20B
p-

~
1288, 22.81-
.!ill.....ill..
1798. 51.0 ~

2385

dr
u = dt .

Rozwiazanie zadania F 846.
Przy zalozeniu malej predkotl'ci Vo

nurtu i malej szerokotl'ci kanalu
rozklad predkotl'ci wody w zaleznotl'ci
od odleglotl'ci r od tl'rodka kanalu jest
taki sam jak w przeplywie laminarnym

v=Vo (1- ~:)
Odleglotl'c, na kt6ra zostanie zniesiony
pajak, wynosi

l = ~ voR
3 u

R

l = / vdt = / ~dr,

gdzie

RY8. 3. Schemat przemiany jadra
TI-208 w jadro Pb-208. Jadra TI-208
ulegaja rozpadowi fJ prowadzac
do r6znych stan6w wzbudzonych
jader Pb-208, kt6re przechodza
do 8tanu podstawowego emitujac
kwanty '7 o r6znych energiach. Pionowe
odcinki ze strzalkami obrazuja r6zne
mozliwotl'ci przejtl'c '7. Wszystkie
wartotl'ci energii podane sa w keV.

Tl- 20B
2615 keV

o
.o
N
<.)

...J

1,6

Bi -214
1764 keV

l

1,B 2,0

Bi-214
2204 keV

l
2(2 2,4- 2,6

ENERGIA MeV
2,B
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mala delia

Jedenascie siatek szescianu

Na rysunku przedstawionych jest jedenascie siatek szescianu oraz sposób, w jaki mozna otrzymac je
wszystkie z siatki oznaczonej CD.

W zwiazku z tym otwiera sie kilka problemów. Przez siatke szescianu rozumiemy figure plaska, w jednym
kawalku, powstala z szescianu przez rozciecie niektórych z jego krawedzi i wyprostowanie otrzymanej
powierzchni na plaszczyznie - zadamy przy tym, by kazdy kwadrat siatki (byla sciana szescianu) mial
wspólny bok z co najmniej jednym innym kwadratem siatki. Dwie siatki szescianu uwazamy za jednakowe,
gdy mozna jedna z nich (przez obrót, przesuniecie czy symetrie) nalozyc na druga.

Problem 1. Czy szescian ma tylko 11 siatek? Nalezy to udowodnic lub znalezc dwunasta siatke.

Wszystkie siatki uzyskalismy z siatki CD stosujac ruchy elementarne. Ruchem elementarnym nazywamy
przeciecie siatki wzdluz jednej z krawedzi i obrócenie jednej z czesci siatki wzgledem jednego z konców
tej krawedzi tak, by skleila sie ona z druga czescia siatki inna krawedzia (z tego samego wierzcholka).
Latwo zauwazyc, ze jesli siatke @ mozna uzyskac przez ruch elementarny z siatki ® , to siatke ® mozna
uzyskac przez ruch elementarny z siatki @. Pozwala to mówic o siatkach sasiednich, to znaczy takich,
ze jedna z nich mozna otrzymac z drugiej przez jeden ruch elementarny.
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Problem 2. Na diagramie zaznaczone sa ciaglymi liniami wskazane poprzednio sasiedztwa siatek.
Mozna wykazac, ze nie sa to wszystkie sasiedztwa - sa jeszcze i te, które zostaly zaznaczone liniami
przerywanymi. Znalezc wszystkie mozliwe sasiedztwa siatek.

Kazda z narysowanych siatek ma 5 nie rozcietych krawedzi. Oznacza to, ze rozcieto 7 krawedzi.

Problem 3. Czy kazda siatka musi miec akurat 5 nie rozcietych krawedzi?

Rozciete krawedzie tworza na szescianie siedmioodcinkowe drzewko. Drzewko to uklad odcinków
w jednym kawalku - taki, ze dwa odcinki moga miec wspólny co najwyzej koniec. Rysunek przedstawia
11 takich drzewek utworzonych z krawedzi szescianu. Poniewaz drzewko dociera do kazdego wierzcholka
i nie tworzy zadnej lamanej zamknietej, wiec po ich rozcieciu otrzymamy siatki.

Problem 4 - quiz. Zidentyfikowac, które drzewko odpowiada której siatce. Rozwiazanie w numerze.

Mala Delte przygotowal Marek KORDOS
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Czy zawsze jest tak latwo? Co, na przyklad, jest analogonem trójkata
równobocznego? Wszak trójkat równoboczny mozna definiowac przez równosc
dlugosci boków lub ich.przystawanie, lub mozna powiedziec po prostu, ze kazde
dwa jego wierzcholki sa w jednakowej odleglosci. Zatem, czy odpowiednikiem
trójkata równobocznego jest;
czworoscian foremny - krawedzie jednakowej dlugoscij
a moze

czworoscian równopolowy - sciany o tym samym polu;
lub tez
czworoscian równoscienny - sciany przystajace?

Ponizszy tekst to relacja z wedrówki po górach (swiecie trójwymiarowym)
typowego czlowieka z równin (plaszczyzny). WciaZ zdziwiony rozglada
sie wokolo; to bywa zaskoczony nie spotykanym dotad widokiem, to znów
dostrzega swojskie krajobrazy, dobrze mu z równin znane. Nie wszedzie potrafi
sie wdrapac, czasem zawraca z obranej drogi, ale nie tyle zdobyte szczyty,
co mozliwosc podgladania tego nie znanego mu swiata i trud wspinaczki
sprawiaja mu prawdziwa radosc.

A mówiac zupelnie powaznie - zajmiemy sie poszukiwaniem analogii miedzy
geometria dwu- i trójwymiarowa. Twierdzenia geometrii "plaskiej" przekladac
bedziemy na twierdzenia "przestrzenne" i zbadamy, czy sa prawdziwe. Tylko
ja,k dokonac tego przekladu? Jak budowac analogie miedzy swiatem dwóch
i trzech wymiarów? Mozliwosci jest wiele. Wybierzemy te, które sa najbardziej
naturalne. Na przyklad, gdy pomys1imy o rzucie przestrzeni na ustalona
plaszczyzne, to na ustalony punkt jest przeksztalcana prosta, podobnie
odpowiednikiem prostej jest plaszczyzna. No tak, ale w ten sposób dla kola
otrzymamy w przestrzeni taki nieskonczony walec, który trudno uznac za dobry
analogon. Kazdy przeciez powie, ze trójwymiarowym odpowiednikiem kola jest
kula. W sposób równie oczywisty szescian uznany zostanie za odpowiednik
kwadratu, objetosc za odpowiednik pola, trójkatowi zas zapewne przypisany
zostanie czworoscian.

Wedrówki
Malgorzata MIKOLAJCZYK,
Krzysztof OMILJANOWSKI

Zamiast dyskutowac, które okreslenie jest najlepsze - zbadajmy zaleznosci
miedzy nimi. Rysunek 1 pokazuje oczywiste zawierania zbiorów tych
czworoscianów, ale czy wszystkie zawierania sa wlasciwe? Rysunek 2
przedstawia poszukiwana siatke nieforemnego czworoscianu równosciennego.
Drobna dyskusja daje x = c, y = b, z = a, a twierdzenie Talesa pozwala
poprawic rysunek (rys. 3). Ale czy z tego zawsze da sie skleic czworoscian?
Spróbuj! (Uwaga: czasem to bywa klopotliwe - rys. 3a). A czy potrafisz
wskazac czworoscian równopolowy nie bedacy równosciennym ? Na rysunku 4
jest przedstawiona siatka jednego z takich czworoscianów.

Czy pamietasz zadanie o trzech patyczkach na plaszczyznie? Kiedy mozna
z nich ulozyc trójkat? Spróbujmy analogicznie sformulowac problem szesciu
patyczków: kiedy mozna z nich zbudowac szkielet czworoscianu? To jest
chyba dosc klopotliwe, bo trzeba uwzgledniac rózne permutacje patyczków.
Wystarczajaco ciekawe wydaje sie pytanie przedstawione na rysunku 5.

Skoro potrafimy podac przestrzenny analogon trójkata i kola, zacznijmy
"tlumaczenie" twierdzen od tego o kole opisanym na trójkacie. To latwe:
"Na kazdym czworoscianie ..." itd. No tak, ale czy to twierdzenie jest prawdziwe?
.Tak, to nietrudne; przypomnijmy sobie dowód tego twierdzenia dla trójkata.
Kluczem bylo tam pojecie symetralnej pary punktów A, B - zbioru punktów,
których odleglosci od A i B sa równe. Takie samo okreslenie symetralnej
w przestrzeni daje plaszczyzne prostopadla do odcinka AB, przechodzaca przez
jego srodek. Wystarczy tylko wiedziec, ze trzy parami nierównolegle

Rys. S. Punkty A, B, C tWOr?a trójkat.
Pozostale odcinki poruszaja sie
w przegubach. Kiedy uda sie polaczyc
punkty S i S'?

R) 2. a ~ b ~ c, a i' c.

Rys. 3a. Ten .,czworoscian" skleja sie
na plasko.

Rys. 3

Rys. l

A

10



Rys. 7

Zatem znajomosc liczby wierzcholków tym razem nie wystarcza. Co jeszcze
musimy wiedziec o wieloscianie, aby jednoznacznie podac liczbe jego
przekatnych? Czym w ogóle jest przekatna wieloscianu? (Patrz rysunek 7.)
Przyjmijmy, ze jest ona odcinkiem laczacym wierzcholki, nie bedacym krawedzia
ani przekatna sciany.

Jesli wieloscian ma w wierzcholków, k krawedzi i s scian takich, ze i-ta sciana
ma Pi krawedzi, to

pole = ~. obwód· r.
2

Dla czworoscianu i wpisanej wen kuli mamy analogicznie:

b· " 1 l"o Jetosc = - .po e SClan. r .3

Spróbuj przetlumaczyc "plaski" dowód tego faktu. A jak przetlumaczyc wzór
Herona? Czy jest prawdziwy?

Skoro byla juz mowa o symetralnych i dwusiecznych, zajmijmy sie srodkowymi.
Srodkowe w trójkacie to odcinki laczace wierzcholki ze srodkami (ciezkosci)
przeciwleglych boków. Przecinaja sie one w srodku ciezkosci trójkata dzielac
sie w stosunku 2:1. Czym beda srodkowe w czworoscianie? To pewnie odcinki
laczace wierzcholki czworoscianu ze srodkami ciezkosci przeciwleglych scian. Czy
przetna sie i tym razem w jednym punkcie? (Jesli tak, to punkt ten mozemy
smialo uznac za srodek ciezkosci czworoscianu.) Czy srodkowe beda sie dzielily
w jakims stalym stosunku? 2:1? A moze 3;1? Powspinaj sie chwile samotnie
i spróbuj znalezc odpowiedz.

Do tej pory bylo wspaniale; wszystkie nowe twierdzenia okazywaly sie
prawdziwe. Smialo wiec szukajmy dalej. Spróbujmy obliczyc liczbe przekatnych
wieloscianu; czy jest to w ogóle mozliwe? A moze zadanie jest tak proste jak
w przypadku wielokata na plaszczyznie, gdzie liczba przekatnych n-kata to:

n(n - 3)? W przestrzeni sprawa sie troche komplikuje. Dla tej samej liczby
2

wierzcholków wieloscianu mozemy uzyskiwac rózne liczby przekatnych. Niech Pn

oznacza liczbe przekatnych wieloscianu o n wierzcholkach. Dla kazdej liczby
parzystej n ~ 6 mozemy otrzymac:
Pn = O - w ostroslupie o podstawie (n - l)-katnej,

p. (n - 2)(n - 5) . l , .. aly l .. d .n = '"-----'---'----'-+ 1 - w WIeosclame powst m przez z eplenle po stawamI
2

dwóch ostroslupów o podstawie (n - 2)-katnej,

p. 1 (1) . l' d . 1 k .
n = - . n· -n - 3 - w gramastos Uple o po stawIe -n- atneJ.

2 2 2

plaszczyzny maja dokladnie jeden punkt wspólny. To bylo wlasciwie nie tylko
"tlumaczenie" twierdzenia, ale takze jego dowodu. Czy podobnie mozemy
postapic z twierdzeniem o kole wpisanym w trójkat? Czy w kazdy czworoscian
mozna wpisac kule? I to dokladnie jedna? Tak. Znowu daje sie "przetlumaczyc"
dowód z przypadku plaskiego. Dwusieczna bedzie teraz pólplaszczyzna
polowiaca kat dwuscienny miedzy dwiema' scianami czworoscianu.

Pamietasz pewnie, ze znajac promien r okregu wpisanego w trójkat latwo bylo
znalezc jego pole:

Zreszta te salllC klopoty 7.1l3UIY j U?,

dobrze z plas1.czY1.ny:

O------Q

A

C1.y Q jest. wierzcholkiem?
Czy p R jest krawedzia,?
Czy PQRSB jest sciana, piecio- czy
czworokat.na,?
Czy AB jest przekatna,?
A czy jest przekatna, A' B'?

Rys. 6 n = 8

Jesli rozwazamy nie tylko wielosciany
wypukle, to moga pojawic sie sytuacje
"klopotliw<," .

SA'
\

)--"
I ",_--"'6I

I
I

Rys. 8

pw = (;) - k - t Pi (pi - 3) .i=l
Jest to liczba okreslona jednoznacznie dla zadanych wartosci w, k, S, Pl,
P2, ... , P •. Czy jednak musimy az tak dokladnie znac wieloscian, by policzyc•
jego przekatne? Przeciez k i Pl, P2, ... , P. sa zwiazane zaleznoscia 2k = 2: Pi

i=l
- kazda krawedz jest wspólna dla dokladnie dwóch scian. Moze wystarczy znac
np. tylko liczbe wierzcholków, krawedzi i scian wieloscianu? Odpowiedz na to
pytanie jest, niestety, negatywna. Spójrz na rysunek 8 - oba wielosciany maja te
sama liczbe wierzcholków, krawedzi i scian, a rózna liczbe przekatnych.
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Romwlamanle madania M 661.
Warunek podany w zadaniu oznacza
(wobec ciaglo~ci g), ze albo dla
wszystkich x E R mamy nierównotfc

g(x) > x, albo dla wszystkich x E R
zachodzi g(x) < x. W pierwszym
przypadku g(g(x)) > g(x) > x dla
kazdego x ER, w drugim za~
odpowiednio g(g(x)) < g(x) < x dla
kazdego x E R.

Wzór Eulera dla wielo~cianów:

W-k+8=2.

Wiemy, ze .
k= ~ LPi

1=1

w-k+8=2.

Stad ..
w- ~LPdLl=2

1=1 i=1.
w - ~ L(Pi - 2) = 2

i=1 .
w = 2 + ~L(Pi - 2).

i=1

Zauwazylismy, ze jesli ustalimy liczbe w wierzcholk6w wieloscianu, to mozemy
otrzymac rózne liczby przekatnych Pw' Zapytajmy, jaka wartosc maksymalna
moze przyjmowac Pw. Oczywiscie, przy ustalonej liczbie wierzcholków
maksymalna liczbe przekatnych uzyskamy, gdy zminimalizujemy liczbe krawedzi
i przekatnych scian. Na pewno tak bedzie, gdy z' kazdego wierzcholka wychodzic
beda tylko trzy krawedzie, a wszystkie sciany beda trójkatami. Zatem

k = 3;, bo z kazdego wierzcholka wychodza trzy krawedzie laczac dokladnie
dwa wierzcholki,

k = 3s, bo wszystkie sciany sa trójkatami i kazda krawedz jest wspólna dla
2

dokladnie dwóch scian.
Stad s = w i podstawiajac do wzoru Eulera otrzymujemy w = 4. Jedynym.
wieloscianem spelniajacym zadane warunki jest wiec czworoscian.
A co z pozostalymi?

Zauwazmy, ze zadanie, by wszystkie sciany wieloscianu o w wierzcholkach byly
trójkatami, juz d~kladnie wyznacza liczbe przekatnych (specyfikacja ksztaltów
poszczególnych scian jest do tego warunkiem wystarczajacym). Mianowicie,
liczba przekatnych P~ takiego wieloscianu jest funkcja liczby wierzcholk6w:

3s 3s
k = -, zatem w - - + s = 2, stad s = 2(w - 2) i2 2

P~ = (~) - k = w(w2- 1) - 3(w - 2).
Spróbujmy uzasadnic, ze zadne Pw nie przekroczy liczby P~. Pytamy zatem,
czy:

p. = (W) _ k _ ~ PdPi - 3) < w(w - 1) _ 3(w _ 2) = p •.w 2 L n - n W
i=1

Przeksztalcamy:

8 8 8

L Pi + L Pi (pi - 3) - 3 L (Pi - 2) ~ O ,

L(pi - 2)(pi - 3) ~ O.
i=1

Pamietajac, ze Pi ~ 3 widzimy, iz kazdy skladnik sumy jest nieujemny,
co dowodzi zadanej nierównosci. ("Stromizne" tych rachunków mozna obejsc
mniej wiecej tak: majac wieloscian o w wierzcholkach dorysowujemy niektóre
przekatne scian tak, by otrzymac podzial scian na trójkaty. Kazdy z tych
trójkatów traktujemy teraz jako osobna sciane. W6wczas latwo widac, dlaczego
Pw ~ P~.) Zatem znalezlismy ograniczenia na liczbe przekatnych wieloscianu
o w wierzcholkach:

O < P. <: w(w - 1) _ 3(w _ 2) = (w - 3) .- w_ 2 2

Wartosc maksymalna przyjmowana jest w wieloscianie bedacym suma dwóch
ostroslupów (w - 2)-katnych zlepionych podstawami (czy tylko w takim?),
a wartosc minimalna'- w ostroslupie (w - 1)-katnym. Czy przyjmowane sa
wszystkie wartosci pomiedzy tymi ekstremalnymi? Czy istnieja liczby, które
nigdy nie sa wart?Sciami Pw? To kolejne szczyty dla Ciebie.

To bylo jednak dosc trudne. Moze znajdziemy cos latwiejszego.
Na przyklad twierdzenie o sumie katów trójkata - jest ona zawsze
równa 1r. Czy dla czworoscianów jest podobnie? Czy suma miar ich kat6w
dwusciennych jest stala? Niezalezna od czworoscianu? Moze jest jakas
wielokrotnoscia 1r?

L(p; - 5Pi +6) ~ O,
i=1

Romwlamanle madania M 649.
Oznaczmy dlugotfci boków trójkata
przez a, b i c, dlugotfci zatf wysokotfci

przez h(a), h(b) i h(e) (w zaleznotfci
od tego, na który bok opuszczona jest
wysokotfc). Z warunków zadania mamy
a ~ h(a) oraz b ~ h(b). W kazdym
tr6jkacie wysokotfc jest nie dluzsza od
sasiedniego boku, zatem otrzymujemy
nierówno~ci

a~h(a)~b~h(b)~a,

skad a = h(b) = b = h(a). Widzimy
wiec, ze boki a i b sa prostopadle
i maja równe dlugo~ci, zatem trójkat
ma katy 450,450 i 900•

Rys. 9. Ten wielotfcian tez nie ma

przekatnych (a nie jest ostroslupem!).

Warto zajrzec do epsi/ona w De/eie
5/1992.

i=1 i=1 i=1
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I
).'­/ '-/ '-/ '- aj S = 3· f + 11",

Chyba nie. Ustalmy podstawe czworoscianu i czwartym wierzcholkiem uciekajmy
coraz wyzej po prostej prostopadlej do podstawy, przechodzacej przez jej srodek.
W granicy otrzymujemy "nieskonczone pudelko" - rysunek lOa. Katy przy
podstawie stana sie proste, a suma trzech pozostalych wyniesie 1r. Natomiast,
gdy ten czwarty wierzcholek spadnie na podstawe (rys. lOb), to katy przy
podstawie sa zerowe, a pozostale pólpelne.

Ry:-: In

A

h) S = 3 . 0+ 311".

B

Wiec nie udalo sie! Czyzby twierdzenie bylo falszywe? Ale przeciez w zadnym
przypadku nie mielismy do czynienia z prawdziwym czworoscianem!
A z przejsciem granicznym lepiej uwazac. Pamietasz przyklad okregu,
w którym srednica "jest równa" polowie obwodu (rys. 11)? Aby uzyskac
absolutna pewnosc, mozna zbadac funkcje, która (przy ustalonej podstawie)
dla argumentu bedacego wysokoscia czworoscianu podaje jako wartosc sumy S
katów dwusciennych tego czworoscianu. To sie pewnie daje zrobic (wszystko
jest przeciez dla ludzi!), ale wychodza okropnie skomplikowane wzory, jakies
arcusy (brrr ...), a tu jeszcze trzeba obliczac pochodna, by uzasadnic, ze to nie
jest funkcja stala! Spróbujmy juz lepiej poszukac porzadnych kontrprzykladów.

Spróbujmy je porównac:

Dla czworoscianu foremnego obliczenie wartosci S nie jest trudne (rys. 12).

7
S3 =-11"

3 .

SIna =d . 1gZIe cos a = ­3cos SI = cos 6a,

7 1 1
COSS3 = cos 3'11"= COS 3'11"= 2'

Jesli polaczymy srodek szescianu ze wszystkimi wierzcholkami, to dostaniemy
szesc jednakowych piramid. Nie sa to jescze, co prawda, czworosciany, ale latwo
temu zaradzic przecinajac kazda z nich na pól plaszczyzna przechodzaca przez
przekatna sciany i srodek szescianu (rys. 14). Dla tych dwunastu jednakowych
czworoscianów latwo mozna obliczyc sume ich katów dwusciennych:

11"

12 . S = 12 . - + 8 . 211"+ 611".
2

Otrzymalismy wiec trzy liczby:

1 (11" J3)
SI = 6 arccos - , S2 = 3 - + arccos -

. 3 2 3

co po podstawieniu do wzoru (*) daje:
329

cos SI = 729 ;

(311" J3). ( J3)COS s2 = COS 2+ 3 arccos 3 = sm 3 arccos 3
• f.I d' f.I v'3= sm3p, gZIe cosp = - j3

po podstawieniu otrzymujemy

Latwo tez zobaczyc trzy katy w czwon~scianie wycietym z szescianu
plaszczyzna przechodzaca przez trzy wierzcholki laczace sie krawedziami
z czwartym (rys. 13). Sa to katy proste. Pozostale sa za to mniej ciekawe.

V6
COSS2 =-.

9
Zatem SI =J S2 =J S3 =J SI' Nie zachodzi wiec twierdzenie o stalej sumie kat6w
dwusciennych czworoscianu.

Moze to jednak nasza wina, moze bralismy niedobre katy? Czworoscian ma
cztery wierzcholki i przy kazdym z nich pewien kat brylowy, moze to one sa
analogonami katów plaskich w wierzcholkach tr6jkata? Spr6bujmy zbadac sume
tych "prawdziwych" katów w czworoscianie.

~ (6) 6' ..= ~ j Cos -, a· iJ sin' a.
j=1

Por6wnujac cze§ci rzeczywiste
otrzymujemy:
(*)

cos 60: = cos6 o: - 15 cos'" o: sin2 0:+

+ 15 cos' a sin" o: - sinG a.
Podobnie wyprowadzamy

sin 3{3 = 3 cos2 {3. sin {3- sin 3 {3.

Rys. 12. /'n:-;,~ = t. S = Garccos t.

SkOl'zy:;talUY'I. POIllOCY pau6w
de Moivre'a i Newtona:

cos 60: + i sin 60: =
= (cosa+isina)6 =

Rys. 14. S = t11".

Rys. 11. Laflrllclly p,Q,-,kr\:l!;6w

I) ~talYIlI proll!i('llill coraz kpi(>j
pr:t,yhli:i,;Lj;\ 'HlcillCk AD ::::::2. l·lt,~,~( ich
\ll\lgu~ki 1H\ 1'6wllt' 1r.

Rys. 13. <,os I) = 4,
:; = 3 . f + 3 arccos 4·
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naroznik

kat "pelny"'-...--'
ten w srodku

12B =

Pole(Al U A2) = 2 (LA),

Pole(Bl U B2) = 2 (LB),

Pole(Cl U C2) = 2 (LC).

Po zsumowaniu pól po lewej stronie otrzymamy, oczywiscie, pole pólsfery
powiekszone o dwukrotnosc pola trójkata ABC (liczymy je tu trzykrotnie).
Mamy wiec:

1
Zatem B = - kata "pelnego" .6

Znalezienie innych, latwych do obliczenia przykladów wydaje sie klopotliwe.

Trudno zobaczyc od razu kat brylowy czworoscianu foremnego, gdyz nie mozna
tymi katami wypelnic przestrzeni wokól punktu. Sprawdz to koniecznie!

Przypadki "graniczne" sa latwe (znów rys. 10a,b):

"czworoscian o nieskonczonej wysokosci" - B =.~ kata "pelnego" + O,4

"czworoscian rozplaszczony" - B = ~ kata "pelnego" .2
No, ale znów trudno to uznac za uzasadnienie. Odstawmy na moment nasze
pytanie i spróbujmy przyjrzec sie katom brylowym bardziej systematycznie.

Czym sa katy brylowe? Jak je mierzyc? Czym jest tajemniczy kat "pelny"?
Jesli wierzcholek kata umiescimy w srodku sfery o promieniu R, to miara tego
kata (przez analogie z miara kata plaskiego, oczywiscie) wynosi:

pole czesci sfery wycietej przez ten kat
R2

Zatem kat "pelny" ma miare 4~~2 = 41\"(steradianów). Kat dwuscienny
o mierze plaskiej ex wycina z kuli (o srodku lezacym na krawedzi'tego kata)
czastke pomaranczy (rys. 15). Latwo zauwazyc, ze dla dowolnego ex pole wyciete
przez taki kat ze sfery wynosi 2exR2• Zatem miara brylowa kata dwusciennego
równa sie jego podwojonej mierze plaskiej.

Kazdy kat trójscienny o wierzcholku w srodku kuii (rys. 16) wycina na sferze
trójkat sferyczny. Katy w jego wierzcholkach definiujemy jako katy plaskie
miedzy stycznymi w punkcie do odpowiednich kól wielkich kuli. Katy te sa
równe katom dwusciennym pomiedzy odpowiednimi scianami kata trójsciennego.
Rozwazajmy w dalszym ciagu trójkaty, których boki sa mniejsze od polowy kola

wielkiego. Czy (tak jak w przypadku pomaranczy) potrafimy obliczyc ich pole?
Jesli umiescimy taki kat w srodku sfery jednostkowej, to obliczone pole bedzie
miara brylowa kata trójsciennego. Popatrzmy na rysunek pólsfery (rys. 17),
na którym wszystkie luki to luki kól wielkich. Zauwazmy, ze suma pól Al i Az
stanowi dokladnie pole pomaranczy wycietej przez kat A. Podobnie dla innych.
Zatem

Znowu latwo to zrobic dla czworoscianu, z którego buduje sie szescian.
Spójrz jeszcze raz na rysunek 14. Niech B oznacza sume katów brylowych
czworoscianu. W tym czworoscianie mamy:

1
+8 . - kata "pelnego"8 ' ,~

". .

Rys. 15. Jesli a = '6 to, oczywiscie, 12
czastek pomaranczy wypelni cala kule.
Sk6rka na naszym kawalku ma wiec

pole r6wne ~ czesci sf"ry, t1.n. ~R2.
12 3

R.ys. 16

Rys. 17. Zauwaz, ze rysunek nie jest
calkiem poprawny; pomysl o symetrii
§rodkowej wzgledem §rodka kuli; wtedy
wszystkie kola wielkie sa przeksztalcane
na siebie. Luk pq przechodzi na
luk p'q', a A, na te niewidoczna czesc
sk6rki pomaranczy wycieta przez
kat A.

21\" + 2· PoleABc = 2 . (LA + LB + LC),

stad

PoleABc = LA + LB + LC - 1\"(na sferze jednostkowej) ,

czyli pole trójkata sferycznego to jego "przewyzka" ponad 1\".
Gdy teraz sumujemy katy brylowe czworoscianu (pamietajac, ze miara kata
trójsciennego to suma miar (plaskich) katów dwusciennych pomniejszona o 1\"),
to kazdy kat dwuscienny liczymy dwukrotnie.
Zatem B = 28 - 41\".

Nasze rozwazania na temat katów dwusciennych nie byly wiec daremne.
Z negatywnej odpowiedzi na pytanie o stalosc sumy katów dwusciennych wynika
negatywna odpowiedz na to pytanie dla katów brylowych.
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Rys. 18

Nie ma wiec analogii twierdzenia o sumie miar katów trójkata w swiecie
trójwymiarowym. Spróbujmy jeszcze powalczyc z twierdzeniem o kacie
wpisanym i srodkowym. Kat trójscienny jest wyznaczony przez trzy pólproste
o wspólnym poczatku. Jesli wierzcholek kata umiescimy w srodku sfery
(jednostkowej), to pólproste te wyznacza punkty A, B, C na sferze. Niech kat
wpisany odpowiadajacy temu katowi srodkowemu bedzie dowolnym katem
trójsciennym o krawedziach przechodzacych przez punkty A, B, C i wierzcholku

lezacym na sferze (po tej samej stronie plaszczyzny ABC co srodek sfery).
Czy wtedy miara takiego kata wpisanego jest polowa miary kata srodkowego?
A moze jedna trzecia?

Wpiszmy w te sfere dowolny czworoscian zawierajacy srodek sfery w swoim
wnetrzu (rys. 18). Wtedy kazde trzy wierzcholki czworoscianu wyznaczaja
srodkowy kat trójscienny. Oczywiscie, te cztery katy sumuj", sie zawsze do

kata pelnego (niezaleznie od tego, jaki to czworoscian). Natomiast katy
brylowe czworoscianu sa teraz katami wpisanymi odpowiadajacymi tym
katom srodkowym. Ich suma - jak wykazalismy - jest zalezna od ksztaltu
czworoscianu. Jest to sytuacja zupelnie oamienna od sytuacji na plaszczyznie.

Moze nalezalo inaczej zdefiniowac kat (niekoniecznie trójscienny) wpisany
i srodkowy? Byc moze. I nie jest to jedyny znak zapytania, jaki zostawilismy
po drodze, bowiem w tych wedrówkach, tak jak w prawdziwych, w góry, trudno
przewidziec, co nas spotka. Ale mamy nadzieje, ze przekonalismy Cie, iz po
matematyce mozna równie wspaniale wedrowac - omijac sciezki zbyt lagodne,
zawracac ze zbyt stromych i nieustannie cieszyc sie, ze przed nami pojawia sie
wciaz swiat nowy, nieznany i piekny.

Zadania
Redaguje Pawel STRZELECKI

M 649. W pewnym trójkacie dwie wysokosci sa nie krótsze od boków, na które je
opuszczono. Jakie katy ma ten trójkat?
Rozwiazanie na str. 12

M 650. Na dwóch koncach ustalonej srednicy okregu sa ustawione dwie jedynki.
W pierwszym kroku na srodku kazdego z dwóch luków wpisujemy dwójke, w drugim
kroku - na srodku kazdego z czterech luków wpisujemy trójke; ogólnie, w n-tym
kroku na srodku kazdego z 2n luków wyznaczonych przez wpisane juz na okregu
liczby wpisujemy sume liczb stojacych na koncach tego luku. Obliczyc sume Bn liczb
zapisanych na okregu po wykonaniu n kroków.
Rozwiazanie na str. 16

M 651. Dany jest trójmian kwadratowy g(x) = ax2 + bx + c o tej wlasnosci,
ze równanie g(x) = x nie ma rozwiazan rzeczywistych. Wykazac, ze wtedy równanie
czwartego stopnia g(g( x)) = x takze nie ma rozwiazan rzeczywistych.
Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 345. Pajak chcacy przebyc waski kanal z woda o przekroju poprzecznym w ksztalcie
pólkola o promieniu R ruszyl wplaw prostopadle do brzegu. Predkosc pajaka wzgledem
wody wynosila u. Oblicz, jak daleko woda zniosla pajaka, jezeli predkosc wody
w nurcie kanalu byla niewielka i wynosila tlo.
Rozwiazanie na str. 7

F 346. Masy powietrza z okolic Warszawy przesunely sie o jeden stopien na.pólnoc,
gdzie uprzednio panowala bezwietrzna pogoda. Ocen najwieksza wartosc skladowej
równoleznikowej predkosci wiatru na pólnoc od Warszawy.
Rozwiazanie na str. 6
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Ja.nulZ Ol.zew.ki - Suwa.lki '6.36
Henryk Korna.clri - Augu.t6w 4',59
Ma.rek Pra.uza. - Pora.J 40,12
Miro.t.w Ma.tlfilga. - SJroczcSw 38,46

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Redaguje Marcin E. KUCZMA

n-l

a - n IIZ-;n-z+n z+' dla n=234i=l 3 ' , , ....

1- --,al - z + 1

Zadania z fizyki nr 147, 148

Zadania z matematyki nr 249, 250

249. Niech z bedzie liczba dodatnia. Przyjmijmy

00

Wykazac zbieznosc i obliczyc sume szeregu L an •
n=l

Rozwiazanie quizu z Malej Delty:
A - 4, B - 11, C - 5, D - 9, E-l, F - 6, G - 2, H - 8, I - 7, K - 10,
L-3.

250. Wyznaczyc wszystkie liczby n E {O, 1, 2, 3, 4, 5, 6} spelniajace warunek: dla
kazdej liczby naturalnej k ~ 4 mozna umiescic w przestrzeni 4k przystajacych kostek
szesciennych tak, aby kazda miala dokladnie n scian wsp6lnych z innymi kostkami.

Zadanie 250 zaproponowal pan Jerzy Janowicz z Boleslawca.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skr6t regulaminu
Kazdy moze nadsyloc rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac' rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic'
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac' w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnolfcia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wsp6lczynnik trudnolfci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie choc'by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punkt6w otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w kt6rejkolwiek z dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczeg6lowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

Termin nadsylania rozwiazan: 28 II 1993

14'1. Dwie doskonale sprezyste kulki poruszaja sie z jednakowa predkoscia tJ po linii
prostej (grawitacja nie wystepuje) tak, ze ich tory pokrywaja sie. Na drodze kulek jest
prostopadla doskonale sprezysta sciana (rys. 1), od kt6rej pierwsza kulka sie odbija,
a potem zderza z druga.
a) Jaka maksymalna predkosc moze uzyskac druga kulka, gdy zderza sie jeden raz?
Zmienianymi parametrami sa tu masy kulek.
b) Jaka maksymalna predkosc moze uzyskac druga kulka, gdy zderza sie dwa razy?

c) W jakim przedziale musi lezec stosunek m2, aby kulki zderzyly sie dwa razymI
i nastapily tez dwa uderzenia o sciane?
d) W jakim przedziale musi lezec stosunek m2, aby kulki zderzyly sie trzy razymI
i nastapily cztery uderzenia o sciane?

148. Dziesiec kilogram6w wody nalano do prostopadlosciennego naczynia
- przyjmijmy rozmiary dna np. 20 x 25 cm, wysokosc 20 cm. W punkcie A (rys. 2)
umieszczono grzalke o mocy 100 W, a w punkcie B - chlodnice o mocy -100 W.
Ocenic orientacyjnie srednia predkosc krazenia wody w naczyniu.
Dane: wsp6lczynnik rozszerzalnosci objetosciowej wody (dla temperatury bliskiej
20°C) wynosi 2 . 10-· K-l, cieplo wlasciwe wody 4200 J Ikg·K, lepkosc wody
0,01 puaza = 0,001 N,s/m2•

Klub 44

I, ,,- -, ,

m2-O

!=44

m,-OI

Rys. 2

Rys. 1

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 133 (WT=4,00) i 134 (WT=2,13)

z numeru 2/1992
DzledJ'.la.w Lipnia.clrl- Lublin 29,11
PrzemJ'ala.w Gwor". - CZ<lutochowa. 18,08
Andrzej Nowogrodzki - Chocla.n6w 18,04
Da.dusz W UJe - Rzeszów 15,51

suma. licz dopisanych
w (n. + l)-szym kroku

Jest to wiec ciag geometryczny,
a poniewaz SD = 2, wiec S" = 2 ·3".

Ro.wi".anie .adania M 660.
Oczywilfcie, SD = 2 oraz S1 = 6.
Ponadto, S,,+1 jest suma S"
oraz wszystkich liczb dopisanych
w (n+l)-szym kroku. Kazdej liczby
spolfr6d tych, kt6re juz sa na okregu po
n krokach uzywamy dwukrotnie jako
jednego ze skladnik6w pewnej liczby
dopisywanej w (n+l)-szym kroku
(bo kazda liczba stoi na koncu dw6ch
sasiednich luk6w). Oznacza to, ze

S,,+1 = S" + S" + S" = 3· S" .'-v--"

Lato - wiec Jeziora ... Po blisko
p6lrocznym zastoju bariera 44 punkt6w
zn6w przekroczona: pan Olszewski
(z Suwalk) - po raz pierwszy, pan
Kornacki (z Augustowa) - juz po raz
drugi.

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 235 (WT=I,51) i 236 (WT=2,44)

z numeru 2/1992
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Pokrywamy plaszczyzne prostokatami

Przypuscmy, ze prostokatami takimi da sie pokryc
plaszczyzne. Wówczas kazdy prostokat okresla
przedstawione na rysunku katy:

0r--------::>" __ c

I~ I
A B

Stefan Banach uzyskal doktorat na Uniwersytecie Jana
Kazimierza we Lwowiew 1920 roku. Zmarly trzy lata temu
krakowski matematyk, ksiadz profesor Andrzej Turowicz,
przed wojna wykladajacy na Politechnice Lwowskiej,
opowiadal, ze Banach na uwagi, iz powinien juz zostac
doktorem, dlugo odpowiadal, ze ma na to jeszcze czas i ze
moze wymyslic cos ciekawszego,niz dotychczas uzyskane
przez niego wyniki. Po pewnym czasie jednak wladze
akademickie stracily cierpliwaic; ktos spisal najnowsze
rezultaty Banacha, co zostalo uznane za znakomita
prace doktorska. Przepisy jednak wymagaly równiez
egzaminu. Pewnego dnia zaczepiono Banacha na korytarzu
uniwersytetu: ,Jacys ludzie do nas przyjechali i maja pare
matematycznych pytan, na które pan na pewno bedzie
umial odpowiedziec; czy móglby pan pójsc do dziekanatu
i im pomóc?". Banach zrobil to bardzo chetnie, nie zdajac
sobie sprawy, ze wlasnie zdaje egzamin doktorski przed
specjalnie przybyla w tym celu z Warszawy komisja.
Obecnie obowiazujace w Polsce ustawodawstwo chyba takiej
mozliwoscinie dopuszcza...

dlugosciami boków odpowiednich prostokatów. Poniewaz
dla liczby a, istnieje takie k, calkowite (niekoniecznie
dodatnie), ze 1/21c; ~ a, ~ 1/21c;-1, wystarczy
rozpatrywac prostokaty o bokach dlugosci 1/21c; oraz b,
(suma ich pól tez, oczywiscie, wynosi nieskonczonosc,

bo f: b,/21c; ~ f: !.a,b,). Jezeli wykazemy, ze skonczona
,=1 ,=1 2

liczba takich prostokatów da sie pokryc kwadrat o boku 1,
to - na mocy prawdziwosci twierdzenia dla pokrycia
kwadratami - rozwiazemy zadanie.

Jesli istnieja takie prostokaty, ze 1/21c; ~ 1, to zaczepiamy
pierwszy z nich w lewym dolnym rogu' kwadratu,
nastepny stawiamy obok poprzedniego - i tak dalej. Jesli
prostokatów takich nie wystarcza do pokrycia kwadratu
(lub nie ma ich wcale), to dzielimy to, co zostalo (lub

caly kwadrat), na dwie czesci o wysokosci !.. Pokrywamy2

pozostaly obszar prostokatami o wysokosci !. wedlug2
poprzedniego schematu dalej - najpierw dól, potem góre
- a po ewentualnym wyczerpaniu prostokatów przed
pokryciem kwadratu dzielimy powierzchnie nie pokryta

, . k ,. h 1na CZeSC1o wyso OSC1ac - ...4

11/92

(21)

r
B

Zaczepmy wszystkie te katy (przesuwajac je równolegle)
w jednym punkcie plaszczyzny. Suma katów wynosico co

I: 40, = 4 I: 1/2' = 4 < 211'. Istnieje zatem pólprosta nie
i=1 ;=1
zawierajaca sie w zadnym z tych katów; przez 6, oznaczmy
dlugosc przeciecia tej pólprostej z i-tym prostokatem,
a kat /3, okreslmy tak, jak na ponizszym rysunku.

Jesli mamy dana rodzine kwadratów o nieskonczonej sumie
pól, to mozna nimi pokryc plaszczyzne - wykazalismy
to w poprzednim numerze EPSILONA. Jesli jednak
zamiast kwadratów bedziemy rozwazac prostokaty, juz
tak byc nie musi! Oto kontrprzyklad, skonstruowany przez
A. Bachszecjana.

Ustalmy a, = r, = 1/2' i skonstruujmy prostokat
o numerze i tak, jak na rysunku; dlugosci AB i CD sa
takie, by AB· BC = 1.

--_-_-J }t

Armen EDIGARIAN

Z konstrukcji otrzymujemy, ze /3, ~ a" zatem 6, ~ r,co co

i I: 6, ~ I: r, = 1, czyli pólprosta nie moze byc pokryta
1'=1 1=1

badanymi prostokatami.

W kontrprzykladzie istotna role odgrywal fakt,
ze prostokaty mogly byc bardzo dlugie. Co wiec bedzie,
gdy przyjmiemy dodatkowo, ze boki prostokatów sa
wspólnie ograniczone, czyli ze wszystkie maja dlugosc nie
wieksza od pewnej stalej M?

Przy tym zalozeniu bedziemy w stanie plaszczyzne pokryc!
Oto idea uzasadnienia. Mozemy zalozyc, ze M ~ 1; mamy

co

zatem I: a,b, = 00, a, ~ M, b, ~ M, gdzie a, i b, sa
i=1

W ten sposób pokryjemy kwadrat po skonczonej liczbie
kroków. Gdyby bowiem tak sie nie stalo, wszystkie nasze
prostokaty daloby sie ustawic w prostokacie o bokach
dlugosci M i 1 + M, przy czym po ustawieniu prostokaty
te mialyby wspólne co najwyzej brzegi. Jest to jednak
niemozliwe, gdyz suma pól prostokatów jest nieskonczona
- i tym samym zakonczylismy dowód.

A co bedzie, gdy rozwazymy trójkaty lub jeszcze inne
figury?

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Polfmiechowski.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krak6w, z dopiskiem •.
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