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The David Hilbert Medal for Marcin E. Kuczma

W poprzednim numerze wspomnielismy o przyznaniu Marcinowi Kuczmie
Medalu Hilberta. A oto bardziej szczególowa informacja. Medale te przyznaje

World Federation oj National Mathematics Competitions

z siedziba w Canberze (Australia). Na czele Federacji stoi prezes Prof. Peter
O'Halloran. Federacja ta zajmuje sie gromadzeniem informacji o wszelkiego
rodzaju konkursach matematycznych na calym swiecie. Z polskich imprez
zarejestrowane w W.F.N.M.C. sa: Olimpiada Matematyczna, Austriacko-Polskie
Zawody Matematvczne oraz nasza Lil!a Zadaniowa.

Pelna nazwa odznaczenia, jakie uzyskal Marcin E. Kuczma, brzmi
David Hilbert International Award Jor the Enrichment oj Mathematics

Using the Stimulus oj Mathematics Challenges (medal and certificate).

Jury nagrody stanowi The Federation Awards Committee, trzyosobowe cialo
zlozone z przedstawIcIeh trzech róznych kraJów, któremu przewodmczy
Harold Reiter (USA). Nagroda jest przyznawana za dzialalnosc okreslona
jako "outstanding international contribution to the learning of mathematics
by the use mathematics challenges" . Prezes O'Halloran okresla sens nagrody
szerzej: "Federacja dokonale zdaje sobie sprawe z tego, ze wielu matematyków
i nauczycieli matematyki, zaangazowanych w prowadzenie konkursów
matematycznych, nie znajduje w swoich krajach nalezytego uznania za swoje
osiagniecia; to syndrom znany pod nazwa nikt nie jest prorokiem we wlasnym

kraju. Wszelako ta wlasnie dzialalnosc czesto daje uczniom i ich nauczycielom
jedyna sposobnosc wypróbowania sil w zetknieciu z matematyka uprawiana
w sposób odmienny niz w programie szkomym, twórczy i ciekawy".
Wypowiedz ta wzieta jest z wydawanego przez W.F.N.M.C. czasopisma
Mathematics Competitions.

W ubieglym roku laureatami Medalu Hilberta byli: Prof. Arthur Engel
(Frankfurt), Dr Graham Pollard (Canberra), Prof. Edward Barbeau (Toronto).

W tym roku zostali nimi:
Prof. Murray Klamkin (Edmonton): "for his numerous stimulating articles
on mathematical challenges and, in particular, for his inspiring papers in
Mathematics Competitions."

Mr Martin Gardner (North Carolina): "for his outstanding series of books
and articles making mathematical recreations and challenge accessible and
exciting to the scientific and general community."
Dr Marcin E. Kuczma (Warszawa): "for his contribution to mathematical
challenges as well as for his inspiring paper in Mathematics Competitions."

Artykul, o którym mowa, to The "Delta JJ Problem Contest Club 44,
zamieszczony w MC, Vot. 9, No. 8, December 1990.

W Polsce najbardziej znany sposród zagranicznych laureatów Medalu Hilberta
jest niewatpliwie Martin Gardner, redaktor dzialu matematyki Scientific
American, autor wielu rzeczywiscie wspanialych ksiazek.

Medale zostaly wreczone podczas
'fh International Congress on Mathematical Education, Quebec, August 16-23.
Wreczal je Prof. Miguel de Guzman, stojacy na czele wplywowej organizacji
International Commission on Mathematics Instruction.

Jeszcze raz skladamy serdeczne gratulacje Laureatowi i wszystkim uczestnikom
Ligi Matematycznej.

Redakcja,



Popatrzec geometrycznie

Edmund PUCZYLOWSKI

Spójrzmy w ten sposób na sume 1 + 2 + ... + n.
Otrzymamy ja. zliczajac czarne punkty kolejno
w "ukosnych" grupach na rysunku 1 (tutaj n = 5).

Rys. l

Dopelniajacych do kwadratu n x n kólek jest o n
mniej. W efekcie

(1 + 2 + ... + n) + [(1 + 2 + ... + n) - n] = n2 ,

skad natychmiast wynika dobrze znany wzór
n(n + 1)

1+ 2+ ... + n = --2--'
Jeszcze prosciej oblicza sie "geometrycznie" sume
1 + 3 + 5 + ... + (~n + 1). Wystarczy tylko zauwazyc,
ze sume te otrzymuje sie liczac po kolei od kierunku
poludniowo-zachodniego do pólnocno-wschodniego
punkty w paczkach zaznaczonych na rysunku 2 (tutaj
tez n = 5) i ze punkty te wypelniaja. kwadrat n x n.
Otrzymujemy 1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) = n2•

Rys. 2

Cia.g 1, 1, 2,3,5,8, ... jest zbudowany w ten sposób,
ze - poczynajac od miejsca trzeciego - kazdy
jego wyraz jest suma dwóch bezposrednio go
poprzedzajacych, czyli an+2 = an + an+l, n = 1,2, ....
Ciag ten nazywa sie ciagiem Fibonacciego i ma wiele
interesujacych wlasnosci. Jedna z nich odkryjemy.

Zauwazmy, ze sume ar + a~ + ... + a~ mozemy
zinterpretowac geometrycznie jako sume pól
kwadracików o bokach aj ulozonych wedlug schematu
pokazanego na rysunku 3 (dla n = 5 bok i-tego
lcwadracikajest równy aj).

2

Rys.·3

Kwadraciki te skladaja sie na prostokat
o bokach an i an-l + an = an+l. Wynika stad,
ze ar + a~ + ... + a~ = an . an+l'

Wykazemy teraz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych
al,···,an b1,·,·.bn

(i) Var + br + Va~+ b~ + ... + ja~ + b~ ~

~ v(al + a2 + ... + an)2 + (b1 + b2 + ... + bn)2,

V(1- aI)2 + a~ + ~2)2 + a5 + ... +

(ii) + V(1- an-l)2 + a~ + V(1- an)2 + ar ~

> nV2
- 2 .

By wykazac nierównosc (i), wystarczy zauwazyc
najpierw, ze mozna zalozyc, iz wszystkie aj, bj

sa nieujemne, a nastepnie spojrzec na rysunek 4
i przypomniec sobie twierdzenie Pitagorasa oraz fakt,
ze lamana ma dlugosc nie mniejsza niz odcinek laczacy
jej konce.

b,

Rys. 4

Druga nierównosc uzyskac jest trudniej. Wygodnie
jest zauwazyc, ze mozna ograniczyc rozwazania do
przypadku, gdy O ~ aj ~ 1. Wymaga to nieco wiecej

wysilku niz redukcja w poprzednim przypadku. \
Mozna by tez nie wykonywac redukcji, a uogólnic



nieco dalsze rozumowanie oraz rozwazyc oddzielnie
przypadek n nieparzystego i parzystego. My zalozymy,
ze n jest parzyste podpowiadajac, ze drugi przypadek
mozna, wykazujac nieco sprytu, latwo do tego
sprowadzic.

Narysujmy lamana. (rys. 5) o n + 1 bokach
dlugosci 1 i kolejno prostopadlych. N a bokach tej
lamanej odlózmy kolejno odcinki o dlugosciach
al, a2,···, an, al. Laczac konce tych odcinków
tak jak na rysunku 5 otrzymamy lamana.
A1A2 ... AnAn+b której dlugosc jest równa lewej
stronie nierównOsci (ii). Lamana ta ma dlugosc nie
mniejsza niz dlugosc odcinka Al An+ l. Ta z kolei jest
równa V(A1A)2 + (AAn+1)2. Zauwazmy jednak,

ze odcinki AlA i AAn+l sa oba równe ~. W efekcie
2

.)(1- al)2 + a~ + .)(1- a2)2 + a~ + ... +

+ .)(1- an-l)2 + a~ + .)(1- an)2 + ar ~

> J n2 + n2 = nJ2 .- 4 4 2

Rys. 5

Reda' Zadania_gUJe Pawel STRZ ELECKI .

M 643. Na polach szachownicy 111 x 111 wpisujemy w dowolny sposób jedynki
i minus jedynki, po jednej liczbie na kazdym polu. Pod kazda kolumna zapisujemy
iloczyn liczb stojacych w kolumnie, obok kazdego wiersza - iloczyn liczb stojacych
w tym wierszu. Otrzymane w ten sposób 222 liczby dodajemy. Udowodnic,
ze uzyskana suma jest niezerowa.
Rozwiazanie na str. 16

M 644. Na polach szachownicy 6 x 6 lezy 18 nie zachodzacych na siebie kostek
domina (o wymiarach 2 x 1 kazda). Wykazac, ze niezaleznie od sposobu ich ulozenia
mozna jedna z poziomych lub pionowych linii oddzielajacych pola przeciac szachownice
na dwie czesci tak, by nie przeciac na pól zadnej kostki domina.
Rozwiazanie na str. 16

M 645. Mamy pewna liczbe 1992-cyfrowa podzielna przez 9. Niech k oznacza sume
cyfr tej liczby, m niech bedzie suma cyfr liczby k, l zas - suma cyfr liczby m. Jakie
wartosci moze przybierac l?
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 341. Pod jakim katem w stosunku do pionu bylby widoczny z Warszawy satelita
geostacjonarny nadajacy polskie programy i zawieszony nad równikiem na tej samej
dlugosci geograficznej co Warszawa. Promien Ziemi wynosi R ~ 6400 km.
Rozwiazanie na str. 12

F342. Do sprezynki przylozono zmienne napiecie o czestotliwosci v. Obliczyc
czestotliwosc dzwieku, jaki zaczela wydawac drgajaca sprezynka.
Rozwiazanie na str. 12
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3. Kolowrót róznicowy. Linka
nawinieta jest na kolowroty

o promieniach TI i T2 W przeciwne I
strony. Jaka sile nalezy przylozyc

prostopadle do korby o ramieniu R,

aby zrównowazyc cialo B?

Jesli obrócimy kolowrót
o kat S<p, to koniec korby
przesunie sie o R5 <p, a cialo B

1
o -(T25<p - T15<p). Stad

2

F = P T2 - Tl .
D 2R

2. Znalezc zaleznosc miedzy
ciezarami cial A i B w ukladzie

przedstawionym na. rysunku. Masy
linek i bloczków pominac. Linki sa
nieraz ciagliwe.
Jesli podniesiemy cialo A o 5T,

to latwo przekonac sie, ze cialo B
opusci sie w dól o 55T. Stad

PE = 5PA.

Zasada prac wirtualnych

Przesunieciem zgodnym z wiezami jest obrót dzwigni o kat 5<p. Wówczas
5TI = TI5<p, 5T2 = T25<p. Mamy wiec

r,

8"r11_- -­F,

Jan KALINOWSKI

gdzie przez 5r; oznaczylismy przesuniecie wirtualne punktu i, na który dziala
sila~. Zeby znalezc sily, trzeba wyobrazic sobie przesuniecie wirtualne ukladu.
Zobaczmy na kilku przykladach, jak korzystac z tej zasady.

Znalezienie sil statycznych dzialajacych w skomplikowanym ukladzie bloczków,
dzwigni, linek, kolowrotów, kratownic itp. znakomicie ulatwia skorzystanie
z zasady prac wirtualnych. Uklady linek, bloczków itp. nakladaja pewne
wiezy na ruch cial, tzn. pewne ruchy sa mozliwe, inne zabronione przez wiezy.
Ruchy mozliwe, zgodne z wiezami, bedziemy nazywac ruchami wirtualnymi

(od francuskiego slowa virtue/- mozliwy). Zasada prac wirtualnych (zwana
tez zasada Lagrange'a lub zasada prac przygotowanych) mówi, ze dla polozenia
równowagi praca wirtualna danych sil Fi musi byc równa zeru, tzn.

0=" ~"·5r"~.r1. 1,

1. Dzwignia dwustronna. Znalezc zaleznosc miedzy silami FI i F2.

4



6. Na koniec rozwazmy prase hydrauliczna o powierzchni tloków SI i Sz.

4. Cialo A wisi na sznurze o dlugosci 2l rozpietym miedzy gwozdziami wbitymi
w sciany. Odleglosc miedzy gwozdziami wynosi 2d. Obliczyc sily wyciagajace
gwozdzie ze scian.

N

Jesli ciecz w prasie jest niescisliwa, to Slorl = Szorz: Stad

Fz = SI
FI Sz'

Zauwazmy, ze F nie jest równe napieciu linki, tylko jest jej skladowa. pozioma
wyciagajaca gwózdz ze sciany.

5. Drabina oparta o gladka sciane.
Wspólczynnik tarcia drabiny
o podloge wynosi /1-, a srodek
ciezkosci drabiny znajduje sie
w polowie jej dlugosci. Okreslic

najmniejszy kat rp, jaki moze

utworzyc drabina z poziomem, aby
nie upasc.

Jesli cialo A opusciloby sie o orl,

to gwozdzie zostalyby wyciagniete
ze scian o Orz. Zakladajac, ze linka

jest nierozciagliwa i przesuniecia
wirtualne sa male, latwo znalezc

z rozwazan czysto geometrycznych,

ze Orz = !:.orl' Stad
d

1 h
F=2PA'd'

Zauwazmy, ze T1 = Tz, N = P i ze jest to teraz w zasadzie 'poprzednie zadanie.

Otrzymujemy T1 = P ctg rp. Zeby drabina nie upadla,
2

1
T1 ~ /1-P => tg rp ~ 2/1-

Znowu zaczal sie ukazywac miesiecznik
Komputer

Bylismy przy jego narodzinach
w 1986 roku i przy jego upadku
w 1990 roku.
Teraz wydaje go IDG Poland SA,
czyli oddzial amerykanskiego
koncernu IDG (radzie nadzorczej
przewodniczy Patrick J. McGovern).
Pod amerykanska opieka i w oparciu
o amerykanskie pieniadze Komputer
zyskal atrakcyjniejsza forme graficzna
i ma. szanse na sukces rynkowy, czego
mu zyczymy.

Redakcia

Najbardziej spektakularnymi osiagnieciami astronomicznymi uzyskanymi za pomoca
sztucznych obiektów kosmicznych byly, oczywiscie, badania otoczenia i powierzchni
planet naszego Ukladu Slonecznego. Warto wiec moze przypomniec (bo mamy
jakby okres zastoju w astronautyce), ze urzadzenia te prowadzily równiez badania
komet. I tak 25 IV 1983 satelita podczerwieni lRAS nawet odkryl komete. Kilka
dni pózniej niezaleznie odkryli ja George Alcock z Anglii i Genichi Araki z Japonii,
w rezultacie kometa nazywa sie lRAS-Araki-Alcock. Pierwsza kometa badana
z bliska przez sonde - l IX 1985 - byla kometa Giacobiniego-Zinnera, a ta sonda byl
amerykanski International Cometary Explorer (ICE). Wreszcie, jak moze pamietamy,
kometa Halleya podczas swojego ostatniego zblizenia do Slonca (1985/1986)
badana byla z bliska przez wiele sond. Braly w tym udzial radzieckie Vega l
i Vega 2, zachodnioeuropejska Giotto, japonskie Sakigake i Suisei oraz wspomniany
amerykanski ICE.
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Katy w okregu Kazdy, kto choc troche interesuje sie geometria, wie, ze
(1) kat wpisany w okrag jest r6wny polowie kata srodkowego opartego na tym samym luku.

Dwa proste wnioski z tego twierdzenia pozwalaja na szybkie rozwiazanie wielu
ciekawych zadan geometrycznych. Pierwszy z nich to
(2) kat wpisany jest prosty wtedy i tylko wtedy, gdy jest oparty na p6lokregu,
co raczej dowodu nie wymaga. Kolejny to
(3) katy wpisane w ten sam okrag przystaja wtedll i tylko wtedy, gdy sa oparte na
przystajacych lukach
- dla uzasadnienia nalezy tak obrócic jeden z luków wzgledem srodka okregu,
by pokryl sie z drugim.

A teraz siedem zadan demonstrujacych przydatnosc powyzszych spostrzezen.
Pozostawiam Czytelnikom przyjemnosc ich rozwiazywania. Dla majacych trudnosci
podalem na koncu wskazówki.

Zadanie l. Dany jest punkt P oraz okrag o. Jaka
figure tworza srodki cieciw wyznaczonych na o przez
proste przechodzace przez P ?

Zadanie 2. Wykazac, ze jesli P, Q, R sa spodkami
wysokosci trójkata ostrokatnego ABC, to wysokosci te
leza na dwusiecznych katów trójkata PQR.

Zadanie 3. Wykazac, ze jesli w trójkacie ABC boki
AB i AC maja. rózne dlugosci, to dwusieczna kata
BAC przecina symetralna BC w punkcie lezacym
na okregu opisanym na tym trójkacie.

Zadanie 4. Skonstruowac trójkat ABC majac
dane dlugosci wysokosci, srodkowej i dwusiecznej
poprowadzonych z wierzcholka A.

Zadanie 5. Prosta laczaca wierzcholek C trójkata
ABC ze srodkiem S okregu wpisanego w ten trójkat
przecina okrag opisany na tym trójkacie w punkcie M
(M 1= C). Wykazac, ze MS = MA.

Zadanie 6. Punkty A i B leza na okregu o. Jaka
figure utworza srodki okregów wpisanych w trójkat
ABC, gdy punkt C bedzie "biegal" po okregu o ?

Zadanie 1. Niech A, B i C beda punktami okregu o
i niech M bedzie srodkiem luku AB tego okregu,
a N - srodkiem luku BC. Prosta M N przecina AB
w punkcie P, a BC w punkcie Q. Wykazac, ze
BP = BQ.

c

p v,. J

lly:.;. 2

Jerzy BEDNARCZUK

ad 1. Jesli oznaczymy przez S srodek okregu, a przez X dowolny punkt szukanej
figury, to okreslenie rozwartosci kata S XP nie powinno nastreczyc trudnosci.
Otrzymujemy, jak widac, luk okregu o srodku w polowie odcinka PS.

ad 2. Niech AP, BQ, CR beda wysokosciami trójkata ABC i niech sie przecinaja
w punkcie O. Na kazdym z czworokatów ABPQ, AQOR, BPOR mozna (wobec (2))
opisac okrag. Zaznaczone na rysunku l katy okaza sie równe na mocy (1) w kazdym z
tych okregów. (Jak zmodyfikowac twierdzenie gdy trójkat ABC nie j·est ostrokatny?)

ad 3. Wystarczy zauwazyc, ze zarówno symetralna BC, jak i dwusieczna kata BAC
- tu korzystamy z (3) - dziela luk BC okregu opisanego na trójkacie ABC - ten nie
zawierajacy A - na polowy.

BA

ad 6. Beda to zawarte wewnatrz o luki okregów przechodzacych przez A i majace,
odpowiednio, srodki w srodkach luków, na które dziela o punkty A i B - wystarczy
spojrzec na poprzednie zadanie.

ad 5. Punkt S jest punktem przeciecia dwusiecznych katów trójkata ABC. Wobec
tego LCAS = LBAS oraz LACM = LBCM = LBAM - ostatnia równosc wynika
z (2). Wobec tego LASM = LCAS + LACS = LBAS + LBAM = LSAM - rysunek 3.

ad 7. Wobec (3) LBMN = LCBN oraz LABM = LBNM - rysunek 4. Stad
LBPM = LBQN, a wiec LBPQ = LBQP.

ad 4. Niech wysokosc ma dlugosc h, dwusieczna - d, a srodkowa - s. Rysujemy
trójkat prostokatny AOD o przyprostokatnej AO = h i przeciwprostokatnej AD = d
oraz trójkat prostokatny AOP o przeciwprostokatnej AP = s - oba po tej samej
stronie prostej AO. Przedluzamy AD do przeciecia z prosta k równolegla do AO
poprowadzona przez punkt P - rysunek 2. Oznaczmy ten punkt przeciecia przez M,
a przeciecie prostej k z symetralna odcinka AM przez Q. Okrag o srodku Q i
promieniu QA przecina prosta OP w szukanych punktach B i C. Latwo sie o tym
przekonac przygladajac sie poprzedniemu zadaniu.

A\I/B
Ily,. 3

M

B

AV

~N

Rys. 4
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Potega punktu
wzgledem okregu

P

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

P
Rys. 5

k

~

B

Ry,;. G

Kiedys w programie szkoly podstawowej miescily sie nastepujl\~e dwa twierdzenia:
jezeli punkt P lezy na zewnatrz okregu o i pro&tak jut do niego stllcma w punkcie A,
prolta l przecina go w punktach B i B', a prosta m przecina go w punktach C i (1, to

P A2 = PB . PB' = PC· PC';

jezeli punkt P lezy wewnatrz okregu o i prosta l przecina go w punktach B i B', a prosta m
przecina go w punktach C i (1, to

PB· PB' = pc· PC'.

Dowiesc tych twierdzen jest latwo, jesli sie tylko umie poslugiwac pojeciem

podobienstwa trójkatów (rysunki 1 i 2). Warto zwrócic uwage, ze otrzymana w kazdym
z tych przypadków liczba jest zalezna tylko od okregu i polozenia punktu wzgledem
niego. Dlatego wprowadza sie pojecie potegi punktu "':'zgledem okregu: jest to
w przypadku punktu na zewnatrz wlasnie ta liczba, o której mówi twierdzenie,
a w przypadku punktu wewnatrz - minus ta liczba. W obu przypadkach jest to

(jak latwo obliczyc z twierdzenia Pitagorasa) róznica kwadratu odleglosci punktu
od srodka okregu i kwadratu promienia okregu. O potedze udowodniono wiele
twierdzen, wprowadzono pojecia osi potegowej i srodka potegowego, ale nawet
nie wiedzac o potedze nic, poza tym, ze istnieje, mozna - pamietajac o wspomnianych
wyzej twierdzeniach - rozwiazac wiele zadan, które bez tego bylyby trudne.

Proponuje rozwiazanie pieciu zadan. Jesli mimo wszystko beda trudnosci, mozna
zajrzec do wskazówek umieszczonych dalej.

Zadanie 1. Prosta k jest zewnetrznie styczna do okregów 01 i 02

odpowiednio w punktach A i B, a prosta l - w punktach C i D. Odcinek AD
przecina te okregi odpowiednio w punktach Al i Dl - rysunek 3. Wykazac,

ze AAl = DD1'

Zadanie 2. Na boku AC trójkata ABC skonstruowac taki 'punkt P, by bylo
PA·PC=PB2.

Zadanie 3. Dana jest prosta k i dwa punkty A i B po jej jednej stronie.

Skonstruowac okrag styczny do k i przechodzacy przez A i B.

Zadanie 4. Dany jest okrag o i dwa lezace na zewnatrz niego punkty A i B.
Skonstruowac okrag styczny do o i przechodzacy przez A i B.

Zadanie 5. Punkty A i B leza po przeciwnej stronie prostej k. Poprowadzic

taki okrag przechodzacy przez A i B, który wycina na proste,i knajkrótsza
CIeCIWe·

Jerzy BEDNARCZUK

ad 1. Potega A wzgledem 02 to AD· ADl = AB2• Potega D wzgledem Ol to
DA· DAl =·DC2. Poniewaz AB'= CD, wiec ADl = DAl, skad mamy teze.

ad 2. Odbijamy symetrycznie punkt B wzgledem prostej AC i prowa9.zimy przez

obraz prosta równolegla do AC. Jej przeciecie (obojetnie które) z okregiem opisanym
na ABC oznaczmy B'. Odcinek BB' przecina AC w poszukiwanym punkcie (rys. 4).

ad 3. Oznaczmy przez P punkt przeciecia prostej AB z k. Punkt stycznosci k
z szukanym okregiem jest odlegly od P o "';PA· PB. Gdy prosta AB jest równolegla
do k, latwo jest wskazac rozwiazanie.

ad 4. Narysujmy jakis okrag o' przechodzacy przez A i B oraz przecinajacy o.

,Oznaczmy punkty przeciecia o i o' przez C i D. Z punktu P przeciecia prostych AB
i CD rysujemy styczna do o. Jej punkt Q stycznosci to trzeci (poza A i B) punkt

szukanego okregu. Jesli ktos ma watpliwosci, niech sprawdzi, ze (rys. 5)

PA· PB = PC· PD = PQ2,

co dowodzi, ze Q jest punktem stycznosci szukanego okregu i o. A gdy P nie istnieje?

ad 5. Najkrótsza cieciwa to taka, ze punkt P przeciecia AB z prosta k jest jej

srodkiem. Istotnie, dla dowolnego okregu mamy (rys. 6)

11/-Xy = -(PX +py) > "';PX .py = v PA- PB~ 2 -

i równosc ma miejsce tylko dla PX = PY. Okrag taki ma srodek w przecieciu
symetralnej AB z prostopadla do k w przechodzaca przez P.
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mala delta

Plywanie

Duzy Jan umie plywac, a Maly Jas nie. Rzucony do wody kamien opada
na dno, a naj zwyklejszy kawalek drewna, plywac przeciez nie uczony,
unosi sie na powierzchni. Dlaczego tak sie dzieje?

Zacznijmy od prostegó doswiadczenia. Wkladamy palec do szklanki
z woda i widzimy, ze poziom wody w szklance sie podnosi. Podniesiona
warstwa wody stara sie swym ciezarem wypchnac z wody nasz palec.
Dziala tutaj sila zwana sila wyporu, dzieki której moze plywac i Jan,
i kawalek drewna. Sila ta dziala równiez na tonacy kamien, który
(co pewnie zauwazyliscie) zdaje sie byc lzejszy pod niz nad woda.

Jak duza jest sila wyporu?
Ilosc wody, która zostala podniesiona (czyli wyparta), gdy wlozylismy
palec do szklanki, jest równa, jak latwo zauwazyc, ilosci wody, która
zapelnilaby miejsce zajmowane w wodzie przez nasz palec. Sila wyporu
dzialajaca na palec jest równa ciezarowi tej wlasnie wypartej wody.

W doswiadczeniu ze szklanka i palcem latwo zauwazyc podnoszaca sie
powierzchnie wody. Gdy zanurzamy sie w jeziorze, nie sposób dostrzec
wznoszenia sie lustra wody. Sytuacja jest jednak w zasadzie taka sama,
jak w przypadku szklanki i palca i opisywana przez slynne prawo
Archimedesa. Prawo to, w postaci szkolnej formulki, brzmi: na kazde
cialo zanurzone w cieczy dziala sila wyporu skierowana ku górze i równa
ciezarowi wypartej przez to cialo cieczy. Formulke znaja prawie wszyscy,
choc z jej zrozumieniem juz nie jest tak dobrze.

Znamy prawo Archimedesa, mozemy wiec wyjasnic, dlaczego drewno
unosi sie na powierzchni wody, podczas gdy kamien tonie. Aby jakis
przedmiot plywal, sila wyporu musi równowazyc ciezar tego przedmiotu.
Sila wyporu jest najwieksza, gdy dane cialo zanurzone jest calkowicie,
gdyz wówczas najwieksza ilosc wody jest wypierana przez to cialo. Jesli
najwieksza sila wyporu jest wieksza niz ciezar ciala, to cialo plywa.
W przeciwnym przypadku - idzie na dno. Poniewaz sila wyporu jest
równa ciezarowi wypieranej wody, wiec maksymalna sila wyporu jest
równa ciezarowi wody wypelniajacej objetosc taka, jak objetosc calego
ciala. Stad dochodzimy do wniosku, ze dane cialo plywa, gdy jego ciezar
wlasciwy, tzn. ciezar jednostki objetosci, jest mniejszy niz ciezar wlasciwy
wody.

Sprawa z plywajacym drewnem i tonacym kamieniem jest wiec prosta.
Ciezar wlasciwy drewna jest mniejszy niz ciezar wlasciwy wody,
a kamienia wiekszy. A jak jest z Duzym Janem i Malym Jasiem?
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Natura tak nas stworzyla, ze ciezar wlasciwy ciala ludzkiego jest bardzo
zblizony do ciezar}! wlasciwego wody. Gdy mamy do czynienia z silnie
zasolona woda, ja.k w Morzu Martwym, to jej ciezar wlasciwy jest
wyraznie wiekszy niz ciezar wlasciwy ciala ludzkiego i nie potrzebujemy
zadnych umiejetnosci, by plywac. Ze zwykla woda bywaja natomiast
problemy.

Jesli zanurzymy sie calkowicie z glowa, jak w "strzalce", sila wyporu jest
dostatecznie duza, bysmy bez trudu utrzymywali sie przy powierzchni.
Kiedy jednak podnosimy glowe, by zaczerpnac powietrza, zmniejsza
sie ilosc wypieranej wody, a zatem i sila wyporu, która juz nie moze
nas utrzymac w tej pozycji. Umiejetnosc plywania polega wiec na
wytworzeniu szczególnej sily wyporu, zwanej dynamiczna, wspomagajacej
statyczna sile wyporu, o której mówi prawo Archimedesa. Dynamiczna
sile wyporu mozna uzyskac odbijajac sie jakby od wody, jak to czynia
gracze w pilke wodna, gdy chodzi im nie o przemieszczanie sie, lecz
jedynie o utrzymanie glowy nad woda..

Podczas plywania dynamiczna sila wyporu pojawia sie jako rezultat
dzialania sily oporu wody przy poruszaniu sie do przodu.

Najlatwiej zrozumiec, o co tutaj chodzi, rozwazajac przypadek narciarza
wodnego, który moze plynac po powierzchni wody, jesli motorówka
ciagnie go dostatecznie szybko. Rozklad sil dzialajacych na narciarza
pokazuje rysunek.

do motor6wki

oporu wody

Sila oporu wody jest skierowana prostopadle do powierzchni nart. Jej
skladowa równolegla do lustra wody równowazy sile, z która motorówka
ciagnie narciarza, skladowa zas pionowa - dynamiczna sila wyporu
- utrzymuje narciarza na powierzchni wody. Po zrozumieniu tego
przykladu problem plywania powinien byc jasny.

A czy z tych wywodów wynika cos dla Jasia, który nie umie plywac?
Raczej niewiele. Po pierwsze, przy próbach plywania powinien zupelnie
sie zanurzyc, a glowe podnosic nisko nad wode i na mozliwie krótki czas.
Wtedy uzyska najwieksza warta;c statycznej sily wyporu. Po drugie,
musi nauczyc sie tak pracowac nogami i rekoma, by posuwac sie
do przodu. Dzieki temu moze powstac potrzebna do utrzymania jego
glowy nad woda dynamiczna sila wyporu. Mozna jeszcze Jasia pocieszyc,
ze nauka plywania jest bardzo przyjemna, przyjemniejsza nawet niz
czytanie Malej Delty.

Mala Delte przygotowal Stanislaw MRÓ WCZyNSKI
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A ••••
ImIe JeJ czterdziesci i cztery (nic wsp6lnego z Klubem 44)

l •
Rozpoczynamy XLIV Olimpiade Matematyczna. Najpierw
zawody stopnia pierwszego. Prezentujemy dwanascie
zadan, po cztery na kazdy miesiac. Uczestnikiem
Olimpiady moze byc kazdy uczen szkoly sredniej.
Wystarczy rozwiazac choc jedno z tych zadan i rozwiazanie
przeslac w oznaczonym terminie do wlalllciwego komitetu
okregowego. Zwracamy uwage na terminy, .ze wzgledó'Y
organizacyjnych nie beda oceniane zadania przeslanlr
z opóznieniem. Nie jest konieczne rozwiazanie wszystkich
zadan, ale im wiecej rozwiazanych zadan, tym wieksza
szansa awansowania do zawodów stopnia drugiego.
Zadania z zawod6w stopnia pierwszego rozwia,zuje
sie w domu, mozna szukac natchnienia lub pomocy
w ksiazkach, mozna pytac o rade rodziców, kolegów,
nauczycieli. Na pewno nie warto scia,gac rozwia,zan od
kolegi, przeciez satysfakcje moze dac tylko samodzielne
pokonanie trudnosci.

Komitet okregowy oceni nadeslane rozwia,zania i zaprosi do
udzialu w zawodach stopnia drugiego tych kilkudziesieciu
zawodnik6w, kt6rzy uzyskali najlepsze wyniki w zawodach
stopnia pierwszego. Etap drugi odbywa sie w koncu lutego
i polega na samodzielnym rozwiazywaniu zada~. Kazdego
z dwóch kolejnych dni odbywa sie pieciogodzinny egzamin,
w trakcie którego zawodnicy dostaja, trzy zadania.

Autorzy najlepszych rozwiazan zadan z zawod6w stopnia
drugiego sa, powolywani do finalu, który odbywa sie
w kwietniu w Warszawie i przebiega podobnie do zawod6w
stopnia drugiego.

Uczestnicy finalu sa zwolnieni z egzaminu maturalnego
z matematyki i uzyskuj,a, automatycznie ocene
naj wyzsza,. Przysluguj a, im tez pewne ulatwienia przy
ubieganiu sie o przyjecia na studia wyzsze. Zakres
tych ulatwien zalezy od wladz poszczególnych uczelni,
np. Uniwersytet Warszawski przyjmuje finalist6w
Olimpiady Matematycznej na studia matematyczne lub
informatyczne bez egzamin6w wstepnych.

Zawodnicy, którzy uzyskaj a, najwyzsze oceny
w zawodach finalowych, otrzymuj a, tytul laureata
lub wyróznionego. Sposród laureatów wylaniani sa,
uczestnicy Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej
i Austriacko-Polskich Zawodów Matematycznych. Laureaci
otrzymuja, tez dalsze ulatwienia przy ubieganiu sie na
studia.

Laureatami zakonczonej w ubieglym roku szkolnym
XLill Olimpiady Matematycznej zostali (w obrebie kazdej
lokaty porzadek alfabetyczny):

I lokata

Konrad Banaszek (klasa czwarta I LO im. Mikolaja Kopernika w Gdansku)
Maciej Radziejewski (klasa czwarta IV LO im. Komisji Edukacji Narodowej w Poznaniu)
Mikolaj Rotkiewicz (klasa trzecia XIV LO im. Stanislawa Staszica w Warszawie)
Mariusz Szyposzynski (klasa trzecia LO im. Mikolaja Kopernika w nzy)
Lukasz Wiechecki (klasa trzecia II LOim. Stanislawa Wyspianskiego w Legnicy)

II lokata

Norbert Dojer (klasa czwarta IX LO im. Klementyny Hoffmanowej w Warszawie)
Jan Dymara (klasa czwarta XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu)
Przemyslaw Gadzinski (klasa czwarta LO im. Mikolaja Kopernika w Srodzie Sla,skiej)
Piotr Korzniakow (klasa trzecia IX LO im. Klementyny Hoffmanowej w Warszawie)
Marek Lysiak (klasa czwarta I LO im. Mikolaja Kopernika w Opolu)
Jacek Pliszka (klasa czwarta LO im. Tadeusza Kosciuszki w Lomzy)
Tomasz Schreiber (klasa druga IV LO im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu)
Agata Smoktunowicz (klasa czwarta IX LO im. Klementyny Hoffmanowej w Warszawie)
Tymon Tatur (klasa czwarta IX LO im. Klementyny Hoffmanowej w Warszawie)
Krzysztof Ziemianski (klasa druga IV LO im. Mikolaja Kopernika w Rzeszowie)

III lokata

Marcin Ciura (klasa czwarta I LO im. Edwarda Dembowskiego w Gliwicach)
Rafal Lochowski (klasa druga Technikum Elektronicznego im. Bohaterów Westerplatte w Radomiu)
Piotr Boguslaw Mucha (klasa czwarta IX LO im. Klementyny Hoffmanowej w Warszawie)
Waldemar Pompe (klasa trzecia IX LO im. Klementyny Hoffmanowej w Warszawie)
Maciej Smoczynski (klasa czwarta IV LO im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu)
Piotr Wojciech Sniady (klasa druga XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu)
Jacek Tabor (klasa trzecia I LO im. Bartlomieja Nowodworskiego w Krakowie)
Jerzy Wigura (klasa czwarta IV LO im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu)
Janusz Zielinski (klasa czwarta IV LO im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu)

Wyr6znienia otrzymali
Barbara Bien (klasa trzecia IX LO im. Klementyny Hoffmanowej w Warszawie)
Marcin Bortnik (klasa pierwsza IV LO im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu)
Jacek Chrza,szcz (klasa czwarta XXVII LO im. Tadeusza Czackiego w Warszawie)
Swiatoslaw Gal (klasa pierwsza XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu)
Krzysztof Giaro (klasa czwarta I LO im. Mikolaja Kopernika w Gdansku)
Jakub Kaluzny (klasa trzecia XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu)
Katarzyna Kozuch (klasa trzecia XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu)
Andrzej Kwaeowiec (klasa czwarta XIV LO im. Stanislawa Staszica w Warszawie)
Krzysztof Walkowiak (klasa czwarta XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu)
Rafal Wojtczuk (klasa druga XIV LO im. Stanislawa Staszica w Warszawie)
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XLIV OLIMPIADA MATEMATYCZNA

I seria

Zadania konkursowe zawod6w stopnia pierwszego

n seria m seria

dla Z,II E R.

jABI·IBCI·!CDI = IAA'I·IBB'I·ICC'I·

4. Wyznaczyc wszystkie funkcje
I :R -+ R takie, ze

I(z + II) - I(z - II) = I(z) . 1(11)

11. W szesciu róznych okienkach tabeli
o wymiarach n x n stawiamy krzyzyk;
wszystkie uklady krzyzyków sa jednakowo
prawdopodobne. Niech pn bedzie
prawdopodobienstwem tego, ze w pewnym
rzedzie poziomym lub pionowym znajda
sie co najmniej dwa krzyzyki. Obliczyc

gra~ice ciagu (nPn), gdy n -+ 00.

12. Udowodnic, ze wielomian zn + 4 jest
iloczynem dwóch wielomianów stopnia
nizszego o wspólczynnikach calkowitych
wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba
podzielna przez 4.

10. Funkcja I przeksztalcajaca szescian C
na C spelnia warunek IPQI ~ I/(P)/(Q)I
dla P,Q E C. Wykazac, ze I jest
izometria·

9. Udowodnic,;.e dla dowolnych liczb
rzeczywistych a, b, c zachodzi nierównosc

(a2 +b2 _ c2)(b2 + c2 _ a2)(c2 + a2 _ b2) ~

~ (a + b - c)2(b + c - a)2(c + a - b)2 .

n-l

- - 1992 . ""' Zk dla n ~ 1.:;en - n ~
k=O

1992

Obliczyc sume L 2nzn.
n=O

6. Ciag (Zn) okreslony jest nastepujaco:

Zo = 1992,

1. W przestrzeni dane sa punkty
Ao = (0,0,0), Al = (1,0,0),
A2 = (O, l, O), Aa = (O,0,1). Niech Pij
(i, i E {O, l, 2,3}) beda punktami
wyznaczonymi przez równosc

A;;% =.AiAj. Obliczyc objetosc
naj mniejszego wieloscianu wypuklego

zawierajacego wszystkie punkty Pij.

8. Dla ustalonej liczby naturalnej
n ~ 2 wyznaczyc maksymalna wartosc
sumy liczb naturalnych kI, k2, ... , kn

spelniajacych warunek

ki + k~+ ...+ k~ ~ 7n.

5. Dana jest pólplaszczyzna oraz punkty
A i C na jej krawedzi. Dla kazdego
punktu B 't1!jpólplaszczyzny rozwazamy

kwadraty ABKL i BCMN lezace
na zewnatrz trójkata ABC. Wyznaczaja
one odpowiadajaca punktowi B
prosta LM. Udowodnic, ze wszystkie
proste odpowiadajace róznym polozeniom
punktu B przechodza przez jeden punkt.

2 tg Z2,

2 tg Za,

2 tg Zn ,

= 2tgZI'
tgzn-l + 3ctgZn-1

tgzn + 3ctgzn

2. Dana jest liczba naturalna n ~ 3.
Rozwiazac uklad równan

tgZI + 3ctgZl
tgz2 + 3ctgz2

3. Dany jest szesciokat ABC DEF
majacy srodek symetrii. Oznaczamy
przez A' punkt przeciecia prostych
AB i EF, przez B' - punkt przeciecia
prostych BC i AF, a przez C' punkt
przeciecia prostych AB i CD. Dowiesc,
ze

1. Rozwiazac równanie

(z2 - l)(lzl + 1) _ [ ]-------- z+l.
z +sgnz

Uwaga. [t] jest najwieksza liczba
calkowita nie wieksza od t,

{l, gdy z > O
sgn z = O, gdy z = O

-l, gdyz<O

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja byc wyslane
pod adresem wlasciwego komitetu okregowego Olimpiady najpózniej dnia

10 grudnia 1992 r. 12 pazdziernika 1992 r. 10 listopada 1992 r.

Rozwiazania przeslane w terminie pózniejszym nie beda rozpatrywane.

Adresy komitetów okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla województwa elblaskiego, gdanskiego i slupskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdansku, ul. Abrahama 18, 81-825 Sopot.

Dla województwa bielskiego, czestochowskiego i katowickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14,40-007 Katowice.
Dla województwa krakowskiego, krosnienskiego, nowosadeckiego i tarnowskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4,30-059 Kraków.
Dla województwa bialskopodlaskiego, chelmskiego, lubelskiego, przemyskiego, rzeszowskiego, siedleckiego, tarnobrzeskiego i zamojskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii
Sklodowskiej-Curie 1, pok. 310, 20-031 Lublin.
Dla województwa kieleckiego, lódzkiego, piotrkowskiego, radomskiego, sieradzkiego i skierniewickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Lódzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lódz.

Dla województwa koninskiego, leszczynskiego, pilskiego, poznanskiego i zielonogórskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Matejki 48/49, pok. 24,60-769 Poznan.
Dla województwa gorzowskiego, koszalinskiego i szczecinskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.

Dla województwa bydgoskiego, ciechanowskiego, olsztynskiego, plockiego, torunskiego i wloclawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18,
87-100 Torun.

Dla województwa bialostockiego, lomzynskiego, ostroleckiego, suwalskiego i warszawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.
Dla województwa jeleniogórskiego, kaliskiego, legnickiego, opolskiego, walbrzyskiego i wroclawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4,
50-384 Wrodaw.
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Co to jest matematyka, czyli mlotkiem w leb
Piotr HAJEASZ

B

Ro.wl".anle .adanla F 84l.
Stosuj!\<: prawa dynamiki N"wtona
mtl' Mm
- - = G --, oraz podstawiaj!\<:,. ,.'
za predkoU sat"lity wyru"ni"

2,.,.

tI = T' gdzi" T = 24 h j"st
czas"m obiegu satelity, m jego masa
a ,. promieniem, po kt6rym krazy,
otrzymujemy

V GMT' V gR'T',.= ---= ---1':$42000 km4,.' 4,.'
GM ..

(g = Ji2. oznacz ••przysp.euem"
ziemskie). Korzystaj!\<: z twierdzenia
sinus6w dla tr6jkat •• OAB wyznaczamy
kat Ol

sin(1800-0I) _ sin(OI-.p)
,. - R

gdzie .p = 52· jest uerokolfci •••
geograficzna War ••.awy.

R .in.p- = cos.p- -- =>
,. tg Ol

.in .p
tgOl = -----­

co• .p - R/,.
Ostatecr.nie Ol1':$60·.

Ro.wi" •••nle .adania F 842.
Ro•.waimy jedno koncowe oczko
spre;'ynki. D7.iala na nie sila
F = B[ 2,.,.. gd•.ie D jest indukcja
magnetyunf\ wewllatrr. sprezynki.
kt6ra to indukcja jest proporcjonalna
do pu<.'plywajac<.'go pradu [, r •..alf

jest promi<.'ni<.'msprei.ynki. Sila
d•.ialajaca na .pr~i,ynke h~d •.i<.'
propor('jonalna do kwadratu pradu
F - ['. Poniewai. [ = [o sin wt .

. • 1- cos(2wt)
x = %0 gin wt = :1:0 2 '
gd•.i<'w = 2,.1-', "'o jest maksymalnym
skurc •.eniem sie sprezynki. Stad
widac, i.<.' c•.e.totliwoofc df.wieku hed •..ie
rowna 21-'.

W powszechnym mniemaniu dobrym matematykiem jest ten, kto potrafi szybko
liczyc. A ci, którzy potrafia w pamieci mnozyc liczby dziesieciocyfrowe, uchodza
za geniuszy matematycznych.

W rzeczywistosci jednak wielu matematyk6w myli sie w rachunkach chcac,
na przyklad, sprawdzic, czy ekspedientka ich nie oszukala. Wybucha awantura
i pozostaje tylko modlic sie w duchu, aby nie wyszla na jaw nasza matematyczna
profesja, bo wtedy bedzie wstyd i hanba.

Podobnie w obliczaniu calek studenci politechniki sa na ogól sprawniejsi od
rasowych matematyków. Sam znam wielu matematyk6w, którzy chwala sie,
ze nie potrafia obliczyc calki z funkcji wymiernej (dodajmy, ze umiejetnosc
obliczania tej calki wymagana jest od wszystkich studentów matematyki).

Na czym wiec polega profesja matematyczna? Czym sa zdolnosci do
matematyki? Oczywiscie, nie sposób dac krótkiej odpowiedzi na tak postawione
pytania. Postarajmy sie jednak rzucic na nie nieco swiatla.

Na zarzut stawiany matematykowi, ze nie umie on obliczyc calki z funkcji
wymiernej, na ogól slyszy sie odpowiedz: "Po co mam sie tego uczyc? Jesli
kiedys bede musial obliczyc taka calke, to zajrze do ksiazki, gdzie sa gotowe
wzory i po klopocie."

Matematyka nie polega na sprawnosci w poslugiwaniu sie gotowymi wzorami
(jak to jest w przypadku calek z funkcji wymiernych), lecz na umiejetnosci
stawiania i rozwiazywania nowych problemów.

Kiedy pojawi sie jakas calka, na obliczenie której nie ma gotowych wzorów,
wtedy juz ~atematyk przestanie sie chwalic, ze nie umie jej obliczyc, tylko
starac sie bedzie rozwiazac ten problem. Tutaj zaczyna sie matematyka.

A wiec, jak juz powiedzielismy, matematyka jest pewna umiejetnoscia stawiania
i rozwiazywania nowych problemów. Umiejetnosc ta czesto wykracza poza ramy
tego, co zwyklo sie nazywac matematyka. Dlatego tez matematycy spotykajac
sie z pewnymi problemami z zycia codziennego, rozwiazanie których wymaga
jakiegos blyskotliwego pomyslu, mówia: "To jest matematyka."

Nie nalezy jednak ulegac megalomanii, gdyz zgodnie z powszechnym
przekonaniem matematycy nie zawsze naleza do tych, którzy potrafia sobie
najlepiej radzic z problemami swojej ziemski~j egzystencji.

Przejdzmy jednak do konkretów. Podamy dwa przyklady wziete z zycia, przy
którYCh kazdy matematyk klasnie w dlonie i zawola: "To jest matematyka!"

Krzys pierwszy rzucil kamieniem w szybe. Potem to samo uczynila Ania. Nie
pochwalamy tego wybryku, niemniej jednak powstaly dwie interesujace nas
dziury: A i B. Która dziure zrobil Krzys, a która Ania?

Otóz, Krzys wybil dziure B, Ania zas A. Dlaczego?

12
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\, odlomek'- .

Teraz chirurg pa.trzac na. noge pacjenta poprzez szybe bedzie widzial odbicie
punktu A, które znajduje sie dokladnie tam, gdzie jest odlamek.

Patrzac poprzez szybe widzimy jej odbicie - pozorna srubke A' znajdujaca
sie po drugiej stronie szyby. Jesli teraz w punkcie A' wkrecimy prawdziwa
srubke i przykryjemy ja kawalkiem plasteliny, to widzac nadal odbicie srubki A
bedziemy widzieli "poprzez" plasteline, gdzie sie znajduje srubka A'. Biorac
do reki igle mozemy bezblednie przebic plasteline trafiajac w glówke srubki
wkreconej w punkcie A'. Wystarczy mianowicie celowac w odbicie srubki A.. .

Banalne, prawda? Otóz ten banalny pomysl okazal sie na tyle genialny,
ze znalazl praktyczne zastosowanie w medycynie.

Zauwazmy, ze linie pekniec wychodzace z A koncza sie po dojsciu do linii
pekniec wychodzacych z E, dlatego dziura A powstala p6zniej.

Pomysl ten na okreslenie kolejnosci uderzen znalazl praktyczne zastosowanie
w ... medycynie sadowej, stad w tytule ten mlotek i leb (okropnosc!).

Przejdzmy teraz do drugiego przykladu. Na stole ustawiona jest pionowa
szklana szyba S. W tenze stól wkrecona jest srubka A .•

Wyobrazmy sobie, ze w nodze pacjenta utkwil maly metalowy odlamek.
Jesli chirurg ma go usunac nie krojac nogi na plasterki, to musi umiec go
zlokalizowac od pierwszego ciecia. Do tego mozna wykorzystac powyzszy
pomysl. Lokalizujac odlamek za pomoca promieni Roentgena mozemy tak
ustawic szybe S i punkt A, ze bedzie on odbiciem symetrycznym odlamka
wzgledem S.

~,\. fii\ I
"": ~~) I

~ .

Zaleta tego pomyslu jest to, ze wystarczy raz uzyc promieni Roentgena do
zlokalizowania odlamka. Byly bowiem i inne metody, wystawiajace jednak
zarówno pacjenta, jak i chirurga na dlugotrwale dzialanie promieniowania
podczas operacji.

Autorem tego pomyslu i zwiazanego z nim patentu jest wybitny polski
matematyk Hugo Steinhaus. Dokladniej o tym pomysle i jego modyfikacjach
mozna przeczytac w znakomitej ksiazce Hugona Steinhausa pt. Kalejdoskop

matematyczny.
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Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 231 (WT=3,82) i 232 (WT=I,48)

z numeru 12/1991
Józef Siwy - La.zilka. Grn. '2,42
Henryk Korna.clri - Augustów '1,61
Piotr Kumor - Olsztyn 39,98
Ja.nusz Ollzewl)l'I - SuwaJJd 38,69
Ma.rek Pra.uza. - Pora.j 38,65
Miroala.w Ma.tlft:ga. - Skocz6w 38.46
Przem,. •••~w Gadzhhlrl- Sroda. SI. 36,49

Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 1992

!=44

Klub 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regula.minu
Kazdy moze nadsyla<! rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesil\Ca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla<! rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi<!
co miesil\C lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesyla<! w oddzielnych kopertach, umieszczajl\C na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladno~cia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wsp6lcz.ynnik trudno~ci danego zadania: WT. = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie cho<!by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punkt6w ot-l"zymuje
nadsylajl\CY. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w kt6rejkolwiek z dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczeg6lowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

Zadania z matematyki nr 245, 246

Redaguje Marcin E. KUCZMA

245. Dla dowolnego zbioru H = {Pl, ... , P7} zlozonego z siedmiu róznych punktów
plaszczyzny oznaczmy przez a(H) miare najwiekszego kata wypuklego LPiPjPk
(i, j, k E {l, ... , 7}). Obliczyc kres dolny wartosci a(H), gdy H przebiega rodzine
wszystkich siedmiopunktowych podzbiorów plaszczyzny.

246. Wyznaczyc w zaleznosci od stalych rzeczywistych a, b liczbe róznych
pierwiastków rzeczywistych równania

:z;4 _ 2a:z;2 + b3:z; + a(a - b2) = o.

A

Zadanie 246 zaproponowal pan Tadeusz Józefczyk z Poznania.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/1992

Przypominamy tresc zadan:

:341. W okrag O wpisano czworokat ABCD, IADI # ICDI. Na przekatnej AC znajdujemy
taki punkt M, ze ILCBMI = ILACDI. Przez punkty B, M oraz punkt przeciecia przekatnych
czworokata prowadzimy okrag. Dowiesc, ze jest on styczny do O.

242. W kazdym wierzcholku tr6jkata ABC umieszczamy liczbe l. Obchodzimy kolejno
wierzcholki pozostawiajac w danym wierzcholku polowe liczby tam sie znajdujacej, druga
jej polowe dodajac do liczby znajdujacej sie w nastepnym wierzcholku. Z otrzymanej tam
sumy zn6w pozostawiamy polowe, reszte dodajac do nast~pnej liczby itd. Rozpoczynamy
od wierzcholka A. Po n-krotnym obej~ciu tr6jkata mamy w punkcie A liczbe a". Wykazac
zbieznosc i znaletc granice ciagu (a,,).

241. Oznaczmy punkt przeciecia przekatnych przez P. Przedluzamy odcinek BM do
przeciecia z okregiem O w punkcie N. Poniewaz ILCBNI = ILACDI = ILABDI, zatem luki
CN i AD sa równe. Stad wynika, ze odcinek DN jest równolegly do AC, a wiec istnieje
jednokladnosc o srodku B, przeprowadzajaca trójkat BDN na BPM. Okrag opisany na
trójkacie BP M jest obrazem okregu O w tej jednokladnosci; a skoro srodek jednokladnosci
lezy na O, oba okregi sa styczne.

242. Niech bn i Cn beda liczbami uzyskanymi w punktach B i C po n pelnych rundach.
Oczywiscie, an + bn + Cn = 3. Runda (n + 1)-sza ma przebieg nastepujacy:

(1 l ) (1 l l l l )(an,bn,cn)---+ -an, -an+bn,cn --l -ani -an+-bnl -an+-bn+cn ---l22 ·24242

(5 l l l l l l l)--+ -an+-bn+-cn, -an+-bn, -an+-bn+-cn =
84242842

=: (an+l,bn+l,cn+tl·

Widzimy, ze cn+l = an+l - ~an;·W takim razie Cn = an - ~an-l (dla n 2: l). Stad
5 l l 5 l l

an+l = -an + -bn + -Cn = -an + -(bn + Cn) + -Cn =8 4 2 8 4 4

5 l 1( l ) 3 5 l-an + -(3 - an) + - an - -an-l = - + -an - -an-l (dla n > l).84 4 2 488 -

Podstawiajac an = ~ + Xn otrzymujemy zaleznosc rekurencyjna
5 l l

Xn+l = -Xn - -Xn-l (dla n > l); Xl) = --, Xl =8 8 - 2 8

Latwa indukcja pokazuje, ze IXnI ~ ~ ( ~) n dla kazdego n. Zatem lim Xn = 0, czyli li~ an = ~.
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Zadania IIfillyki nr. 143, 144 Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rys. 2

B

t
e/'''-

Rys. l

A

t_e-
t

1~3. W duzym zbiorniku z woda na duzej glebokosci wzdluz linii prostej
w jednakowych odstepach umieszczono konc6wki trzech rurek doprowadzajacych
lub odprowadzajacych wode jednakowo we wszystkich kierunkach (rys.). Wydajnosc
'ródla A wynosi +1 (w ustalonych jednostkach, np. kg/s), a wydajnosc 'ródla C
wynosi +2. Jaka jest maksymalna wartosc poboru wody przez rurke B (o wydajnosci
ujemnej), przy której czerpana woda bedzie w calosci pochodzic z C, bez domieszki
z A? Przyjac, ze przeplyw jest stacjonarny (niezmienny w czasie) i laminarny (bez
zawirowan).

144. Kolyszac sie na hustawce dziecko moze:
l. siedzac wysuwac nogi do przodu (prostowac je) odchylajac jednoczesnie
do tylu górna czesc cial.a, lub na odwrót - podkurczac nogi i pochylac tulów
do przodu' (rys. 1).
2. stojac przykucac (rys.2) lub podnosic sie do góry.
W kt6rych momentach dziecko powinno wykonywac opisane wyzej ruchy, aby
rozkolysac sie mocniej? Wyjasnic fizyczne podstawy odpowiedzi. Czy ruchy te
moga wzbudzic kolysanie, gdy hustawka poczatkowo spoczywal.a, czy tylko zwiekszyc
amplitude wahan pchnietej hustawki?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/1992

Przypominamy.tresc zadan:
1119. Na ekranie obserwujemy prazki powstale w wyniku
interferencji «wiatla z dw6ch niejednakowo silnych tr6del
sp6jnych. Natezenie o«wietlenia ekranu w grodku prazklsw
jasnych jest n razy wieksze niz natezenie o«wietlenia w «rodku
prazk6w ciemnych. Ile razy wieksze jest natezenie o«wietlenia
ekranu przez silniejsze tr6dlo (gdy slabsze jest wylaczone)
od natezenia oll'wietlenia przez slabsze (gdy silniejsze jest
wylaczone) ?

140. Prostopadlo«cienne naczynie ma szerokoll'c a, a ciecz
wypelnia je do wysokoll'ci b. Naczynie moie sie obracac
swobodnie wok6l osi O prostopadlej do plaszczyzny rysunku
i leiacej w odlegloll'ci h od dna oraz w odleglo«ci t od gcianek
bocznych. Jaki zwiazek musza spelniac wielkoll'ci a, b i h, aby
przedstawione na rysunku poziome polozenie naczynia bylo
stabilne? Przyjac, ze masa samego na,czynia jest pomijalnie
mala w por6wnaniu do masy cieczy.

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 129 (WT=2,08) i 130 (WT=3,40)

z numeru 12/1991
Pa.wel Perkowski - Szczecin 38,66
Dziedysla.w Lipnia.cki - Lublin 21,S'
Toma.sz Wietecha. - Ta.rnÓw 21,31

Po ponad rocznej przerwie powr6cil
do Ligi p. Lipniacki.

139. Oznaczmy natezenie oswietlenia ekranu przez silniejsze zródlo jako l l, a przez slabsze
- jako 12. Wielkosci te sa proporcjonalne do kwadratów amplitud fal

h = ka~, 12= ka~ ,

gdzie k - stala proporcjonalnosci. Szukany stosunek z = h/12 jest wiec równy

z = (::f ..
W srodku prazków jasnych amplitudy sie dodaja (interferencja konstruktywna), a w srodku
prazków ciemnych - odejmuja (interferencja destruktywna). Zatem dany stosunek n wyraza
sie przez amplitudy wzorem

n = (al + a2) 2al - a2

Przeksztalcenia algebraiczne daja rozwiazanie

z= (.fil + 1)2.fil-l

I, ,,- -, ,

140. Rozwazmy przechyl naczynia o maly kat a. Przekrój objetosci cieczy przybiera przy tym

ksztalt trapezu (rys.). o wysokosci a i podstawach b + q oraz b - q, gdzie q = ~ tga. Polozenie. 2
srodka masy S trapezu mozna znalezc np. dzielac trapez na prostokat i trójkat i znajduj ac
najpierw polozenia ich srodków masy. W wyniku otrzymujemy

b l b a2 aq a2
z = "2 + 6bq2 = "2 + 24b tg2 a, 1/ = 6b = 12b tg a.

Z bilansu energii wynika, ze polozenie poziome jest stabilne, gdy srodek masy cieczy ulega
podwyzszeniu przy przechyle. Zatem wielkosc

Ll h = h - ~ -- (h - 2:) cos a - 1/ sin a2

powinna byc dodatnia dla malych a (wystarczy ograniczyc sie do wyrazów kwadratowych
w a). Podstawiajac otrzymujemy

l ( b) 2 a2 2Llh f:<j"2 h -"2 a - 24b a .
Stad szukany warunek stabilnosci przybiera postac

b a2h>-+-.
2 12b

Ten sam wynik uzyskamy rozpatrujac przesuniecie poziome srodka masy i moment sily
ciezkosci.
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Roswi"sanie sadania M 648.
Niech kj oznacza iloczyn liczb z i-tej
kolumny, Wj ZM - iloczyn liczb z i-tego
wiersza. Oczywitfcie,

klk, ... kUl = W1W,." WUl

(oba wyrazenia sa r6wne iloczynowi
wszystkich liczb na szachownicy).
W uczeg.6l11osci, znaki obu stron
równania 8l\. takie same, a wi~c liczba
minus jedynek wsr6d 222 liczb kj
oraz Wj jest parzysta. Parzysta jest
zatem takze liczba jedynek. Ale
liczby plus i minus jedynek musza
byc r6zne (bo 111 = 222 : 2 jest liczba
nieparzysta!), czyli suma

Wl+W,+ ... +W1U+

+kl + k, + ... + kUl

jest rózna od zera.

Rozwiazanie zadania M 644.
PrzypuSCmy, ze teza zadania jest
falszywa. Istnieje wtedy takie ulozenie
kostek domina na szachownicy,
ze kazda z dziesieciu linii poziomych
lub pionowych oddzielajacych pola
szachownicy dzieli pewna kostke
na pól. Popatrzmy na którakolwiek
z tych linii; po kazdej stronie mamy
parzysta liczbe ·p6l szachownicy,
a takze parzysta liczbe pól zakrytych
niepodzielonymi kostkami (kazda
z nich zakrywa 2 pola!), zatem po
kazdej stronie tej linii znajduje sie
parzysta liczba pól zakrytych kostkami
podzielonymi. Widzimy wiec. ze kazda
linia dzieli na pól parzysta liczhe
kostek (o.yli co najmniej dwie). Kazda
kostka 1ll01.e hyc d7.ielona na p61
przez tylko jedna linie, 7.atem liczba
kostek dzielonych na pól przekrac7.a
2· 10 = 20, o.yli jest wieksza od liczhy
wszystkich kostek na s7,achowuicy!

Roz'W'iazanie zadania M 646.
Z warunk6w zadania wynika., 7,<"l = D.

Po pierwsze, z cechy podzielnosci
pr7.ez 9 wnioskujenlY, ze ws",ystki(' tr7,Y

liczhy k. m oraz l sa pOI17,ielllf' pn',(·7. 9.
Z drugit'j strony

k:S 1992·9 = 17928 < 19999.

7.atem m:S 1+4 9 = 37, o.yli 1:S l!.
St<vl juz.. ()(,,7,ywisnf', wynika. 7,(, l = 9.

Patrz w niebo

W ksiazkach zaliczanych kiedys do typu &ciencefiction mozna bylo czesto znalezc
mrozace krew w zylach opisy zderzenia statku miedzyplanetarnego z cialem
meteorowym, przy czym bohaterowie wychodzili z tego calo najczesciej dzieki czyjejs
przytomnosci umyslu. Teraz czyta sie takie rzeczy wprawdzie ze wzruszeniem,
bo przypomina to mlodosc, ale na szczescie juz sie tak nie pisze. Szanse zderzenia
z jakas znaczniejsza brylka sa praktycznie zerowe (przestrzen kosmiczna jest naprawde
"bardzo" pusta), a mozliwosc wykazania sie wtedy przytomnoscia umyslu dokladnie
zerowa. Wiemy, co prawda, ze w.plaszczyznie Ukladu Slonecznel§o lezy warstwa pylu,
ze znajduje sie tam mnóstwo drobnych brylek (spadajacych nieustannie .p.aZiemie)
i sporo planetoid, niemniej jednak - jak wykazalo kilkudziesiecioletnie doswiadczenie
- dla astronautyki nie ma to znaczenia.

Podobnie jest w swiecie gwiazd. Odleglosci dziela,ce gwiazdy wyrazaja, sie przeciez
w latach swietlnych, podczas gdy rozmiary gwiazd najwyzej w minutach, a i to raczej
wyja,tkowo. Kazda galaktyka, choc ogladana z daleka robi wrazenie dosc zwartego
obiektu, jest w rzeczywistosci tworem bardzo "luznym". Gwiazdy mijaja, sie z reguly
w odleglosciach tak ogromnych, :;i.e przecietna gwiazda nie doznaje znaczniejszego
zaklócenia ruchu przemierzywszy cala, galaktyke. Uczenie mówi sie, ze srednia droga
swobodna gwiazdy jest wieksza od rozmiarów galaktyki. Wskutek tego kazda galaktyka
prze:ji miliardy lat zachowuje swoja skomplikowana, strukture, nie jest w stanie sie
wymieszac. Efekt tego widac niemal golym okiem, w kazdym razie na zdjeciach:
np. ramiona galaktyki spiralnej tworza plaski uklad mlodych gwiazd na jej peryferiach,
a zblizony do kulistego system starych gwiazd tworzy jej ja,dro - i oba te systemy zyja
jakby kazdy swoim zyciem.

Ale nie jest juz tak w swiecie galaktyk. Odleglosci dzielace galaktyki nie sa,
tak drastycznie wieksze od ich rozmiarów, dlatego zderzenia galaktyk nie sa,
rzadkoscia,. Gdy zderzenie nie jest calkiem dokladne, tzn. gdy dwie galaktyki mijaja,
sie w niewielkiej odleglosci, nastepuje znieksztalcenie struktury obu galaktyk,
w wyniku czego moga, powstac rozmaite "mosty" miedzy nimi (o czym pisalismy
w Delcie 6/1992). A co byloby przy zderzeniu dokladnym? Skoro gwiazdom
w galaktykach jest tak luzno, to dwukrotny wzrost liczby gwiazd nie powinien nic
specjalnie zmienic. Ale galaktyki skladaja, sie nie tylko z gwiazd - zawarta w nich
materia miedzygwiazdowa tworzy obloki rozcia,gaja,ce sie na wiele lat swietlnych,
a zatem obloki nie sa, w stanie mijac sie bez zadnego efektu, tak jak mijaj a,sie gwiazdy.
I wtedy dochodzi do bardzo gwaltownych zjawisk. Zderzaja,ce sie obloki zageszczaja,
sie, ogrzewaja" co prowadzi do masowego powstawania nowych gwiazd i do silnej emisji
promieniowania podczerwonego. Moc tego promieniowania siega bilionów mocy Slonca
- kilka tak zachowujacych sie obiektów odkryl satelita podczerwieni IRAS.

Nie koniec na tym. Widma tych obiektów, zwlaszcza jasniejszych, przypominaj a,
widma kwazarów. Sta,d nasuwa sie wniosek, ze w centrum kazdego z tych superjasnych
obiektów znajduje sie aktywne ja,dro, czyli ze po prostu obiekty te sa, czyms
posrednim miedzy podczerwonymi galaktykami a kwazarami. Wydaje sie to bardzo
prawdopodobne, gdyz obloki materii miedzygwiazdowej zderzaja,c sie musza, sie
czesciowo la,czyc, mieszac i w rezultacie materia musi opadac ku wspólnemu srodkowi
masy pola,czonych galaktyk, tworzac tam masywna, czarna, dziure lub przynajmniej
"zywia,c" soba, juz istnieja,ca,. Na tym etapie czarna dziura bylaby jeszcze przeslonieta
przez materie miedzygwiazdowa, obu galaktyk (sta,d tyle podczerwieni w widmach tych
obiektów); dopiero po zuzyciu znacznej jej czesci aktywne ja,dro mogloby sie odslonic,
a caly obiekt przeksztalcilby sie w kwazar intensywnie promieniuja,cy w zakresie
rentgenowskim i nadfioletowym.

Znalezione przez IRASa galaktyki superjasne w podczerwieni sa, stosunkowo niedalekie
- przesuniecie ku czerwieni ich widm nie przekracza z = D.>'/>' = 0,1. I chociaz
wydaje sie, ze rzeczywiscie kwazary sa galaktykami o szczególnie aktywnych ja,drach,
to za wczesnie jest twierdzic, czy ich ewolucja przebiega tak, jak tu przedstawilismy.
Dla uzyskania nowych informacji nalezaloby zbadac odleglejsze zródla podczerwieni,
a do tego potrzebny bylby satelita sprawniejszy niz IRAS.

Tomasz KWAST
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Opowiesc z 1001 mocy
Moc jest to klasa równowaznosci
Zbioru w relacji równolicznosci.
Dla zbiorów, co sa w tej samej klasie
Zawsze bijekcje utworzyc da sie.
Funkcja ta, która ma byc bijekcja
Musi injekcja byc i surjekcja.
Ze jest injekcja, to w innych slowach
Znaczy, ze jest róznowartosciowa.
Nazwa "surjekcja" oznacza zdanie
Ze jest to "na" zbiór odwzorowanie.
Zbiory bywaja zwykle dzielone
Na te skonczone i nieskonczone.
Zwlaszcza te drugie nas zadziwiaja
Bo calkiem inne wlasnosci maja.
Mówimy, ze zbiór jest przeliczalny
Gdy ma moc zbioru liczb naturalnych.
Te zbiory liczb sa z nim równoliczne:
Wymierne oraz algebraiczne.
Te moc przebadal Cantor dopiero
I ja oznaczyl przez No.
Sa jeszcze inne nieskonczonosci
Które niezwykle maja wlasnosci.
No, bo na przyklad, kto by powiedzial
Ze równej mocy jest kazdy przedzial?
Lub czy to fakt jest dosc oczywisty
Ze tylez jest tez liczb rzeczywistych?
Punktów na prostej? A i do tego
Podz biorów zbioru przeliczalnego?
Moc te continuum nazywamy
Oraz litera" c" oznaczamy.
Gdy wieksze chcemy uzyskac moce
Musimy liczbe 2 podniesc do c.
Tyle podzbiorów, co kazdy przyzna
Ma zbiór R2 - czyli plaszczyzna.
Gdy 2 do mocy tej podniesiemy ­
Kolejna, wieksza moc dostaniemy.
Czynnosc te mozna kontynuowac
I dalsze moce tak konstruowac.
Tak otrzymamy ciag nieskonczony
Z coraz to wiekszych mocy tworzony.
Wiec mozna podac do wiadomosci:
Jest nieskonczonosc nieskonczonosci!

Ludolfina
Nota bibliograficzna.

Wiersz powyzszy zostal przez Ludolfine przekazany Kolu
Matematyków Studentów UJ jesienia 1984 roku. Nie
wiadomo, kto ukryl sie pod tym pseudonimem; nie wiadomo
takze, czy wiersz ten zostal przez Ludolfine napisany, czy
jedynie odnaleziony i udostepniony szerszemu gronu.

Czy istnieje lancuch...
Zadanie:

Zbi6r P(N) w&zy&tkichpodzbior6w zbioru liczb naturalnych
N je&t czeiciowo uporzqdkowany przez relacje zawierania &ie.

CZI! i&tnieje w P(N) lancuch nieprzeliczalny?

Osobie, która nie miala do czynienia z teoria mnogosci,
nalezy w tym momencie wytlumaczyc kilka pojec.

Co to jest lancuch w zbiorze czesciowo uporzadkowanym
P(N)? Jes1i rozwazymy np. zbiory {1,2} i {1,3},
to zaden z nich nie zawiera sie w drugim; sa. one
nieporównywalne. Lancuch to taka rodzina L
podzbiorów N, ze kazde dwa zbiory A,B E L mozemy
porównac: A C B lub B C A. Przykladem lancucha
jest: {0,{1},{1,7},{1,7,8,100,1992}}. Inny przyklad
to {{2}, {2, 4, 6,8,10, ... }, N}.

A zbiór nieprzeliczalny? Jest to zbiór, którego elementów
nie da sie ustawic w ciag (ponumerowac liczbami
naturalnymi). Przeliczalne sa np. zbiór liczb parzystych
(ustawiamy-; 2,4,6,8,10, ... ), zbiór liczb calkowitych
(ustawiamy: 0,1, -1, 2, -2, ... ), a nawet zbiór liczb
wymiernych (nalezy ustawic te liczby w tabelce, gdzie
w rzedach liczby maja te same mianowniki, w kolumnach
zas te same liczniki, po czym numerowac "wezykiem",
wykreslajac te, które sie powtórza). Nie jest natomiast
przeliczalnym zbiór liczb rzeczywistych (prowadzi sie
dowód nie wprost, którego mysl polega na ustawieniu
wszystkich liczb rzeczywistych, zapisanych za pomoca
rozwiniec dziesietnych, w ciag i skonstruowaniu liczby,
która od n-tego wyrazu ciagu rózni sie na n-tym miejscu
rozwiniecia) .
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W tej chwili wszystkie pojecia potrzebne do zrozumienia
tematu zadania sa nam znane. Oczywiscie, mozemy
bez klopotu skonstruowac w badanym zbiorze lancuch
nieskonczony, np. {{l}, {l, 2}, {l, 2, 3}, {l, 2, 3, 4}, ... }. Ale
czy istnieje tu lancuch nieprzeliczalny?

Zadanie to dawalem wielu osobom i niejednej sprawilo ono
sporo klopotów. Zachecam wiec i Czytelników EPSILONA
do spróbowania swoich sil. Jesli komus sie uda i zechce
nam przyslac szkic rozwiazania, redakcji EPSILONA bedzie
bardzo milo.

Krzysztof CIESIELSKI
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