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Jak obliczyc elementarnie pochodna arctg x?

Zacznijmy od przypomnienia, co to jest arctg x. Otóz dla kazdej

licz by rzeczywistej x istnieje dokladnie jeden taki kat a E ( - ~, ~) ,
ze tg a = x. Ten wlasnie kat oznaczamy przez arctg x. Czyli, innymi

slowy, arctg x jest funkcja odwrotna do funkcji tg x okreslonej na

przedziale (- ~, ~) .

Przypomnijmy, jak sie zwykle oblicza pochodna funkcji arctg x.
Najpierw obliczamy pochodna funkcji sin x, potem cos x, dalej

h d '1 sm x. k' h dpoc o na l orazu tg x = -- l W oncu poc o na arctg x. cos x
jako pochodna funkcji odwrotnej. Okropnosc! Jakie to dlugie
i skomplikowane.

Pokazemy, jak mozna obliczyc te pochodna bezposrednio
geometrycznie. Ponizsza metoda zostala podana przez Normana
Schaumbergera. Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na rysunku.

Ll.x

x

Zakladamy, ze x > O. Zauwazmy, ze z twierdzenia Pitagorasa dla
trójkata O AB wynika, ze promien okregu jest równy ~.

Otóz

(.) Pole !::"ODE < Pole wycinka ODB < Pole !::"OGB.

Oczywiscie,
!:i. x

Pole !::"OGB = Pole !::"OGA - Pole !::"OBA = -.
2

Trójkaty OGB i ODE sa podobne, wiec

(OD)2 1+ x2Pole !::"ODE = OG . Pole !::"OGB = ---- '-'
Ponadto bezposrednio z definicji arctg wynika, ze LBOA = arctg x

i LGOA = arctg(x + !:i.x). Skad

Pole wycinka ODB = ~(1 + x2)(arctg(x + !:i.x) - arctg x).2

Korzystajac z (.) otrzymamy

1 arctg(x + !:i.x) - arctg x 1------ < ---------- < ---
l+(x+!:i.x)2 !:i.x 1+x2'

Przechodzac do granicy przy !:i.x ~ O uzyskujemy wzór na pochodna

( ), l' arctg(x + !:i.x) - arctg x 1arctgx = lm A = ---2'Ll.x-+O .u.X 1+ x

Latwo zauwazyc, ze dla x < O pochodna wyraza sie tym samym

wzorem. Wynika to z zauwazenia, ze arctg( -x) = - arctg x. A teraz
zadanie dla Czytelników. Jak geometrycznie wyprowadzic wzory na
pochodne innych funkcji cyklometrycznych?

OpracowaJ Piotr HAJLASZ
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Wbrew
zdrowemu
rozsadkowi (IV)
(Wedlug wykladów radiowych
z audycji IV programu - Widnokrag)

Czy dlugosc jednego 'metra
moze wynosic pól metra?
Tomasz HOFMOKL
W moim cyklu artykulów opowiadam
o doswiadczeniach, których wyniki
sa na tyle zaskakujace, ze zdaja sie
przeczyc zdrowemu rozsadkowi. W tej
konfrontacji przegrywa na ogól zdrowy
r{}zsadek i jestesmy zmuszeni do zmiany
naszych pogladów na nature zjawisk
przyrodniczych.

Przypomn,e, ze w poprzednich opowiesciach
mówilem o doswiadczeniach wykazujacych,
ze w ukladzie poruszajacym sie,
na przyklad w samolocie, czas plynie
wolniej niz w ukladzie nieruchomym
- na przyklad na lotnisku. Okazalo sie
równiez," ze w prózni s'Yiatlo, a mówiac
ogólniej, fala elektromagnetyczna,
pGrusza sie ze stala predkoscia niezalezna
od predkosci zródla lub obserwatora.
Mówilismy, ze ta predkosc, równa
w przyblizeniu trzystu tysiacom
kilometrów na sekunde, jest najwieksza
predkoscia, z jaka mozna przesylac sygnal,
informacje.

Dzis w tytule artykulu mamy równiez
prowokujacy bezsens: czy metr moze
równac sie polowie metra? I znowu okazuje
sie, ze tak.

Rozpocznijmy nasza opowiesc od poczatku
biezacego stulecia. Juz w roku 1900
wiedziano, ze atmosfera ziemska jest
osrodkiem przewodzacym ladunki
elektryczne. Miedzy innymi zauwazono,
ze naladowany elektroskop (w najprostszej
postaci sa to dwa listki cynfolii na
izolowanej paleczce) po pewnym czasie
rozladowuje sie. W roku 1912 V. F. Hess
wykazal obserwacyjnie, ze przfiwodnictwo
atmosfery wzrasta wraz z wywkoscia.
Im wyzej umiescimy naladowany
elektroskop, tym szybciej sie rozladuje.
Przewodnictwo atmosfery zalezy od
stopnia zjonizowania jej atomów. Znaczy
to, ze im wyzej, tym czesciej spotykamy
atomy pozbawione jednego lub kilku
elektronów, a tym samym naladowane
elektrycznie. Przyczyna moze byc jakis
czynnik zewnetrzny, który obdziera atomy
z elektronów. Hess wysunal hipoteze,
ze istnieje jakies pozaziemskie



AndrzeJ MAJHOFERTeoria spadania

Dodatkowo, poniewaz obserwowane róznice czasów moga byc
bardzo male, Galileusz proponuje uzywanie równi pochylej dla
"rozciagniecia" doswiadczen w czasie. Równia wprowadza jednak
dodatkowe opory: tarcie o deske. Jako dalsze ulepszenie Galileusz
proponuje zastosowanie wahadla, w którym "spadajace cialo"
zawieszone jest na dlugiej nici. Teraz rozumowanie jest juz proste:
porównujemy ruch wahadel o identycznej dlugosci z "ciezarkami"
wykonanymi z róznych materialów. Opór powietrza bedzie
powodowal rózne tempo zanikania amplitudy, natomiast "czas
spadania" bedziemy obserwowali jako okres wahan. Uruchamiajac
jednoczesnie dwa takie wahadla mozemy bardzo precyzyjnie
porównac ich okresy obserwujac róznice faz po kilkudziesieciu lub
nawet kilkuset wahnieciach - by, jak stwierdza Galileusz, nie

Pierwsza podróz Kolumba "do Ameryki" w 1492 roku uwazana jest
za wydarzenie zamykajace sredniowiecze. Po tej dacie nastapila
epoka nowozytna. Data jest, oczywiscie, przyjeta dosyc umownie,
trudno jednak nie zauwazyc, ze w wieku XVI i nastepnych dokonuje
sie bardzo dynamiczny rozwój cywilizacji - pojawiaja sie nowe idee,
calkowicie odmienne od przekonan powszechnie przyjmowanych przez
cale poprzednie tysiaclecie, a z nimi i nowozytna nauka.

Fizycy tradycyjnie przyjmuja, ze w ich dziedzinie przelom nastapil
dzieki dzialalnosci Galileusza. Zadecydowaly o tym nie tyle jego
liczne szczególowe odkrycia, ile zastosowana metoda. Galileusz
odwoluje sie w swoich pracach do wyników doswiadczen, a swoje
obserwacje i wnioski wyraza stosujac pojecia matematyczne.
Matematyka nie jest jednak dla niego jedynie jezykiem zapisywania
wyników, ale przede wszystkim metoda analizy doswiadczen.
Galileusz jako pierwszy zdal sobie sprawe, ze nie ma sensu teoria
fizyczna nie odwolujaca sie do doswiadczenia, a takze, ze praca
doswiadczalna nie poddawana analizie teoretycznej jest calkowicie
bezwartosciowa - tak, jak naj dokladniejsze tablice wartosci funkcji
nie zastapia twierdzen analizy matematycznej.

Dobrym przykladem jest tu sformulowanie praw spadku swobodnego.
Wielu historyków zarzuca Galileuszowi, ze zapewne nie wykonal
doswiadczen, na które sie powoluje, gdy twierdzi, ze wszystkie
ciala spadaja jednakowo. Istotnie, w czasach Galileusza kazde
bezposrednie doswiadczenie musialo dac wynik 'sprzeczny z tym
twierdzeniem - nie bylo przeciez wówczas wystarczajaco wydajnych
pomp prózniowych.

A jednak wniosek Galileusza byl wnioskiem "doswiadczalnym".
Rozumowanie jego przebiegalo mniej wiecej tak (podaje "wersje
wspólczesna" j prosze wiec wybaczyc, jesli zdarzy mi sie uzyc pojec,
które pojawily sie o wiele pózniej). Najpierw wykazuje wewnetrzna
sprzecznosc pogladu gloszonego za Arystotelesem przez ówczesnych
filozofów, ze cialo wieksze spada szybciej niz cialo mniejsze. Zaczyna
od cial z tego samego materialu. Zalózmy, ze, istotnie, duzy kamien
spada szybciej niz maly. Jesli tak, to po ich polaczeniu powinny
spadac z predkoscia posrednia, mniejsza niz predkosc duzego
i wieksza niz malego - wszak cialo szybsze "pociagaloby" wolniejsze,
a wolniejsze "hamowalo" szybsze. Polaczone kamienie sa jednak
razem wieksze niz wiekszy z nich, a wiec zgodnie z zalozeniem
spadaja szybciej niz kazdy oddzielnie. Otrzymujemy sprzecznosc,
a wiec twierdzenie Arystotelesa jest bledne. Obserwowane róznice
w szybkosci spadania róznych cial nie moga wynikac z "natury"
spadania, a spowodowane sa innymi przyczynami - np. oporem
powietrza. Porównanie spadania cial z róznych materialów wymaga
"wyeliminowania" oporu powietrza.

Najpierw rozwazmy pierwszy punkt
widzenia. To, co opowiadam, jest
wynikiem szeregu doswiadczen.
Stwierdzono ponad wszelka watpliwosc,
ze miony powstaja w górnych warstwach
atmosfery, gdzies na wysokosci 15 km.
Moga one miec bardzo duza energie
i w pierwszym przyblizeniu mozemy
przyjac, ze poruszaja sie z predkoscia
bliska predkosci swiatla. Czas zycia kazdej
czastki ma sens tylko statystyczny. Nie
umiemy przewidziec, ze ten konkretny
mion bedzie zyl wlasnie dwie milionowe
czesci sekundy. Moze wlasnie rozpadnie
sie po milionowej czesci sekundy, a moze
bedzie zyl dwa razy dluzej. Jedyne,

promieniowanie przychodzace do
nas z glebin Wszechswiata, które
obdziera atomy z elektronów, a mówiac
bardziej fachowym jezykiem, jonizuje
atomy. Promieniowanie to nazwano
promieniowaniem kosmicznym. Dzis
wiemy, ze w poblizu Ziemi ponad
atmosfera promieniowanie to sklada sie
w 86% z protonów, czyli jader wodoru,
a w 13% z jader helu, pozostaly 1% to
'elektrony i jadra ciezszych pierwiastków.
Jest to tak zwane promieniowanie
pierwotne. Strumienie bardzo szybkich
czastek nadlatujace z glebin kosmosu
wpadaja w atmosfere ziemska i zderzaja
sie z jej atomami. Kazde zderzenie to
mikrowybuch, w którym powstaja rózne
czastki, z których czesc ma stosunkowo
bardzo krótki zywot. Strumienie
powstalych czastek, czyli tzw. wtórne
promieniowanie kosmiczne, dociera do
powierzchni Ziemi, a nawet wnika dosc
gleboko pod powierzchnie. Tak, tak,
w kazdej sekundzie przez nasze cialo
przenikaja niewidzialne czastki powstale
w górnych warstwach atmosfery.

Bohaterem naszego opowiadania bedzie
czastka okolo dwustu razy ciezsza od
elektronu, która moze byc naladowana albo
dodatnio, albo ujemnie. Nosi ona nazwe
mionu dodatniego lub mionu ujemnego.
Odznacza sie duza nietrwaloscia, bo - jak
wykazaly badania - zyje w spoczynku
tylko dwie milionowe czesci sekundy.
Zauwazyli Panstwo, ze powiedzialem,
iz zyje w spoczynku dwie milionowe
czesci sekundy. Wiemy juz bowiem,
ze w szybkim ruchu moze zyc dluzej.
Chwalilem sie poprzednim razem, ze ja
w ukladzie odleglego kwazara, od którego
Ziemia oddala sie z ogromna predkoscia,
licze sobie prawie sto piecdziesiat lat.
Otóz przesledzmy dzieje mionu od
powstania do rozpadu z dwóch punktów
widzenia: raz patrzac na mion z pozycji
eksperymentatora na Ziemi, a drugi raz,
i to jest trudniejsze do zrealizowania,
z pozycji obserwatora lecacego razem
z mionem w kierunku Ziemi.
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zaobserwowac najmniejszej miedzy nimi róznicy. Jak bowiem
zauwazyl Galileusz, okres drgan wahadla zalezy jedynie od jego
dlugosci (nie jest to stwierdzenie calkiem scisle).

Wniosek: po wyeliminowaniu oporów ruchu wszystkie ciala spadaja.
z jednakowa. szybkoscia..

Sformulowane przez Galileusza twierdzenie dotycza.ce spadania cial
bylo tym samym jednym z pierwszych przewidywan teoretycznych
w pelni pózniej potwierdzonym w niezliczonych doswiadczeniach
wykonyw3.llych na tysiacach lekcji fizyki.

Sens przelomu dokonanego przez Galileusza polegal na dostrzezeniu
glebokiego zwiazku miedzy poznaniem "bezposrednim",
tj. doswiadczalnym a teoretycznym, dodatkowa. zas korzyscia
bylo wynalezienie zegara wahadlowego (skonstruowanego nieco
pózniej przez Christiana Huygensa) - do poczatków XX wieku
naj precyzyjniejszego przyrzadu do pomiaru czasu. Wrócmy
jednak do problemu spadku swobodnego. Czy rzeczywiscie "rózne
ciala spadaja jednakowo"? Wiele lat po smierci Galileusza, po
sformulowaniu przez Newtona praw dynamiki i prawa powszechnego
ciazenia i tym samym ogromnym udoskonaleniu "aparatury
pojeciowej" zdano sobie sprawe, ze w rozumowaniu Galileusza,
w cze:sci dotyczacej "cial z róznych materialów" ukryte jest zalozenie
(przyjete równiez przez Newtona i jego nastepców), iz "masa
bezwladna" i "masa grawitacyjna" ciala sa równe. Jesli jednak
dokladniej przeanalizowac te pojecia i "przepisy" na. mierzenie
obu mas, to okazuje sie, ze w zasadzie moglyby to byc wielkosci
zupelnie niezalezne. "Mase bezwladna" moglibysmy wyznaczac
badajac stosunek predkosci po zderzeniu z pewnym cialem
wzorcowymj "masa grawitacyjna" natomiast jest proporcjonalna
do sily, z jaka. Ziemia przyciaga dane cialo - sa to wiec wielkosci
istotnie rózne. Zdawal sobie z tego sprawe juz Newton i próbowal
wykazac, ze bezwladnosc jest wynikiem przyciagania grawitacyjnego
przez "reszte Wszechswiata". Albert Einstein natomiast przyjal,
ze równosc obu mas jest ogólnie prawdziwym prawem Przyrody
i zbadal dokladnie konsekwencje takiego zalozenia. Posluzyl sie
przy tym metoda identyczna, jak Galileusz niemal trzysta lat
wczesniej: dokonal szczególowej analizy mozliwych wyników
doswiadczen przeprowadzonych w "spadajacej windzie". Doszedl
przy tym do wniosku, ze zadne doswiadczenia w "zamknietej
windzie" nie pozwolilyby odróznic, czy nieruchoma winda znajduje
sie w zewnetrznym, jednorodnym polu grawitacyjnym, czy tez
porusza sie ruchem jednostajnie przyspieszonym. Twierdzenie
to stoi u podstaw ogólnej teorii wzglednosci, a z nia i calej
wspólczesnej kosmologii. Nic dziwnego, ze równosc masy bezwladnej
i grawitacyjnej jest tez coraz dokladniej sprawdzana doswiadczalnie
- jak dotad nie ma wystarczajacych podstaw, aby w nia watpic.
Badania rozpoczete przez Galileusza nie sa zakonczone: ogólna
teoria wzglednosci ma zupelnie inna postac niz teorie pozostalych
oddzialywan elementarnych. Wiadomo, ze uwzglednienie zjawisk
kwantowych wymaga daleko idacej zmiany teorii - jak jednak ma
ona wygladac - nie udaje sie ustalic juz od lat kilkudziesieciu.

Twierd1.enie Galileusza, ze okres drgali wahadla nie zalezy od amplitudy ruchu,
nie jest scisle. Okres wahan rosnie wraz z amplituda. Dla malych wychylen

poprawki do "szkolnego wzoru" T = 2rryllj;; sa jednak bardzo male i przy
stosowaniu wahadla o dlugosci kilku metr6w i niewielkich wychylen bylyby
(w czasach Galileusza) calkowicie ponlijalne (okres wydluza sie o mniej niz 0,2%,
gdy amplituda wynosi 10°). gcisle biorac, stosujac wahadlo Galileusz nie
wyeliminowalby r6wniez calkiem wplywu oporu powietrza. Wystepowanie sily
oporu (np. proporcjonalnej do predkosci) zmienia bowiem okres drgan w stosunku
do ruchu bez oporu. Poprawki te, w przypadku ruchu w powietrzu sa. tak male,
ze mozna je pominac w porównaniu z poprawkaIui zwiazanymi z zaleznogcia
od amplitudy drgan.
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co mozemy twierdzic, to to, ze srednio
miony zyja dwie milionowe czesci sekundy.
Dla uproszczenia rozwazajmy wiec taki
sredni mion. Patrzac z Ziemi i rozumujac
zgodnie z fizyka Newtona, czyli zgodnie
ze zdrowym rozsadkiem, mozemy
przeprowadzic nastepujace obliczenie.
Mion, ten nasz sredni, przez czas swego
zycia przeleci, nawet z predkoscia swiatla,
dwie milionowe czesci seKundy razy trzysta
tysiecy kilometrów na sekunde, czyli
szescset metrów. Nasuwa sie nieodparcie
wniosek: miony powstajace pietnascie
kilometrów nad powierzchnia Ziemi
nie maja zadnej szansy na dotarcie do
poziomu morza, bo przedtem rozpadna
sie. Przeprowadzamy doswiadczenie
z licznikami umieszczonymi na poziomie
morza i stwierdzamy, ze mnóstwo mionów
jednak dociera do powierzchni Ziemi.
Wynik zaskakujacy, czyzby znowu
sprzeczny ze zdrowym rozsadkiem?
Dla nas juz nie - wiemy bowiem,
ze czas w szybkim ruchu plynie wolniej.
Zakladajac dosc rozsadna wartosc
predkosci mionu równa 0,99876 predkosci
swiatla okaze sie, ze przy tej predkosci
mion zyje dwadziescia osiem razy dluzej
niz mion w spoczynku., a wiec bedzie
mógl przebyC nawet 18 km. Nie ma wiec
zadnego problemu? Czy aby na pewno?

Popatrzmy teraz na ten sam proces
powstania, lotu i rozpadu mionu z punktu
widzenia obserwatora, który leci razem
z mionem. Wzgledem obserwatora
mion jest teraz w spoczynku. Zyje wiec
tylko dwie milionowe czesci sekundy.
Moze wiec przebyc w czasie swego zycia
co najwyzej 600 metrów. Czyli nie moze
dotrzec do naszej aparatury badawczej
na powierzchni morza, do której, jak
przypominam, ma 15 km. A jednak
dociera do aparatury, bo na to wskazuje
doswiadczenie. Co wiecej, dopiero co
zrozumielismy, ze powinien tam dotrzec
z punktu widzenia obserwatora na Ziemi.
Obserwator pedzacy razem z mionem zdaje
sie twierdzic co innego. Znowu sprzecznosc
ze zdrowym rozsadkiem. Tak, ale tylko
dopóty, dopóki nie wyjawimy jeszcze
jednego przewidywania szczególnej teorii
wzglednosci. Twierdzi ona m:.1nowicie,
ze dlugosc poruszajacego sie przedmiotu
ulega skróceniu w kierunku ruchu.
Obserwator zwiazany z mionem widzi
pedzaca naprzeciw Ziemie. Odleglosc do
Ziemi bedzie wiec mniejsza, bo Ziemia jest
w ruchu. Dokladne obliczenia w naszym
przypadku mówia, ze ta odleglosc wynosi
tylko 528 metrów zamiast 15 kilometrów.
Mion te odleglosc przebedzie bez trudu.
Sprzecznosc jest usunieta. Zdrowy
rozsadek uratowany, ale za cene przyjecia
szczególnej teorii wzglednosci.



Badajac procesy dyfuzji mozna uzyskac ciekawe informacje
o dyfundujacych molekulach. Rozpatrzymy oddzielnie dyfuzje w gazach
i cieczach.

Zwrócmy uwage, ze prawo to zostalo sformulowane przez fizjologa, a nie
fizyka. Dyfuzja substancji odzywczych w wodzie czy tez tlenu do krwi
w plucach ma przeciez podstawowe znaczenie dla organizmów zywych.

Dyfuzja
Jan KALINOWSKI

~N = -AD~P
~t ~z'

gdzie znak minus oznacza, ze dyfuzja zachodzi w kierunku przeciwnym
do tego, w którym wzrasta p. Stala D nosi nazwe wspólczynnika dyfuzji.
Powyzsze prawo dyfuzji podal w 1855 r. niemiecki fizjolog Adolf Fick.
Równanie przewodnictwa cieplnego ma formalnie taka sama postac,
przy podstawieniu ~N -+ ~Q (zmiana ciepla) i ~p -+ ~T (róznica
temperatur).

D (m2/s)

6,34 x 10-5
2,39 x 10-5
1,78 x 10-5
1,39 x 10-5
1,02 x 10-5

temperatura (OC)
°
8
°
O

20

2
18
32
44
76

masa molekularnasubstancja

H2
H20
O2

CO2
CS2

W przypadku gazów rozpatrzymy najprostszy przypadek - autodyfuzje.
Zauwazmy, ze wspólczynnik dyfuzji ma wymiar L2/T, tzn. jest mierzony
w m2/s. Jest naturalne oczekiwac, ze D bedzie zalezal od predkosci v

dyfundujacych czasteczek. Mamy wiec juz m/s, potrzebujemy jeszcze
czegos o wymiarze dlugosci. W gazach rozrzedzonych dyfuzja zachodzi
szybciej. W rozrzedzonym gazie czasteczki znajduja sie srednio dalej
od siebie, tzn. droga miedzy kolejnymi zderzeniami wydluza sie. D moze
wiec zalezec tez od dlugosci drogi swobodnej A. Faktycznie, okazuje sie,

ze D = !.VA. Z kolei wedlug teorii kinetycznej gazów v '" VT /m, wiec3
pomiar D moze dostarczyc informacji o masie molekul. Z tabelki widac,
ze zaleznosc D '" m -1/2 jest dosc dobrze spelniona.

Zapach perfum z otwartej buteleczki po pewnym czasie rozejdzie
sie po pokoju. Dym z papierosa w powietrzu rozmywa sie, a kropla
atramentu wpuszczona do wody zabarwi ja. Teoria kinetyczna tlumaczy
te zjawiska w nastepujacy sposób. Czasteczki gazów, cieczy i cial
stalych sa w ciaglym ruchu i zderzaja sie. Rozpatrzmy na przyklad
dym w powietrzu. Zadna czasteczka dymu (albo ich grupa) nie porusza
sie szybko w pewnym ustalonym kierunku, gdyz na skutek zderzen
kierunek jej ruchu ulega ciaglym zmianom. Czasteczki dymu beda sie
stopniowo rozchodzily w powietrzu na skutek bezladnej ich wedrówki.
Proces tego typu nazywamy dyfuzja. Dyfuzja bedzie zachodzic dopóty,
dopóki koncentracja czasteczek jest nierównomierna. To samo dotyczy
autodyfuzji - wyrównywania sie gestosci czasteczek w ukladach
jednoskladnikowych. Po dostatecznie dlugim czasie nastapi wyrównanie
sie koncentracji i dyfuzja ustanie.

Proces dyfuzji jest podobny do procesu przewodnictwa cieplnego,
które zachodzi, jesli jest róznica temperatur. Jesli róznica koncentracji
w punktach oddalonych o ~z wynosi ~p, to molekuly z obszaru
o wiekszej koncentracji dyfunduja do obszaru o mniejszej z szybkoscia
proporcjonalna do ~p/ ~z. Zmiana liczby molekul w jednostce czasu
bedzie tez proporcjonalna do powierzchni A, przez która dyfunduja
molekuly, tzn.

Pierwszy takie doswiadczenie wykonal
w 1901 roku W. Kaufman, ale opowiem
o znacznie dokladniejszych pomiarach
z 1908 roku wykonanych przez
A. H. Bucherera. Zmienial on predkosc
wiazki elektronów od 0,3 predkosci swiatla
do 0,69 predkosci swiatla. i za kazdym
razem z odchylenia w polu elektrycznym
i magnetycznym wyznaczal stosunek
ladunku do masy elektronu. Stosunek
ten nawet w zargonie fizycznym nazywa
sie "e do em". Przypominam: ladunek
elektryczny nie zalezy od predkosci ruchu.
Jezeli wiec masa jest stala, to i caly
stosunek nie powinien zalezec od predkosci.
Tymczasem okazalo sie, ze ten stosunek
maleje wraz ze wzrostem predkosci
elektronów. Przy najmniejszej predkosci
0,32c wynosil 1,66, a przy predkosci 0,69c
juz tylko 1,28. Co to znaczy? A tylko tyle,
,e masa elektronu rosnie wraz ze wzrostem
predkosci. Oczywiscie, nie tylko elektronu.
Doswiadczen takich wykonano pózniej
wiele i wszystkie ~otwierdzaja ten wynik.

Dla niektórych z nas cena to duza.
Musielismy bowiem zgodzic sie, ze czas
nie ma znaczenia absolutnego, ze to samo
dotyczy dlugosci: pret o dlugosci metra
widziany z bardzo szybko poruszajacego
sie obiektu moze miec dlugosc tylko pól
metra. Taki efekt zauwazymy pedzac juz
z predkoscia równa 0,865 predkosci swiatla.

Nasuwa sie pytanie, czy jest cos, co nie
zmienia sie z predkoscia. Moze masa albo
ladunek elektryczny? Okazuje sie, ze ten
ostatni nie zalezy od predkosci i bardzo
latwo to wykazac doswiadczalnie. Otóz
dowodem na to jest doskonala obojetnosc
elektryczna zwyklej materii. Elektrony sa
bardziej ruchliwe niz protony. W kazdym
pierwiastku inny jest ruch elektronów.
Gdyby ladunek zalezal od predkosci,
materia nie moglaby byc obojetna
elektrycznie. Uff, przynajmniej ladunek
nie zalezy od predkolki, mówimy, ze jest
niezmiennikiem. A moze i masa ciala
nie zalezy od predkosci? Znowu trzeba
"zapytac sie"· doswiadczenia. Uzyjemy
do tego wiazki elektronów. Sa one
naladowane ujemnie i w ruchu moga sie
odchylac zarówno pod wplywem pola
elektrycznego, jak i pola magnetycznego.
Pola te dzialaja w rózny sposób na
poruszajacy sie elektron. Okazalo sie,
ze porównujac odchylenia w jednym
i drugim polu mozna wyznaczyc stosunek
ladunku cza,stki do jej masy. Wiemy juz,
ze ladunek cza,stki nie zalezy od predkosci,
latwo wiec sprawdzimy, czy masa zalezy
od predkosci poruszania sie. Przyznaja
Panstwo, ze zaskakuje sama mozliwosc
takiej zaleznosci, ale lepiej sprawdzic.
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Dla dyfuzji w ukladach wieloskladnikowych zaleznosc D od parametrów
jest bardziej skomplikowana.

Dla dyfuzji w cieczach prosta analiza wymiarowa zawodzi, gdyz jest wiecej

czynników wplywajacych na D. W przypadku duzy"<:h molekul kulistych

(przypadek interesujacy biologów) mechanizm dyfuzji przypomina

mechanizm przemieszczania sie kuli w cieczy lepkiej. Z doswiadczenia
otrzymujemy

Wspominalem, ze wzgledem obserwatora
na odleglym, szybko poruszajacym sie
kwazarze, przezylem juz sto piecdziesiat
lat. Teraz zas okazuje sie, ze waze tam
ponad dwiescie kilogramów. Nie jest to
ponetny obraz, ale na szczescie nie zalezy
mi az tak bardzo na opinii odleglego
kwazarowca.

4
m = 31Tpa3 /1,5.

Dyfuzja zachodzi tez w cialach stalych. Jest to bardzo powolny

proces wywolany ruchami cieplnymi atomów. Najlepiej zbadana jest

dyfuzja w germanie i krzemie, gdyz dyfuzje wykorzystuje sie tutaj do

domieszkowania pólprzewodników. Aby przyspieszyc proces dyfuzji,

przeprowadza sie go w wysokiej temperaturze. W tabelce ponizej podane
sa wspólczynniki dyfuzji dla niektórych pierwiastków.

D= kT
61Ta'1 '

gdzie k - stala Boltzmanna, a·- rozmiar dyfundujacych molekul

i '1 -lepkosc cieczy. Tym razem D '" m-1/3;gdyz m'" a3,

tzn. wspólczynnik dyfuzji jest niezbyt czuly na mase molekul.

Potwierdzaja to dane z tabelki dla wspólczynników dyfuzji w wodzie
w temperaturze t = 20°C.

Zauwazmy, ze ze znajomosci D mozemy otrzymac bezposrednio rozmiary
dyfundujacej molekuly. Mase molekuly mozemy oszacowac ze wzoru

4 3

m = 31Tpa ,

gdzie p - gestosc suchej substancji, której molekuly dyfunduja w cieczy.

Gdy molekuly znajduja sie w cieczy (wodzie), molekuly cieczy przyklejaja
sie do powierzchni dyfundujacej molekuly powiekszajac efektywnie jej

rozmiary. Dla molekul substancji biologicznych w wodzie doswiadczenie

mówi, ze wynik trzeba poprawic o czynnik", 1,5, tzn. masa molekuly
wyniesie

Przypomnijmy sobie, do jakich to
wniosków doprowadzily nas doswiadczenia
omawiane w ostatnich trzech artykulach.
Oto one:

1. Predkosc swiatla nie zalezy od predkosci
zródla lub obserwatora.

2. Czas w ukladzie poruszajacym sie plynie
wolniej niz w spoczynku.
3. Dlugosc obiektu poruszajacego sie
wzgledem obserwatora jest mniejsza niz
w ukladzie, w którym ten obiekt spoczywa.
4. Masa ciala poruszajacego sie wzgledem
obserwatora jest wieksza niz wtedy, gdy
cialo spoczywa.

Wszystko to razem doprowadzilo fizyków
do wniosku, ze zyjemy nie w przestrzeni
trójwymiarowej, lecz w czterowymiarowej
czasoprzestrzeni. Tu jednak koncza sie
doswiadczenia, a zaczynaja rozwazania

teoretyczne, których obiecalem unikac.

Unikam rozwazan teoretycznych
i podawania wzorów. Te kazdy
zainteresowany Czytelnik moze znalezc
w dowolnym podreczniku fizyki, który
zajmuje sie tymi zagadnieniami. Moim
celem nie bylo, oczywiscie, nauczenie
Panstwa szczególnej teorii wzglednosci, ale
pokazanie, ile materialów do przemyslen
dostarczaja nam doswiadczenia, które
mozemy wyjasnic na jej podstawie. Takich
doswiadczen mozna by wyliczyc jeszcze
wiele. Nie sa to doswiadczenia z zycia
codziennego, ale nie sa to tez czysto
akademickie doswiadczenia nikomu do

niczego nieprzydatne. Bez szczególnej,
a równiez ogólnej teorii wzglednosci
trudno by zrozumiec ruch cial niebieskich,
szczególnie przy osiaganych dokladnosciach
pomiarów. A to juz ma praktyczne
znaczenie dla astronautów.

D (m2/s)

2 x 10-9
1 X 10-9

1,1 X 10-9
6,7 X 10-10
5,2 X 10-10
1,2 X 10-10
6,9 X 1O-11
3,5 X 1O-11

18
32
60
180
342

13683
68000

480000

masa molekularnamolekula

H20
O2

CO(Nlhh mocznik
C6H1206 glukoza

C12H22011 sacharoza
kwas rybonukleinowy

hemoglobina
enzym ureaza

Dane w tabelkach pochodza z Encyklopedii Fizyki, PWN 1972 i ksiazki

J.B. Mariona, General Physics with Bioscience Essays, John Wiley & Sons
1979.

pierwiastek

B
Al
Ga
In
Ge
P

As
Sb
Bi

german w 8000C D (cm2/s)

4 x 10-13

1 X 10-13
2 X 10-13
8 X 10-14

6,5 X 10-12
4 X 10-11
2 X 10-11

krzem w 1300°C

2 x 10-11
8 X 10-11

2,5 X 1O-11
6,5 X 10-12

5 X 10-4
2 X 10-4

1,5 X 10-12
2 X 10-12

16,3 X 10-12

Chcialbym Panstwu polecic cos z lektury.
Osobiscie bardzo cenie wydana w serii
Biblioteczka Delty broszure Andrzeja
Szymachy i Piotra Lasoty Teoria
wzglednosci. Ksiazeczka jest dawno
wyczerpana, ale na pewno mozna ja
znalezc w niejednej bibliotece. Kto
bardziej dociekliwy, moze zajrzec
do uniwersyteckiego podrecznika
napisanego przez A. K. Wróblewskiego
i J. Zakrzewskiego Wstep do fizyki.

Znajdzie tam wiele opisów doswiadczen,
o których mówilem.

Nastepnym razem wrócimy do bardziej
przyziemnych spraw i zaproponuje
Panstwu zamrazanie wody w lodówce.
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Ro.wl".anle .adanla M 640.
Rozpatrzmy tr6jka,t, kt6rego jeden
bok ma dlugoll'~ a E [O,l], drugi
zali'b E [1,2]. Pole takiego tr6jka,ta
jest najwieksze, gdy oba boki sa,
prostopadle, a = l i b = 2. Trzeci
bok ma wtedy dlugoll'~ .;5 E [2,3].
Zatem poszukiwany tr6jka,t to tr6jka,t
prostokatny o bokach 1,2,.;5.

Róznymi sposobami

Tozsamosc 1 + (~) + (;) + ... + (:) = 2n wynika bezposrednio ze
wzoru dwumianowego Newtona zastosowanego dO'wyrazenia (1 + l)n.
Moznaja tez uzyskac obliczajac na dwa rózne sposoby liczbe podzbiorów

zbioru'{xl' X2,"" xn}. Pierwszy sposób: mamy 1 zbiór pusty, (~)

podz biorów jednoelemeniowych, (;) dwuelementowych itd. Lacznie

mamy 1 + (~) + (;) + ... + (:) podzbiorów. Drugi sposób: Kazdemu
podz biorowi A mozemy przyporzadkowac jednoznacznie n elementowy ciag
zerojedynkowy. Mianowicie, jesli Xi E A, to na i-tym miejscu piszemy 1, a jesli
nie, to piszemy O. Takich ciagów jest 2n.

Trudniejsze jest obliczenie sumy

G) + 2 (;) + 3 G) + ... + n (:) ,
chociaz, jak sie okazuje, jest na to wiele sposobów. My pokazemy trzy bardzo
rózn,e.

1. Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby naturalnej 1 ::; k ::; n

k (n) = k. n! = n! = n (n - l)!k k!(n - k)! (k - l)l(n - k)! (k - l)!(n - 1- (k - l))!

= (n -1)n k .-1

Ro.wl".anle .adanla M 641.
Popatrzmy na k-tego z kolei
si6dmoklasiste (po przestawieniu):
ma on w swojej klasie (k - l)
wyzszych koleg6w. Za kazdym z nich
pierwotnie stal wyzszy oll'mioklasista,
zatem oll'mioklasist6w wyzszych od
naszego wybranego si6dmoklasisty
jest (co najmniej!) k. Wynika stad,
ze po przestawieniu stojacy za nim
oll'mioklasista bedzie wyzszy.

W efekcie

G) + 2 (;) + 3 G) + 00 • + n (:) =

_ ( (n-l) (n-l) (n-l))
-n 1+ + + ... +1 2 n-l

= n2n-l

a WIeC

Ro.wl".anle .adanla M 642. Teza
tego zadania wynika bezpoll'rednio
z zadania 641. Jell'li bowiem
popatrzymy tylko na dwie kolumny
(przed przestawieniem), i-ta i j-ta,
j < i, to zolnierz stoj acy w i-tej
kolumnie jest wyzszy od swojego
kolegi stojacego w tym samym szeregu,
ale w i-tej kolumnie - bo szeregi sa
ustawione wedlug wzrostu. Jell'li teraz
ustawimy kolumny wedlu g wzrostu, to
- jak wynika z zadania 641 - zolnierz
stojacy w j-tej kolumnie nadal bedzie
wyzszy od swojego kolegi stojacego
w tym samym szeregu, ale w i-tej
kolumnie. Tak wiec szeregi pozostana
uporzadkowane wedlug wzrostu.

2. Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona otrzymujemy, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej x zachodzi

(1 + x) n = 1 + (7) x + (;) x2 + ... + (:) xn .
Rózniczkujac obie strony tej równosci wzgledem x dostajemy

n(l+x)n-l= G) +2(;)x+.oo+n(:)xn-l.
Stad, po podstawieniu x = 1, wynika, ze

n2n-l = G) +2(;) + ... +n(:)

3. Niech X bedzie zmienna losowa okreslajaca liczbe sukcesów w schemacie
n prób Bernoulliego, w którym prawdopodobienstwo sukcesu jest równe 1/2.
Wartosc oczekiwana EX zmiennej X wynosi

G)Gf +2(;)Gf +.oo+n(:)Gf
Zmienna X mozna przedstawic w postaci sumy zmiennych losowych Xl, ... , Xn,

z których k-ta przyjmuje wartosc 1, jesli w k-tej próbie zanotowalismy sukces,
i O, gdy porazke. Wartosc oczekiwana sumy zmiennych jest równa sumie
wartosci oczekiwanych tych zmiennych. Zatem

EX = EXl + EX2 + ... + EXn .

Zauwazmy jednak, ze EXl = ... = EXn = ~. W efekcie2

G)Gf +2(;)Gf +oo.+n(:)Gf =n~,

(7) + 2(;) + 3(;) + 00. + nC) = n2n-l.

Edmund PUCZYLO WSKI
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Skad sie bierze matematyka?

I tu stawia teze, ze rozwiazywanie konkretnych zadan jest najwazniejszym
zródlem energii matematyków, stanowi najglebszy i najskuteczniejszy bodziec
do podejmowania przez nich badan. Tak jego zdaniem powstaje matematyka.

Latem 1900 roku odbyla sie w Paryzu Wystawa Swiatowa. Z tej okazji odbyl
sie tez IIMiedzynarodowy Kongres Matematyków. Uczestniczylo w nim
226 matematyków z 23 krajów. W dniu 8 sierpnia na wspólnym posiedzeniu
sekcji V (historii i bibliografii) oraz VI (dydaktyki i metodologii) tego kongresu
odczyt wyglosil David Hilbert. Odczyt nosil tytul "Problemy matematyczne".

Hilbert rozpoczyna wyklad od zademonstrowania, jak rozwiazywanie
konkretnych zadan stawalo sie zródlem powstawania nowych dyscyplin
matematycznych, tworzenia nowych pojec, stawiania nowych pytan. Wymienia
problem brachistochrony (krzywej naj szybszego spadku) i pokazuje, jak z
rozwiazywania tego zadania narodzil sie rachunek wariacyjny. Przypomina,
jak rozwiazywanie Wielkiego Twierdzenia Fermata (nie udowodnionego po
dzien dzisiejszy) stworzylo cala nowoczesna algebre, a w szczególnosci teorie
pierscieni. Przytacza problem trzech cial (pytanie o ich ruch pod wplywem
wzajemnego przyciagania) i wskazuje, jak z prób rozwiazywania tego zadania
narodzilo sie szereg metod w teorii równan rózniczkowych. Wspomina o tym,
jak poszukiwania geodezyjnych ("najprostszych" linii na powierzchni) daly
poczatek geometrii rózniczkowej. Wskazuje, jak badania symetrii wieloscianów
daly poczatek tak teorii grup i teorii nie,zmienników, jak tez krystalografii.

•
+e

Plaszczyzna bedzie przyciaga.! elektron

z sila F = ke:. W polu silowym typu4",

F = ~ ciala poruszaj" sie po elipsachr'
i spelnione jest trzecie prawo Kepiera

G3 A d' .. Ik
T' = m41r" g zle G Jest wIe a
p6losia elipsy, a T czasem obiegu.
W naszym przypadku' tor elektronu
jest odcinkiem, kt6ry jest szczególnym Nastepnie stawia konkretne problemy, których rozwiazanie (jego zdaniem)
przypadkiem elipsy, gdzie G = ~,zalf powinno popchnac matematyke naprzód, dac jej nowy zastrzyk. energii,
czas spadku na plaszczyzne jest r6wny, spowodowac stworzenie nowych metod, uproszczenie starych, wywolac narodziny
t = ~. Podstawiaj"" r, T oraz A = k: nowych jej galezi. Wymienia blisko trzydziesci konkretnych zadan (ciekawe,
do prawa Kepiera wyznaczamy ze nie wiadomo, ile ich bylo) - na czesc z nich obecni na sali matematycy znaja

ostatecznie czas t = 1rV m",3 = 140 s. odpowiedz. Pozostaja 23 problemy do rozwiazania.2ke'

Roswl"sanle sadania F 889.
Niech m oznacza mase elektronu.
Korzystaj"" z metody obrazu
stwierdzamy, ze lustrzany obraz
ladunku pojawi sie po przeciwnej
stronie plaszczyzny.

gdzie e = !: jest mimolfrodem elipsy.G
Ostatecznie t = 14, Ó roku.

Czas pokonywania polowy trajektorii
blizszej Sloil.cu jest proporcjonalny
do pola zakre'lonego przez promien
wodz""y komety i jest on równy

t = ~T = l1rGb- beT =
1rGb 1rGb

x

Ci, którzy utrzymuja blizsze kontakty z matematykarnauka, wiedza, ze cala
wlasciwie dwudziestowieczna matematyka to rozwiazywanie problemów Hilberta.
Pierwszy z nich zostal rozwiazany jeszcze w 1900 roku. Kiedy zostal rozwiazany
ostatni, powiedziec nie mozna, bo w trakcie rozwiazywania problematyka
rozrastala sie i rozrasta nadal. W ramach np. VI problemu Hilberta zyskalismy

_ aksjomatyke rachunku prawdopodobienstwa (Kolmogorow, 1933) i przesuniecie
go z fizyki do matematyki. W ramach tegoz problemu Emma Noether

Roswl"sanle sadania F 840. d d il . d ..... h ..
K t d· K l u owo n a tWIer zeme wIazace symetrIe z prawamI zac owanIa, czynIac z gruporzys amy z rugIego prawa ep era, .••.•...
kt6re mówi, ze predkolf~ polowa komety LIego podstawowe narzedZIe fIzykI. RozwIazamem I problemu HIlberta Jest
jest stala. Pole calej elipsy jest r6wne wykazanie niezaleznosci hipotezy continuum od aksjomatów teorii mnogosci

ft'::~lfg~~i: ~,b oznaczaj" wielka i mala (Cohen, 1963). Rozwiazaniem z kolei X problemu jest wykazanie, ze nie istnieje
p p y y algorytm badajacy istnienie rozwiazan chocby tylko wielomianowych równan

diofantycznych (w liczbach calkowitych). Nie sposób zreszta wymienic
sensownej, krótkiej listy takich rezultatów - takie krótkie listy maja postac
grubych ksiazek. Nic dziwnego: mówia o calej dwudziestowiecznej matematyce.

Stosunek Hilberta do roli rozwiazywania zadan w rozwoju matematyki nie
byl, rzecz jasna, podzielany przez wszystkich (korzystajacych przeciez z jego,
zadaniami wyznaczonej, drogi badawczej). Jednak ci, którzy poszukiwali
patrona miedzynarodowej nagrody dla organizatorów konkursów zadaniowych,
nie mieli watpliwosci - to powinien byc David Hilbert. I najwyzsze odznaczenie
przyznawane przez World Federation ol National Mathematical Competitions to
medal Hilberta. Odznaczony zostal nim w tym roku prowadzacy Lige - Klub
44M - Marcin Kuczma. To wielki sukces naszego kolegi i wielki zaszczyt dla
Delty, ze nasze zadania ligowe (choc pisane w malo znanym narzeczu), a przede
wszystkim liczne grono uczestników Ligi, znalazly tak wielkie uznanie.

Gratulujemy!

Redakcja
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UKLAD O'

Rys. 1

" =0
t = o

x • o

X' •• o

Rys. 2

Smieszne byloby wyobrazac sobie, ze do
pojedynczego zjonizowanego atomu
przyczepiony jest ... budzik. Ale to
sam jon jest zegarem; kreca sie w nim
elektrony, precesuje spin, cos sie dzieje
i to wystarcza, by o kazdym okruchu
materii myslec jako o pewnym zegarze.
Konsystencja pojecia czasu mierzonego
przez tak szeroko rozumiana klase
wzajemnie nieruchomych swobodnych
zegarów jest niebagatelnym faktem
przyrodniczym, stanowiacym, jak sie
wydaje, podstawe fizyki i nie dajacym
sie wywiesc z niczego innego jak tylko
wprost z doswiadczenia. Bez niej
o czasie jako takim nie daloby sie
w ogóle mówic. To, ze konsystencja
ta ma miejsce w kazdym ukladzie
inercjalnym, jest najwazniejszym
aspektem zasady wzglednosci.

Synchronizacja nieruchomych
swobodnych zegarow nie sprawia
zadnych trudnosci i nie wymaga zadnej
poglebionej dyskusji. Kazda, najmniej
wymyslna, próba sprawdzenia, czy
wzajemnie nieruchorne zegary "ida"
jednakowo, o ile tylko respektuje sie
ich r6wnouprawnienie, da zawsze ten
sam rezultat ~ nie ma w kazdym razie
zadnych przeslanek, by sadzic inaczej.
Nie powinnismy natomiast w naszym
ukladzie odniesienia próbowac
synchronizowac' "cudzych" zegar6w,
tj. zegarów w ruchu. Ich sytuacja
dla nas jest nierówna - jeden biegnie
z przodu, drugi za nim; jeden moze
sie do nas zblizac, a drugi oddalac.
Niech zegary te synchronizuje "ich"
obserwator.

Jeszcze raz o teorii wzglednosci
Andrzej SZYMACHA

Dwa równolegle prady przyciagaja sie. W szczególnosci wynika z tego, ze i pojedynczy
ladunek poruszajacy sie równolegle do pewnego pra.du jest tez przyciagany z sila
zalezna od predkosci tego ladunku. Zalózmy, tak jak to ma miejsce w wiekszosci
przypadków, ze prad spowodowany jest wzajemnym ruchem tylko dwóch rodzajów
ladunk6w (przeciwnego znaku). Przyjmiemy takze, dla prostoty, ze ladunki jednego
znaku maja jedna wspólna predkosc. Niech wspomniany dodatkowy ladunek,
tzw, próbny, kt6ry z pradem oddzialuje, bedzie równy Q > O i niech jego predkosc
bedzie taka jak predkosc dodatnich ladunk6w w przewodniku. Chcielibysmy takze,
by na jednostke dlugosci przypadalo tyle samo (co do wartosci bezwzglednej)
ladunku jonów dodatnich '7, co ujemnych -'7. Aby omawiana konfiguracje narysowac
i zaznaczyc strzalkami konkretne wartosci predkosci czastek, trzeba zdecydowac
sie na jakis konkretny uklad odniesienia. W naszym przypadku nasuwaja sie dwa
wygodne uklady: jeden zwiazany z obserwatorem nieruchomym wzgledem ladunk6w
ujemnych O, drugi nieruchomy wzgledem czastek dodatnich O'.

W sytuacji przedstawionej na pierwszym rysunku na czastke pr6bna dziala w kierunku
przewodu sila o wartosci QVB (B = p.oI/21rr, I = '7V), a wedlug obserwatora,
który posluzy sie drugim ukladem, na czastke te ... nie dziala zadna sila. Pierwszy
obserwator bedzie przewidywal, ze czastka zacznie sie zblizac do przewodnika,
drugi bedzie twierdzil, ze jest ona nieruchoma i nigdy do przewodu nie dotrze. Ich
przepowiednie dotycza tego samego obiektu. ALE TO JEST ABSURDALNE. Tylko
jeden z nich moze miec racje! Ale który?!

Skoro w omawianej sytuacji tylko jeden z obserwatorów moze miec racje, tylko
jeden z rysunków moze odpowiada~ rzeczywistolfci. Poniewaz na kazdym
z rysunk6w czesc czastek jest w ciaglym ruchu, rysunki te rejestruja jakby zamrozone
polozenia ladunków w okreslonej tej samej chwili. Ale co to jest czas? Jak
mierzy sie czas i jak sie ustala w róznych punktach przestrzeni, ze jest wlasnie ta
sama chwila? Czy dwaj obserwatorzy zawsze zgodza sie co do tego, ze jakies dwa
zdarzenia dokonuja sie w tej samej chwili? Nieprawdziwe przypuszczenie, wyznawane
przez pokolenia fizyków ubieglych stuleci, ze odpowiedzi na powyzsze pytania sa
oczywiste, w szczególnosci, ze odpowiedz na ostatnie pytanie jest pozytywna, prowadzi
nieuchronnie do sprzecznosci.

Zamiast "zamrozonej" konfiguracji chwilowej przedstawmy los grupy ladunków obu
znaków w pewnym przedziale ich historii. Na osiach wykresu odkladac bedziemy
polozenie i czas mierzone przez zegary nieruchome w ukladzie O.

Wykresy ruchu ladunków ujemnych (tzw. linie swiata tych ladunków) sa liniami
prostymi, równoleglymi do osi czasu, ale linie ladunków dodatnich sa pochylone,
tym bardziej, im wieksza jest ich predkosc. Wyobrazmy sobie, ze kazdy ladunek
ma przyczepiony zegar. Wskazania zegarów przyczepionych do ladunków ujemnych
pokazuja w róznych miejscach na plaszczyznie, oczywiscie, zawsze wspólrzedna t
stosownego punktu. Czasem w ukladzie inercjalnym nazywamy w istocie wskazanie
najblizszego zegara nieruchomego w tym ukladzie, zegara zsynchronizowanego
ze wszystkimi innymi zegarami nieruchomymi w tym ukladzie. Na wykresie mamy
jednak takze linie swiata zegarów (na grzbietach ladunków dodatnich) ruchomych
w tym ukladzie odniesienia. Jakie sa wskazania tych zegarów w róznych miejscach
na diagramie?

Zaczac trzeba od tego, ze te ruchome zegary, same dla siebie sa nieruchome! Jako
nieruchome prowadza one samoistna procedure synchronizacji nie ogladajac sie na
zadne inne zegary swiata. No, moga sobie pozwolic na jedno. Moga caly ten wspólny
zsynchronizowany czas tak przesunac troche w przód czy w tyl, by zegar, od którego
odmierzane jest polozenie pozostalych (zegar z poczatku ukladu O'), pokazal zero
nie byle kiedy, lecz dokladnie wtedy, gdy mjja zegar pozostajacy w poczatku tego
pierwszego ukladu. Zaklada sie, ze mijany wlasnie zegar tez akurat pokazuje zero.
To ustalenie to jedyna mozliwosc w naszych rekach na drodze do uzgodnienia wskazan
zegarów z dwóch rodzin. Gdzie jednak na przedstawionym wykresie wypadnie
punkt A, w którym centralny zegar z O' odmierzy l s (w oparciu o samoistne,
autonomiczne procesy fizyczne definiujace sekunde), a gdzie wypadnie punkt B,
w którym zegar z rodziny zsynchronizowanych zegarów, odlegly w O' o l m (metr
mierzony samoistnie w O' pomiedzy nieruchomymi zegarami za pomoca wzorca
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Zadanie nasze polega na wyznaczeniu tych czterech wspólczynników jako funkcji
predkosci. Poniewaz sytuacja wzajemna obu ukladów jest absolutnie identyczna,
obowiazywac musi równiez

(3) x'=ax+bt,

(4) t'=cx+dt.

Podstawiajac (3) i (4) do (1) dostajemy

x = a( ax + bt) + b( ex + dt) =

(5) = (a2 + bc)x + b(a + d)t =

= Ix + Ot,

co prowadzi do pierwszych dwóch równan na a, b, c, d

(6) a=-d,

(7) a2+bc=l.

Dla zegara w poczatku ukladu O' mamy stale x' = Oj podstawiajac x' = O do (1) i (2)
i dzielac stronami powinnismy dostac jego predkosc -V, wiec

(8) b/d=-V.

Równania (6), (7) i (8) pozwalaja wyrazic trzy niewiadome funkcje predkosci a, b

i c przez jedna juz tylko funkcje d(V) i zapisac podstawowa transformacje (1) i (2)
w postaci:

metrowego zbudowanego na podstawie encyklopedycznej definicji metra) pokaze O s, sa, .
najwazniejszymi pytaniami z pogranicza fizyki i geometrii, jakie postawiono w drugiej
polowie XIX w. Odpowiedzi szukac trze,.ba w rzetelnej analizie rzeczywistosci, a nie
w intuicji czy w wypowiedziach filozofów. Pelna odpowiedz znalazl Einstein w 1905 r.
Znajac jego rozwiazanie latwo jest podac inna niz oryginalna droge rozumowania, byc
moze przystepniejsza dla poczatkujacych adeptów teorii wzglednosci. Mam zreszta
nadzieje,'ze i Czytelnik znajacy juz teorie Einsteina poglebi swoje zrozumienie tej teorii
zapoznajac sie z podejsciem tu prezentowanym.

Jesli tylko dopuscimy mysl, ze punkt B móglby miec polozenie inne niz x = l, t = O,

to rysuja sie mozliwosci wyjscia z impasu. Dla usuniecia paradoksu musialoby sie
okazac, ze odleglosci miedzy jednoimiennymi ladunkami, które sa równe dla plusów
i minusów w pierwszym ukladzie odniesienia (co oznacza, ze przewód jest elektrycznie
obojetny w tym ukladzie - taka sytuacje mozemy stworzyc swiadomym dzialaniem
i taka sytuacje rozpatrujemy), stalyby sie nierówne w drugim. Takie cos oznaczaloby,
ze dla drugiego obserwatora przewód bylby naladowany, a w konsekwencji
ladunek próbny, poczatkowo nieruchomy, na który nie dziala sila magnetyczna,
tez przyciagany bylby przez pr.l1;ewód,tyle ze przez sile elektryczna. To byloby
rozwiazanie paradoksu. Na rysunku 2 zaznaczona jest linia od centrum do takiego
hipotetycznego punktu B. Czytelnik zechce laskawie policzyc, ze na odcinku
od c~ntrum do B (czyli w chwili t' = O) znajduje sie, nie liczac brzegów, 14 plusów
i 16 minusów, podczas gdy w chwili t = O wewnatrz odcinka jednostkowego znajd~je sie
15 plusów i 15 minusów! To nie trick, to geometryczny banal. Prosze policzyc jeszcze
raz. Ale jak od tych uwag o koniecznosci rewizji pogladów na czas i odleglosc dojsc do
wyników ilosciowych?

Przyjmijmy, ze mamy do czynienia z dwiema identycznymi grupami zegarów
zsynchronizowanych w ich ukladach spoczynkowych, rozmieszczonymi w jednostkowych
odstepach (przy wykorzystaniu takiej samej definicji metra przez kazdego
z obserwatorów). W kazdej z rodzin wyrózniamy po jednym zegarze, od którego
mierzy sie odleglosci. Zegary te stanowia poczatki swoich ukladów. Przyjmujemy,
ze zegary w poczatkach swoich ukladów pokazuja zero wtedy, gdy wlasnie. sie mijaja.
Zwroty okreslajace znaki wspólrzednych wybieramy (na razie) przeciwnie w obu
ukladach. Kazdy z ukladów porusza sie z predkoscia -V wzgledem tego drugiego.

Jesli wspólrzedne punktu A na rysunku 2 oznaczyc (b, d), a punktu B - (a, c), to jasne
jest, ze w ogólnosci zwiazek miedzy wspólrzednymi czasoprzestrzennymi bedzie

(1) x=ax'+bt',

(2) t = ex' + dt' .

c" c,o ~'1 C~\

Gr G' ~o G-'
Rys. 3

\ \II

(9)

(10)

9

x = -d(x' + Vt') ,

t = d(t' + x'V(1 - d-2)/V2).



Podstawiajac uzyskany wynik do wczesniejszych wzorów dostajemy ostatecznie:

Teraz mozemy zmienic zwrot na osi x, bo tak jest na ogól wygodniej:

(11) x = d(x' + ut'),

(12)' t = d(t' + x'V(1 - d-2)/V2).

Rozpatrzmy takze trzeci uklad O", który porusza sie z predkoscia U wzgledem
ukladu O'. Oznacza to, ze dla zegara z poczatku O" zachodzi x' = Ut'. Podstawiajac
te wartosci do (11) i (12), a potem dzielac stronami otrzymamy predkosc ukladu O"
wzgledem ukladu O. Oznaczmy ja "U + V" dla przypomnIenia, ze wedlug Galileusza·
predkosc ta bylaby zwykla suma. Otrzymujemy wiec

(13) "U + V" = (U + V)/ {l + UV[(I- d-2(V))/V2J} .

Wielowiekowe przesady na temat zachowania sie ruchomych zegarów sprowadzaja sie
w swietle naszych dotychczasowych wyników zawartych we wzorach (11), (12), (13)
do postulowania, iz, nieoznaczona na razie, funkcja d(V) jest tozsamosciowo równa 1.
Wzory (11) i (12) po wstawieniu tam d = l opisuja tzw. transformacje Galileusza,
bedaca podstawa klasycznej fizyki az do konca XIX w. Nie istnieje jednak zaden
argument logiczny, który by zmuszal do pr:!yjecia d = 1. Czytelnik ma prawo sie
spodziewac, ze wyznaczymy funkcje d(V) dobierajac ja tak, by zlikwidowac paradoks,
od którego zaczelismy. Do pewnego stopnia tak bedzie. Zeby postawic kropke nad i
w wyznaczaniu d(V), ostatecznie powrócimy do naszych ladunków. Jest jednak rzecza
interesujaca, ze pelny matematyczny ksztalt funkcji d(V) udaje sie wyznaczyc na
drodze czystej dedukcji bedacej kontynuacja rozwazan prowadzacych od wzorów (1)
i (2) do wzorów (11) i (12).

Przyjrzyjmy sie wzorowi (13). Podaje on predkosc poczatku ukladu O" jako zlozenie
jego wlasnej predkosci U i predkosci unoszenia V. Gdy jednak rozwazyc ruch ukladu O
wzgledem ukladu O", to U bedzie predkoscia unoszenia, a V predkoscia wlasna
(skrupulatny Czytelnik móglby domagac sie posta~ienia znaku "minus" przy tych
predkosciach, co mozna zrobic, ale mozna tez powiedziec, ze dla tej czesci obliczen
zmienilismy zwroty wszystkich trzech osi). Powinnismy wiec we wz?rze (13) zamienic
V na U i U na V i mimo to dostac te sama predkosc:

(14) (U + V)/ {l + UV[(1 - r2(V))/v2J} = (V + U)/ {l + VU[(1 - d-2(U))/U2J}

Czytelnik bez trudu odczyta z powyzszego wzoru, ze sprowadza sie on do
nastepujacego, prostszego

(15) (1 - d-2(V))/V2 = (1 - d-2(U))/U2.

Jest to fantastyczny wynik! Jako wyprowadzony dedukcyjnie, bez odwolywania sie
do konkretnego doswiadczenia, jest on niezwykle ogólny i scisly, co najmniej tak
dokladny jak samo pojecie ukladu inercjalnego. Podkreslam tu mocno, ze rozumowanie
prowadzace do wzorów (11), (12), (13) i (15) nie bylo w zadnej mierze zalezne od
omówionych w pierwszej czesci wlasnosci pradów; analiza oddzialywan magnetycznych
odgrywala, jak dotad, role jedynie motywacyjna, sklaniajac do refleksji nad
podstawami pojecia czasu i predkosci.

Wzór (15), mówiacy, ze kombinacja (1 - d-2(V))/V2 nie zmieni swej wartosci, gdy V
zastapimy przez U, oznacza, ze kombinacja ta w ogóle od V nie zalezy, czyli ze jest
to pewna uniwersalna stala, niezalezna od fizycznego kontekstu. Oznaczmy ja litera,
która najczesciej wybiera sie dla dowolnej stalej, tj. G.

(16) (1 - d-2(V))jV2 = G .

Równanie to bez trudu rozwiazujemy wzgledem d(V):

(17)

(18)

(19)

(20)

d(V) = l/VI - GV2.

x = (x' + Vt')/Vl - GV2,

t = (GVx' + t')/Vl - GV2,

"V + U" = (V + U)/(1 + GVU) .

Dla G < Owzory opisuja zwiazki
miedzy wspólrzednymi prostokatnymi
w dwóch wzajemnie obróconych
ukladach na zwyklej plaszczyznie.

,G = -1 pojawi sie wtedy, gdy na obu
osiach beda wybrane rózne miary (takie
same wszakze w obu ukladach). Niech
Czytelnik spróbuje wyrazic kat obrotu
przez G i V.

Rozwazania nasze w czesci kinematycznej byly niezwykle ogólne. Przejawia sie to
w tym, ze ostateczny wynik obejmuje swym zasiegiem nie tylko nowa fizyke zwiazana
z niezerowa wartoscia G, ale w szczególnosci takze fizyke Galileusza. Podstawienie
G = O we wzorach (18), (19), (20) przeksztalca je we wzory klasyt:zne. Jest to dowód
na to, ze w calym rozumowaniu nie wystapily zadne zalozenia, które bylyby sprzeczne
z fizyka klasyczna. Mysmy sie jedynie powstrzymali przed pewnymi pochopnymi
zalozeniami, jakie musialy byc poczynione przez klasyków po to, by uzyskac G = O.
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Pozostaje ustalic, jaka jest liczbowa wartosc stalej C, gdy czas mierzymy
w sekundach, a odleglosci w metrach. Dopiero teraz jest nam potrzebny znów kontakt
z doswiadczeniem. Jedno wiemy z góry, musi to byc wielkosc bardzo mala, skoro nie
zauwazono jej przez kilka stuleci!

Zanim nawiazemy do doswiadczenia, ustalmy zwiazek miedzy odlegloscia l dwóch
zegarów spoczywajacych w O a róznica l' ich polozen w ustalonej chwili, np. t' = O

w ukladzie O'. Jeden z tych zegarów niech bedzie w poczatku ukladu, drugi stale
w punkcie x = l. W chwili t' = O pierwszy zegar jest równiez w poczatku ukladu O',
a drugi w szukanym l'. Jesli t' = O, zas x' = l', to ze wzoru (18) wynika, ze

(21) l' = lv/l - CV2 .

W ukladzie O', w którym rozpatrywane dwa zegary (tak samo jak i kazde inne dwa
ciala, np. ladunki) sa w ruchu, ich chwilowe (równoczesne w tym ukladzie) odleglosci l'
róznia sie o czynnik VI - CV2 od odleglosci spoczynkowej l. Gdy C jest dodatnie,
wystepuje wiec skrócenie Iozpatrywanej odleglosci. Z kolei odstep czasu t' mierzony

w O' przez jeden zegar, nr pozostajacy w poczatku O' mierzony w O przez wskazania
dwóch kolejno mijanych zegarów wydluzy sie o ten sam czynnik

(22) t=t'/v/l-CV2.

Wracaniy teraz do naszych rysunków z pradami.

Zmniejszanie odleglosci miedzy czastkami naladowanymi oznacza zwiekszanie gestosci
ladunku o ten sam czynnik. W ukladzie spoczynkowym ladunków dodatnich ladunki
ujemne sa blizej siebie niz w swoim wlasnym ukladzie spoczynkowym, a wiec ich
gestosc w O' staje sie równa

Ladunki dodatnie bedac w ruchu w ukladzie pierw~zym, a wiec juz kinematycznie
scisniete, mialy, z zalozenia, gestosc 17. Ich gestosc wlasna w O', musi zatem 'byc równa

(24) 17v/l - CV2 .

Dodajac powyzsze gestosci uzyskujemy w ukladzie O' wypadkowe naelektryzowanie na
jednostke dlugosci

(25) '1' = -f'/CV2/v/l - CV2.

Przewód z taka gestoscia ladunku wytwarza w odleglosci r pole elektryczne

(26) E' = 17'/2rreor.

Wykorzystujac zwiazek 17V = I, mozemy sile elektryczna zapisac w postaci

(27) F' = QE' = QVCI/2rreon/l - CV2.

Czastka próbna w ukladzie O' poczatkowo spoczywa. Mozna dla obliczenia
niewielkiego przyrostu jej pedu skorzystac z prawa Newtona: dp' = F'dt'.
Uwzgledniajac zwiazek

(23)

(28) dt' = dt v/l - CV2

mozemy napisac

(29) dp' = dtQVCI/2rreor.

Przyrost pedu czastki próbnej obliczony w ukladzie spoczynkowym O ladunków
ujemnych, spowodowany dzialaniem sily magnetycznej, wynosi

(30) dp = dtQV/LoI/27rr.

Porównanie wzorów (29) i (30) powinno dostarczyc nam pelnej satysfakcji! Paradoks
usuniety - oba wzory przewiduja taka sama zaleznosc popedu od Q, o~l V, od I i od r.
Ich pelna zgodnosc wymaga juz tylko, by

(31) C = /Loeo.

Z faktu, ze równolegle prady akurat sie przyciagaja, wynika, iz C > O

i ze z galileusz owych wyobrazen o czasie i przestrzeni trzeba zrezygnowac. Z drugiej
strony, jest niezwykle satysfakcjonujace, ze argumenty o wzglednosci ruchu pozwalaja
wyznaczyc podstawowe cechy sily magnetycznej na drodze czysto dedukcyjnej.
Wyznaczaja,c wartosc C z jakichkolwiek innych, wystarczajaco dokladnych doswiadczen
kinematycznych (bez zwiazku z elektrodynamika,) moglibysmy przewidziec nie tylko
ogólna postac, ale i dokladna wartosc sily magnetycznej na podstawie samej znajomosci
prawa Coulomba. Historycznie wszystko bylo calkowicie inaczej. Rzeczy dzisiaj
oczywiste wydawaly sie niepojete, za oczywiste zas uwazano hipotezy, o których
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dzisiaj nie wypada mówic w towarzystwie. Wiekszosc podreczników przedstawia
teorie wzglednosci usilujac wciagnac Czytelnika w historyczne dylematy, których
zrozumienie pochlania wiekszosc sil uczacego sie. W efekcie czesto powstaje wrazenie,
ze jest to teoria trudna, tajemnicza, a nawet kontrowersyjna. Tymczasem stwierdzenia
szczególnej teQrii wzglednosci zawarte we wzorach od (18) do (22) ze stala C o wartosci
danej wzorem (31) sa równie pewne i równie ugruntowane j ak twierdzenie Talesa czy
Pitagorasa.

Stala /Lo sluzy, jesli tak wolno powiedziec, do definicji ampera w ukladzie SI i wynosi,
z. definicji 471"10-7N/A 2. Stala Eo mozna wyznaczyc np. mierzac w jednostkach SI
(opartych na tymze amperze) pojemnosc kondensatora prózniowego o znanej
powierzchni S plytek i ich odleglosci d (pojemnosc ta dana jest, jak wiadomo, wzorem
EoS/d). Stala ta, zmierzona po raz pierwszy przez Webera i Kohlrauscha w 1856 r.
bez jakiegokolwiek zwiazku z falami elektromagnetycznymi, których istnienia nawet
jeszcze nie podejrzewano, wynosi 8,85 x 10-12 F/m. Podstawiajac do (31) wartosci
obu stalych otrzymuje sie

(32) C = 1,1 X 10-17 s2/m2 .

Stala, C zapisuje sie najczesciej w postaci

C = 1/c2, gdzie c = 3,0 X 108 m/s.

Korzystaja,c ze wzoru (20) latwo udowodnic, ze predkosc c = l/VC w jednym ukladzie
równa jest takze c w inr,ym ukladzie odniesienia:

"V + l/VC" = l/VC.

Istnienie takiej niezmienniczej predkosci jest najbardziej znana cecha szczególnej teorii
wzglednosci. W podejsciu zaprezentowanym w tym artykule istnienie tej predkosci,
a takze jej wartosc, jest rezultatem plynacym z teorii wzglednosci, a nie, jak zazwyczaj,
zalozeniem.

Na samo zakonczenie chcialbym jeszcze zwrócic uwage, ze predkosci elektronów
w metalach zwiazane z przewodzeniem pradu rzadko przekraczaja 1 mm/s.
Relatywistyczne skrócenie odleglosci przy takich predkosciach odpowiedzialne jest
w istocie za dzialanie silników elektrycznych, pradnic itp. Obala to mit, ze szczególna
.teoria wzglednosci ma znaczenie dopiero przy niewyobrazalnie duzych predkosciach.
I predkosc slimaka musi byc czasami, i to nie z pedanterii, traktowana jako predkosc
"relatywistyczna" ..

Zadania
Redaguje Pawel STRZELECKI

M 640. Który z trójkatów majacych boki o dlugosci a, b, c, gdzie O :::; a :::;1 :::;b :::; 2 :::;
:::;c :::;3, ma najwieksze pole?
Rozwiazanie na str. 6

M 641. W dwóch szeregach ustawieni sa uczniowie siódmej i ósmej klasy. Za kazdym
siódmoklasista stoi wyzszy od niego osmioklasista. Wykazac, ze jesli siódmoklasistów
ustawimy w szeregu wedlug wzrostu, a za nimi st~nie ustawiony wedlug wzrostu

, szereg osmioklasistów, to nadal za kazdym siódmoklasista bedzie stal wyzszy od niego
osmioklasista.
Rozwia,zanie na str. 6

M 642. Zolnierzy w pulku ustawiamy tak w prostokat m x n (m szeregów, n kolumn),
ze w kazdym szeregu zolnierze stoja wedlug wzrostu. Udowodnic, ze jesli w kazdej
kolumnie zolnierzy ustawimy teraz wedlug wzrostu, to zolnierze w dowolnym szeregu
beda nadal ustawieni wedlug wzrostu.
Rozwia,zanie na str. l3

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 339. Elektron znajduje sie w odleglosci z = 1 cm od przewodzacej plaszczyzny.
Po jakim czasie elektron znajdzie sie na plaszczyznie? Predkosc poczatkowa elektronu
jest równa zeru. Rozwazyc jedynie efekty fizyki klasycznej, pominac promieniowanie.
Rozwia,zanie na str. 7

F 340. W jakim czasie kometa Halleya pokona polowe swej trajektorii znajdujacej
sie blizej Slonca. Okres obiegu komety wynosi T = 76,09 roku, a mimosród elipsy,
po której porusza sie kometa, jest równy e = 0,97.
Rozwiazanie na str. 7
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Zeglowanie pod wiatr

Rys. 1

Sile wiatru wykorzystywano jako naped silników podobno' juz 4 tysiace lat
temu, ~eczprzez dlugie wieki umiano jedynie zeglowac z wiatrem. Gdy wiatr
wial w kierunku przeciwnym niz wiodla trasa podrózy, trzeba bylo czekac jego
odmiany badz siadac do wiosel.

Sztuke zeglowania pod wiatr opanowali ponoc Wikingowie juz okolo X wieku,
lecz niewiele pewnych informacji mamy w tej sprawie. Wiemy natomiast,
ze karawele, na których Kolumb wyplynal na podbój Nowego Swiata
500 lat temu, przystosowane juz byly do zeglugi pod wiatr: Poniewaz na
karawelach, galeonach i innych starych zaglowcach znam sie marnie, wiec
wyjasnie, dlaczego taka zegluga jest mozliwa na przykladzie niewielkiej
wspólczesnej zaglówki, jak ta z rysunku 1. Od razu równiez wyjasnie,
ze zeglowanie w kierunku dokladnie przeciwnym niz ten, z 'którego wieje wiatr,
jest niemozliwe. Piszac zas o zegludze pod wiatr przyjmuje, ze kat miedzy
kierunkiem wiatru i kursem lodzi nie jest zerowy, lecz jedynie ostry.

Ustawmy wiec nasza lódke i jej zagiel jak na rysunku 2. Widzimy, ze gestosc
linii wiatru owiewajacego zagiel, a zatem i predkosc przeplywu powietrza, jest
wieksza po stronie zawietrznej niz nawietrznej. Jest to sytuacja bardzo podobna
do pokazanej na rysunku 3, gdzie woda plynie przez rure z przewezeniem.
Aby w jednostce czasu taka sama ilosc wody przeplywala przez szeroki, jak
i waski fragment rury, woda w przewezeniu musi plynac szybciej niz w miejscu
szer~kim. '

r ""00

II

zawietrzna

wiatr

""00 r

Rys. 2

W Delcie 4/1992 Czytelnik znajdzie
opis kilku ciekawych zjawisk dziejacych
sie za' sprawa prawa Bernoulliego.

Rys. 3

wiatr l
Rys. 4

/

Teraz musimy skorzystac z prawa Bernoulliego, które orzeka, ze podczas
przeplywu stacjonarnego, tzn. nie podlegajacego zmianom w czasie

v2
(*) p - + p = const ,2

gdzie v jest predkoscia przeplywu, p cisnieniem, a p gestoscia przeplywajacej
cieczy badz gazu. Prawo Bernoulliego wyrazajace w istocie zasade zachowania
energii mozna równiez sformulowac nastepujaco: podczas przeplywu
stacjonarnego zmiana energii kinetycznej elementu cieczy równa jest pracy
sil zewnetrznych nad tym elementem. Wspomniane dwie ~ielkosci sa
reprezentowane odpowiednio przez pierwszy i drugi czlon w równaniu (*),
co widac lepiej, jesli pomnozymy obie strony równania przez objetosc.
Ze wzoru (*) widac, ze dzieki róznicy predkosci przeplywu cisnienie po stronie
zawietrznej zagla jest nizsze niz po nawietrznej. Nalezy tutaj zaznaczyc,
ze w obszarze zmian cisnien, z jakimi mamy tutaj do czynienia, powietrze
mozna traktowac jako gaz niescisliwy, tzn. taki, którego gestosc p nie ulega
zmianom. Ze wzgledu na róznice cisnien na lódke dziala wypadkowa sila, zwana
aerodynamiczna, zaznaczona na rysunku 4. Sile te rozkladamy na skladowa
podluzna, która napedza nasza lódke, i poprzeczna, która jest kompensowana
przez sile bocznego oporu lodzi. Duzy boczny opór uzyskuje sie w malych
lódkach przez umieszczenie pod kadlubem lodzi, wzdluz jej osi symetrii,
(patrz rys. 1), sporych rozmiarów blachy nazywanej mieczem. Tak wiec miecz
zapobiega przesuwaniu lodzi w bok, a podluzna skladowa sily aerodynamicznej
gna nas do przodu. Proste, co? A Kolumb o tym nie wiedzial.

Stanislaw MRÓ WCZyNSKI

Kto to rozwiaze?
Niech n bedzie ustalona liczba naturalna. Za pomoca n paskówowymiarach.!.. x 1n
mozemy bez trudu pokryc kolo o srednicy 1 (rys.). Wydaje sie, ze nie mozna pokryc
tego kola za pomoca mniejszej liczby pasków o podanych wymiarach.
Czy mozna to w prosty sposób udowodnic?
Czekamy na rozwiazania. Najciekawsze wydrukujemy.

Redakcja
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac" rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac" rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic"
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac" w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnogcia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnogci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sumo:
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbo: osób, które nadeslaly rozwiazanie choc"by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczegól<>wyregulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

243. Na kazdym polu szachownicy stoi szescian, którego jedna sciana jest czarna,
a pozostale biale. Chcemy, aby wszystkie czarne sciany znalazly sie na górze. Mozna
tylko jednoczesnie obracac wszystkie szesciany dowolnie wybranego rzedu poziomego

lub pionowego wokól ich wspólnej osi obrotu. Wskazac algorytm. ( ... wspomnienie
"kostki Rubika" ... )

244. Na plaszczyznie dany jest punkt P. Wyznaczyc kres górny pól trójka,tów ABC
o tej wlasnosci, ze IP Al + IP BI + IPCI = l.

Zadanie 244 zaproponowal pan Adam Czornik z Bytomia.

Rozwil\zania zadan z matematyki z numeru 4/1992
Przypominamy tresc zadan:

:189. Dla danej liczby naturalnej n ~ 3 wyznaczyc" kres dolny i kres górny w~rtos'ci wyrazenia

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 1992

!=44 Zadania z matematyki nr 243, 244 Redaguje Marcin E. KUCZMA

..

~ ak~ ak + ak+l + ak+2
k=l

po wszystkich ukladach liczb dodatnich (al,"" a••); numeracja cykliczna
(an.+l: = alI an.+2: = B'). '

:140. Znaletc wszystkie pary (:.r:, y) spelniajace równanie

5y2 - 2:.r:2+ 4:.r:y- 23:.r:- 27y + 12 = O,

w których :.r: jest dowolna liczba calkowita, a y - liczba pierwsza.

ak+2 <
ak + ak+l + ak+2 -

=1-

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 229 (WT=I,11) i 230 (WT=3,17)

z numeru 11/1991
Józef Siwy - La.zl.kito Górne 4.2,42

Piotr Kumo.r - OJ.zt"n 39,98
Henryk Korna.ckl - Augu.tów 38,22
Ja.nulZ Olszewlkl - Suwa,Utl 31,21
Ma.rek Pra.uza. - pora.j 31,11
Przemysla.w Ga.dzhhkl- Sroda. SI. 36.49

239. Wezmy dowolne liczby a l, ... ,an i oznaczmy ich sume przez 8.
k E {I, ... ,n} zachodza nierównosci

ak < ak
8 - ak + ak+l + ak+2

ak+l

ak + ak+l + ak+2

< 1- ak+l _ ak+2
- 8 8

Stad przez zsumowanie otrzymujemy nierównosc podwójna

Dla kazdego

240. Przeksztalcamy dane równanie do postaci

1/2 = (2z + 21/- 1)( -z + 31/ - 12).

Oznaczmy czynniki iloczynu po prawej stronie odpowiednio przez u i v. Poniewaz 1/jest liczba
pierwsza, (u,v) musi byc-jedna z nastepujacych par:

(1,1/2), (1/,1/). (1/2,1). (-1,_1/2), (-1/,-1/). (_1/2,-1).

Kazda z tych mozliwosci wyznacza uklad dwóch równan z niewiadomymi z, 1/. Jedynie drugi
i czwarty uklad daje rozwiazanie zgodne z postutatami zadania:

n

l < ~ ak < n- 2.- ~ ak + ak+l + ak+2 ­k=1

Oszacowan tych nie da sie juz poprawic; przyjmujaC bowiem ak = tk, gdzie t jest dowolnie
wybrana liczba dodatnia, uzyskujemy wartosc rozwazanej sumy równa

n - 2 tn-2 tn-1--- + ------ +
l+t+t2 l+tn-2+tn-1

Przy t dazacym do zera oraz do nieskonczonosci uzyskane wyrazenie dazy odpowiednio
do n - 2 oraz do l. Zatem liczby l i n - 2 sa poszukiwanymi kresami.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 127 (WT=2,77) i 128 (WT=2,67)

z numeru 11/1991
Adi\m Sikorski - Lublin ",43
Pa.wet PHkow.kl - Szczecin 38,66
Tom,uz Wietecha. - Ta.rn~w 21,31
PrzE"mJlla.w Gwory. - CZ4il.tochowa.lT,8T

Andrzt>j Nowogrodzkl- Chocla.n6w 15,30

Gratulacje dla p. Sikorskiego, który
konczac trzeci" rundo: zostal trzecim
w historii Ligi 44 F Weteranem.
Przy -okazji przypominamy nazwiska
poprzednich Weteranów: Piotr Bala
z Torunia i D•.ierl\yslaw Lipniacki
z Luhlina.

14

z = -2,1/ = 5 oraz z = -2,1/ = 2.



Redaguje Jerzy B. BROJAN

18S. Dwie równolegle nici odlegle o d sa. napiete, kazda
sila, F. Do nici S" prostopadle przymocowane jednorodne prety
w odlegloafci wzajemnej b, kazdy o masie,m i dlugoafcil. Srodki
pretów S" w polowie odlegloafci miedzy ni~ml. Oblic ••y~ predkoaf~
fali torsyjnej wzdluz nici (fala ta polega na obrocie kolejnych
pretów w plaszczylnie prostopadlej do nici).

Zadania z fizyki nr 141, 142

, I , ,- -
I I

141. Wzdluz linii prostej w jednakowych odstepach umieszczonych jest nieskonczenie
wiele ladunk6w punktowych dodatnich i ujemnych na przemian, o tej samej wartosci
bezwzglednej. Zbadac (analitycznie lub numerycznie), jak szybko maleje natezenie
pola elektrycznego w miare oddalania sie od prostej. Rozwazyc obie skladowe pola
- r6wnolegla i prostopadla do prostej.

142. Zasada symetrii zwierciadlanej (nie obowiazujaca w oddzialywaniach slabych
czastek elementarnych) glosi, ze kazde zjawisko fizyczne ma sw6j odpowiednik
w analogicznym zjawisku "zwierciadlanym" - innymi slowy, obserwujac przebieg
doswiadczenia nie mozemy wywnioskowac, czy widzimy je bezposrednio, czy odbite
w lustrze. Kt6re z nastepujacych hipotetycznych zjawisk sa zgodne z zasada symetrii
zwierciadlanej, a kt6re nie?
a) Dwa plaskie krazki, wykonane z pewnego materialu i ustawione r6wnolegle (rys.)
przyciagaja sie, gdy obracaja sie w te sama strone, a odpychaja, gdy obracaja sie
w przeciwne strony.
b) Krazek przyciaga drugi nieruchomy krazek, gdy obraca sie w jedna strone,
a odpycha, gdy obraca sie w przeciwna strone.
c) Krazek przyciaga drugi nieruchomy krazek, gdy obraca sie w kt6rakolwiek strone,
a nie oddzialuje z nim, gdy jest nieruchomy.
d) Krazek przyciaga ladunek dodatni, gdy obraca sie w jedna strone, a odpycha, gdy
obraca sie w przeciwna strone.
e) Krazek przyciaga biegun N magnesu, gdy obraca sie w jedna strone, a odpycha, gdy
obraca sie w przeciwna strone.
Krazki nie mjl.ja w swojej budowie wyr6znionej zadnej skretnosci (np. nie sa wykonane
z cukru lewoskretnego).

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1992
Przypominamy tresc zadan:
187'. Prze •• wnetrze cewki a przechodzi staly strumien ~
pola magnetycr:nego wytworzonego prze ••magnes staly lub
elektromagnes. Cewka obraca sie ze stala, predkoafcia, ka,towa, "',
nawijajac drut z bebna B (i zwiekszajac w ten sposób lic ••be
••wojów). Woltomierz V jest dolac ••ony jedna. koncówka, afli••gow"
do piedcienia P, a druga, do drutu. Oblic ••y~ wskazania
woltomierza.

131. Odpowie~ moze sie wydac paradoksalna: woltomierz
wskazuje zero, choc pozornie ze wzoru

Taka sama sila jest wywierana przez druga nic, a laczny moment
sil wynosi

d dnt = --(n~) = -~-dt dt

(gdzie n - liczba zwoj6w) wynikaloby, ze t t: o. Zauwazmy
jednak, ze w zadaniu nie wystepuje zmienne pole magnetyczne
(zwiazane z wirowym polem elektrycl!;nym) ani tez przewodnik
nie przecina w. swoim ruchu linii pola magnetycznego. Dla
ulatwienia dyskusji przyjmijmy, ze w pierscieniu P wystepuje
przerwa - nie zmienia to warunków fizycznych zadania, gdyz
strumien ~ przez pierscien jest staly i nie ma w tym obwodzie
sily elektromotorycznej. Latwo wtedy wykazoc, ze dop6ki
przerwa nie minie styku
slizgowego, strumien objety
przez drut cewki nie zmienia
sie, natomiast miniecie styku
przez przerwe jest rownowazne
przelaczeniu styku z polozenia 1
do polozenia 2, co, oczywiscie,
nie spo~oduje wychylenia
woltomierza.

138. Oznaczmy kat obrotu i-tego preta wzgledem wybranego
kierunku przez Ol,. Nierownosc kat6w Ol, oznacza, ze kazda
z nici tworzy linie lamana na powierzchni walca o srednicy d.
Jesli r6znice miedzy kolejnymi katami sa male, to rzut odcinka
lamanej od i-tego do (i + l)-szego preta na plaszczyzne
prostopadla do osi walca jest dany wyrazeniem

d
-(Ol, - 0It+1)'2

Odpowiednie przesuniecie wzdluz osi walca wynosi /Ii poniewaz
nic jest napieta sila F, wiec skladowa tej sily w plaszczyl!nie
prostopadiej do osi jest r6wna

d
F-(OI' - 01'+1)

2/1 • :' .

d~
F 2/1 (Ol, - 01,+1)'

Na i-ty pret dzialaja dwa momenty dane powyzszym
wyrazeniem - ze .strony odcinków nici do preta o numerze i + 1
i do preta o numerze i - l. Przyr6wnQjac wypadkowy moment
sil do iloczynu I€, (gdzie I - moment bezwladnosci preta,
€, = d~OI;/dt~ - przyspieszenie katowe) uzyskujemy r6wnanie
falowe

d~
(1) I€, = F-(0It+1 + 01'-1 - 201,).

2/1

Dalsze postepowanie jest analogiczne jak np. przy
wyprowadzeniu predkosci fali poprzecznej na nici obciazonej
punktowymi masami. Zal6zmy, ze rozwiazanie ma postac
impulsu falowego rozchodzacego sie bez zmiany ksztaltu

(2) Ol, = I(z, - vt) ,

gdzie z, - polozenie i-tego preta na osi z skierowanej wzdluz
nici, v - predkosc fali. Wyrazenie '0It+1 + 01,-1 - 201, dla malych
r6znic mozna przyblizyc przez

d~OI ~ ,,~
0It+1 + 01'_1 - 201, = dz~ . /I = I ./I •

Poniewaz lewa strona równania (1) jest równa Iv~ I", wiec
widzimy, ze wyrazenie (2) spelnia równanie (1), jesli tylko

~ 1 ~ ~/I
Iv = -Fd /I. tzn. v = d - .

2 21

Ostateczne rozwiazanie otrzymujemy podstawiajac moment

bezwladnosci preta I = ..!..ml~
12

v = ~J6F/I.I m
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Patrz w niebo

Masywna gwiazda po "wypaleniu" w swoim wnetrzu lekkich pierwiastków
i wytworzeniu weglowego lub nawet zelaznego jadra wybucha jako
tzw. supernowa. Struktura gwiazdy ulega wtedy gruntownej przebudowie (moze
powstac gwiazda neutronowa) lub - byc moze - cala gwiazda ulega zniszczeniu.
W kazdym razie produkty eksplozji z predkoscia wyrazajaca sie w tysiacach
kilometrów na sekunde rozbiegaja sie we wszystkie strony, tworzac w osrodku
miedzygwiazdowym powiekszajaca sie banke zjonizowanego i silnie zaburzonego
gazu. Zaburzenie to jest tak silne, ze jest w stanie masowo wytworzyc w materii
miedzygwiazdowej' zgeszczenia dajace poczatek nastepnemu pokoleniu gwiazd.

Zródlem podobnego zaburzenia, aczkolwiek znacznie slabszego, staje sie pod
koniec swojego zycia gwiazda o masie zblizonej do masy Slonca. Mianowicie, po
osiagnieciu stadium olbrzyma gwiazda do~:clagodnie odrzuca swoje zewnetrzne
warstwy, które tworza wtedy tzw. mglawice planetarna. Mglawica ta, z poczatku
niemal sferycznie symetryczna, w ciagu kilku tysiecy lat swieci coraz slabiej,
traci pierwotny ksztalt i rozplywa sie w przestrzeni. Na niebie mozna wskazac
wiele mglawic, których ksztalt i ruch (wlasciwie ruch ich fragmentów) wyraznie
sugeruja, ze sa one szczatkami jakiejs gwiazdy, która zakonczyla ewolucje czy to
spokojnie, czy to w sposób gwaltowny.

Zadziwiajaco podobne struktury moga jednak, jak sie okazuje, byc produktami
narodzin gwiazd. Co bowiem moze sie stac, gdy w wodorowym obloku, w jego
najgestszym obszarze, powstanie gwiazda? Pojawienie sie nowej, masywnej,
a wiec i goracej gwiazdy spowoduje jonizacje otaczajacego ja wodoru. Banka
zjonizowanego, a wiec i goracego wodoru bedzie ekspandowac zgeszczajac na
swojej krawedzi materie miedzygwiazdowa. Caly ten proces bedzie odbywal sie,
rzecz jasna, znacznie lagodniej niz w przypadku wybuchu supernowej, nawet
wolniej niz zachodzi wytworzenie mglawicy planetarnej, ale efekt koncowy
bedzie na oko taki sam: gwiazda zostanie otoczona w przyblizeniu sferycznie
symetryczna mglawica, a wlasciwie wieloma mglawicami ukladajacymi sie
w przyblizeniu na sferze o srodku w naszej gwiezdzie.

Taki wlasnie system mglawic obserwuje sie w Orionie. Gwiazde A Orionis
(jest to goraca gwiazda typu 08) otaczaja liczne mglawice zarówno emisyjne,
jak i ciemne, ukladajace sie w lekko splaszczony pierscien o srednicy 10°.
Z pomiarów predkosci radialnych tych mglawic wynika, ze jedna czesc tego
pierscienia porusza sie ku nam, a inna od nas oddala. Fakt ten nietrudno
wytlumaczyc przyjawszy, ze A Orionis powstala w obloku splaszczonym, wtedy
bowiem ekspandujacy zjonizowany wodór mógl w plaszczyznie równikowej
obloku zagescic najwiecej materii, tworzac w ten sposób mglawice ukladajace
sie teraz w pierscien. Zakladaj ac, ze pierscien ten jest w rzeczywistosci kolowy,
mozna ocenic jego orientacje wzgledem promienia widzenia, a wtedy z tempa
jego ekspansji wynika, ze narodziny A Orionis nastapily okolo 2,4 mln lat temu.
Jest to zgodne z ocena wieku samej gwiazdy.

Niestety, jest pewien slaby punkt tego modelu. Mianowicie ruch A Orionis
jest zbyt szybki. Krótko mówiac, jezeli ona wytworzyla caly ten uklad
mglawic, to i tak juz dawno nie powinno jej tam byc. Znane sa liczne mglawice
planetarne bez gwiazdy centralnej, co tlumaczy sie tym, ze mglawica wlasciwie
nie ma szans poruszac sie swobodnie poprzez materie miedzygwiazdowa, podczas
gdy gwiazda moze. Nic wiec dziwnego, ze szybko opuszcza centrum "swojej"
mglawicy. Tymczasem tu mamy sytuacje wrecz odwrotna: A Orionis tkwi
praktycznie w centrum mglawicy, choc nie powinna! Byc moze nabyla ona
wielkiej predkosci dopiero niedawno (wskutek spotkania z inna gwiazda lub
utraty towarzysza), a moze rzeczywiscie prawda jest zupelnie inna.

Tomasz KWAST
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(18)

o pewniku Euklidesa
Wiadomo, ze .stwierdzenie przez punkt nie lezacy na
prostej przechodzi dokladnie jedna równolegla do danej jest
kluczowym faktem geometrii euklidesowej. Tak wlasnie
brzmi aksjomat zwany tradycyjnie piatym postulatem,
pewnikiem Euklidesa lub aksjomatem o równoleglych.
Euklides w swoich Elementach wypowiedzial go jednak
zupelnie inaczej:
Jezeli dwie proste przy przecieciu z trzecia tworzq po jednej

stronie katy wewnetrznie jednostronne, których suma jest
mniejsza od dwóch katów prostych, to te proste przecinaja sie
przy dostatecznym przedluzeniu, i to po tej wlasnie stronie.

Mimo iz zawile, sformulowanie to jest równowazne
z poprzednim - to znaczy, ze przyjmujac za prawdziwe
jedno z tych stwierdzen mozemy wykazac drugie
i odwrotnie (nb. powszechnie uzywana wersja zostala
podana prawdopodobnie dopiero w 1796 roku przez
J. Playfaira).

Niemal od chwili powstania Elementów krytycy
i komentatorzy próbowali udowodnic piaty postulat
Euklidesa. We wszystkich jednak dowodach
wykorzystywano fakty, które byly równowazne z tymze
pewnikiem. Twierdzenia te przyjmowaly czasem postac
wydawaloby sie zaskakujaco odlegla od aksjomatu
o równoleglych. Oto niektóre z nich:
Istniejq przynajmniej dwa trójkaty podobne nieprzystajqce.

Wysokosci w trójkacie przecinajq sie w jednym punkcie.
Na kazdym trójkacie mozna opisac okrag.
Istnieje kwadrat.
Przez kazdy punkt wewnetrzny kata wypuklego mozna

poprowadzic prosta przecinajqcq oba ramiona tego kata.
Istnieje trójkat, w którym suma katów jest równa katowi

pólpelnemu.
Jesli proste sie nie przecinajq, to odleglosc miedzy punktami
jednej z nich a drugq jest ograniczona.

Powyzsze twierdzenia dowodzone sa zazwyczaj w kursach
geometrii przy mniej lub bardziej jawnym wykorzystaniu
pewnika Euklidesa. Ale na podstawie kazdego z nich
z osobna mozna elementarnie wykazac piaty postulat.

Zdzislaw POGODA

Jeszcze t'nna wersja jednego z pewników Euklidesa

takze stara, ale chyba mlodsza od podanych powyzej,

mówi, ze przez dowolne trzy punkty plaszczyzny mozna

poprowadzic prosta - byle odpowiednio gruba.

Prostokat mozna podzielic na skonczonq liczbe
mniejszych prostokatów tak, by kazdy z nich mial
przynajmniej jeden bok o dlugosci bedacej liczbq
calkowitq; stad wynika, ze i duzy prostokat ma bok
o dlugosci calkowitej.
Nie umielismy tego udowodnic elementarnymi
metodami i zwrócilismy sie z prosba o pomoc
do Czytelników (EPSILON nr 7). Otrzymalismy w tej
sprawie wiele listów. Poprawne i bardzo pomyslowe
(z reguly rózne!) rozwiazania przekaz.ali nam
Panowie: Piotr Chmiel, Boleslaw Gawel, Mieczyslaw
Jedrzejowski, Piotr Wojciech Sniady, Apoloniusz
Tyszka i Klaudiusz Wójcik. Panowie: Piotr Kumor
i Marcin Mazur znalezli rozwiazania w literaturze

matematycznej, a Pan Tomasz Bartoszynski przyslal
dwa rozwiazania, które przekazal mu Pan Martin
Goldstern z Izraela. Dwa rozwiazania zadania

zamiescila juz Delta (11/1991, 1/1992). Autorom
rozwiazan bardzo dziekujemy i serdecznie gratulujemy.

Cos Z zycia
Komputer to taki nieslychanie sprawny idiota.

(Hugo Steinhaus)

"Poczta elektroniczna" (e-mai.'), czyli rozpowszechnione
w ostatnich latach "polaczenie komputerowe" umozliwia

uzytkownikowi przeslanie informacji czy dluzszego
tekstu innej osobie (nawet na drugim koncu swiata)

-. praktycznie w ciagu kilku godzin .. JeSli tylko
w danej miejscowosci jest zalozony "wezel" tej poczty,
to wystarczy usiasc przy komputerze, podlaczyc sie do
sieci, wystukac elektroniczny adres osoby, której chce
sie przeslac wiadomosc i napisac list. Gdy po pewnym
(krótkim) czasie adresat sprawdzi "skrzynke pocztowa"
w komputerze u siebie, znajdzie przekazany tekst.
Mozna w ten sposób przesylac nawet kilkusetstronicowe
prace. W Polsce juz w kilku osrodkach akademickich
wezly zostaly zalozone.

Ostatnio pewnemu fizykowi, dr. X., zdarzyla sie
oryginalna przygoda. Wyjechal on na kilka tygodni
do Wloch, do Triestu; od razu zalozyl sobie tam
konto poczty elektronicznej i chcial wyslac wiadomosc
do wspólpracujacego z nim profesora Y. z Kanady.
Okazalo sie jednak, ze oprogramowanie komputera
jest zupelnie inne niz to, którego uzywal w Polsce.
Udalo mu sie, po pewnych klopotach "wejsc" do
programu wysylajacego listy. Podal elektroniczny adres
pana Y., nazwisko swoje, nazwisko adresata, przeszedl
kursorem do linijki nizej, po czym wpadl na pomysl
wprowadzenia drobnej zmiany przy danych nadawcy.
Niestety - kursor absolutnie nie chcial wrócic do góry.
Pan X. próbowal róznych klawiszy - bez rezultatu.
Napisal wiec slowo help, liczac, ze pokaze sie na ekranie
jakas pomocna mu wskazówka - ale i to nic nie dalo.
Naciskal zatem dalej rozmaite przyciski - i nagle
wszystko zniklo.

Okazalo sie, ze do Kanady zostal wyslany list
nastepujacej tresci:
To: ProtessorY. in Toronto
From: X. in Trieste
HELP.

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem E.
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