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Teleskop Hubble’a niepotrzebny?
Jan KALINOWSKI

Zdolnoéé rozdzielcza teleskopéw naziemnych jest ograniczona w istotny
sposbb przez atmosfere ziemska. Zamiast ostrych obrazéw odleglych
gwiazd w teleskopie widaé rozmazane, migocace plamki o wielkodci
katowej co najmniej pét sekundy. Dzieje sie tak dlatego, Ze §wiatlo,
zanim wpadnie do teleskopu, musi przejéé przez gruba warstwe atmosfery
podlegajacej ciaglym zmianom na skutek lokalnych turbulencji.
Znieksztalcenia obrazu na skutek turbulencji sa znacznie wigksze niz
spowodowane dyfrakcja éwiatla w instrumencie obserwacyjnym. Dlatego
zdolnosé rozdzielcza duzych teleskopéw nie jest istotnie lepsza od zdolnosci
rozdzielczej teleskopéw o rozmiarach 10-20 cm. Jest to szczegdlnie

waine teraz, gdy maja niedlugo powstadé teleskopy o rozmiarach rzedu

10 metréw.

Prébuje sie temu zaradzié na rézne sposoby. Najlepszym rozwiazaniem
jest umieszczenie teleskopu w przestrzeni kosmicznej. Jest to jednak
bardzo kosztowne przedsiewsziecie, a dodwiadczenia z umieszczonym

w 1990 roku na orbicie okoloziemskiej teleskopem Hubble’a pokazuja,

e nie jest to wcale latwe zadanie. Tariszy i stosowany od dawna sposéb
polega na umieszczaniu teleskopéw wysoko w gérach. Na przykiad,
obserwacje gwiazd i galaktyk prowadzone za pomoca teleskopéw
umieszczonych na gérze Mauna Kea na Hawajach (4200 m n.p.m.)
dostarczaja zwykle dwukrotnie wiecej informacji od obserwacji
prowadzonych na mniejszych wysokodciach. Dla niektérych astronoméw
ten sposéb nie jest jednak dostatecznie dobry. Obecnie kilka grup
naukowcéw pracuje intensywnie nad tzw. systemem optyki adaptacyjnej,
ktéry powinien pozwoli¢ na prowadzenie obserwacji astronomicznych

z Ziemi z dokladnoédcia poréwnywalna do tej, jaka powinien osiagnaé
teleskop Hubble’a nawet po uporaniu sig z problemami zwiazanymi

z jego aberracja, sferyczna. Optyka adaptacyjna stata sie w ostatnich
latach jedna z najintensywniej rozwijanych nowinek technologicznych

w astronomii. Jesli wigc wszystko sig uda, to w prazyszlodci

teleskopy naziemne w niektérych zakresach widma promieniowania
elektromagnetycznego beda mogly konkurowad z teleskopami kosmicznymi.

Idea optyki adaptacyjnej jest bardzo prosta. Swiatlo gwiazdy — zanim
wpadnie do teleskopu — naleiy odbié od elastycznego zwierciadla, ktére
powinno byé tak zdeformowane, zeby kasowalo znieksztalcenia swiatla
spowodowane przez atmosfere. Pomyst jest dodé stary. Prawie czterdziedci
lat temu Horace W. Babcock wpadl na pomyst zastosowania systemu
optycznego do ,,poprawiania” obrazéw obiektéw astronomicznych. Klopot
polega na tym, e trzeba wiedzieé najpierw, jakim znieksztalceniom

uleglo éwiatlo przy przejéciu przez atmosfere, oraz Ze znieksztalcenia

te ulegaja, ciaglym, bardzo szybkim zmianom. Informacje taka mozna
uzyskaé monitorujac znieksztalcenia obrazu jasnej gwiazdy lezacej blisko
interesujacego nas obiektu. Pomyst Babcocka czekal jednak na techniczna
realizacje wiele lat. Dopiero rozwéj komputeryzacji umozliwit zbudowanie
systemu analizujacego sygnal reprezentujacy znieksztalcenia spowodowane
przez atmosfere i sterujacego deformacja elastycznego zwierciadla w celu
uzyskania ,prawdziwego” obrazu naszego obiektu.

Prototyp takiego systemu, opracowanego przez Poludniowe Obserwatorium [

Europejskie (ang. European Southern Observatory), pozwolit niedawno
uzyskaé za pomoca 3,5 metrowego teleskopu w La Silla w Andach
chilijskich obraz gwiazdy o wymiarach katowych 0,18 sekundy. Jest to
wiec zdolnoéé rozdzielcza klasy teleskopu Hubble’a. Wadga tego systemu
jest to, e nie zawsze w poblizu interesujacego nas obiektu znajduje

sie dostatecznie jasna gwiazda (prototyp wymagal obecnoéci gwiazdy

o jasnosci co najmniej 5 mag.). Dlatego inna grupa badawcza z Honolulu
pracuje nad systemem, ktéry nie wymagalby istnienia jasnego sasiada.
Idea polega na tym, aby wykorzystaé znieksztalcony obraz bezposdrednio
interesujacego nas obiektu, tworzony przez gléwne zwierciadlo teleskopu.
Oté4, jedli szybko zmienié ostroéé tego obrazu przez przesuniecie od i do
ogniska zwierciadla ukladu optycznego analizujacego ten obraz, to pojawia
sie na nim uklad cieni i éwiatel charakteryzujacy zaburzenia
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Jak podzieli¢ tort?

Piotr HAJEASZ

Dwie osoby chca sie podzieli¢ ciastkiem.
Jak powinny to zrobié, aby podzial

byl sprawiedliwy? Pomyst jest

bardzo prosty. Jeden dzieli, drugi

za$ wybiera. Jest to tzw. podzial
pragmatyczny (nazwa pochodzi od
Hugona Steinhausa).

No dobrze, ale jak to zrobié
w przypadku, gdy n oséb chce réwno
podzieli¢ tort miedzy siebie?

Z doswiadczenia wiemy, ze zwykle
Pani Domu dzieli tort 1 rozdaje
gosciom, lecz jakze czesto czujemy
sie pokrzywdzenii w duchu méwimy:
,,To niesprawiedliwe, on ma lepszy
kawalek” .

Czy mozna wiec tak podzieli¢ tort, aby
nikt nie czul si¢ pokrzywdzony? Moie
na wadze? Nie, to niczego nie rozwiaze,
bo dla kogoé jaki$ kawalek, mimo

Ze mniejszy, moze przedstawiaé wieksza
wartodé — jeéli jest np. z orzechem.
Kazdy ma swoja wlasna miare
wartodciujaca, ktéry kawalek tortu

jest lepszy, a ktéry gorszy, i nie ma
wagi, na ktérej mozna by rozwazy¢ tort
na kawalki tak, aby nikt nie czul sie
pokrzywdzony. Zreszta i tak nie mamy
wagi.

Czy mozna wiec wybrnaé z tej sytuacji?
Mozna. Taki sprawiedliwy sposéb
podzialu znalezli Stefan Banach

i Bronistaw Knaster (dla n = 3 problem
ten rozwiazal wczesniej Steinhaus).
Sposéb dzielenia tortu pomiedzy n

0s6b bedziemy okreélali indukcyjnie ze
wazgledu na liczbe 0séb.

Dla dwéch juz potrafimy. Przypusémy,
ze wiemy, jak podzieli¢ tort pomiedzy
n — 1 oséb. Opiszemy teraz sposéb
podzialu pomiedzy n oséb.

Najpierw ponumerujmy te osoby
liczbami od 1 do n. Osoba nr 1

wskazuje na torcie, jak duzy kawalek
chce dostaé. Nastepnie po kolei osoby
wypowiadaja si¢, czy przypadkiem nr 1
nie chce wziaé za duzo. Jeieli wszystkie
osoby zgadzaja sie z 1, to bierze ona ten @



tym, co zostalo — a to juz wiadomo, ja
zrobié (zalozenie indukcyjne). :

Zalézmy wiec, ze ktéras z oséb,

na przyklad nr 4, twierdzi, ze osoba
nr 1 jest zbyt zachlanna i chce wziaé
za duzo. Wtedy osoba nr 4 musi
wskazaé mniejszy kawalek bedacy
czescia kawalka, ktéry wskazala

osoba nr 1, a ktéry to kawalek
usatysfakcjonowalby osobe nr 4.
Oczywiscie, zadna z oséb 1, 2, 3 nie
moze stwierdzié, ze osoba nr 4 chce

za duzo, bo przeciez zgodzili sie na
wiekszy kawalek. Co najwyzej ktérad
z 0s6b 5,6,...,n moze zaprotestowad
i wéwczas ta osoba protestujaca musi
wskazaé czeéé kawalka, ktéry wskazala
osoba nr 4 itd.

Tak czy inaczej, po skorniczonej liczbie
krokéw znajdzie sie osoba wskazujaca

jakis kawalek na torcie, z ktéra to osoba

wszystkie pozostale beda sie zgadzaly,
ze nie jest za duzy. Wtedy ta osoba
bierze ten kawalek, a reszta dzieli

sie pozostale n — 1 0séb (zalozenie
indukcyjne).

Ten podzial tortu pomiedzy n oséb
rozsadnie jest tez nazwaé podzialem
pragmatycznym. Problemem
sprawiedliwego podzialu bardzo

sie interesowal Hugo Steinhaus.

W szwedzkim czasopismie Econometrica

ukazal sie w 1948 r. artykul, w ktérym
Steinhaus pisal miedzy innymi

o podziale spadku. Uwazal tez,

ze podzial pragmatyczny nadaje sie

do rozstrzygania niektérych sporéw
miedzynarodowych. :

Powréémy jednak do podzialu tortu.

Banach zauwazyl, ze z rozwiazania tego

problemu mozna wyprowadzi¢ pewne
wazne twierdzenie matematyczne.

Zacznijmy jednak od pewnej dygresji.
Jednym z najwazniejszych pojeé

w matematyce jest miara. Pojecie to
jest wspdlnym uogédlnieniem takich
pojeé, jak dlugosé, powierzchnia,
objetosé. W matematyce wystepuje
kilka modyfikacji pojecia miary.

To, co my zdefiniujemy, nosi
oficjalna nazwe miary unormowanej,
skoriczenie addytywnej, mierzacej
wszystkie podzbiory zbioru X (uff!).
My bedziemy w skrécie méwili

po prostu ,miara”. A oto ta definicja.

kawalek i pozostale n — 1 oséb dzieli sie

atmosferyczne. MozZna by wiec postuiyé sie nim do sterowania
zwierciadlem elastycznym. Obecnie trwaja prace nad budowa, prototypu
takiego systemu. Entuzjadci sadza, ze za 2-3 lata bedzie moZna uzyskiwaé
zdjecia o ,kosmicznej” jakodci.

Okazalo sie jednak, ze prace nad optyka adaptacyjna byly prowadzone

od lat w USA pod auspicjami Departamentu Obrony i byly objete

cisly tajemnica. Dopiero w maju 1991 zezwolono na opublikowanie

prac na ten temat. W numerze 353(1991) czasopisma Nature pojawily

sie dwie prace informujace o doéwiadczeniach przeprowadzonych

w 1983 i 1988 r. Nie warto byloby o tym pisaé, gdyby nie fakt,

ze zastosowano w tych dodwiadczeniach inna metode pozyskiwania
informacji o turbulencjach atmosfery. Metoda ta réwniez pozwala

uwolnié sie od istotnie ograniczajacego pole obserwacji warunku istnienia
jasnej gwiazdy przewodniej w bezpodredniej bliskodci badanego obiektu.

W doswiadczeniach C.A. Primmermana ( Nature 353(1991), str. 141)

i R.Q. Fugate (Nature 353(1991), str. 144) zamiast naturalnej gwiazdy
przewodniej wykorzystano sztuczna. Sztuczna gwiazda przewodnia zostala
uzyskana za pomoca §wiatla laserowego (stad tei ingerencja Departamentu
Obrony, ktéry interesowal sie propagacja, dwiatla laserowego w atmosferze
w kontekdcie ,, wojen gwiezdnych”). Swiatlo lasera, wyslane przez uklad
optyczny teleskopu, bylo ogniskowane na wysokoéci okolo 5 km nad Ziemia,
i na skutek rozpraszania Rayleigha na atmosferycznym azocie i tlenie

dawalo obraz sztucznej gwiazdy. Monitorowanie tego obrazu dostarczalo

informacji o stanie atmosfery.

W doéwiadczeniu Primmermana typowy cykl obserwacji wygladal
nastepujaco. Najpierw przez 1 ms obserwowano znieksztalcony obraz
naturalnej gwiazdy przy plaskim zwierciadle korekcyjnym. Nastepnie
wysylano dwiatlo lasera i na podstawie obserwacji sztucznej gwiazdy
przewodniej korygowano ksztalt zwierciadla. Cala ta operacja trwala
tylko 500 us. Po tym obserwowano poprawiony obraz gwiazdy. Jakodé
uzyskanego w ten sposéb obrazu gwiazdy Procyon (o CMi) byla
doskonala. Dla niektérych obserwacji stosunek natezenia wiatla

w maksimum do teoretycznej wartodci natezenia éwiatla ograniczonego
jedynie przez dyfrakcje wynosit 0,46, a szerokodéé otrzymanego obrazu byla
réwna dyfrakcyjnej zdolnodci rozdzielczej teleskopu (teleskop miat 60 cm
drednicy, faktyczna zdolnoéé rozdzielcza bez systemu korekcyjnego byla
okolo 10 razy gorsza).

W dodwiadczeniu Fugate uzywano teleskopu o érednicy 1,5 m uzyskujac
poprawe katowej zdolnodci rozdszielezej z 2" do 0/'18. Pozwolilo to na
rozdzielenie ukladu podwéjnego 53¢ Ursae Majoris o rozmiarach katowych
1,'3 juz po jednej sekundzie obserwacji!

W innym doéwiadczeniu (R.A. Humphreys, Opt. Lett. 16 (1991)) sztuczna
gwiazda przewodnia uzyskana byla na wysokodci 90 km w warstwie
mezosferycznego sodu na skutek rezonansowego rozpraszania éwiatla
lasera. Metoda ta powinna by¢ lepsza od przedstawionych powyzej,

ale obecnie zbudowanie lasera o odpowiedniej mocy, czestodei dwiatla

i dlugosci impulsu napotyka istotne trudnoéci techniczne.

Interesujace jest to, Ze systemy optyki adaptacyjnej mozna w zasadzie
wbudowad we wszystkie istniejace teleskopy. Co wiecej, uzyskane wyniki
dowodza, e w niedalekiej przyszlodci systemy optyki adaptacyjnej
powinny umozliwi¢ poprawe zdolnodci rozdzielczej najwiekszych
naziemnych teleskopéw na tyle, Zeby mogly konkurowad z teleskopami
umieszczanymi poza atmosfera ziemska. Ostatnio prowadzone sg tei
prace nad wykorzystaniem sieci neuronowych do optyki adaptacyjnej
zamiast tradycyjnych technik komputerowych. Moze to nie tylko uprodcié
algorytmy korekcyjne, ale ich zdolnoéé uczenia sie moze umozliwié
optymalne korygowanie zaburzef atmosferycznych.

Czy to oznacza, ze teleskop Hubble’a (i inne teleskopy kosmiczne)

bedzie zupeinie niepotrzebny? Niestety, nie. Optyka adaptacyjna
prawdopodobnie bedzie najbardziej efektywna w zakresie podczerwonym,
gdzie zaburzenia atmosferyczne sa stosunkowo niewielkie. W zakresie
widzialnym trudno bedzie jednak konkurowaé z teleskopem Hubble’a,

a w ultrafiolecie teleskop Hubble’a bedzie bezkonkurencyjny, bo atmosfera
praktycznie nie przepuszcza ultrafioletu.



Pociagajace zaokraglenia Niech dany bedzie zbidr X. Miara m
(unormowana... itd.) jest to funkcja,
ktéra przyporzadkowuje kazdemu
podzbiorows zbioru X pewng liczbe
nieujemng w taki sposdb, ze spelntone
3q nastepujgce warunki:

1) m(#) =0, m(X)=1.

2) Jesli Ay, A, ..., A, sa rozlgcznymi
podzbiorami zbioru X, to

Z poczatku (a poczatek ten trwal ponad dwa tysiace lat) m(A; UA;U...UA,) =

wszystko bylo w porzadku. Proporcje Eudoksosa (nazywane =m(A;) + m(42) + ...+ m(4,).
liczbami rzeczywistymi dopiero od XIX wieku) shuzyly najpierw
matematykom, potem fizykom, technikom, w koricu calej nauce

(tej zwanej po angielsku science, a nie tej zwanej art). Shizyly
ofiarnie i uczciwie. Zlo ujawnilo si¢ dopiero wtedy, gdy zaczeto
przygladaé sie im samym (zamiast ich po prostu uzywad). Okazalo
si¢ mianowicie, ze przewazajaca czesé z nich nigdy nikomu do niczego
potrzebna nie byla i nie bedzie.

Kiedy 2 400 lat temu okazalo sie, ze §wiat jest zbyt bogaty na to, by
mozna bylo go opisaé za pomoca stosunkéw dwu liczb naturalnych,
w naturalny sposéb postanowiono posiadany zbiér liczb wzbogacié

i tak powstaly liczby rzeczywiste. Konkretnie zrobil to Eudoksos
przy uzyciu zmyslnie wprowadzone]j teorii proporcji, ale nie to jest
tu wazne.

Moze wyjasnimy te bardzo dluga
nagwe: miara unormowana...

Otéz, slowo unormowana oznacza,

ze m(X) = 1. Warunek 2) nazywa sie
skoriczona addytywnoscia. Wprowadza
si¢ tez w matematyce miary,

ktére nie musza spelniaé warunku

W wyniku dowolnego pomiaru otrzymaé mozemy jedynie liczbe m{X) = 1. Wéwczas nie nazywa si¢
wymierna — tak juz sa skonstruowane nasze przyrzady. Zludzenie, ich unormowanymi. W warunk.u z‘_’é 2)
ze niektére pomiary daja inne wyniki, bierze sig¢ stad, iz jednostke, czesto A skoriczone ?.a'l.atepu]e G

w ktérej mierzymy, mozemy mianowad liczba niewymierna — sumami nieskoriczonymi i wéwczas

np. stwierdzajac, ze jaki$ kat jest prosty mozemy sadzié, iz méwi sie, ze miara jest przeliczalnie

zmierzylismy 7, ale bedzie to tylko zakamuflowany opis tego, ze jest addytwa}a. _Wref.sxcie, ik ogdt nie y
to L kata pelnego zaklada sie, ze miara mierzy wszystkie
- :

podzbiory, to znaczy zaklada sie,
Nasuwa sie wiec pytanie, po co bylo wprowadzaé takze inne ie funkcja m jest okreslona tylko dla
liczby (poza wymiernymi), skoro i tych jest ai nadto. Bo istotnie, niektérych podzbioréw zbioru X.
wszystkich liczb wymiernych tez nie potrzebujemy. Czy kto§ moze
rzeczywiscie do czegos rozsadnego potrzebowad liczby, powiedzmy,
1pt010 1010

W dalszym jednak ciagu méwiac

o mierze bedziemy mieli na mygli miare
unormowana, skoriczenie addytywna,
albo czego$ jeszcze wickszego 7 W Kalejdoskopie matematycznym | mierzaca wszystkie podzbiory zbioru X
Steinhausa mozna znaleZé szereg uwag na ten temat. O ile mi (por. méj artykut w Delcte 11/1991).
wiadomo, w Ksitedze Guinnessa nie ma odnotowanej najwiekszej No (%obrs;e, ale co to ma wspélnego
liczby, jaka byla komus (poza matematykami) do czego$ potrzebna z dzieleniem tortu? :

- nie wypada jednak watpié, ze liczba taka istnieje. Otéz, dla kaidej osoby dany kawalek
tortu przedstawia jaka$ wartodé.
Umawiamy sie, ze caly tort dla kazdej
osoby ma wartosé 1. (Mozna sie,

na przyklad, uméwié, ze owa wartosé
to iloéé pieniedzy, ktére ta osoba
zaplacilaby, aby dostaé dany kawalek
tortu, przy czym waluta jest tak
Faktyczna odpowiedZ tkwi juz u samego #rédla. Kiedy stwierdzono, dobrana, ze za caly tort ta osoba

ze przekatna kwadratu nie jest wymierna wielokrotnoscia jego boku, chcialaby zaplaci¢ 1.)

do wyboru byly trzy mozliwodci: albo uznaé, ze nie nalezy ich
poréwnywad (na co zaden uczony nigdy przystaé nie powinien), albo
uznaé, ze nie zawsze prawdziwe jest twierdzenie Pitagorasa (czyli ze
zachodzi tylko dla tréjkatéw, ktérych dlugosci bokéw sa wymiernymi

Niedwuznacznie zostalo wyzej napisane, ze matematycy zajmuja sie
rzeczami niekoniecznie rozsadnymi. Nadajac tej wypowiedzi sens
pickwickowski sprébujmy jednak odpowiedzieé na pytanie, dlaczego
matematycy natworzyli tyle liczb, dla ktérych realne odpowiedniki
de facto nie istnieja. OdpowiedZ, ze musieli, jest tylko odwlekaniem
odpowiedzi - co ich, mianowicie, do tego zmuszalo 7

A wiec takie przypisywanie wartodci
réznym kawalkom tortu to nic innego
tylko miara!

wielokrotnosciami tzw. tréjek pitagorejskich), albo wreszcie dopuscié Oczywidcie, poniewaz rézne osoby
istnienie liczby v/2. To ostatnie rozwiazanie dawalo przyjemna "~ maja rézne preferencje — jeden woli
okraglod¢ teorii 1 na nie sie¢ zdecydowano. Tyle zZe kontynuujac nawet dosta¢ mniejszy kawalek, byle
dbaloéé o ksztalt teorii trzeba sie¢ bylo zdecydowaé i na inne liczby |z rodzynkiem — wiec dla réznych oséb
niewymierne. Trzeba wiec bylo stworzy¢ elegancka teorie wszelkich dany kawalek tortu ma inna wartos¢.
liczb — idea istnienia kresu zbioru ograniczonego speiniala wszelkie Czyli, innymi stowy, mamy n miar
wymogi pod tym wzgledem (czy tez réwnowazna teoria przekrojéw). § mi, mz,..., m, opisujacych gusty oséb

W konsekwencji otrzymano (wlasnie dla owej ogdlnosdci i elegancji) czekajacych na tort.




Miary te maja jeszcze jedna

wlasnodé. Mianowicie, jesli kawalek K
przedstawia dla 1-tej osoby wartosé .
m;(K) > 0, to moze ona z tego
kawalka odcia¢ mniejszy K' C K, taki
ze m;(K') jest dowolna liczba dodatnia
mniejsza od m;(K). Cazyli, innymi
slowy, 7-ta osoba moze z kawaltka K
odciaé czesé K' o upatrzonej z goéry
wartodci. Wlasnoéé te nazywa sie
nieograniczona podzielnoscia. A wiec,
jak zauwazyl Banach, tlumaczac

na jezyk teorii miary powyzsza
procedure dzielenia tortu otrzymujemy
natychmiast dowéd nastepujacego
twierdzenia.

Jedli my,ma, ..., m, sa miarami
nieograniczenie podzielnyma,
unormowanyms, skorczenie
addytywnymi, mierzqcymai wszystkie
podzbiory zbioru X, to tak mozemy
rozbic zbidr X na zbiory rozlgczne

Kl,Kg,...,lKn, ze 1
mi(Ky) 2 —, me(Kz) 2 —,...
(K) 2, ma(K) 2

iy Min(Ka) =2,

: ; 1
Zauwazmy, ze warunek m;(K;) > 7
oznacza, ze w subiektywnym odczuciu
1-tej osoby dostala ona nie mniej niz
1/n-ta czesé tortu.

Jak juz zauwazylismy, dowéd

tego twierdzenia jest dokladnym
powtérzeniem procedury podzialu
' pragmatycznego.

PowiedzieliSmy, ze istnieje wiele
modyfikacji pojecia miary. Banach
zreszta sformulowal swoje twierdzenie
dla inaczej zdefiniowanej miary.
Twierdzenie Banacha doczekalo sie
uogdlnienia. W 1940 r. radziecki
matematyk Liapunow udowodnil bardzo
abstrakcyjne twierdzenie o tzw. miarach
wektorowych, z ktérego to twierdzenia
wynika w szczegdlnodcei twierdzenie
Banacha. Ciekawe, czy Liapunow
wiedzial co€ o podziale pragmatycznym
tortu?

teorie, w ktérej istotnie usywane liczby (z powodu ktérych teorie
tworzono) stanowia zaniedbywalny margines. Nawet te liczby, od
ktérych ulepszanie sie zaczelo — pierwiastki z liczb naturalnych

czy wymiernych — tez okazuja sie marginesowe. Nawet jesli za
przyzwoitsze liczby uznamy te, ktére sa pierwiastkami dowolnych
wielomianéw o wspélczynnikach wymiernych (liczby algebraiczne),
to i tak tych innych (przestepnych) bedzie nieskoriczenie wiele razy
wiecej.

Pierwsze liczby przestepne odkryl Liouville w 1844 roku. Byly to liczby postaci

oo
¢ i
10!’
i=1
gdzie ¢; to dowolne z liczb naturalnych spetniajacych warunek 1 < ¢; < 9.
To, ge liceb przestepnych jest tak wiele, uswiadomil matematykom trzydziedci lat
pééniej Cantor.

Jest caly szereg fajnych twierdzen o liczbach nalezacych do
nieuzywanej wiekszodci — wiekszoéé z tych twierdzeri méwi o ich
ekspansjonistycznym charakterze, np.:

jesli a 1 B sa liczbamsi algebraicznymi (o # 0, 1) 1 B jest niewymierna,
to a? jest liczbq przestepna.

Ale faktycznie wskazuja one, ze w pogoni za ladnie ogélnymi
teoriami matematycy zapedsili si¢ daleko poza $wiat (céz tu
ukrywad) normalnych ludzi.

Zjawisko opisane tu na przykladzie liczb jest w matematyce
zjawiskiem typowym. Podobnie, goniac za odpowiednio
zaokraglona teoria funkcji wyprodukowano dla niej definicje tak
ogélna, ze dzi§ mamy funkcje ciagle nigdzie nie rézniczkowalne,
wszedzie rézniczkowalne i réwnoczeénie w zadnym przedziale nie
monotoniczne itd., itp. Wladciwie w kazdej galezi matematyki
spotykamy podobne sytuacje. Ta czedé matematyki, ktéra powstala
z zewnetrznej (w stosunku do matematyki) potrzeby, jest w kazdej
z jej galezi znikomo mala. Stanistaw Lem ustami bohateréw

Ksiegr robotdw twierdzi, ze aby pokonaé smoka, trzeba stworzyé
ogéblna teorie smokéw, w ktérej ten smok, o ktérego chodzi, bedzie
szczegblnym, latwym do rozwiazania przypadkiem. Rzeczywiscie,
czesto tak jest latwiej. Matematycy poszli jednak dalej — ogélna
teorie smokéw gotowi sa tak rozbudowad, ze same smoki stana sie
malo zauwazalnym obiektem zainteresowania powstalej teorii, ale za
to teoria nabierze pociagajacych, oplywowych, wrecz zmyslowo na jej
twércéw oddzialujacych ksztaltéw.

Ale, Szanowni Niematematycy, przyznajcie: czyz nie jest to sytuacja
(jak powiedzial marszalek Radetzky na polu bitwy pod Custozza)
godna zawisci 7

Marek KORDOS

Zyt kiedys czlowiek,
ktéry uczyl sie, jak zabijaé smoki
i oddal wszystko, co mial,
aby opanowad te sztuke.
Po trzech latach
osiggnal mistrzostwo.
Nigdy jednak nie mial okazji
wykorzystaé swoich umiejetnodci.
Dschuang Dsi
I wtedy zaczal uczyd innych,
jak zabijac¢ smoki.
René Thom

Powyiszy wiersz wraz z pointa (wybitnego matematyka, laureata Medalu Fieldsa) stanowi motto ksiazki matematycznej
Th. Brocker & L. Lander Differentiable Germs and Catastrophes.
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Pozyteczna sztuczka

— czyli jak inaczej moze sie przyda¢ odejmowanie

QUG ¥, 1 Pwtr PISKORSKI
053 SRS

O R

-
4

% 3 _ '
& Pﬁ:: ‘{, Wszyscy chyba znaja sztuczke - gart ,,... pomy$l jaka$ liczbe, zréb z nia to,
L L =

s [ i co Ci powiem,... Wyszlo 1...

wr ('* 'S

,-( ;Pokaze¢ inna sztuczke matematyczna: zgadywanie wielomianéw. Chcialtbym
_u_# “sie nia z Wami podazieli¢ (znaleZé ja mozna w ksiaice W.W. Sawyera

ot _.\\')fﬁ W poszukiwaniu modelu matematycznego). Zacznijmy od wielomianu drugiego
i <( "J stopnia. Pomyélcie sobie jaki§ wielomian i podajcie jego wartoéci dla 0,1,2,3,.

44 65 e 1 (4 1{' g“}l s— ~ Wystarczyloby od 0 do 3, a nawet do 2, ale od przybytku glowa nie boli. Mo_|
fj{’(ﬁ 2 B35 ooty ‘\! - ~.[,J kolega podal mi takie hczby -1,4,15,32,55,84,... Jaki byl jego wielomian? Aby
SRR WY 4 ~ /¢ _go odgadnaé, zapisze te wartoéci w linii, a pod spodem ich réznice, réznice

> & & 11'63111(:, itd.

T~ W -1 4 15 32 55 84
J 1 5 11 17 23 29
2 6 6 6 6
3 0 0 0

' Dla wielomianu drugiego stopnia sa to trzy wiersze, a dalej same zera.

f’\ fp..«\"J Y, _./I‘h(_.

(o,
-JJL_

s

_&, " .,/ Moina zaczaé zgadywad. Otéz, wspélezynnik przy 22 to polowa liczby,
ey ) na ktérej nasze réznice sie ust.alﬂy (w1ersz 2), w naszym przypadku
2 q_rbVJ (1/2) x 6, czyli 3, wyraz wolny to p1erwsza wartodé wiersza poczatkowego w,
Lo (u nas —1), a wspélczynmk przy z to réiznica pierwszego wyrazu w wierszu 1
%‘ i wspélczynnika przy z2 (obliczonego przez nas przed chwila), 5 — 3 = 2.
GWlelomla.n, ktérego szukalismy, to W (z) = 322 + 2z — 1.

L
\ 5""?\;‘
e W =

d(‘h‘)l‘_\'g

5%

Wiemy juz, jak si¢ to robi. Pozostaje pytanie, dlaczego tak jest. Aby to
1 wykazal, wesmy dowolny wielomian Q(z) = az? + bz + ¢ i jego wartosci dla
25 :C). z=0,1,2,3. Otrzymujemy Q(0) =c¢, Q(1) =a+b+c, Q(2) =4a+2b+c¢,
,\5 2 N Q(S) = 9a + 3b + c. Zrébmy to, co juz robiliémy przed chwila, wypiszmy tréjkat
L

)

% A

(;5.5) AN Q q&:}’ réznic.
CINPAE R @ (a+b+c) (4a+2b+c) (9a +3b+¢)
NI AN Qg (a+) (3a +b) (Ba + b)

ﬁ)‘_‘- S Lﬂl‘ \w]“ é : 2a 2a

Tk
Q\L{J; L‘J F')( L;)?I O N ‘

J
CR psay f b r‘J) f; ,:-JOto na czym polega ta sztuczka. Jest juz na pewno jasne, dlaczego mozna
(C’kﬂ’ © )V T, szybko i bez probleméw w ten sposéb zgadywad wspdlczynniki wielomianu.

2 Q’J C, Sztuczke taka latwo opracowad i dla innych stopni wielomiandw. Sprébujcie
¥ Ry \_jsa.ml opracowal metode zgadywania, na przyklad, dla wielomianu stopnia
L.:') _trzeciego. N1e01erphw1 moga skorzystaé z tréjkata réznic podanego ponizej dla

£y Ls L s 2
232 (3 {_:.]JR(I) az® + bz?% + cz + d.

d (a+b+c+d} (8a + 4b + 2c + d) (27a + 9b + 3¢ + d) (64a + 16b + 4c + d)
(a+b+c) (Ta+3b+¢) (19a + 56 + ¢) (87a+ b+ ¢)
(6a + 2b) (12a + 2b) (18a + 2b)
6a 6a
0

Jak widaé, sposéb odgadywania w tym przypadku jest trudniejszy. Jaki?
Odpowiedzcie na to pytanie sami. Mozna by te zabawe ciagnaé dalej. Zobaczmy,
ile wierszy niezerowych bedzie mial tréjkat dla wielomianu k-tego stopnia.
Mamy powyzej odpowied? dla k& wynoszacego 2 i 3.



62

63

540

64

602

1560

Zobaczmy, jak to wyglada dla k = 1. Wielomian W (z) = az + b, przyjmuje
wartosci:
b a+b 2a+b 3a+b da+b 5a+ b

0 0 0 0 0

czyli ma dwa wiersze réine od zera. Poréwnajmy z innymi przypadkami:
wielomian drugiego stopnia ma trzy rzedy, trzeciego — cztery. Czyzby zawsze
liczba wierszy byla o jeden wieksza od stopnia wielomianu? Nie bedziemy tego
dowodzi¢, sprawdzimy tylko, czy nasz wniosek jest prawdziwy, na przyklad,
dla z%, najprostszego wielomianu stopnia széstego.

729 4096 15625 46656 117649
665 3367 11529 31031 70993

2702 8162 19502 39962
2100 5460 11340 20460

3360 5880 9120
1800 2520 3240

720 720

0

Otrzymali$my siedem niezerowych wierszy. Chyba sie zgadza...

Czy tréjkaty réznic moga sie przydaé do czegoé innego? Alez tak. Mozliwodé
ich zastosowania jest przeogromna. Jednym z zastosowar metody réznic
skonczonych, jak oficjalnie nazywaja sie nasze trojkaty, jest znajdowanie
kolejnej lub brakujacej liczby w jakimg ciagu bez znajdowania jego wzoru.
W bardzo wielu przypadkach udaje sie ja obliczyé w ponizszy sposéb. Jest
to szczegdlnie latwe, gdy mamy do czynienia z ciagiem wielomianowym (o ile
mamy wystarczajaco duzo informacji o tym ciagu). Zajme sie tylko tym
przypadkiem. Weimy ciag 7;;6;23;58; 117; 206; 7,. Zalézmy, ze sa to wyrazy
jakiegod wielomianu stopnia trzeciego. Wypiszmy dla niego tréjkat réznic.

¢ PRT 6 23 58 117 206 e 1% 7

C 17 35 59 89 Z
B 18 24 30 %
A 6 6 X

Zauwazmy, ze ostatni wiersz w tréjkacie bedzie zawieral sz6stki, mamy wiec
A=61X =6.. Obliczmy B: 18 — B = 6, czyli B = 12. Postepujac tak samo
otrzymujemy: ¥ =36, C =5, Z =125, 7, = 1 oraz 7, = 331. W ten sposéb
obliczyliSmy brakujace wyrazy ciagu nie znajac i nie znajdujac jego wzoru.
Mozemy go jednak szybko znaleié. Rozwiazcie to sami. OdpowiedZ, jaki to jest
ciag, znajdziecie na koricu artykulu. Dla niektérych ciagéw metoda ta zawodzi
lub jest malo skuteczna. Przykladami takich ciagéw sa 5 i nl...

Na koniec krétko o praktycznym zastosowaniu metody réznic skonczonych
w opracowywaniu wynikéw doswiadczenia z fizyki. Przyjrzyjmy sie
doéwiadczeniu.

e ELEKTROMAGNES [ BRZECZIYK )
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Roswiasanie sadania F 888,
Efekty dyfrakcyjne pierwszego rzedu
pojawia sie przy spelnieniu warunku
dein® = X, gdzie # oznacza kat
ugiecia fali na pileczce., Poniewad

sin @ sy 5= ostatecznie otrzymujemy
d? )

zZR — = 1,3 km.
22

Roswiazsanie sadania F 884,

Pole magnetyczne elektromagnesu

nie moie preekrocayd stanu
nasycenia, Rozsudmy na mala
odleglodé z belke | magnes, wowczas
w szczelinie pojawi sig pole
magnetyczne o energii E = LEv"’ﬁ'ac.

o
gdzie 8 jest powierzehnia styku,

Ta energia jest réwna pracy, jaka
naleialo wykonad rozsuwajac belke
i elektromagnes W = F - z, stad
1
sila przyciagania F = — B?§
- " 2”.” & " 2
Dzielac przez 5 otrzymujemy cidnienie
1 .
p = —P%=1.9.10° Pa & 19 atm.

Roswigzanie sadania M 6381,
Wystarczy udowodnié, e ay > [2n/3]
J li by tak nie bylo, to 3a; < 2n
skad, jak latwo zauwaiyé, wirdd liczh
in+1l, ,2n} bylyby co najmniej
dwie pbine wielokrotnedei a;.
Oczywidcie, kaida z liczb a3z, ..., 4.
tei ma wielokrotnodé wérsd

liczb {n + 1, .'Zri}. Lacznie

otrzymalibydmy co najmnie) n + 1

régnych liczb w ghiorze (n 4+ 1,...,2n}

(gdy: NWWi(a,.a;) > 2n dlaf # 5).

$ preecznodt

Do wézka éciaganego przez cigzarek na sznurku doczepiona jest tasma
papierowa. Podczas ruchu wézka zaznaczane sa na niej kropki co 0,02 s. W ten
sposéb rejestrowana jest droga przebywana przez wézek. Pierwsze kropki
byly tak gesto, ze nie moglem paru odréznié, a co dopiero zmierzy¢ odleglodci
miedzy nimi — musialem je odrzucié. Podane odlegloédci to droga od poczatku
tadémy do kolejnej (nie wiemy ktérej) kropki. Oto otrzymane dane (mierzone
w centymetrach): 2; 2,5; 3,3; 4,4; 5,75; 7,4; 9,33; 11,56; 14,09; 16,92;... Zalézmy,
ze tworza one ciag wielomianowy. Wypiszmy kolejne wiersze réznic:

2 25 X PR Cqa 933 1188 109 1893

05 08 HI™S¥SE “iex’ 193 228 2,53 2,83
(12 G ot - ety 1 vl - M B 0,3 0,3
0 -0,05 0,05 -0,02 0,02 0 0

Zauwazmy, ze réznice w czwartym wierszu réznia sie nieznacznie, prawie
wszystkie sa réwne 0. Przyjmujac, Ze sa réwne zeru, otrzymalibysmy trzy
niezerowe wiersze. Bylby to wiec ciag wyrazéw wielomianu drugiego stopnia.

I rzeczywiscie, w ruchu jednostajnie przyspieszonym droga jest proporcjonalna
do kwadratu czasu (ksiazki podaja wzér s = at?/2). W ten sposéb otrzymalismy
zaleznoé¢ (a nie konkretny wzér) drogi od czasu w ruchu jednostajnie
przyspieszonym. Mozna sie zastanawiad, jak ta metoda opracowywad ciagi
innego typu niz wielomiany.

Nasz szukany ciag to: a, = n® +3n2 + n + 1.

Strefy polarne chyba zawsze kojarza sie z zimnem i mrokiem. Wszysey bowiem
wiemy, ze w okolicach ziemskich biegunéw Sloiice jest zawsze widoczne nisko nad
horyzontem, bywaja dluzsze okresy, gdy w ogdle nie pojawia sie nad horyzontem
i w rezultacie jest tam zimno i niegoscinnie. Tak jest na Ziemi, ale czy na
kazdej planecie? Otéz, Uran jest pod tym wzgledem wyjatkiem. Jego oé obrotu
lezy niemal w plaszczyZnie jego orbity, a zatem sa okresy, gdy Slorice niemal
prostopadle oswietla bieguny planety. Nie wynika wprawdzie z tego, ze wtedy
jest tam goraco, bo Uran w ogéle jest daleko od Slorica, niemniej jednak strefa
goraca formalnie obejmuje tez bieguny. Zreszta z tego samego powodu strefy
polarne siegaja do réwnika planety. Ciekawe, gdzie wobec tego sa na Uranie
strefy umiarkowane?

*

Jak hamowanie wplywa na predkosé? Chociaz pytanie brzmi niepowaznie,
okazuje sie jednak, ze odpowiedZ nie musi by¢ standardowa. Sztuczny satelita,
wskutek oporu stawianego mu przez szczatkowa atmosfere na wysokosci kilkuset
kilometréw, na pewno traci energie. Ale przy ruchu keplerowskim energia £ na
orbicie wiaze sie jednoznacznie z wielkoécia pélosi a tej orbity:

oo ine GMm

2& '

gdzie M i m to masy Ziemi i satelity, G — stala grawitacji. W ruchu po elipsie
energia jest ujemna (pélos orbity jest dodatnia), a wiec jej malenie musi
powodowaé malenie pélosi. Satelita wiec, wskutek oporu powietrza opada
(co jest zgodne z intuicja) — ale na nigszej orbicie musi poruszaé sie szybciej,
bo tego wymaga trzecie prawo Keplera, a to juz nie jest takie oczywiste. Krétko
méwiac, hamowanie (byle stabe!) powoduje wzrost predkosci.
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O dzieleniu batonika na trzy réwne czeéci

i podobnie trudnych problemach

Jesli masz brata albo siostre, to na pewno wiele
razy przychodzilo Ci dzieli¢ na dwie czesci
ciastko, czekoladke, jablko czy np. Twdj ulubiony
batonik Mars. Zadanie to calkiem proste, jezeli,
oczywiscie, pominaé sam przykry obowiazek
dzielenia si¢ z bliZnim.

Gorze] sprawa wyglada, gdy poza jednym bratem
albo siostra, rodzice postarali sie o jeszcze
jednego brata lub siostre. Nie doéé, ze Tobie
przypadnie mniejsza czes¢ batonika, to i podzielié
go sprawiedliwie na trzy czesci jest sprawg
nieprosta. Zadanie upraszcza sie, gdy masz

troje rodzenstwa — batonik dzielisz na polowe,

a poléwki na poléwki. Moja metoda dzielenia na
trzy réwne czesci polega wlasnie na wielokrotnym
dzieleniu na cztery. A wiec, batonik dzielimy

na cztery czesci, trzy rozdajemy, a pozostala
¢wiartke znéw dzielimy na cztery, rozdajemy

trzy itd. Jesli bedziemy dostatecznie cierpliwi,

to kazdemu przypadnie jedna trzecia calego
batonika.

Niestety, dzieli¢ batonik do nieskoriczonosci moga
tylko matematycy. Zobaczmy wiec, jaka czesé
batonika dostaniemy po pierwszym, drugim

1 trzecim podziale. Po pierwszym % = 0,25,

ST R | 5 .
p50 drulglm ~4~1+ =16 0,3125, po trzecim
16 + Y 0,328125. A wiec wystarczy trzy

razy dzieli¢, by bardzo zblizy¢ sie do 315— =0,333...

Moja metode podzialu na trzy réwne czesci
mozna fachowo nazwad iteracyjna, tzn. taka,
ktéra do celu prowadzi za pomoca nieskonczenie
wielu takich samych krokéw. Jezeli, jak w naszym

przypadku, juz po kilku krokach uzyskujemy
dobrg dokladnosé, to metode okreslamy jako
szybko zbiezna,.

Dzielac batonik wiele razy na cztery
zauwazylisSmy, ze

W 1 1 1

4—+E+a+m+...'=§.
A czemu réwna sie suma nieskoriczenie wielu
wyrazow, z ktérych kazdy jest nie jedna
czwarta, jak poprzednio, ale jedna druga wyrazu
poprzedzajacego? Tzn. interesuje nas suma

T W S
§ + Z + g + E + Y

WyobraZzmy sobie Jasia lakomczucha, ktéry
wrocil ze szkoly do domu i na stole znalazl nie
batonik Mars, ale Prince Polo, a obok kartke od
Mamy: ,Podziel sie z Kasia”. Kasia to siostra
Jasia, ale nie ma jej w domu, bo gra ,w gume” na
podwérku. Jas odcina polowe batonika i zjada.
Kasia nie wraca, a Jas bardzo lubi slodycze, wigc
po pewnym czasie odcina poléwke poléwki. Kasia
nadal gra ,w gume”, a Jas odcinajac za kazdym
razem polowe pozostajacej czesdci zjada kolejno
jedng 6sma batonika, jedna szesnastg itd. Jesli
Kasia nie wréci do domu, to Jas zje, oczywiscie,
caly batonik. A zatem

e e s 1

§+Z+§+i§+ﬁ+'l':1l

Na koniec jeszcze jedno zadanie dla tych, ktérzy
zrozumieli moje wywody. Ile wynosi nieskoriczona

suma

B N
+5+os+
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Patrz w niebo

Ewolucja na ciagu gléwnym to najdhuiszy i spokojny okres w zyciu gwiazdy.
Gwiazda éwieci wtedy kosztem ,spalania” wodoru. Ta sama reakcja zachodzi
tez w bombie wodorowej, jak wiemy, w sposéb wybuchowy (i to jeszcze jak!),
ale gwiazda potrafi sama utrzymywad produkcje energii na poziomie bardzo
skromnym. Na przyklad w centrum Slofica wydajnoéé reakcji proton-proton
jest raptem rzedu 0,01 W /kg, trzeba tylko pamietaé, ze kilograméw Slorice ma
sporo. Tak czy inaczej, skoro ten etap ewolucji trwa najdluzej, nic dziwnego,
e ogromna wigkszos¢ gwiazd widocznych na niebie to gwiazdy ciagu gléwnego.
Po zuzyciu wodoru w centrum ewoluc_la gwmzdy toczy sie znacznie szybciej.
Gwiazdy powiekszaja swoje rozmiary, traca zewnetrzne warstwy, niektére
wybuchaja, w kaidym razie sa to burzliwe etapy zycia, ktérym towarzyszy
intensywniejsza produkcja energii, przez co te, w zasadzie rzadkie, zjawiska
moga byé obserwowalne nieraz z wielkich odleglodci.

Przyroda jednak ma rézne dziwne pomysly. Przede wszystkim utracie

masy przez gwiazde moze towarzyszyé bardzo wydajna produkcja pyhi.
Zaawansowana wiekiem gwiazda otacza sie wtedy gestym oblokiem tego pylu

i cale zjawisko zamiast przyciagaé wzrok z daleka, staje sie ledwo widoczne

w podczerwieni. Satelita IRAS znalazt okolo 100 obiektéw, ktérych $wiecenie
mozna wlasnie w taki sposéb wytlumaczyé. Pyl otaczajacy gwiazde przerabia
jej promieniowanie krétkofalowe na podczerwone i odbiornik promieniowania
rejestruje stosunkowo silna emisje w pasmach — jak w przypadku IRASa — 25, 60
i 100 pm.

Wiréd osobliwych obiektéw moga trafié sie jednak jeszcze osobliwsze.
Podczerwony obiekt o katalogowym numerze 09371+1212, polozony

w gwiazdozbiorze Lwa, okazal sie nadspodziewanie jasny w pasmie 60 pm.
Obserwacje w innych zakresach widma sugeruja, e mamy tu do czynienia

z chlodna gwiazda (typu M4) otoczona ekspandujaca otoczka i wszystko byloby
w porzadku, gdyby nie ten wlagnie nadmiar energii emitowanej w jednym
pasmie. Dowodzi to bowiem, ze w obloku otaczajacym gwiazde zachodzi jakis
proces nietermiczny. Nalezalo wiec wykryé, jaka substancja moze produkowad
takie nietypowe widmo. Nie moze nia by¢ gaz, bowiem nie bylby w stanie
zaabsorbowad tyle energii, ile obserwuje si¢ w emisji — ale moze nia byé cialo
stale, mianowicie 16d. Grupa astronoméw z Grenoble kilka lat temu wykazala,
ze widmo z maksimum w pasmie 60 um moze by¢é wyprodukowane przez wode
otaczajaca gwiazde w postaci obloku drobnych krysztatkéw lodu o temperaturze
nie wyzszej od 65 K. Bylby to, jak dotychczas, jedyny znany obiekt tego
rodzaju. Prawde powiedziawszy, kilka innych #rédel podczerwieni réwniez
wykazuje nadwyzke promieniowania w pasmie 60 um, ale znacznie mniejsza

niz u 09371+1212. Obiekt ten, ze wzgledu na wyjatkowa w nim role lodu,
proponowano nazwaé , Lodowa Mglawica w Lwie”. Tak wiec burzliwe péine
stadia ewolucji ujawniaja sie niekiedy, jak widaé, w sposéb lekko szokujacy:
zamiast chmura rozpalonych gazéw, gwiazda otacza sie chmura pytu lodowego!

Tomasz KWAST

Uwaga Olimpijczycy!

W Delcie 9/1992 bedzie wydrukowana tresé zadan
z pierwszego (domowego) etapu Olimpiady Matematycznej.
Zachecamy do uczestnictwa!




FOTONU

CZARNA DZIUR

Rys. 1. W odleglodci 3/2 promienia
grawitacyjnego ry = ZGMfc" fotony
powinny kraiyé wokdl czarnej dziury
po orbitach kolowych.

a's
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Fotony w polu grawitacyjnym
Tadeusz JARZEBOWSKI

W szkole uczyliémy sie, e (w préini) dwiatlo rozchodzi sie po liniach prostych.
Ale w poblizu masywnych cial tak nie jest — tu o prostoliniowoéci rozchodzenia
sie promieniowania elektromagnetycznego méwié jui nie mozna. W silnym polu
grawitacyjnym tor fotonu powinien ulegaé zakrzywieniu.

Skrajny tego przypadek ilustruje rysunek 1. W bezpoérednim sasiedztwie czarnej
dziury — w odleglodci 3/2 jej promienia — fotony powinny kraiy¢ wokét niej niczym
satelita wokél planety. Do takiego wniosku prowadzi ogélna teoria wzglednosci
Einsteina, tak mialoby to wygladaé¢ w éwiecie o silnym zakrzywieniu czasoprzestrzeni.

Nie mamy, oczywidcie, mozliwoéci zaobserwowania obiegajacego czarna dziure
promieniowania, jako Ze samo istnienie tych.obiektéw nalezy dzid jeszcze raczej
do domeny teorii. Mozemy natomiast dostrzec zachodzenie tego typu zjawiska
w sagiedztwie zwyklej gwiazdy. Nie jest to obiekt skondensowany, wiec wplyw pola
grawitacyjnego jest znacznie slabszy i, konsekwentnie, skala zjawiska skromniejsza.
Na zmiane kierunku fotonu teoria Einsteina podaje tu wyrazenie

8 = 4G‘:‘ (radianéw) .

rc

M oznacza mase gwiazdy, r zad to odleglodé, w jakiej przebiega foton.

ﬁ ~—kieryn

ek
GWIAZDA << 2bserwowqp,

kierunek prawdziwy b 8= 5[%’}
ki

L YU Ziemj
/

Rys. 2. Przebiegajace w poblizu Slofica kwanty éwietlne zmieniaja kierunek. W nastepstwie
tego gwiazdy, usytuowane na niebie w poblizu Sloifica, widoczne sa troche dalej od niego.

Méwiac o gwieidzie mamy, oczywidcie, na my$li nasze Slofice. Zmiana kierunku bedzie
najwieksza, gdy za r podstawi si¢ minimalna, majaca jeszcze sens wartodé, tj. promient
Slorica. Wéwczas

©=28,46-10"% rad =1,'75.

O taka wartodéé zmienié si¢ zatem powinien kierunek fotonéw przebiegajacych pray
samej tarczy Slorica. Jak wynika ze wzoru, promieniowanie przebiegajace w odleglodci,
na przyklad, pigciu promieni Slofica odchyli si¢ o wartodé pieciokrotnie mniejeza itp.

Konsekwencja tego zjawiska bedzie fakt, iz gwiazdy, w poblizu ktérych znajduje sie
aktualnie na niebie Slofice, powinni§my obserwowad nieco dalej od niego (rys. 2).
Weryfikacja teorii polega zatem na zmierzeniu tego przesuniecia. No céi, gdybyémy
byli na Ksiezycu, sprawa prosta — tam w poblizu §wiecacego Slofica wida¢ gwiazdy. Ale
nic z tych rzeczy na otulonej atmosfera powierzchni Ziemi. Jedyna i to doéé skromna,
mozliwoéé, jaka nam natura prawie kaidego roku oferuje, stanowi ta minuta czy nieco
wiecej, w ciagu ktérego to czasu nasza gwiazde przestania Ksigiyc. Zadanie polega

w tym przypadku na tym, by sfotografowaé fragment nieba z zaémionym Sloricem

i poréwnaé ze zdjeciem otrzymanym pél roku wczedniej czy tei pééniej, gdy te czesl
nieba widaé o péinocy. Jezeli zjawisko wystepuje, pozycje gwiazd na kliszach powinny
sie réznié.

Pomiary takie wykonano po raz pierwszy w roku 1919, wkrétce po opublikowaniu
pracy Einsteina. Konsekwentnie wykorzystywanych bylo nastepnie jeszcze kilkanadcie
zaémien z lat péiniejszych. Obserwacje potwierdzaly przewidywane zmiany pozycji
gwiazd, ale dokladnoéé pomiaréw nie jest tu zbyt wysoka. I nic dziwnego. Niewiele
gwiazd da sie dostrzec w czasie zaémienia, zwlaszcza przy samym Sloficu, gdzie
dwieci korona; ich przemieszczenia na niebie s zad tego rzedu, co rozmycie obrazéw
wywolane przez atmosfere ziemska. Otrzymane z pomiaréw réinice w pozycjach
gwiazd (przeliczone na skraj tarczy Slofica) wahaly si¢ w granicach od 1;'3 do 2,'7.
Rozrzut znaczny, niemniej wyniki te przechylily juz zdecydowanie szale na korzyéé
relatywistycznego traktowania zjawiska. Trzeba tu bowiem dodaé, ze z mechaniki
Newtona tei wynika zmiana kierunku przebiegajacych kolo Slorica fotonéw, ale

z takiego klasycznego traktowania zjawiska otrzymuje si¢ wartodé dwukrotnie mniejsza,
mianowicie tylko 0,'87.
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Roswiasanie sadania M 683.

Niech v, oznacza n-ty wyraz

ciagu Fibonacciego (v; = vq = 1,

Un4a = Un41 +vpdlan > 1). Wtedy
Ym4+1Vm+3 — UmUmts = (—=1)™
(indukcjal), a wiec ze wzoru na réiznice
arcus cotangenséw mamy

arcetg van — ArcCtgvany ) =

YanV¥an41 + 1
= arcctg —m——————— =
Uant+1 — Y2n

Uznt <+ 1
= arcctg#:j——l-—
Yin-1

Sumujac od n = 1 do N dostajemy
arcctgv; = arcctguvg =
N

= E arcctgvan41 + arcctgvan4a,
n=1

istad zadany wynik przy N — oo.

<

Roswigzanie sadania M 688,

W kolo jednostkowe o érodku

w poczatku ukladu wspélrzednych
(0,0) wpiszmy 1993-kat foremny tak,
aby punkt (1,0) byl wierzcholkiem
Wierzcholki s koricami wektordw

o poceatku w (0,0). Suma tych

wektordw jest wektorem serowym [0, 0]

(dlacrego? ). Stad suma wektordw
réinych od [1,0] jest réwna [—1 0].
Zaden 2 tych wektordw nie leiy na

oei z. Ponadto wektory & gdrnej

pélplaszczyany (y > 0) sa symetryczne

do wektoréw = dolnej péiplasscay

1Y,
a wige maja takie same z-owe

jak odpowiednie wektory z d«

pélplasscryany, stad suma z-owych

wych wektordw gdrnej

ceayrny jest réwna 1/2

pélpla
Ale suma ta jest rdwna szukanemu

praer nas wyrazeniu

= arcctg van43 .

skladowe

Tak bylo do lat szedédziesiatych. Nowe, nie znane przedtem mozliwoéci badania tego
zjawiska pojawily sie wraz z rozwojem astronomii radiowej. Pozycje kosmicznych Zrédet
promieniowania radiowego wyznaczaé bowiem mozZna ze znacznie wieksza dokladnodcis,.
Osiaga sie to przez zastosowanie polaczonych ze soba odleglych radioteleskopéw

- tzw. interferometréw. Natomiast atmosfera ziemska nie przeszkadza tu juz tak, jak

w dziedzinie widzialnej.

Ale ad rem.

Spéjrzmy na wzér opisujacy zmiane kierunku. Nie wystepuje w nim diugoéé fali (czy
tei czestotliwodé) promieniowania. Takiej samej zmianie kierunku podlegaja wiec
zaréwno fale dwietlne, jak i rentgenowskie czy tez radiowe. No wiec wladnie — fale
radiowe. Te docieraja do powierzchni naszej planety przy niebie pogodnym, jak

i podczas deszczu; prazy ich odbiorze nie przeszkadza éwiecaca atmosfera, rejestruje sie
je tak samo w dszien, jak i w nocy.

Jeéli zatem do badania omawianego zjawiska zamiast gwiazdy emitujacej fale widzialne
wybierzemy ,gwiazde” wysylajaca fale radiowe, to na zadne zaémienie Slofica nie
trzeba bedzie juz czekaé. Zmiany, pozycji tego obiektu bedzie moina wyznaczaé
kazdego stosownego dnia, gdy tylko Storice jest nad horyzontem.

Najlepiej nadaja si¢ do tego celu kwazary. Z uwagi na ich duza odlegloéé sa to
radiefrédla idealnie punktowe — a do badania pozycji takie wlaénie sa potrzebne. Moga
tu stuiyé, oczywiicie, tylko te usytuowane w poblizu linii ekliptyki, po ktérej wedruje
w ciagu roku Slorice.

Wybér padl najpierw na dwa znane, bliskie kwazary: 3C 273 i 3C 279. Leza one

w gwiazdozbiorze Panny, stosunkowo niedaleko punktu réwnonocy jesiennej i gwiazdy
Klos (a Virginis). Ich polozenie na niebie ukazuje rysunek 3. W poblizu pierwszego

z nich Slofice przechodzi okolo 1 paZdziernika; drugi leiy prawie na samej ekliptyce,
Slorice przestania go tydzieri pésniej. Koniec wrzeénia, pierwsza polowa paidziernika
— to najstosowniejsza zatem pora do badania wplywu pola grawitacyjnego Slofica na
promieniowanie radiowe biegnace od tych kwazaréw. Obserwacje prowadzono w ciagu
pigciu kolejnych jesieni, poczynajac od roku 1969. Radioteleskopy wyznaczaly pozycje
tych kwazaréw przez okolo dziewieé godzin kaidego dnia. W latach 1974-75 waieto
na warsztat tréjke innych kwazaréw (o oznaczeniach: 0111, 01186, 01 19). Ta tréjka

to obiekty wiosenne; Storice przechodzi kolo nich w kwietniu.

| 3C273
[

ROWNIK NIEBIE 5KI

Rys. 3. PoloZenie na niebie kwazaréw 3C 273 i 3C 279. Podane daty odpowiadaja poloieniu
Slorica na ekliptyce.

Wyniki wszystkich tych badaf byly zupelnie jednoznaczne. Gdy Slofice, w swej
rocznej wedréwce po ekliptyce, zblizalo sie do kwazara, jego obserwowana pozycja
z lekka zmieniata si¢. W miare zad oddalania si¢ Slofica polozenie kwazara wracalo
do pierwotnego. W pierwszych latach obserwacji dokladnoéé pomiaréw byla rzedu
jednej dziesiatej sekundy, pod koniec osiagnieto jui dokladnosé jednej setnej. No, a co
najwazniejsze, zmierzona warto§é¢ odchylenia wynosi dokladnie tyle, ile Einstein
przewidzial, tj.

© =1,"715 +0/01.
Relatywistyczne zakrzywienie toru fotonéw w poblizu duzych mas nie podlega wiec juz
dzi§ Zadnej watpliwoéci. Badania radioastronomiczne potwierdzily to jednoznacznie.

Na koniec, w ramach dygresji, zwréémy jeszcze uwage, ie tzw. soczewki grawitacyjne,
na istnienie ktérych wskazywaly obserwacje w ostatnich latach, to jest to samo
zjawisko, o ktérym w tym artykule mowa. Tematyki tej nie bedziemy tu jednak
poruszali.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Klub 44

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsyla¢ rozwiazania zadand z numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazafi zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsyla¢ rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robi¢

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadaf z matematyki i z fizyki naleiy
przesylaé w oddszielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspblczynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie § oznacza sumg

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe 0séb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek & dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

Termin nadsylania rozwiazai:
31 VIII 1992

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazard
zadad 123 (WT=1,97) i 124 (WT=2,87)
z numeru 9/1991

e e Ol e Zadania z fizyki nr 139, 140 Redaguje Jerzy B. BROJAN
;::n:‘:: :?::.:’;.k: 2 ;;:;?dr“ T :;:: 139. Na ekranie obserwujemy prazki powstale w wyniku interferencji éwiatta z dwéch
Prremystaw Gworys- Crastochowa  15.20  pisjednakowo silnych frédet spéjnych. Natezenie odwietlenia ekranu w érodku prazkéw
ol jasnych jest n razy wieksze nii nateienie odwietlenia w drodku prazkéw ciemnych. Ile
—_ _J ——{T razy wieksze jest natezenie ofwietlenia ekranu przez silniejsze frédlo (gdy slabsze jest
l" :E wylaczone) od natgienia oéwietlenia przez stabsze (gdy silniejsze jest wylaczone)?
RASERCE P—— 140. Prostopadlodcienne naczynie ma szerokoséé a, a ciecz wypelnia je do
Rys: | wysokoéci b (rys.1). Naczynie moze sie obracaé swobodnie wokét osi O prostopadlej
= do plaszezyzny rysunku i lezacej w odleglodci h od dna oraz w odlegloéci § od scianek
e bocznych. Jaki swiazek musza spelniaé wielkodei a, b i k, aby przedstawione na

Rys. 2

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 1/1992

Przypominamy tresé¢ zadan:

181. Mlynek Segnera (rys.2) dziala na zasadzie odrzutu

do rurki z zag ymi korficami doprows a sie w frodku wode,

ktéra wyplywa przez korlce wprawiajac rurke w ruch obrotowy

Jedli potraktujemy mlynek jako silnik, to ile wynosi jego moc?

Pompa zasila mlynek woda pod
na jednostke czasu jest réwny ©
wynosi r, a predkodé katowa

1832. Solenoid bez rdzenia ma ks
dlugoéci | i promieniu przekroju ym L €& r <
Obliczy¢ sile dciskajaca solenoid |

osi), gdy plynie przez niego prad o natg

131. Moc pompy jest dana wyraZeniem

gdzie p — gestodé wody. Pomijamy tu dla uproszczenia
energie kinetyczna wody w przewodzie zasilajacym miynek,
tzn. zakladamy, ze jest on doéé szeroki (w przeciwnym
przypadku nalezaloby zastapié we weorach cignienie
poczatkowe p wyrageniem p + 3 pv2, gdzie vo — predkosé
poczatkowa wody). Predkodé wyplywu wody z naczynia,
w ktérym cisnienie wynosi p, mogna obliczyé 2 réwnania
Bernoulliego (tzn. z zasady zachowania energii) - w wyniku
otreymuje sie

2p

p

Rozpatrujac ruch wody w obracajacym si¢ ukladzie
odniesienia zwiazanym z rurka, nalezy dodaé do ciénienia p
cignienie odsrodkowe. Jego rézniczka jest dana wyrazeniem
P Godsr - dr = pw?rdr; po scatkowaniu mamy %pwzrs, zatem
predkoéé wyplywu wody wezgledem rurki wynosi

Vi = g( +-l-pu)2r2)= 2_p+w2r2‘
I 2 P
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rysunku poziome polozenie naczynia bylo stabilne, tzn. aby po malym odchyleniu
naczynie powracalo do pozycji poziomej? Przyjaé, Ze masa samego naczynia jest
pomijalnie mala w poréwnaniu do masy cieczy i pominaé gruboéé écianek.

W ukladzie inercjalnym (nie obracajacym si¢) predkosé
wyplywajacej wody jest réwna v, = vy — wr. Zatem moc, ktéra
miynek traci na rozpryskiwanie wody, jest réwna

2
mu?
P; = . E£+w2r2—wr :
2t 2t P

Odejmujac P; od P, otrzymujemy moc silnika

2
P=P; P o g1 .
t lp 2 P

Wyragenie to mozna sprowadzi¢ do prostszej postaci

P="ur (‘ﬂz—p-l-wzrz—wr) i
t I

Uwaga: Zadanie mozna réwniei rozwigzaé rogpatrujac sily
wywierane przez wode na rurke — naleiy jednak obok sily
odrzutu uwzglednié takie site Coriolisa drialajaca wzdlui calej
dtugodci rurki.

182. Kurczenie sie spirali jest zwiazane z wykonywaniem
przez nia pracy kosztem energii magnetycenej. Aby usunaé
z naszych rozgwasarn inne frédla energii, zalézmy, Ze solenoid
tworzy bezoporowy obwéd zamknigty. Wtedy strumieri pola
przez jego wnetrze pozostaje staly, a zatem — przy ustalonym
polu przekroju — takie pole magnetyczne jest state. Energig pola
magnetycznego wewnatrz dlugiego solenoidu znajdujemy badé
opierajac si¢ na wzorze Ey, = -;-LI*, badZ mnozac energie na
jednostke objetodci ;};B” przez objetodé Sl (gdzie S = wr? jest
polem przekroju):
En = iB?Sl =

2po

Przyréwnujac zmiane tej energii do pracy F Al otrzymujemy
F= LBQS ;

2po

a podstawiajac B = poIn/l mamy ostateczny wynik

2
()’
2 I



V=44

Czoléwka ligi zadaniowej

Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadaif 223 (WT=2,04) i 224 (WT=2,65)

z numeru 8/1991

Pawel Kubit - Krosno
Tomasz Wietecha — Tarnéw
Jan Ciach - Ostrowiec Sw.

Leszek Krawcsyk - Wiodawa
Mirostaw Matlaga - Skoczdw

43,17
42,17
39,90
36,37
35,79

Zadania z matematyki nr 241, 242
Redaguje Marcin E. KUCZMA

241. W okrag 1 wpisano czworokat ABC D, ktérego boki AD i CD sa réinej dlugosci.
Na przekatnej AC znajdujemy punkt M taki, Ze |£CBM| = |ZACD)|. Przez punkty
B, M oraz punkt przeciecia przekatnych czworokata prowadzimy okrag. Dowiesé,

ze jest on styczny do (1.

242. W kazdym wierzcholku tréjkata ABC umieszczamy liczbe 1. Zgodnie z
ustalonym kierunkiem obiegu obchodzimy kolejno wierzcholki pozostawiajac w danym
wierzchotku polowe liczby tam sie znajdujacej, druga, jej polowe dodajac do liczby
znajdujacej si¢ w nastepnym wierzcholtku. Z otrzymanej tam sumy znéw pozostawiamy
polowe, reszte dodajac do nastepnej liczby itd. Rozpoczynamy - dla ustalenia uwagi —
od wierzchotka A. Po n-krotnym obejéciu tréjkata mamy w punkcie A liczbe a, . (Na
przyklad, po pierwszym obejsciu, w wierzchotkach A, B, C znajduja sie odpowiednio

: 1L is iy : = g - 0k o 7L
liczsby %, 3, I;tak wiec ap =1, a1 = 7 ; dalsze wartodci: a2 = g3, as = g3, s 8l
Wykazaé zbieznoéé i znalefé granice ciagu (an).
Zadanie 242 zaproponowal pan Jerzy Janowicz z Boleslawca.
Rozwiazania zadani z matematyki z numeru 1/1992
Przypominamy treéé zadaf:

288. Udowodui€ nieréwrost Loz 4 22247 4 =123 5.4 .41, >

88. Udowodnié nieréwno =z T =y + TEETE AT a2 = 0.
284. Dla danych liczb naturalnych n, k = 2 obliczyé wartodé sumy Z|A| = Az = ...~ Al
(sumowanie po wszystkich uporzadkowanych ukladach (A4, Az,..., Ax) podebioréw zbioru

{L,...on}).

233. Oznaczmy rozwasane wyragenie przez F(z,y, z) oraz wprowadémy zmienne
u=1/(y+2),v=1/(z+z), w=1/(z+y). Wéwczas
2 2 ; 2
V:-z y+z 1/w v(l 1) v —uy
S = - = - + — + == -—-—= —
z+z z4 T (y 3) 1/v ((F Nzl z]) w\u v uvw
i podobnie przeksztalcamy pozostale dwa skladniki sumy okreslajacej F(z,y, z). Stad

1
F(z,y,2) = — ((u2 +v? +w?) - (vw + wu+ uv}) 20
uvw
(na mocy nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza).
234. Niech P bedzie rodzing wszystkich podzbioréw zbioru {1,...,n}. Dla dowolnego zbioru

M € P oznaczmy przez [(M) liczbe uporzadkowanych ukladéw (A;,42,...,Ax) (A; EP)
o tej whasnodci, ze

(1) A - Ay= ... Ar=M.
Rozwazana w zadaniu suma réwna sie
(2) s = Z (M) - |M|.
MeP
Skorzystamy teraz z nastepujacej wlasnosci réZnicy symetrycznej:
(3) K-L=M <+ K-M-=L (dla dowolnych zbioréw K, L, M).

Niech zbiér M € P bedzie ustalony i przypudémy, ze wybralismy w dowolny sposéb zbiory
Ay, Az,...,A_| € P. Istnieje wéwczas dokladnie jeden zbiér Ay € P, dla ktérego zachodzi

zwiazek (1), mianowicie zbidr Ay = (A} = A2 = ... = Ag_;) = M ; wynika to z réwnowaznosci
(3)dla K=A; =~ A2 = ...= Ag—; , L = Ay. Wobec tego I(M) réwna si¢ liczbie wszystkich
uporzadkowanych ukladéw (A, A2,..., Ax_,). Poniewaz kazde A; wybieramy niezaleznie

sposréd wszystkich 27 zbioréw rodziny P, zatem I(M) = 27(¥~1) (niezaleinie od M (!)).

Dla kazdej liczby naturalnej m < n w rodzinie P mamy (:.) zbioréw m-elementowych M.
Tak wigc wartosé sumy (2) wynosi

o= 3 (2)r-tim = ten $ ()

m=0

B Z:l {m — l]r?l[!n - m)! oy 0 Z (':‘:ll 7

m=1

n—1

nz?lk-nz (n'—l) = nznk-—n Lgr—1 — ﬂznk—l ;

r=10

1l
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Rzecz
o wieszaniu firanek

Stanistaw

MROWCZYNSKI

Problem wieszania firanek jest zapewne
stary, choé nie wiem jak bardzo.
Przeczytalem niedawno w Opowiesci

o0 kulturze materialnej patacéw 1 dwordéw
polskich w XIX w. pani Koweckiej,

ze w salonach wieszano ,firanki najczedciej
biale, bramowane fredzlami cietymi

z kazimirku pasowego lub ze zlotymi
galonami. Misternie je drapowano
przerzucajac fantazyjnie przez brazowe
prety zakoriczone grotem strzaly,
przeciagano przez kétka”.

W zestawieniu z tym obrazem problem,
ktéry chce opisaé, wyglada blado

i pospolicie. Jestedmy nie w palacu

ani w dworku dziewietnastowiecznym,

ale w mieszkaniu z czaséw pdinego
Gomulki czy wczesnego Gierka, gdzie
wystarczy wspiad sie na niewysoki taboret,
by siggnaé sufitu. A wiec stoimy na takim
taborecie i przyczepiamy do karnisza

czy odpowiedniej szyny catkiem zwykle
firanki i tylko jeden problem mamy do
rozwigzania: aby uchwyty, zwane nieraz
gabkami, byly rozstawione w réwnych
odleglodciach wzdluz gérnego brzegu
firanki. Problem w istocie wyglada
banalnie, lecz jego praktyczna strona
nieco go komplikuje. Nalezy pamigtaé,

Ze rozwiazujemy go stojac na chybotliwym
taborecie, z glowa zadarta do géry,

z rekami pod sufitem. Kark boli, rece
omdlewaja, a bywa, Ze i struzki wody
wplywaja za rekawy, gdyz niektérzy
producenci firanek zalecaja je wieszad

»na mokro”, by uniknaé prasowania.

Pytatem kilka oséb, jak sobie radza

z problemem firanek. Odpowiedzi byly
jednak malo ciekawe, a rozwiazania
stanowily kombinacje pomiaréw

pha oko” i metody ,préb i bledéw?”,
tzn. wielokrotnego przesuwania raz
przyczepionych zabek.

Pewna gospodyni z péinocnej Bawarii
natomiast opisata mi rozwiazanie
precyzyjne. Po kupnie nowych firanek
oblicza sie liczbe zabek na karniszu,
nastepnie z krawieckim centymetrem ustala
sie ich poloZenia na gérnym brzegu firanki,
w konicu zaznacza sie te polozenia raz na
zawsze kolorowg nitka. Metoda zaiste
precyzyjna, lecz, kaidy przyzna, zupelnie
pozbawiona finezji.
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Kulombowska eksplozja

Nasza wiedza o strukturze przestrzennej molekul pochodzi z posdrednich
obserwacji. Zgodno#é obliczen modelowych z pomiarami pozioméw
energetycznych wzbudzen rotacyjnych i wibracyjnych molekut pozwala
wyciagnaé wnioski o ich budowie. Dla wielu molekul amplitudy

drgan jader atomowych 83 tak male w poréwnaniu z odleglodciami
miedzyatomowymi, Ze moZna wyobrazaé sobie molekule jako zbiér
kolorowych kulek polaczonych patyczkami pod &cidle okreslonymi
katami i w Scisle okredlonej odleglosci. Kuleczki przedstawiaja jadra
(czy tez raczej jony — jadra ze écidle zwiazanymi elektronami na
wewnetrznych powlokach energetycznych), a patyczki — wiazania
chemiczne. Wyobrazamy sobie, Ze jadra pograzone sa w chmurze ujemnie
naladowanych elektronéw wiazacych wszystko w molekule.

Sa tez molekuly, dla ktérych taki uproszczony obrazek sztywno
polaczonych kulek jest zly, gdyz drgania jader sa zbyt duze. Wprowadza
sie wéwczas pojecie funkcji falowej zawierajacej wazelkie informacje

o rozkladzie jader w molekule.

Co by sie stalo, gdyby tak nagle usunaé chmure elektronowa? Oczywiscie,
molekula rozpadnie sig, gdyz dodatnio natadowane jadra odpychaja sie.
Rozbiegajace sig¢ jadra atomowe moglyby wiec dostarczyé informacji o ich
polozeniu w molekule. W ciagu ostatnich kilku lat nankowcy z Argonne
National Laboratory (USA) i z Instytutu Weizmanna (Izrael) udowodnili,
ze mozna w ten sposdb zbadaé budowe molekul. Idea dodwiadczenia jest
bardzo prosta.

RARaRvRA TR
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POWIEKSZENIE

Schematyczny obraz dosdwiadczenia & kulombowsks eksplozja. Molekula CH:’
po przejsciu prezez cienkg folie o grubodci 30A zostaje obdarta z elektrondw

i eksploduje na skutek odpychania kulombowskiego jondw. W ten sposéb
powigkszona struktura przestrzenna molekuly zostaje emierzona przez detektor
ustawiony w odleglodci okolo 5 m za folia.



Molekuly o predkoéci v ~s 0,02¢ przechodza przez cienka folie. Przy

tym przejéciu jadra molekuly rozpraszaja sie nieznacznie na atomach W mojej rodzinie wysitkiem kilku pokoleri
folii, natomiast elektrony wiazace molekuly ulegaja bardzo silnemu opracowano sposéb nastepujacy. Lewy
rozproszeniu. Po przejéciu kilku warstw atomowych molekula i prawy koniec gérnego brzegu firanki
zostaje pozbawiona elektronéw i do glosu dochodsza sily odpychania przyczepiamy do skrajnych zabek.
kulombowskiego. Proces obdarcia z elekfronéw trwa okolo to = 107'¢ s, Wazystkie pozostale zbieramy ,,do kupy”
tj. znacznie krécej niz charakterystyczny czas drgah wibracyjnych i nastepnie odrzucajac kolejne skrajne

(~ 1074 8) lub rotacyjnych (~ 1072 s). Po czasie to agregat dodatnio lewe i prawe zabki znajdujemy #abke
naladowanych jonéw eksploduje. Pomiar sktadowych predkodci drodkowsa z owe]j kupy. Teraz wyznaczamy

wylatujacych jonéw pozwala uzyskaé informacje o strukturze przestrzennej érodek gérnego brzegu firanki zsuwajac

molekul (patrz okladka). do siebie przyczepione jus rogi i obciagajac

; palcem w dél zwisajacy gérny brzeg.
na podstawie Secience, tom 244(1989), str. 426, § Srodkows zabke przyczepiamy do érodka
opracowat Jan KALINOWSKI brzegu fira.nk.i; Dalej z ob1.1 poléwkar-ni
postepujemy jak poprzednio z calodcia,
potem dzialamy z éwiartkami itd. az do
przyczepienia ostatniej Zabki.

Niestety, metoda na ktérymé, czasem

na kaidym, etapie zawodzi, gdy liczba
nie przypietych zabek jest parzysta i nie
sposdb wyznaczyé srodkowej. Aby takiej
sytuacji uniknaé, chcialbym zaproponowad
formule ,karnisza idealnego”, dla ktérego
mozliwe liczby zabek okreélone sa przez
wyrazy ciagu

G =201
Karnisze idealne maja wiec 3 zabki,
5 zabek, 9 zabek itd. Wéwczas opisana
metoda pracuje na kazdym etapie.
Niestety, 2ycie nam zwykle dostarcza
karnisze fatalne z liczba Zabek okreélona

Redaguje Pawel STRZELECKI e

M 631. Rozpatrzmy n liczb naturalnych a; < a2z <...<an < 2n,
takich ze najmniejsza wspdlna wielokrotnoéé kazdych dwéch spoéréd tych
liczb jest wieksza od 2n. Udowodnié, Ze wszystkie te licaby sa wicksze

od [2n/3].

Rozwiazanie na str. 7

M 632. Udowodnié, ze
arcctgl = arcctg2 + arcctg 5 + arcctg 13 + arcctg34 + ...

apic= g
a wéwczas metoda na kaidym etapie
zawodzi.

Ciag argumentéw arcus cotangensa pokrywa sie z ciagiem nieparzystych
wyrazéw ciagu Fibonacciego i moze by¢ okredlony wzorem u; =1, uz =2,
Unt1 = 3Up — Up—; dla n > 2. '
Rozwiazanie na str. 11

M 633. Oblicz
2T 4T 6r 19927
o8 (1993) S (1993) L (1993) S ( 1993 ) :
Rozwiazanie na str. 11

Redaguje Jarostaw KULPA

F 833. Pileczke pingpongows o érednicy d = 3,8 cm odwietlono Z6ttym
(A = 550 nm) éwiatlem tworzacym wiazke réwnoleglych promieni.
Oszacowad, w jakiej odleglodci z znika cier za pileczka na skutek efektéw
dyfrakeyjnych.

Rozwiazanie na str. 7

F 3384. Silny elektromagnes z rdzeniem ze stali migkkiej w ksztalcie
podkowy przyciagnal w poziomie stalows belke réwniez ze stali miekkiej.
Oszacowad, jakie moze panowaé najwicksze cisnienie miedzy belka

a elektromagnesem. W stali miekkiej stanowi nasycenia odpowiada
indukcja B =2,2 T.

Rozwiazanie na str. 7
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Dusy teleskop to duse powigkszenie (jest ono wszak réwne stosunkowi ogniskowej
obiektywu do ogniskowej okularu) lub wigksza skala zdjecia (bo jest proporcjonalna
do ogniskowej obiektywu). Tymczasem obserwatorzy wiedza, Ze jest jakod
odwrotnie: im wigksza luneta, tym mniejszy jest obraz gwiazdy (prazy ugyciu

tego samego okularu). Trzeba przyznaé, ie nielatwo to zademonstrowac, trzeba
bowiem mieé dostep do kilku lunet naraz, w dodatku do lunet przyzwoitej jakodci,
aby moina bylo mie¢ pewnoéé, Ze ewentualne rozmycie obrazu nie jest skutkiem
niskiej jakoéci sprzetu. Wtedy moina zobacsyé (stosujac duze powiekszenia),

ie obraz gwiazdy to jasny punkt otoczony kilkoma (rzadko wiecej niz dwoma)
coraz slabszymi pierdcieniami. Przekladajac okular do kolejnych lunet o réznych
érednicach zauwagyliby§my wspomniany dziwny efekt. Thumacza go falowe
wlasnoéci éwiatla. Mianowicie, rozmiary centralnej plamki nie maja nic wspélnego
z rzeczywistymi katowymi rozmiarami gwiazdy. Centralna plamka z pierdcieniami
to skutek uginania si¢ (dyfrakcji) dwiatla na krawedzi obiektywu i teoria méwi,

ze jej érednica jest odwrotnie proporcjonalna do érednicy obiektywu. Dla dwiatla
widzialnego zaleZnoéé ta ma w przyblizeniu postaé: a ~ 15/D, gdzie a oznacza
katowa (w sekundach) drednice plamki, a D érednice obiektywu w centymetrach.
Dla duzych teleskopéw o wyraza sie w setnych czedciach sekundy, ale gwiazdy sa
tak daleko, ze ich katowe rozmiary sa jeszcze mniejsze.

*
A jednak wiekszy teleskop daje wigkszy obraz gwiazdy! Moze to powiedzied kazdy,
kto ogladal niebo przez teleskop o érednicy od 0,5 m wzwyi. Wiec w koiicu jak jest
naprawde? Waszystko sie zgadza, tylko obserwacje trzeba wladciwie zinterpretowad.
Uwazny obserwator zauwazy, e w malej lunecie obraz gwiazdy (dyfrakcyjny)
jest ostry, ale stale sie porusza. Jest to skutek niespokojnej atmosfery, efekt
przesuwania sie przed obiektywem niejednorodnoéci atmosferycznych. Duzy
obiektyw drgania obrazu uérednia, poniewaZ niejednorodnoéci maja rozmiary
ulamkéw metra. Przez to w duzym teleskopie obraz gwiazdy jest wprawdzie
stabilny, ale ogromnie rozmyty wskutek tego tzw. seeingu. Gwiazda wyglada
troche jak spoczywajaca ameba, tzn. jak plama co chwila wysuwajaca i chowajaca
réine wypustki. Plama ta wyjatkowo ma rozmiary 0,'5, czesto kilkanasdcie sekund.
Uniknaé seeingu moina tylko poza atmosfera, stad tak wielkie znaczenie ma
teleskop kosmiczny.

*
Kierujemy szkolny spektroskop na Slorice. Widzimy, oczywiscie, uklad linii
widmowych odpowiadajacy sktadowi chemicznemu atmosfery Stofica i femperaturze
panujacej na jego powierzchni. W warunkach amatorskich nie da sie zbadaé
rozkladu energii w widmie, gdyby jednak to zrobi¢, to tei okazalby sie zgodny
% panujaca na Sloficu temperatura — tak, jak byé powinno. Kierujemy teraz
spektroskop na Ksiezyc i widzimy... to samo! Kierujemy go na pierwsza lepsza,
éciang domu (w dzieni, rzecz jasna) i ciagle widzimy to samo! To w koricu
gdzie panuje temperatura 5770 K7 Gdzie jest wodorowa atmosfera z jakimid
domieszkami cigiszych pierwiastké6w? Dlaczego ciana daje widmo sloneczne?
Odpowied? jest banalna, ale kryje gleboki sens: promieniowanie dochodzace do
spektroskopu nie powstaje ani na écianie, ani na Ksiezycu, jest tam tylko odbijane
i dlatego niesie informacje nie o cianie ani nie o Ksiezycu, lecz o miejscu, gdzie
powstalo, tzn. o Sloricu. §ciana czy Ksieiyc, owszem, réwniei wysylaja wlasne
promieniowanie, ale w temperaturze kilkuset kelwinéw maksimum ich natezenia
przypada w podczerwieni. Tak wiec to, co widzimy w spektroskopie, nie odpowiada
warunkom panujacym na tych dwéch obiektach, co okredla sie tez jako brak
réwnowagi termodynamicznej.

*
Plama sloneczna to obszar, w ktérym wiazka linii pola magnetycznego wydostaje
si¢ z wnetrza gwiazdy do jej atmosfery. W warstwie podfotosferycznej energia
z wnetrza Slorica niesiona jest gléwnie dzieki konwekcji, czego skutkiem jest
granulacja. Tymczasem obecnoéé pola magnetycznego tlumi konwekcje, a wiec
utrudnia transport energii w plamie. W rezultacie plama jest chlodniejsza od reszty
fotosfery. Pomiary dowodza, ze w plamach panuje temperatura okolo 4500 K,
podczas gdy fotosfera ma 5770 K. Tak czy inacze] w plamach jest gorecej niz
w luku elektrycznym czy w plomieniu acetylenowym — dlaczego wobec tego
plamy sg czarne? Okazuje sie, Ze jest to juz sprawa niedoskonaloéci oka lub
innych odbiornikéw $wiatla. Na mocy prawa Stefana-Boltzmanna stosunek
jasnodci powierzchniowej Stofica w plamie i poza plama jest cawarta potega
stosunku temperatur, co wynosi (4500/5770)* = 0,37. Jest to kontrast na tyle
duzy, ze oslabiwszy z koniecznoéci dwiatlo fotosfery do poziomu znoénego dla oka
ostabiamy zarazem #wiatlo plam do nateZenia dajacego juz wrazenie czerni.
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Male wielkie problemy

Wiele 0s86b jest przekonanych, ze w matematyce wszystkie
prpblemy, dajace sig elementarnie sformulowaé, dawno
zostaly rozstrzygniete. A tymczasem istniej pytania,

na ktére odpowiedzieé matematycy do tej pory nie
potrafia, a mozna o nich opowiedzieé podczas luingj
rozmowy w tramwaju. Wydaje sie, Ze o znanych nam
dobrze liczbach rzeczywistych, w szczegdlnodci tych
wybranych, najstynniejszych, wiadome jui chyba wszystko.
A tymczasem...

Liczba 7 jest niewymierna; wykazal to w 1766 roku

J.H. Lambert. Niewymiernoéé liczby e wykazano wczedniej,
zrobit to L. Euler w roku 1748. A czy e + 7 jest liczba,
wymierna? Do dzi§ tego nie wiemy...

Wiadomo, Ze e” nie jest liczba wymierna,. Nie jest nawet
liczba, algebraiczna (to znaczy nie jest pierwiastkiem
sadnego wielomianu o wspélezynnikach calkowitych), tak,
jak nie sa nimi 7 (dowéd: F. Lindemann 1882) oraz e
(Ch. Hermite 1873). A jak jest z 7°7 Réwniez do tej
pory nie wiadomo. Moze sie okazaé — co byloby sporym
zaskoczeniem — iz jest to liczba wymierna...

Kazda liczbe niewymierna da sie przedstawié w postaci
nieskoriczonego utamka dziesietnego nieokresowego. Mozna
zadaé pytanie, czy w rozwinieciach 7 lub e wystapi gdzied
sekwencja cyfr ,,0123456789”. Pytanie to wciaz pozostaje
bez odpowiedzi...

Nie rozwiazane problemy dotycza takie liczb naturalnych!
Do dnia dzisiejszego np. nie wiadomo, czy liczb
doskonalych (czyli takich, ktére sa suma, wszystkich
swoich mniejszych od siebie dzielnikéw, np. 6 =1+ 2 + 3,
28 =1+ 2+ 4+ 7+ 14) jest skoriczenie wiele. Nie
rozstrzygnieto, czy istnieje nieparzysta liczba doskonata...

Ewa POCIECHA

Takie sobie zadanie

Wzér na liczbe przekatnych wielokata wypuklego mamy
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szanse poznaé w szkole. Wypukly n-kat ma ﬂn—)
przekatnych. Stad natychmiast wynika, ilu przekatnych
wielokat mieé nie moze (przyjmowane sa wartodci: 0, 2, 5,
9, 14,...).

Zupelnie naturalne jest pytanie, co z przekatnymi
wieloécianu. Czy np. mozna skonstruowaé wielodcian
wypukly majacy dokladnie jedna przekatna? Oczywidcie,
za przekatna wielodcianu uwazamy odcinek laczacy dwa
wierzcholki, ktéry nie zawiera sie w Zadnej ze dcian.
Czworodcian przekatnych nie ma — zero jest osiagalne.
Co dalej?

Okazuje sie, ze jest inaczej niz w przypadku ,pltaskim”.
Dla dowolnego naturalnego k istnieje wielodcian, ktéry ma
k przekatnych. Konstrukcje latwo opisaé.

Taki ,,namiot” tworzymy, by otrzymaé wielodcian z jedna,
przekatna. Chcac uzyskaé wieksza (dowolna) liczbe
przekatnych wystarczy...

W przypadku przestrzennym réinych, ,,takich sobie” pytan
zwiazanych z przekatnymi, krawedziami, §cianami mozna
postawié bardzo wiele.

Adam WANTUCH

* NADCHODZI SESJA EGZAMINACYJNA * NADCHODZI SESJA EGZAMINACYJNA * NADCHODZI SESJA EGZAMINACY JNA *

Egzamin idane studentce raczej frednio.

Egzaminator: Inteligentnego czlowieka, prosze pani, mozna
poznaé po tym, ze gdy mowi, to inni rozumiejs, co on méwi.
Rozumie pani?

Studentka: Nie!

Egzamin idzie studentoun raczej drednio.

Egzaminator: Czym, wedlug pana, jest egzamin?

Student: Jest to rozmowa dwéch fachowedw.

Egzaminator: A gdy jeden z nich okazuje si¢ by¢ kompletnym
ignerantem, co, pana zdaniem, ten drugi powinien zrobié?
Student: Weiad swdj indeks i wyjéé z pokoju.

[ w tym momencie w obu przypadkach egzaminator wpisal ocene pozytywna (podobno obie historie sa autentyczne).

EPSILON - niesaleiny dodatek Delty. Redakcja: Krzysstof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Ananiasz Pofmiechowski. Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakdw, z dopiskiem &.
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