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A jednak czarne!

Anna LISSOWSKA

W artykule Eugeniusza Szumakowicza pt. Matematyka i gra w szachy
(Delta 4/1991) zostalo postawione nastepujace zadanie:
Skomponowaé zadanie szachowe niekonwencjonalnego typu: uklad figur
i piondw bialych ¢ czarnych jest symetrycomy wzgledem linii poziomo
polowiqcej szachownice; temat: biale zaczynajq — czarne wygrywajg!

A oto elementarne rozwiazanie tego problemu.

1. b3 — b4 (jedyny mozliwy ruch
na szachownicy), a5 : b4

2. a4 — a5 (j.w.), b4 — b3

3'. a5 — a6, b3 — b2 4'. a6 — a7,
b2 — b1 Hetman i mat

3", a5 : b6, b3 — b2 4". b6 — b7,
b2 — b1 Hetman i mat.

Niewielka modyfikacja konfiguracji
pionkéw na szachownicy (rys. 2)
prowadzi do innego rozwiazania.
Rozwiazanie to jest o tyle
interesujace, e ma w pewnym
sensie charakter matematyczny.
Mianowicie, mozna podaé
algorytm gwarantujacy czarnym
zwyciestwo. Algorytm jest
nastepujacy: biale moga, sie ruszad
jedynie pionkami stojacymi na
liniach a i b. Na kazdy ruch
bialych czarne odpowiadaja
ruchem symetrycznym, chyba

ze majga mozliwoéé bicia — wtedy
bija. Dalej prosto do Hetmana

i mata - tak jak w poprzednim
rozwiazaniu.

Na zakoticzenie podajmy jeszcze
jedno zadanie o ,matematycznym
rozwiazaniu. Chociaz czarne maja
figure i piona mniej, to wywalcza
remis, jezeli czarny Krél caly

czas bedzie poruszal sie tam

i z powrotem po polach f7

i f8. Wtedy bowiem biaty Krél
bedzie blokowany i nie ruszy sie

z pola h8, samym zaé Skoczkiem
nie damy mata.
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Rys. 1. Biale zaczynaja i przegrywaja.
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Rys. 2. Biale zaczynaja i przegrywaja.
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Rys. 3. Czarne zaczynaja i remisuja.

Czy jednak mozina zadbaé o to, aby czarny Krél spacerowal po polach

f71 f87 Cezyli, innymi stowy, czy mozna zadbaé o to, aby Skoczek

nie zmusil czarnego Kréla do ruchu na inne pole? Mozna. Wystarczy,

aby pierwszy ruch czarny Krél wykonal na pole takiego samego koloru

co kolor, na ktérym stoi Skoczek, czyli, w tym przypadku, na pole czarne
1...Kf8. Wéwczas po kazdym ruchu Skoczka bedzie si¢ on znajdowal na
polu przeciwnego koloru niz kolor pola, na ktérym stoi czarny Krél, a wiec
Skoczek nie bedzie nigdy szachowal tego drugiego pola, na ktére zamierza
sie ruszy¢ czarny Krél. Gdyby jednak niefortunnie czarny Krél wykonal
pierwszy ruch 1... K f7, to biale moglyby juz daé mu mata (jak?).

Sprawdz wymiary!

Jan KALINOWSKI

Ten okrzyk czesto rozlega sie na lekcjach
fizyki. Czy warto sprawdzaé wymiary?
Przeciez na lekcjach matematyki, gdzie
tez rozwiazuje sie mnéstwo zadaf, czegod
takiego sie nie robi. Ot6i warto. Z kilku
powodéw. W fizyce mamy do czynienia
z wieloma wielkodciami fizycznymi,
mierzonymi w réznych jednostkach.

Nie mozna poréwnywaé wielkosci
mierzonych w réznych jednostkach,

tak jak nie mozna poréwnywad jablek

i gruszek. Jedli szukang wielkodcia,

w jakims$ problemie jest na przyklad
predkoéé, a w wyniku dostajemy kg/s,

to wiadomo, ze zrobilifmy blad w naszych
obliczeniach. Sprawdzenie wymiaréw
pozwala zorientowad sie bardzo szybko,
czy otrzymany wynik moze by¢ sensowny.
Jesdli wymiary sie zgadzaja, warto dopiero
wtedy obliczyé wartodé numeryczna.

Idea analizy wymiarowej pochodzi od
Fouriera. Jean Fourier jest, oczywiscie,
najbardziej znany jako twdrca analizy
fourierowskiej, wprowadzonej w pracy
Analityczna teoria ciepla i opublikowanej
po raz pierwszy w 1822 r. w Paryzu. W tej
samej pracy Fourier wprowadzit tez analize
wymiarowa. Byl chyba pierwszym, ktéry
tak otwarcie napisal, 7e kaida wielkodé
fizyczna ,ma swéj wlasny wymiar i wyrazy
w tym samym réwnaniu nie moga byé
poréwnywane, jeéli nie maja tej samej
potegi wymiaru”. Fourier pisal wprost,

ze wprowadzil pojecie wymiaru, aby
sprawdzac wyniki obliczen.

Analiza wymiaréw pozwala nie tylko

na sprawdzenie rachunkéw. Dzieki niej
mozna znalezé sposéb na zapamigtanie
réznych formulek, a nawet na ich
wyprowadzanie. Na tym naprawde polega
sila analizy wymiarowej. Na podstawie
uwaznej analizy wymiaréw wielkodci
fizycznych, majacych wpltyw na badane
zjawisko, mozZna czasem zgadnaé formule
matematyczna opisujaca to zjawisko.
Rozpatrzmy dwa przyklady: pierwszy

— bardzo prosty i drugi — bardzie]
skomplikowany.

Weimy pod uwage wahadlo matematyczne:
punkt materialny o masie m zawieszony
na nierozciagliwej nici o dlugodci I. Jest

to, oczywidcie, model matematyczny
fizycznego wahadla, gdzie zaniedbujemy
rozmiary ciala zawieszonego na nici. Jesli
zgodzimy sie na taki model, to tarcie
powietrza pomijamy i ruch wahadla moze
zalezeé jedynie od masy, dlugoéci nici




i przyspieszenia ziemskiego g. Zapytajmy
sie o okres wahai wahadla. Wielkodé
o wymiarze czasu mozna dostaé tylko na

§ jeden sposéb
l
o \/; .

a wiec okres nie moze zaleze¢ od masy
wahadla, gdyi nie ma jak pozbyé

sie kilograméw! Oczywidcie, analiza
wymiarowa nie pozwala na znalezienie
bezwymiarowego wspélczynnika
proporcjonalnoéci w powyzszym wzorze.
Mozna go znaleZé wykonujac, na prazyklad,
pomiar okresu wahai dla wahadla

o zadanej dlugodci w miejscu o znanej
wartodci g. W ogélnoéci zalezy on od
poczatkowego kata odchylenia wahadla
(tez wielkodé bezwymiarowa, a wiec nie
poddajaca sig analizie wymiarowej).

Dla malych wahari wahadla wspélczynnik
ten wynosi 2.

Drugi przyklad, ktéry rozpatrzymy. jest
bardziej skomplikowany. Rozwaimy
problem oporu cieczy lepkiej dzialajacej
na plynacy statek. Jakie wielkosci
fizyczne moga mieé wplyw na sile oporu?
Intuicja (doswiadczenie) podpowiada
nam, ze sila’oporu moze zalezeé od wielu
czynnikéw. Sprébujmy ograniczyé sie do
najwazniejszych (budujemy wiec model
matematyczny): sita oporu F (kg-m/s?),
predkoéé statku v (m/s), rozmiary
statku [ (m), wspélczynnik lepkosci cieczy
b (kg/(ms)), gestosé cieczy p (kg/m?),
przyspieszenie ziemskie g (m/s?).

W nawiasach podaliémy wymiary
(jednostki). W naszych rozwazaniach
pominiemy napiecie powierzchniowe
cieczy, predkodé wiatru, wielkodé fal

§ na powierzchni cieczy itp. Oznacza lo,

# Ze otrzymane wyniki nie beda, stosowaé

§ sie do ruchu owaddéw slizgajacych sie

po powierzchni cieczy, zagléwek, ruchu
statkéw w czasie silnych sztorméw itp.
Pomijamy tez detale budowy statku
wprowadzajac tylko jeden parametr
charakteryzujacy jego rozmiary,

| to znaczy naszym statkiem bedzie kula

o promieniu [.

Ruch cieczy lepkiej opisywany jest
réwnaniami Naviera-Stokesa, ktérych

w ogdlnym przypadku nie potrafimy
rozwiazaé. Zastosujmy wiec analize
wymiarowa. Mamy do dyspozycji szesé
wielkodci: F, I, p, p, g i v. Moze warto
wyttumaczyé, dlaczego nie rozpatrujemy

§ masy statku jako niezaleinej wielkodci
fizycznej. Ot6z, zgodnie z prawem
Archimedesa masa statku jest réwna masie
wypartej cieczy, a to z kolei jest rzedu pl®.

Krok po kroku
Waldemar POMPE

Na 32 Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej pojawilo sie
nastepujace

ZADANIE. Niech P bedzie dowolnym punktem wewnatrz

tréjkata ABC. Wykazaé, ze co najmniej jeden z katéw PAB, PBC,
PC A jest mniejszy lub réwny 30°.

Zanim udowodnimy to twierdzenie, rozwiazmy kilka zadai.

Zadanie 1. Punkt B jest érodkiem odcinka AC, punkt C jest
érodkiem okregu o promieniu BC. Prosta k przechodszi przez

punkt A i jest styczna do tego okregu w punkcie D. Znalezé
rozwartosé kata DAC.

(Zadanie to pochodzi z egzaminu wstepnego do klasy matematycznej
IX LO im. K. Hoffmanowej w Warszawie z 1989 r.)

Rozwigzanie. Narysujmy
okrag o o érodku w punkcie B
i promieniu BC. Poniewaz
tréjkat ADC jest prostokatny,
a AB = BC, wiec okrag o
przechodzi przez punkty A, C,
D. A zatem BD = BC =CD,
skad wynika, ze tréjkat BCD
jest réwnoboczny. A wiec
(DAC =90° — /BCD = 90° — 60° = 30°.

Zadanie 2. Dany jest taki tréjkat ACD, ze AC = 2CD. Wykazad,
ze LCAD < 30°.

Rozwigzanie. Oznaczmy
przez o kat DAC. Narysujmy
okrag o o érodku w punkcie C
1 promieniu CD. Niech B
bedzie punktem przeciecia
odcinka AC z okregiem o.
Poniewaz AC = 2CD, wiec

| AB = BC. Niech AD' bedzie
8 styczna do okregu o, gdzie D'
jest takim punktem okregu o,
ze pblproste AD' 1 AD leza po
tej samej stronie prostej AC.
Wéwczas na mocy zadania 1 mamy a = ZCAD < LCAD' = 30°.

Zadanie 3. Niech k bedzie styczna do okregu o w punkcie A,

AC zaé dowolna cieciwa tego okregu. Dowiedé, ze kat ostry miedzy
styczna k a cieciwa AC jest réwny katowi ABC, gdzie B jest
dowolnym punktem wiekszego z lukéw AC okregu o. (W przypadku,
gdy AC jest érednica okregu o, nie ma czego dowodzi¢.)

Rozwiazanie. Niech AB' 2
bedzie $rednica okregu o.
Prosta B'C przecina
stvczna k w punkcie D.
Tréjkaty ADC i B'DA sa N
podobne (LADC = LADB',
LB'AD = L ACD), wiec o
LCAD = LAB'C = LABC. - '




Zadanie 4. Dowiesé, ze wewnatrz dowolnego tréjkata ABC istnieje

taki punkt P, ze ZPAB = (PBC = /LPCA. Zauwaimy, ze mamy jedynie trzy

8 podstawowe jednostki: kilogram,
Rozwigzanie. Narysujmy metr i sekunde, w ktérych mierzy sie
okrag o1, ktéry przechodzi szedé wielkodci. A wiec jedynie trzy
przez punkt A i jest styczny bezwymiarowe ich kombinacje moga byé
do prostej BC' w punkcie B { niezalezne. Wybierzmy je w nastepujacy
oraz okrag o; przechodzacy gposéb:
przez punkt B i styczny do F

D= v

prostej AC w punkcie C.
Okrag oo przechodzi przez
dwa réine punkty prostej BC,
wiec nie moze byé do niej
styczny, a zatem nie moze

tez by¢ styczny do okregu o;.
Tak wiec o5 1 0; oprécz
wspélnego punktu B maja
Jjeszcze jeden wspélny punkt.
Nazwijmy go P. Korzystajac
z zadania 3 wnosimy,

ze L/PAB= (PBC = /PCA.
Nalezy jeszcze udowodnié, ze P
lezy wewnatrz tréjkata ABC.

Np=-—,
lg

Oczywidcie, dowolna ich kombinacja
tez jest bezwymiarowa, ale wybraliémy
| je tak, gdyz kazda z nich wiaze sie
z inna cechg badanego problemu. Stala
Reynoldsa R zwiazana jest z lepkoscia
cieczy u, stala Froude’a Ny wiage
sity bezwladnoéci (~ mv?/l) z sitami
ciezkodci (~ mg) w przeplywie cieczy.
Charakteryzuje, na przyklad, fale
W tym celu narysujmy jeszcze okrag o3 styczny do prostej AB i zawirowania na powierzchni cieczy
w punkcie A i przechodzacy przez punkt C. Okrag os przechodzi spowodowane ruchem statku. W koricu
réwniez przez punkt P (zadanie 3). Zatem P jest punktem wspélezynnik oporu czolowego Cp nie
wspdlnym trzech okregéw oy, 0z, 03. Okrag o, lezy w calodci po tej zalezy ani od g, ani od g.
samej stronie prostej BC co punkt A, o, lezy w calodci po tej samej
stronie proste] AC co punkt B, o3 za$ leiy w calodci po tej samej
stronie prostej AB co punkt C. Tak wiec punkt wspélny okregéw
01, 02, o3 musi nalezeé¢ do czeéci wspélnej tych trzech pélplaszczyzn,
czyli do wnetrza tréjkata ABC.

Analiza wymiarowa méwi nam,

ze bezwymiarowy wspélczynnik oporu
czolowego Cp musi byé pewng funkcja
dwéch pozostalych bezwymiarowych
wielkodci, to znaczy

Zadanie 5. Cp = f(R, Nr).

Niech P bedzie takim punktem wewnatrz tréjkata réwnoramiennego Zaléimy w koricu, e efekt fal tworzonych
ABC (AC = BC), ie LPAB = (PBC = LPCA = a. Wykaza(, na powierzchni cieczy przez plynacy

ze oo < 30°. statek jest zaniedbywalny (kraficowym
Rozwiazanie' Opiszmy praykiadem bedzie okret podwodny).
okrag o na tréjkacie ABP. Woéweczas stala g, odpowiedzialna za fale na
Poniewas tréjkat ABC wodzie, nie powinna wej$é do rozwiazania,
jest réwnoramienny oraz a wiec stala Froude’a Pv.powyxfszym

LPAB = (PBC, wiec wzorze moze by¢é pominieta. W jezyku
LPAC = £PBA. A sstei wyjsciowych wielkodci wymiarowych

dostajemy wiec ostateczny wzér na sile

oporu

() F = pv® P f(vip/p).

W tym momencie mozna powiedziec:

no dobrze, ale przeciez nie znamy

funkeji f, wiec jaki jest pozytek

z otrzymanego wyniku? Zeby zrozumieé
'_ korzysé z naszych rozwazafi, zauwazmy,

ze jefli odlozyé na wykresie wartosé sily F

w zaleznodci od dlugodci [, to otrzymamy
§ wiele réznych krzywych dla réznych

cieczy, z ktérych nic ciekawego nie da sie

odczytaé. Jesdli natomiast odlozyé Cp

w zaleznodci od R, to wszystkie punkty

okrag o jest styczny

do prostych AC i BC
odpowiednio w punktach A

i B (zadanie 3). Niech D

bedzie punktem przeciecia
prostej C P z okregiem o,

przy czym D # P. Wéwczas
LACP = (PAB = (PDB. Tak
wiec prosta AC jest réwnolegla
do prostej BD. Niech C' bedzie
takim punktem prostej AC,

e AC = AC'iC # C".
Symetralna odcinka CC’ przechodzi przez punkt A, jest
éred{nca, .okregu o oraz symetralna o@cmka BD, z czego powinny uloiy¢ sie na jednej krzywej
wynika, ze AC' = C'D. A zatem tréjkat CDC" jest takim dla réinych cieczy i réinych rozmiaréw
tréjkatem, w ktérym 2C'D = CC', skad na mocy zadania 2 statkSw!

a=/PCA=/C'CD < 30°,




Na rysunku przedstawione sa wyniki
pomiaréw dla kul o réznych érednicach
poruszajacych sie w réznych cieczach.

3

A

Reynoldsa R
8,

by

1 10 100
wspotczynnik oporu czotowego Cp

Wapélczynnik oporu czolowego dla ruchu
kulki w zaleinodci od liczby Reynoldsa. Dane
ukladaja sie na jednej krzywej.

Dane rzeczywidcie ukladaja sie na jednej
krzywej dla R zmieniajacego sie o 7
rzedéw wielkodci. Tego typu krzywa
nosi nazwe krzywej skalowania. Znamy
ja z wynikéw pomiaréw. Zauwaimy,
ze znalezione prawo skalowania (*)
pozwala wyciagnaé wnioski o ruchu
wielkich statkéw (I — co) z zachowania
sie malych statkéw poruszajacych sie
z duzymi predkoéciami (v — oo), gdy:
oba graniczne przypadki opisane sa ta
sama funkcja f(R). Sciéle méwiac, nie
jest to prawda, gdyz dla bardzo duzych
predkoédci statkéw naleiy uwzglednié nowe
parametry, na przyklad predkosé diwieku
w cieczy, zjawiska termiczne spowodowane
tarciem itp. Powyisza obserwacja jest
podstawa, teorii modelowania, tak wainej
przy projektowaniu statkéw, samolotéw,
duzych budowli itp. z uzyciem tuneli
aerodynamicznych. Zauwazmy tez,
ie z przedstawionego przez nas prawa
skalowania wynika, ze stosunek sily oporu
do masy statku maleje ze wzrostem jego
rozmiaréw liniowych, gdyz

S |

—_- =,
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Zadanie 8. Niech P bedzie takim punktem wewnatrz tréjkata
réwnoramiennego ABC (AC = BC), ie /PAB = /PBC = o > 30°.
Udowodnié, ze f§ = LPCA < 30°.

Rozwigzanie. Zadanie to jest
natychmiastowym wnioskiem

z zadania 5. A mianowicie:
niech P’ bedzie takim punktem
wewnatrz tréjkata ABC,

ze /P'AB=/P'BC = (P'CA
(zadanie 4). Wéwczas aby

a > 30°, punkt P musi lezeé na
krétszym z lukéw AP’ danego
okregu (zadanie 5). A zatem
B=¢PCA< ¢tP'CA<30°

Zadanie 7. Niech P bedzie takim punktem wewnatrz dowolnego
tréjkata ABC, ze LZPAB = (PBC = LPCA = a. Dowieéé,

ze a < 30°.

Rozwiazanie. Opiszmy

okrag na tréjkacie ABP. Jest
on styczny do prostej BC

w punkcie B (zadanie 3).

Przez punkt C poprowadZmy
stycznag CD w punkcie D
réznym od B. Zalézmy,

ze a > 30°. Tréjkat DBC

jest réwnoramienny

(DC = BC), ponadto
oa=/.PBC=/PAB = /PDB.
A zatem § = /DCP < 30°
(zadanie 6). Z drugiej

zas strony f§ > a > 30°.
Uzyskana sprzecznoéé dowodzi,
ze a < 30°.

W tym momencie zaproponowane na poczatku ZADANIE
rozwiazuje sie nieomal samo. A mianowicie:

Przez P’ oznaczmy taki
punkt wewnatrz dowolnego
tréjkata ABC, ze /P'AB =
=(P'BC = LP'CA=a < 30°
A zatem jesli punkt P lezy
wewnatrz (lub na obwodzie)
ktéregos z tréjkatéw ABP’,
BCP', CAP', to odpowiednio
ktérys z katéw PAB, PBC,
PC A jest mniejszy lub réwny
@, czyli tym samym mniejszy
lub réwny 30°.




Patrz w niebo
W XIX w. byla to bardzo waina
obserwacja pokazujaca, ze oplacalo sie
budowaé duze statki parowe do przewozu

Ile lat ma Wszechéwiat? Na to bardzo zasadnicze pytanie najczestsza
odpowiedzia jest, Ze moina to obliczyé znajac tempo rozbiegania sie
galaktyk. Skoro predkosé ucieczki jest wprost proporcjonalna do odleglodci

- a tak wynika z obserwacji — to kiedyé wszystkie galaktyki musialy Somen.

znajdowad sie ,,w jednym punkcie”. Wspétczynnik proporcjonalnoéci Uiycie starannie dobranych zmiennych
w przytoczonym tu prawie Hubble’a wynosi w przyblizeniu 50 km/s/Mpc, pozwala wiec na przedstawienie wynikéw
wiec wiek Wazechdwiata, jako odwrotnoéé stalej Hubble’a, wynosi doéwiadczenh w sposéb wskazujacy

20 mld lat (1 pc = 3 -10'® m). Wynik ten jest jednak mocno niedoktadny bezpoérednio na fizyke badanych

z kilku powodéw. Podana tu wartodé statej Hubble’a dotyczy tylko zjawisk. Odkrycie prawa skalowania
obserwowanej czeSci Wszechdwiata i wyznaczona jest na tyle niepewnie, jest czesto punktem wyjécia do budowy
e ostroiniejsi badacze do dzié§ wola pisaé: H = 100 h km/s/Mpc, gdzie nowej teorii fizycznej. Pod koniec lat

1 < h < 1. Ponadto Wszechéwiat z pewnoécia ekspanduje niejednostajnie, szefédziesiatych J.D. Bjorken wysunat
podobnie jak porusza si¢ kamien, ktéry rzucony w gére zwalnia bez hipoteze, 4e w rozpraszaniu elektronéw
wzgledu na to, jak silnie go rzucono. Te niejednostajnoéé opisuje na nukleonach odpowiednio zdefiniowane
tzw. parametr deceleracji. Mniejsza o jego formalna definicje, faktem wielkodci, zwane funkcjami struktury
jest, Ze jest on wyznaczony jeszcze mniej dokladnie niz stala Hubble’a. nukleonu, powinny zalezeé jedynie

W rezultacie wypada przyznaé, ze wiek Wszechdwiata oceniany jest od jednej bezwymiarowej kombinacji

na 10 do 20 mld lat i Ze przydalaby sie niezaleina jego ocena. dwéch zmiennych wymiarowych (tak
Okazuje sie, ze mozna takiej oceny dokonaé na podstawie analizy jasnoéci zwana hipoteza skalowania Bjorkena).
bialych kartéw. Wydaje sie rozsadne zaloZenie, Ze Kosmos jest starszy nii Na przelomie lat szedédziesiatych
najstarsze gwiazdy, a do takich zalicza sie biale karly. Losy samotnych i siedemdsziesiatych hipoteza skalowania

bialych kartéw (tzn. nie bedacych skladnikami ukiadéw podwéjnych) zostala potwierdzona doéwiadczalnie.
83 przesadzone. Te geste gwiazdy nie produkuja juz energii, pozbywaja
sie jedynie wewnetrznego ciepla zgromadzonego we wczedniejszych

fazach Zycia. Krétko méwiac — dwieca stygnac i ich jasnodci musza,
stopniowo maleé. Jest to proces bardzo powolny, ale najwazniejsze,

%e mozna go opisaé matematycznie, gdyz budowa i ewolucja bialych
kartéw jest latwiejsza do teoretycznego przedledzenia niz, na przyklad
gwiazd ciagu gléwnego. Jezeli wiec Wszechéwiat jest odpowiednio miody,
to zaden z bialych karléw nie powinien jeszcze tak wystygnaé, by staé sie
niewidocznym - istnialaby wtedy dolna granica ich jasnoéci absolutnych.

Mozna by sie zapytaé znowu: i co z tego?
Otéz, mozna teoretycznie wyprowadzié
skalowanie Bjorkena jedynie wéwczas,

jedli zalozy sie, ze nukleony skladaja sie

z punktowych, swobodnych skladnikéw

— kwarkéw! W ten sposéb hipoteza
skalowania przyczynila sie do ugruntowania
roli kwarkéw (wprowadzonych

weczedniej jako hipotetyczne obiekty

Fakt ten zostal odkryty przez Jamesa Leiberta i jego wspélpracownikéw tlumaczace niektére wlasciwodci czastek

z University of Arizona. Stwierdzili oni, Ze liczba bialych kartéw elementarnych) jako rzeczywistych
wprawdzie rosnie ze spadkiem jasnodci absolutnej (tzn. coraz slabszych skladnikéw materii. W tym sensie kwarki
gwiazd tego typu jest coraz wiecej), ale przy jasnodci absolutnej 16 mag zostaly zaobserwowane dodwiadczalnie.

gwaltownie spada. Teoretyczne przewidywania zaleznoéci liczby bialych
karkéw od ich jasnodci niefle zgadzaja, sie z obserwacjami, sa wiec powody,
by wierzy¢ w ocene wieku tych najstabszych gwiazd — okolo 9 mld lat.

Analiza wymiarowa i skalowanie jest
integralng czeécia fizyki od ponad
stu lat. Zastosowanie jej metod

By na tej podstawie oszacowaé wiek Wszechdwiata, trzeba uwzglednié dwadziedcia lat temu w fizyce jadrowej
jeszcze inne czynniki. Przede wszystkim: ile czasu ewoluuje gwiazda i czastek elementarnych spowodowalo
do stadium bialego karta? Jezeli nasze poglady na ewolucje gwiazd radykalne zmiany w naszym rozumieniu
a3 frafne, to bialy karzel o jasnodci absolutnej 16 mag ma mase okolo podstawowych skladnikéw materii

0,8 masy Slonica, a z tego wynika, Ze jego macierzysta gwiazda miala mase i przyczynilo sie do przyjecia kwantowej
zawarta miedzy dwiema a czterema masami Slofica, gdy jeszcze spalala teorii pél jako podstawy do budowy
wodér. Teoria zad méwi, Ze gwiazdy o takich masach ewoluuja 300 miln lat teorii oddzialywai fundamentalnych.

do stadium bialego karla, co nalezy doliczy¢ do dziewieciu miliardéw. Sprawdzajcie wiec wymiary!

Na tym nie koniec. Trzeba jeszcze doliczyé czas od samego Wielkiego
Wybuchu do powstania pierwszych gwiazd w dysku naszej Galaktyki.
Ocena tego jest znowu niepewna, aczkolwiek wszystkie akceptowane
modele kosmologiczne sklaniaja do przyjecia tu w przyblizeniu 1 mld lat.
Koficowy wynik bylby zatem 10,3 mld lat, co dowodziloby, e stala
Hubble’a wynosi raczej 100 km/s/Mpc, a nie 50, na co zgadza si¢ obecnie
chyba wiekszoéé astronoméw.

Autorzy przedstawionych tu w skrécie rozwazan twierdza, ze ich blad
oceny wieku Wszechdéwiata jest rzedu +2 mld lat i Ze moze on zostaé
sredukowany w wyniku dalszych prac. W kazdym razie w éwietle tych
badat i przy stalej Hubble’a wyznaczonej z obserwacji ucieczki galaktyk
mozna by prébowad oceniaé parametr deceleracji, stad érednia gestodé
Wszechéwiata, ktéra moze silnie zaleze¢ od masy (obecnie nie znanej)
neutrin itd. Ciekawe, kiedy te wszystkie parametry uloza sie w naprawde
spéjny model Wszechdwiata?...

Tomasz KWAST



Roswigsanie sadania F 8329. Ruch
wahadla motemy w praybliteniu opisaé
za pomoca réwnania z = zo(t) sin wt,
w= 2%, 20(0) = zm, pray czym zo(t)
jest wolno zmienna funkcja czasu,

a predkoédé wynosi v = zgw cos wt. Sila
opordw aerodynamicznych jest réwna

F=—Av?= —,:1:|:2.a,¢2 cos? wt =
= —(z3 —z%)Aw?.

Praca w ciagu pélokresu T wynosi

Lol

4
W = / Fdz = gAwna:g.

—-zg

Zmiana energii wahadla wynosi

dE w 4 Aw?
—_—f — = - Ty
dt A i T i
ale
2.2
g = MW %o :
2
gdzie m — masa wahadla, stad
dE 2y
— = mw xg
dt

Pordwnujac dwa wyraienia
otrzymujemy zaleinodé

e R

dt
Rozwiazanie mofemy odgadnaé
w postaci
Tmto

zg(t) = e

Stad

xmm]=%?.

X

Rozwiazanie sadania F830.

Skorzystamy z prawa skalowania (*)

ze str. 3 dla sily oporu wody
= pn’f’f(R] :

Moc potrzebna do jej pokonania jest

dana przez
P=vuF=pv*1’f(R).

Zauwaimy terar, e moc oraz masa
lodzi z wioflarzami (m ~ pi?) jest
proporcjonalna do liczby wiodlarzy.

Stad dostajemy

" anfQ-

a wigc predkodé lodzi rodnie bardzo
wolno ze wzrostem liczby wioflarzy.

t (min)

o N m @

1 2 3 4 n

Wyniki regat migdzynarodowych
w Griinan (21. 06. 1964}

w konkurencjach meskich na 2000 m

w raleinodci od liczby wiodlarzy.

W tym roku obchodzimy setna rocznice urodzin Stefana Banacha, uznawanego przez
wielu za najwybitniejszego matematyka polskiego. W zwiazku z tym do korica tego
roku beda sie pojawialy w kolejnych numerach Delty (z pewnymi przerwami) artykuly.
zwiazane z twérczoécia Banacha, a takze z sama jego postacia,.

Stefan Banach

Stefan Banach urodzil sie 20 marca 1892 roku w Krakowie. Jego ojciec nazywal gie
Greczek i pochodzil z géralskiej rodziny. Zaraz po urodzeniu Banach zostal oddany na
wychowanie do pewnej praczki nazwiskiem Banachowa, od ktérej to przez wdziecznodé
przybral nazwizgko.

Dziecifistwo mial bardzo ciezkie. Majac 15 lat musial zarabiaé na swoje utrzymanie
udzielajac korepetycji.

Poczatkowo studiowal matematyke jako samouk. Przez krétki czas uczeszczal na
Uniwersytet Jagielloniski, a nastepnie wstapil na Politechnike Lwowska. Gdy wybuchia
I wojna §wiatowa, przerwal studia i wrécit do Krakowa.

Jego sytuacja ulegla radykalnej zmianie, gdy w 1916 roku Hugo Steinhaus idac wzdiuz
Plant uslyszal stowa ,calka Lebesgue’a”. Bylo to tak nieoczekiwane, ze zaintrygowany
zapoznal sie z dyskutantami. Byli nimi Stefan Banach i Otto Nikodym. Steinhaus
przedstawil wéwczas problem, nad ktérym bezskutecznie pracowal od dluzszego czasu.
Ku jego zdziwieniu kilka dni péiniej Banach przyniést gotowe rozwiazanie.

Steinhaus uwazat Banacha za swoje najwieksze ,,odkrycie” matematyczne.
To przypadkowe spotkanie otworzylo Banachowi droge do blyskotliwej kariery.

W 1920 roku mimo braku ukoriczonych studiéw zostal asystentem na Politechnice
Lwowskiej. W tymze roku uzyskal stopiei doktora. W 1922 roku odbyla sie jego
habilitacja, a po uplywie dwéch miesiecy zostal mianowany profesorem. Warto moze
nadmienié, ze wéwczas na uniwersytecie we Lwowie bylo jedynie czterech profesoréw
matematyki (Banach, Ruziewicz, Steinhaus i Zyliriski).

Banach jest twérca analizy funkcjonalnej — jednej z najwazniejszych galezi matematyki
wspdlczesnej. I choé podstawy analizy funkcjonalnej byly juz przed Banachem,

to o jego roli przy powstaniu tej teorii moze §wiadczyé choéby fakt, ze trzy
najwazniejsze twierdzenia w analizie funkcjonalnej to twierdzenie Hahna-Banacha,
Banacha-Steinhausa i twierdzenie Banacha o operatorze odwrotnym.

Najwazniejszym dzielem Banacha byla Teorja operacyj wydana w 1931 roku po polsku,
a rok pééniej po francusku. Bylo to jedno z tych dziel, ktére wywarlo najwiekszy
wplyw na rozwéj matematyki wspélczesnej.

Banach w swojej twdrczoéci nie ograniczal sie do analizy funkcjonalnej. Poloiyl
réwniez duze zashigi w takich dziedzinach, jak teoria funkcji rzeczywistych, teoria
szeregdw ortogonalnych, opisowa teoria mnogoéci i teoria miary. Nic wiec dziwnego,
Ze wokél Banacha powstala blyskawicznie grupa matematykéw tworzac stynna na
caly dwiat Szkole Lwowska — najsilniejszy wéwczas na calym éwiecie oérodek analizy
funkcjonalnej.

Zamilowanie do Zycia kawiarnianego i brak mieszczanskiej cnoty oszczednoéci
wpedzily Banacha w dlugi. Chcac wybrnaé z trudnej sytuacji finansowej zaczal pisaé
podreczniki. Tak powstal dwutomowy Rachunek rdzniczkowy 1 calkowy, a takze kilka
podrecznikéw do szkét érednich.

Znaczna czedé dyskusji matematycznych odbywala sie w Kawiarni Szkockiej

we Lwowie. Bardzo czesto rezultaty owych dyskusji byly zapisywane oléwkiem na
marmurowym blacie, ktéry nastepnie byt starannie czyszczony przez sprzataczke.

W taki sposéb przepadlo niejedno twierdzenie. Aby uniknaé takich sytuacji, zalozono
»Ksiege Szkocka” — gruby zeszyt przechowywany w kawiarni, w ktérym zapisywane
byly problemy. Za rozwiazanie niektérych z nich autorzy obiecywali nagrody

- do Zywe]j gesi wlacznie.

Banach spedzil ockupacje we Lwowie. Tam tei doczekal upadku hitlerowskich Niemiec.

Na krétko przed smiercia otrzymal zaproszenie z Uniwersytetu Jagielloriskiego do
objecia katedry matematyki, lecz z tego zaproszenia nie zdazyl juz skorzystaé.

Zmarl 31 sierpnia 1945 roku.

Opracowal P. H.



Diody laserowe 83 obecnie tanim #rédtem promieniowania
podczerwonego. W wielu gastosowaniach, np. w optycgnych
dyskach pamieci komputerowej, potrzebne jest dwiatlo

o wiekszej czestodci — w zakresie widzialnym. Naukowcy

% Konica Corporation wynalegli ostatnio nowy rodzaj krysztaiu
organicznego, ktéry moze podwoié czestodé promieniowania
podczerwonego, dajac zielono-niebieskie éwiatlio. Proces
podwojenia czestodci wymaga zastosowania krysztaléw
molekularnych o wysokiej nieliniowej polaryzrowalnodci.

Po przebadaniu wielu pochodnych fenolu naukowcy wybrali
2-methoxy-5-nitrophenol. Zastosowanie tego zwigzku pozwala
uzyskaé dwiatlo niebieskie z lasera Nd-YAD.

(wg Science, 19 stycznia 1990)

Czy istnieje wzdr na n-tg liczbe pierwsza? Alez tak. Oto jeden
% nich

n—1

2 1
E a0
=32
T i Bl
k=2
gdzie wszedzie nawias klamrowy [z] oznacza czedé calkowita
liczby z. Poprawnogé weoru zostala udowodniona przez Mikolaja
Rotkiewicza w pracy, ktéra zdobyla wyréznienie w Konkursie
Uczniowskich Prac z Matematyki w 1991 roku.

Pierwszy dokladny pomiar predkodci rozchodzenia sig¢ déwieku
w powietrzu zostal dokonany w 1738 r. Byla to wspélna

praca czlonkéw Paryskiej Akademii Nauk. Mierzono czas,

jaki jest potrzebny na to, aby uslyszeé wystrzal armaty

z odleglodci 30 km. Dla wyeliminowania bledu spowodowanego
obecnodcig wiatru strzelano jednoczednie 2 dwéch armat
oddalonych o 30 km.
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Jesienig 1989 r. M.J. Geller i J.P. Huchra & Astrophysical
Harvard-Smithsonian Center doniedli o odkryciu ,, Wielkiego
Muru” — systemu tysiecy galaktyk zgrupowanych w obszarze

o ksztalcie olbrzymiego, poszarpanego pasa. Byla to najwieksza
scruktura zaobserwowana w kosmosie — miala rozmiary

rzedu 500 milionéw lat dwietlnych. Pojawilo sie natychmiast
intrygujace pytanie: czy jest to jedynie fluktuacja statystyczna
rozkladu galaktyk, czy jest to cod wiecej. W styczniu 1990 r.

na zjeédzie Amerykarnskiego Towarzystwa Astronomicznego

A 8. Szalay & Uniwersytetu Johna Hopkinsa i D.C. Koo

2z Obserwatorium Licka przedstawili wyniki obserwacji

rozkladu galaktyk wokdl péinocnego i poludniowego bieguna
galaktycznego. Chociagé badaniami objeto niewielkie fragmenty
nieba, to siegnieto daleko ,w glab” kosmosu uwzgledniajac
bardzo dalekie galaktyki. Stwierdzono, e ,,Wielki Mur” nie jest
jedyng strukturg o tak wielkich roemiarach. Zaobserwowano
inne zgrupowania galaktyk pojawiajace sie niemal periodycznie
w odstepach okolo 400 milionéw lat dwietlnych.

glll==l=El=l=|l=

Wyobragmy sobie, ze mamy w przestrzeni trzy bryly. Czy
istnieje plaszczyzna, ktdéra dzieli kazdg z tych bryl na czedci

o réwnych objetodciach?

Pytanie to zostalo postawione przez Hugona Steinhausa,
pozytywnie zad rozwiazane przez Stefana Banacha. Wynik ten
nagywa sie ,twierdzeniem o kanapce”, gdyZ ma nastepujaca
interpretacje. Mamy kanapke zloZong z chleba, sera i szynki.
Wéwczas jednym cigciem noga mogna podzielié jg na dwie czedci
tak, aby w obu tych czedciach byla jednakowa ilodé chleba, sera
i szynki.
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] 2T o = 2] | =

Od dawna prezypuszczano, ze dwutlenek wegla wystepuje

w przestrzeni kosmicznej. Jednak na potwierdzenie tego
przypuszczenia trzeba bylo dlugo czekad. Stalo sie tak,
poniewaé molekuta CO2 jest niewidoczna dla radioteleskopdw,
a duga zawartodé dwutlenku wegla w atmosferze ziemskiej
wyklucza przeprowadzenia badan optycznych z powierzchni
Ziemi. Dopiero analiza danych zebranych przez satelite

IRAS pozwolila zlokalizowaé w Oblokach Rosette i Cone trzy
irédla promieniowania 15,2 um, charakterystycznego dla CO,
nzamrogonego” w lodzie. Prawdopodobnie 16d pokrywa grudki
pytu migdeygwiazdowego. (wg Science, 19 stycznia 1990)
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Zastraszajacy jest fakt, ze w szkolach érednich w klasach

o profilu matematyczno-fizycznym na pytanie, gdzie jest
wykliadana matematyka na wyzszym poziomie, na politechnice
czy na uniwersytecie, przecietnie 90% uczniéw odpowiada,

Ze na politechnice. Oczywiscie, w klasach o profilu ogélnym
dezorientacja jest jeszcze wieksza.

W ostatnich latach ogromna furore w produkeji odziezy
sportowe] zrobil material o nazwie Gore-Tex. Podstawowym
surowcem do jego wyrobu jest politetrafluoroetylen (PTFE)
znany tez jako teflon. Powodem popularnodci Gore-Texu jest
fakt, ze odpowiednio spreparowany PTFE zatrzymuje wode,

a przepuszcza parg wodna. PTFE ma jednak jeszcze jedng
zadziwiajaca ceche — przy rozciaganiu zwicksza swojg grubosdé.
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wewnetrzng strukture jader atomowych byly nierealistycznie
uproszczone. Najprawdopodobniej protony i neutrony wewngtrz
jadra maja tendencje do grupowania sie i tworzenia odrebnych
jednostek. I tak jadro tlenu *°O wyglada podobnie do

zwiazku czastki a i jadra 12C, jadro fluoru '®F przypomina
czastke a i jadro azotu 4N, a jadro magnezu ?4Mg — dwa
jadra wegla 12C. Takie ,jadrowe molekuly” maja czas gycia
rzedu 1072° g i s3 — jak na warunki jadrowe — stosunkowo
trwate (nukleon potrzebuje na przejicie przez cale jadro

okolto 10722 g).
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Ciekawe zadania

Zadanie 1. Mamy tabliczke czekolady 6 x 4. Jaka jest najmniejsza liczba lamari, ktérych nalezy dokonad,
aby otrzymacd pojedyncze kosteczki?
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Zadanie 2. Przez n! (czytaj: n silnia) oznaczamy iloczyn 1-2-3...-n. Wiadomo, ze liczba 35! jest

réwna 10333147966386144929 66651337523200000000, gdzie symbolem @ zostala zastapiona jedna
z cyfr. Jaka to cyfra?

Zadanie 3. Jesli czworokat jest wklesly, to istnieje prosta przecinajaca wszystkie jego boki. Czy istnieje
1991-kat o tej wlasnosci, ze pewna prosta przecina wszystkie jego boki?

L

A

Zadanie 1. Zauwazmy, ze przy kazdym lamaniu liczba kawaltkéw zwieksza sie o 1. A ze w koricu dochodzimy do 24
kawalkéw, wiec zawsze, niezaleznie od tego, jak lamiemy, musimy dokonaé dokladnie 23 laman.

Rozwigzania

Zadanie 2. Liczba 35! jest podzielna przez 9. Stad suma jej cyfr, czyli liczba 138+©te§5 jest podzielna przez 9,

ale 138 = 15 -9 + 3, wiec ©= 6.

Zadanie 8. Jezeli pewna prosta przecina wszystkie boki wielokata, to kazdy bok ma oba korice po przeciwnych
stronach tej prostej. Wobec tego po obu stronach prostej jest tyle samo wierzchotkéw wielokata, stad zas wynika,
ze wielokat ma parzysta liczbe wierzcholkéw, a wiec nie moze to byé 1991-kat.



Przesuwanie réwnania

Ogladajac wzory na rozwiazanie rownan

stopnia 3 i 4 spostrzegamy, ze sa one podane dla
przypadku, gdy wspélczynnik przy najwyzszej
potedze jest 1, a przy nastepnej — 0. Pierwsza
sprawa jest oczywista — mozemy zawsze wszystkie
wspdlczynniki réwnania algebraicznego podzielié
przez wspélczynnik przy najwyiszej potedze
otrzymujac réwnanie réwnowazne i majace
pierwszy wspélczynnik réwny 1 (réwnowazne,

to znaczy o tych samych pierwiastkach).

Aby uzyskaé kolejny wspélczynnik réwny 0,
poslugujemy sie wlasnie przesunieciem — zamiang
zmiennych postaci z + p. Liczba p dla réwnania
"+ a,-12" '+ ... +ax+ao=0
powinna by¢é réwna —a,_,/n; wéwczas przy
zamianie £ — z + p potega n — 1 nie pojawi
si¢ (co latwo uzasadni¢). Warto tu zwrécié
uwage, Ze nasza operacje¢ mozna geometrycznie
opisac tak: przesuwamy os ikséw wzgledem
wykresu wielomianu tak, aby zero tej osi bylo
$rednia arytmetyczna (lub, co na jedno wychodzi
— érodkiem cigzkosci) pierwiastkéw wielomianu
(takze zespolonych!).

fodm iy
T\

Jedli jest to wykres wielomianu stopnia 5, to z lewej jest
aq #0, a z prawej ag = 0.

Malq Delte przygotowali Piotr HAJLASZ i« Marek KORDOS
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Réwnanie z° + pz + ¢ = 0 ma pierwiastek

3 3
o \/1/r%+£;+§_ \/ﬁg—:-f-f‘i—-;. Pozostale

pierwiastki znajduje si¢ po podzieleniu wielomianu
przez (z — Zo).

Réwnanie z* + pz? + gz + r = 0 rozwiazuje sie tak:
rozwiazujemy pomocnicze réwnanie
2 P:a 2
R B e
otrzymujac pierwiastek yo, a nastepnie réwnanie

ktére ma wtedy te same pierwiastki, co réwnanie
wyjdciowe.

Ciekawe s tu dwa spostrzezenia: po pierwsze

— Ow Srodek ciezkosci mozemy znaleZzé nie znajac
samych pierwiastkéw (w istocie wynika to

ze wzoréw Vieté’a), po drugie — tak usytuowane
rownanie daje si¢ latwiej rozwiazac.

Likwidujac wapdlczynnik przy pierwszej potedze
w réwnaniu z? + pz + ¢ = 0 za pomoca przesuniecia
otrzymujemy réwnanie ;

z224+r=0 =
ktére ma pierwiastki ++/—r. Stad pierwotne réwnanie
ma pierwiastki —& + y/—r. Tak wiec szkolna metoda
rozwiazywania réwnan kwadratowych w istocie polega na
Zrecznym przesunieciu.

Mozna wiec zadaé pytanie, czy nie daloby sie tak
zrecznie przesunaé réwnania, by znikal nie akurat
wspélczynnik przy potedze n — 1, lecz jakis inny.
I jak to zrobié? Okazuje sie, ze na ogdl nie mozna
dobrac takiego przesuniegcia, by dowolnie wybrany
wspolczynnik zniknal. Juz dla réwnania

2 +22+z2z+1=0
nie istnieje przesuniecie likwidujace wspoélczynnik
przy pierwszej potedze. A np. wspélczynnik a,
mozna zawsze zlikwidowad, tyle ze aby to zrobié
(tj. znalezé liczbe p), trzeba znaé jakis pierwiastek
naszego réwnania, a wiec takie przesuniecie
nie nadaje si¢ jako pomoc przy rozwiazywaniu
réownan. A moze ktos z Czytelnikéw umialby
zbudowad ogdlna teorie likwidacji wspélczynnikéw
przez przesuniecie?



27 zbiorow wypuklych bez srodka symetrii

Jest to skrét pracy nagrodzonej zlotym
medalem na Konkursie Uczniowskich
Prac z Matematyki w 1991 roku.

FIZYCZNE NOWINRI

Redaguje Andrzej HENNEL

WEGLOWA PILKA
FUTBOLOWA

Natura bardzo lubi platac naukowcorn figle.
Cstatnim takim przypadkiern jest odkrycie
nowe) klazy niezwykle symetrycanych i
pustych w frodku czgsteczek wegla zwanych
fullerenarmi. Nazwa ta pochodzi od nazwiska
amerykarnskiego architekta Richarda
Buckminstera Fullera (1895-1983), ktdrego
azurowe konstrukcje kopulowe (jak na
praykiad pawilon USA na EXPO 67) weszly
Jjuz do historii architektury. Przed kilku
laty okazalo sig, ze w odpowiednich
warunkach termicanych przy laserowym
odparowywaniu grafitu w atmosferze helu
powstajs czgsteczki wegla przypominajgce
owe kopuly Fullera. Najlepiej zbadang
spotrad nich jest zbudowana z szesciokgtow 1
piecickatéw foremnych czasteczka wegla
Ceq, idealnie w ksztalcie pilki futholowe) o
trednicy 7A. Poza cagsteczkg Cyp otrzymano
Jjeszcze inne fullereny, jak np. Cog o
kzztalcie pilki do rugby i szereg wigksaych
Coqp. Coqp c2v Cggp. Wlasnoéci chemniczne i
fizycene nowych czgsteczek zaczeto badac
dopiero w 1990 roku po otreymaniu ich w
wiekszych ilosciach przez grupe fizykow
pracujacych w USA (University of Arizona)
i RFN (Instytut Maxa Plancka w
Heidelbergu)} Ze wegledu na wystgpowanie w
fullerenach piecioczlonowych plericieni wegla
polsczonych z pierscieriami
szefcioczlonowymi ich wlasnofci chemiczne
przypominajg nieco zwigzki organiczne
nazywane aromatycznymi. Niezwykle
interesujgce ckazaly sie za to ich wlasnodci
fizycane. Fullereny Cgp krystalizu)g tworasgc
strukture regularna plasko centrowans o
stale] sieci rowne) 14,2 A, Otrzymane zolte
krysztatki tworzg polprzewodnik molekularny
O przerwie energetyczne] wynoszgeej okolo
ZeV. Jest to nowa, nie znana dotychczas
postac alotropowa wegla. Jezeli wolne
miejsca pomiedzy pitkami weglowymi
wypelmmy atomami potasu, wowczas
otraymujemy pilerwszy w pelni
trojwyrmiarowy metal molekularny o wzorze
chemicznym KzCgp. Metal ten ckazal sig
nadprzewodnikiem o temperaturze
kryvtycanej wynoszacej 18 K. Fakt ten
wywolal zrozumiale zainteresowanie i dalsze
poszukiwania. Po zastgpieniu potasu innymi
metalami udalo sie ostatnio podniesd
temperaturg krytyczng do 43 K. Wrétmy
Jjednak do zwigzku = potasem. Dalsze
powiekszanie ilosci tego pierwiastka prowadz
do nowe) substancji o wzorze chemicznym
KgCep 1 odmienne) strukturze krystalicznej.
Oa to krysztaly regularne, przestrzennie
centrowane o stalej sieci wynoszacej 11,4 4.
Pilka weglowa umieszczona w frodku
kazdego z szedciandw otoczona jest 24
atomami potasu. Krysztal K Cgp jest zndw
pélprzewodnikiem o przerwie energetyczne)
okolo 1 eV. W przeciwienistwie jednak do
krystalicanego Cgq jest an materialemn silnie
Jonowym, w ktdrym ceasteczka Cgp wigze B
nadliczbowych elektrondw dostarczanych
przez otaczajgce atomy potasu. Intensywne
badaria fullerendw 1 ich zwigzkdw trwajs
obecnie w wielu laboratoriach $wiata 1 w
kazde) chwili mozemy oczekiwaé nowych
zaskakujgcych rezultatéw.

Marcin KASPERSKI

Przypomnijmy jedno z zadan zeszlorocznej Olimpiady Matematycznej.
Znalefé najwigkszq liczbe naturalng n o tej wlasnodci, Ze istnieje (n + 1) takich
wielodciandw wypuklych Wo,W,,...,W,, ze

(1) Wi jest obrazem Wy przy pewnym przesunieciu (dlak = 1,2,...,n).

(2) Jesli k # 1, to Wi i Wi majq rozigezne wnetrza.

(3) Wi { Wy majq punkt wspéiny dlak =1,2,...,n.

(4) Wo ma Srodek aymetris.

Rozwiazanie tego zadania znajduje si¢ w tym numerze Delty (str. 16). Okazuje sie,
ze n = 26. Przykladem takiej sytuacji jest ,,Kostka Rubika”.

Zauwaimy, e rozwiazanie przenosi si¢ bez zmian na przypadek, gdy Wo,Wi,...,W, 83
dowolnymi, ograniczonymi, domknietymi brylami wypuklymi o niepustych wnetrzach.

Celem mojej pracy jest dowéd faktu, Ze mimo odrzucenia warunku (4), nadal mamy
n = 26. Zanim przejdziemy do dowodu, podamy dwa lematy. Ich dowody pomlja.my.
Niech ,8 bedzie wektorem. Przez T~ bedziemy oznaczali przesuniecie o wektor ﬁ

Lemat 1. Niech W bedzie ograniczona bryla wypukla o niepustym wnetrzu,
a dowolnym wektorem diugodci 1. Wéwczas istnieje takie p > 0, Ze

(a) |z| > p=> W i T.5(W) nie maja punktéw wspdlnych.

(b) |z| < p=> W i T.5(W) maja wspélne punkty wewnetrzne.

(c) |z| = p = W 1 T.2(W) maja punkty wspélne, ale wnetrza maja rozlaczne.

Lemat 2. Niech Ai B beda ograniczonymi brytami wypuklymi o érodkach
symetrii P4 i Pg, B = T__._, (A), M - érodek P4Pp. Wéwczas

(A) Ai B maja punkt wspolny < MecAiMEeB.
(B) A i B maja wspélny punkt wewnetrany <= M jest takim punktem

Poniewaz dowdd naszego twierdzenia jest bardzo dlugi, wiec go tylko naszkicujemy
pokazujac giéwne kroki w dowodzie.

Niech Wo,W,,...,W, beda ograniczonymi i domknietymi brylami wypuklymi
» niepustych wnetrzach, spelniajacymi warunki (1) - (3). Niech Py bedzie dowolnym
punktem przestrzeni. Punkty Py, P,,..., P, niech beda takie, ze W; = T (W.;) (ich

istnienie wynika z (1)). Oznaczmy przez G; zbiér takich punktéw X, e W. ‘ma punkt
wspélny z T_. (W), a przez F; zbiér takich X-éw, ze W; i T (W ) maja punkt

wspblny, ale rozlaczne wnetrza. A oto gléwne kroki w dowodzle
} GI = —b[GU) Fe T—-—-—)(FO)

2) Czescw, wspélna ka.zde_] prostej przechodzacej przez P; i zbioru G; jest odcinek
niezerowe]j dlugoéci o srodku w P; i koficach nalezacych do F; (wnetrze tego odcinka
nie zawiera punktéw z F;). Krok 2) wynika z lematu 1.

3) G i F; 83 frodkowo symetryczne. Ich wspélnym drodkiem symetrii jest P;.

1) G; jest bryla wypukla, a F; jej brzegiem. (Korzystamy tu z wypuklosci W;.)

5) Wi ma punkt wspélny z W; <= P; € Gt (<= Pi € Gi). Wi ma punkt wspdlny
z wnetrzem W) <=> P nalezy do wnetrza G (<= Pi naleiy do wnetrza G).

Niech M; bedzie jednokladnym obrazem bryly G: przy jednokladnoéci o drodku P;
i skali 1/2. Wiemy juz, ze M; sa ograniczonymi i domknietymi brylami wypuklymi
majacymi érodek symetrii w P; oraz M; = T,__, (Mo).

) WiNnW; #D<—= M;NM; #0. W, i W; majarozlaczne wnetrza < M; i M;
maja rozla.cxne wnetrza. (W dowodzie wykorzystuje si¢ lemat 2.)

Wykazaliémy wiec, ze dla dowolnego ukladu ograniczonych i domknietych

bryt wypuklych o niepustych wnetrzach: Wy,..., W, spelniajacych warunki

(1) - (3) istnieja bryly My, ..., M, spelniajace wszystkie warunki nalozone na W;,

a ponadto (4). A wiec sprowadziliémy problem do poprzedniego — znacznie prostszego
- zadania, z ktérego rozwiazania wynika, ze n = 26.

Na koniec zauwaimy, Zze warunek wypuklodci Wy tez nie wydaje sie konieczny
(prawdopodobnie wystarczy spéjnoéé). Drugim ciekawym problemem zwiazanym

z moja praca byloby rozstrzygniecie, jakie bryly daja n = 26 (czy tylko
réwnoleglodciany?) i dokladniejsze oszacowanie liczby n dla réznych klas wielodcianéw
- chociazby dla czworodciandéw.
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Ile wazy neutrino?

Mam nadzieje, ze na koricu tego artykulu bede mégl

odpowiedzieé na tytulowe pytanie podajac przynajmniej

oszacowanie masy tej intrygujacej czastki. Na poczatek

musze cofnaé sie jednak o ponad szedédziesiat lat,

do grudnia 1930 r., kiedy to Wolfgang Pauli w slynnym

lidcie do uczestnikéw miedzynarodowego kongresu

w Tybindze powolal do Zycia naszego niesfornego bohatera.

Neutrino bylo potrzebne Pauliemu do ratowania prawa

zachowania energii w rozpadzie .

W rozpadzie #(*) jadro %X przeksztalca sie w jadro 74, X

emitujac jednoczednie pozyton (elektron) oraz (anty)neutrino
X X+E+0..

Gdyby neutrino nie wystepowalo wéréd produktédw rozpadu

(tzn. rozpad bylby dwucialowy), to zasady zachowania energii

i pedu w sposéb jednoznaczny determinowalyby energie

elektronu (a takie, oczywidcie, jadra potomnego). Widmo

elektronéw obserwowane w spektrometrze wygladaloby wéwczas

jak pojedyncza linia. W rzeczywistodci widmo elektrondéw jest
rozmyte (ciagle). Fakt ten stwierdszil w 1914 r. J. Chadwick.

Nie wszyscy uznawali potrzebe uszczeéliwienia fizyki
nowa czastka elementarna, a iawet przejawiali wobec
pomyshi nieukrywana niecheé. Nad watpliwe okolicznodci
poczecia neutrina przedkladano np. efektowna hipoteze
autorstwa Nielsa Bohra obalajaca prawo zachowania
energii w procesach mikrodwiata. Trzeba tez przyznaé,

ze nasz bohater nie ulatwial zadania swoim zwolennikom.
Byl nieuchwytny, a przemyélne doéwiadczenia, azeby go
podrednio ,,zobaczy¢” np. analizujac odrzut emitujacego
neutrino jadra atomowego, nie na wiele sie zdaly.

Poczatkowo przypuszczano, ze pupil Pauliego moze mieé
mase rzedu 0,01 masy protonu, ale juz w 1933 r. E. Fermi
zdecydowanie odrzucil cielesnodé czastki i pozbawil ja
masy spoczynkowej. Odkrycie przez Irene i Frédérica
Joliot-Curie rozpadu 8% postawilo na porzadku dziennym
dodatkowo problem drugiego neutrina, o ktérym nie

bylo wiadomo, czy rézni sie od czastki emitowanej

~w przemianie §~. L. de Broglie popart swoja powaga
hipoteze dwu réznych neutrin, co zgadzalc sie tez z teoria
Diraca: nasz bohater bylby fermionem o spinie 1/2,
bezmasowym lub o bardzo malej masie, majacym
odpowiadajacego mu antymaterialnego partnera wlasénie
w postaci czastki emitowanej w rozpadzie g7.

Wiernoéé zwolennikéw neutrina diugo byla wystawiana na
prébe wytrwalodci. Dopiero mozolne pomiary przekroju
czynnego w tzw. odwrotnym rozpadzie §

Ue + s e+ +n
wykonane w latach 1953 — 1956 przez F. Reinesa
i C. Cowana namacalnie ujawnily obecnoéé neutrin
w przyrodzie. Wielkodé zmierzonego przekroju czynnego
oc=9,4(%1,3) x 107** cm? wymownie potwierdzala, jak
zwiewny i nieuchwytny to fermion. Niestety, o masie nic
pewnego w dalszym ciagu nie bylo wiadomo.

Zreszta, i poglady na nature neutrina byly podzielone.
Na poczatku lat szedédziesiatych przy okazji badaf nad
nows teoria oddzialywaii stabych A. Salam, T. D. Lee

i C.N. Yang powrdcili do starej koncepcji E. Majorany
odnoszacej sie do nienaladowanych fermionéw, w ktérej
czastka i jej antyczastka nie sa miedzy soba rozréznialne.
Mozemy wiec o neutrinie myéleé badZ jako o fermionie
Diraca, badz jako o fermionie Majorany. Spér nie jest
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Wiestaw A. KAMINSKI

tylko jezykowy i estetyczny, bowiem ida za nim glebokie
konsekwencje fizyczne. Ich wyjadnienie wymaga jednak
siegniecia do pogladéw na unifikacje oddzialywar
fizycznych, ktére na potrzeby tego artykulu przedstawie
w niezbednym zarysie.

W latach siedemdziesiatych fizycy zaczeli coraz

powazniej mysleé o polaczeniu w ramach jednej teorii
oddzialywai elektromagnetycznych, slabych i silnych.
Podstawg jest idea jednakowego potraktowania

leptonéw (elektronéw i neutrin) oddziatujacych slabo

i elektromagnetycznie oraz kwarkéw oddzialujacych silnie,
slabo i elektromagnetycznie.

Od dawna wiemy dobrze, Ze oddzialywanie dwu elektronéw
wynika z posiadanego przez nie ladunku elektrycznego.
Pdstulujemy wiec, ze i w przypadku innych oddzialywan
musza byé one zwiazane z wystepowaniem odpowiednich
tadunkéw: elektrostabego — dla leptonéw i koloru — dla
kwarkéw. Ponadto wierzymy, ze kaida teoria oddzialtywan
musi speiniaé postulat cechowania. Wymaga on, by fizyka
proceséw zachodzacych w przyrodzie nie zalezala od

tego, jak w danym punkcie czasoprzestrzeni tadunki

takie nazwiemy. W przypadku kwarkéw nie jest wiec
decydujace, czy kolory to umownie czerwony, niebieski

i zielony, lecz fakt, ze ,abstrakcyjna” przestrzen koloréw
jest tréjwymiarowa.

Najprostszym pomyslem na zunifikowanie oddzialywania
silnego i slabego jest ,doklejenie” do tréjwymiarowej
przestrzeni sil silnych dwu wymiaréw stabych: ,elektronu”
i ,neutrina”, co prowadzi do pigciowymiarowej
abstrakcyjnej przestrzeni wspélnej dla leptonéw i kwarkéw
(leptokwarkéw). Takie eleganckie i nietuzinkowe
pociagniecie, zaproponowane przez H. Georgiego

i 8.L. Glashowa w 1974 r., owocuje bardzo ciekawymi
konsekwencjami. Jedna z bardziej spektakularnych jest
hipoteza rozpadu protonu z czasem zycia 10%° — 103! lat.
Jest to wprawdzie fantastycznie dlugo, ale znaleZli sie
fizycy dodwiadczalnicy, ktérzy wykonali wiarygodne
pomiary wskazujace, Ze ten czas musi byé jednak duzo
dluzszy, a wiec ze teoria Glashowa nie jest dobrym
pomystem na unifikacje wymienionych oddzialywan.
Oczywiscie, sama koncepcja jednolitej teorii sil fizycznych
jest bardzo pociagajaca, dzieki czemu mamy ,na rynku”
wiele innych mozliwodcei, na przyklad unifikacje

H. Fritzscha i P. Minkowskiego (zwanga unifikacja SO(10)),
teorie supergrawitacyjne, w ktérych unifikacja obejmuje
takze oddzialywanie grawitacyjne oraz modele superstrun
(zwane tez teoriami wszystkiego!). W propozycjach tych
roi sie od egzotycznych efektéw wyprowadzajacych poza
usankcjonowany Nagrodami Nobla model standardowy.

W teorii SO(10) mamy do dyspozycji az 10-wymiarowa ,scene”
proceséw fizycznych.

W modelu standardowym unifikacja zostala dokonana jedynie
na pogiomie oddzialywania elektromagnetycznego i slabego.
Oddszialywanie silne niezaleinie opisuje chromodynamika.
Silnym potwierdzeniem unifikacji Salama-Weinberga bylo
odkrycie postulowanych przez model bozonéw podredniczacych
W% i z° Dla podkredflenia, e pierwszy krok zostal dokonany,
préby jednolitego opisu oddzialywania elektroslabego i silnego
zwyklo sie nazywaé wielka unifikacja.



Wiréd nich jest przypuszczenie, ie procesy fizyczne

mogs przebiegal z lamaniem prawa zachowania liczby
leptonowej; ze, byé moze, nalezy podwoid i tak jug liczna
rodzing czastek elementarnych (fundamentalnych?)

przez dodanie kwarkom — skwarkéw, a leptonom

— sleptonéw; ze powinny istnieé ciezkie prawoskretne
bozony poéredniczace, a dowéd pani Wu na ,leworecznoéé”
Boga zbyt pochopnie przyjmujemy za wystarczajacy.

W wiekszodci tych propozycji neutrino pojawia sie jako
czastka Majorany o malej, ale skoficzonej masie (1075 eV
- 1 eV). Niestety, skala energii (10° — 10° GeV), jakie

83 konieczne do sprawdzenia takich rewelacji, przekracza
mozliwodci dzialajacych i budowanych akceleratoréw.
Odsuwa to takZe mozliwodci bezpodredniego pomiaru masy
neutrina w trudno przewidywalng przyszlodé.

W tym miejscu chce opowiedzieé Czytelnikowi o mniej
spektakularnej (poczatkowo) historii podwéjnego

rozpadu B. Historii, ktéra obecnie nabiera ,rewolucyjnego
charakteru dzigki niebywalemu rozwojowi fizyki
ppodziemnej”. Podwéjny rozpad f przebiegajacy wedlug
schematu

(1) ZXN 245 Xne2 + 2¢T + 20(20)

zostal zaproponowany ponad pél wieku temu przez

M. Geppert-Mayer. Rozpad taki moze zdarzyé sie,

gdy dla kolejnych trzech pierwiastkéw masa drugiego

z nich jest wieksza od masy pozostalych, réznica zas mas
pierwiastkéw skrajnych jest wieksza od masy spoczynkowej
dwu elektronéw 2m.c? ~ 1022 keV.

Rys. 1. Parabole masy A = const

izobaréw (atomdéw

o tej same]j liczbie
atomowej A) o parzystej
liczbie atomowej A.
Jadra atomowe

o nieparzystym Z

leia na wyiszej

paraboli, co powoduje,
#e 83 niestabilne.

Na prezyklad jadro

»A" moze rozpadad sie
w procesie 8~ lub gt.
Takie parzysto-parzyste
jadro ,,B" jest
niestabilne. Moiliwy
jest jego rozpad z emisja

. Z nieparzyste

Masa atomowa

dwu elektronéw, o ile
réinica masy miedzy

nim a jadrem ,,C" jest Z parzyste

wieksza niz 2m.c?. -

Liczba protonéw Z

W ukladzie okresowym pierwiastkéw sytuacja taka

nie jest rzadkodcia, gdyz mozemy znaleZé ponad 30

jader atomowych podejrzewanych o ten typ rozpadu,

m.in. cynku "°Zn, germanu "®Ge, selenu ®2Se,

telluru '28:13°Te, a nawet uranu ?**U. Ostatnio (w 1987 r.)
przewidywania te zostaly potwierdzone znakomitym
odkryciem grupy M.K. Moe z Irvine w Kalifornii. Badacze
ci stwierdzili, Ze poléwkowy czas Zycia w rozpadzie selenu
#2Se do kryptonu *?Kr wynosi (1,119'3) x 10%° lat.

Jest to najrzadszy zaobserwowany w bezpofrednim pomiarze
proces w przyrodzie. W pomiarach trwajacych prawie rok
(7960 godzin) zarejestrowano tylko 36 praypadkéw rozpadu
z emisja neutrin (proces typu 282v).
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Podstawowa idea fizyki ,podziemnej” to umieszcranie
laboratoriéw fizycznych jak najglebiej pod ziemia, by eliminujac
réinorodne efekty promieniowania kosmicznego mdéc
rejestrowad procesy bardzo readkie, prrewidywane w teoriach
unifikacyjnych. Naklady na takie laboratoria sa wielokrotnie
nizsze nit na wielkie akceleratory fizyki wapdélczesnej.

Do slynniejszych naleiy laboratorium Uniwersytetu

w Mediolanie umieszczone w tunelu pod Mont Blane,
laboratorium Uniwersytetu Kalifornijskiego w Santa Barbara
utworzone we wapSlpracy & Lawrence Berkeley Laboratory,
umieszczone na glebokodei 200 m w elektrowni w Oroville,
wepélne laboratorium Uniwersytetéw w Saragossie i w Bordeaux
umieszczone w tunelu Frejus, podziemne laboratorium
Kamiokande w Japonii, laboratorium Uniwersytetu w Erewanie
zbudowane w kopalni wegla kamiennego w Awarisku. Dla
przykladu podam, ze np. w eksperymencie Kalifornijskiego
Instytutu Technologicznego i Instytutu Paula Scherrera
(Szwajcaria) przeprowadzonym w tunelu éw. Gottharda
otaczajace aparature skaly redukuja tlo promieniowania
kosmicznego 10° razy, co odpowiada umieszczeniu przyrzadéw
pomiarowych pod 4000 m warstwa wody. Co roku sa
organizowane wielkie miedzynarodowe konferencje fizyki
podziemnej. W 1991 r. konferencja taka odbyla sie w Toledo.

Naprawde interesujacy jest jednak inny wariant
podwéjnego rozpadu f zaproponowany w 1939 r. przez
W.H. Furry’ego. W trakcie tego procesu emitowane
bylyby tylko elektrony (rozpad typu 280v). Jak obecnie
wiemy, nie miedci sie on w gronie zjawisk przewidywanych
przez model Salama-Weinberga: przebiega z lamaniem
prawa zachowania liczby leptonowej, neutrino wyposazone
w mase spoczynkows (m, # 0) koniecznie musi by¢ czastka
Majorany, a na dodatek pozadane jest, by w minimalnym
chociaz stopniu przywrédcona zostala symetria miedzy

lews i prawg strona przez dopuszczenie w oddzialywaniu
stabym pradéw prawoskretnych, zakazanych w modelu
standardowym. Nic dziwnego, ze od lat trwaja ,fowy” na
podwdéjny rozpad § bez emisji neutrin, a sukces M.K. Moe
rozbudzil nowe apetyty i rozgrzal emocje. Odkrycie tego
n»cudacznego” rozpadu byloby bowiem pierwszym sygnalem
fizyki spoza modelu standardowego.

Problem mozna jednak odwrécié i to jest przyczyna, dla
ktérej proces 230v znalazl sie w mojej opowiesci o waZeniu
neutrina. W wielu podziemnych laboratoriach czulodé
aparatury nie pozwala jeszcze bezpodrednio stwierdzié,
czy rozpad 2080v wystepuje, ale umozliwia wyznaczanie
dolnej granicy czasu zycia réznych pierwiastkéw, ktére
podejrzewamy o rozpad bez emisji neutrin. Technika
obserwacyjna zasadza sie na fakcie wystepowania
zasadniczej réznicy miedzy widmem ciaglym emitowanych
elektronéw w przemianie 2082v a spodziewanym widmem
liniowym w przypadku rozpadu 280wv.

8
TﬁGe

Bpov

4]

e B Bﬁzv

Natezenie wzglgdne

00 01 02 03 04 05 07 08 09 10 1.1
Stosunek energii (Ee, + Ee,)/ENn

Rys. 2. Widmo ernergetyczne w podwdjnym rozpadszie g
germanu T6Ge do selenu "®Se. Réinica masy miedzy tymi
jadrami wynosi 3280 keV, co oznacza, e laczna energia
kinetyczna czastek emitowanych w procesie wynosi 2041 keV.
Dzieli sie ona statystycznie pomiedsy elektrony i (anty)neutrina
w rozpadzie 282r. Natomiast w rozpadzie 280v tylko elektrony
unosza cala energie procesu.



Suma energii emitowanych elektronéw w procesie

bez emisji neutrin musi bowiem byé dokladnie réwna
energii dostepnej w przemianie. Wyznaczone dotychczas
granice czasu s oszalamiajace. Na przyklad ocenia sie,
e german '°Ge powinien rozpadaé sie z poléwkowym
czasem sycia rzedu 10?' — 10%* lat, ale po sukcesie grupy
2 Irvine nadzieje na bezpoérednie zaobserwowanie procesu
bardzo wzrosly.

Te istniejace, dolne oszacowania czasu Zycia wystarczaja
teoretykom do powiedzenia czego$ blizszego o masie
naszego tytulowego bohatera. W teorii podwéjnego
rozpadu § istnieje prosty zwiazek miedzy poléwkowym
czasem Zycia w procesie 200r a masa lekkiego neutrina
elektronowego:

-1 _ m, 2.
(2) Ty = Mom (22)
Podstawiajac z lewej strony réwnania znana dodwiadczalnie
dolna wartodé czasu Ty latwo otrzymaé ograniczenie od
géry m,, o ile potrafimy wiarygodnie obliczyé wystepujacy
we wzorze (2) wspélczynnik My, Jego wielkodé zaleiy od
subtelnych szczegéléw struktury jader (A4, 2), (4,2 +1)
i (A, Z £ 2) bioracych udzial w przemianie, a szczegélnie
jadra poéredniego (A, Z +1). W przypadku germanu "®Ge
jest nim jadro arsenu 76 As. W ciagu ostatnich czterech
lat rozwinieto wiarygodne metody obliczania wartodci
wspélczynnika My, w kilku centrach fizyki teoretycznej,
np. w Pasadenie (USA), w Heidelbergu i w Tybindze
(Niemcy), w Janinie (Grecja).

Otrzymane w réinych oédrodkach wartoéci wspélczynnika
83 zblizone, co podnosi zaufanie do oszacowania masy
neutrina przeprowadzonego w oparciu o wzér (2).

Na tytulowe pytanie grupa teoretykéw z Tybingi

i Janiny — w ktérej badaniach uczestniczy réwniez autor
— odpowie, Ze masa neutrina nie moze byé wieksza

od 0,8 eV (1,5 x 1072 g). Niestety, w dalszym

ciagu nie potrafimy podaé dolnej granicy masy, ktéra
jest najbardziej frapujaca zagadka z punktu widzenia
kosmologii.

Pomiary gestodci materii widzialnej wekaszuja, #e jest ona
réwna granicznej gestodci, przy ktérej modele rozszerzajacego
sig nieograniczenie Wazechdwiata przechodza w modele
Wszechdwiata zamknietego. Gdyby neutrina mialy istotnie
réina od zera mase spoczynkowa, mogloby to wystarcayé

do zamkniecia Wazechfwiata.

Bardziej precyzyjne ,wazenie” naszego bohatera

musi zaczekaé na bezpodredni pomiar czasu Zycia

w rozpadzie 200v. Rozwijane 83 tei inne metody pomiaru
jego masy, ale to juz temat na inny artykul.

P.S. Rozpad § znowu nas zaskoczyl. W 1991 roku
potwierdzone zostaly obserwacje sprzed 6 lat: okolo

1% jader rozpada sie wyrzucajac zagadkowe neutrino

o masie 17 keV. Wynik ten jest ciagle kontrowersyjny, gdyz
niektére grupy doédwiadczalne nie obserwuja tego neutrina.
Mote jednak jest to pierwszy sygnal fizyki spoza modelu
standardowego 7 -

ciala.
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Redaguje Michat WOJCIECHO WSKI

M 625, Udowodnié, ze liczba wszystkich cyfr w wyrazach ciagu 1,2,3,...,10* jest
réwna liczbie wszystkich zer w wyrazach ciagu 1,2,3,...,105+1,
Rozwiazanie na str. 16

Rozwiazanie na str. 6

M 626. W ciagu Fibonacciego 1,1,2,3,5,8,13,21,... wybrano osiem kolejnych
wyrazéw. Udowodnié, Ze ich suma nie nalezy do ciagu.
Rozwiazanie na str. 16

M 627. Jaka jest najwieksza liczba n o tej wlasnodci, ze istnieja takie wypukle
érodkowo symetryczne wielodciany W,W,,Wa,...,W,, z ktérych kaidy jest
przesunigciem wielodcianu W majacym 2 nim punkt wspélny, ze W,W,,W,,...,W,
maja parami rozlaczne wnetrza?

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Jarostaw KULPA

F 329. Wahadlo rozpoczyna drgania harmoniczne z amplituda z,,. Na skutek oporéw
aerodynamicznych amplituda drgafi maleje dwukrotnie w ciagu czasu to. Jaka bedzie
amplituda drgafi po czasie 2¢p od momentu rozpoczecia ruchu?

Uwaga. Sila oporéw aerodynamicznych jest proporcjonalna do kwadratu predkosci

F 830. W artykule Sprawd# wymiary oméwione sa zalety analizy wymiarowej. Stosujac
Ja sprébuj oszacowad zaleinosé predkosci lodzi wioslarskiej od liczby wioglarzy.
Rozwiazanie na str. 6



V=44

Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwszglednieniu ocen rozwiazan
radaf 219 (WT=3,52) i 220 (WT=1,67)
z numeru 4/1991

Pawel Kublit — Kroano 43,17
Krzysstof Bawistawskl- Warszawa 43,82
Tomasz Wietecha - Tarndw 37,48

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 1992

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylad rozwiazania zadanl £ numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazafi zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robi¢

co miesiac lub 2 dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadad z matematykii z fizyki naleiy
przesylad w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 2z dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspblczynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rogwiazania tego zadania, a N — liczsbe o8éb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F}, zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

Zadania z matematyki nr 237, 238

Redaguje Marcin E. KUCZMA

2387. Wyznaczyé wszystkie cawérki dodatnich liczb calkowitych (z, y, 4, v) spelniajace
réwnanie z*7 + y = z%y".

238, Wykazaé zbieinoéé i znaleié granice ciagu (3,) danego wzorem rekurenéyjnym:
o =44, ap41 =2 dlan > 1.

Zadanie 238 zaproponowal pan Dariusz Laskowski z Troszyna (woj. szczecifiskie).

Rozwiazania zadafi z numeru 11/1991

Przypominamy treéé zadan:

239. Dany jest caworofcian OABC oraz tréjkat K LM o wierzcholkach K € OA, L € OB,

M € OC. Dowiedé, ie jezeli na kazdym z czworokatéw ABLK i ACMK moéna opisaé okrag,
to réwniez na czworokacie BC ML moina opisaé okrag.

280. Dla funkeji ciaglej f: R — R rozwaiamy warunki:

(1) Istnieja résne liczby a, b, ¢, takie e f(a) = b, f(b) = ¢, f(c) = a.

(2) Istnieja réine liczby t, u, v, w, takie e f(t) =u, f(u) =v, f(v) =w, f(w) =t
Udowodnié, e (1) = (2) oraz daé przyklad pokazujacy, ze (2) # (1).

229. Na czworoécianie K ABC opisujemy sfere. Preecina ona plaszczyeny OAB i OAC wedlug
okregéw opisanych na tréjkatach KAB i KAC, zawierajacych (odpowiednio) punkty L i M.
Wepdlplaszczyznowe punkty B, C, M, L leig na rozwaganej sferze, a wiec lezg na wspélnym
okregu.

230. Dowdd implikacji (1) = (2). Wegmy pod uwage funkeje g(z) = f(f(z)) i h(z) = g9(9(z)).
Oczywidcie, g(a) = ¢, g(b) = a, g(c) = b. Bes straty ogélnodci moina preyjat, e a jest
najmniejszg g licgb a, b, ¢.

Przypadek I. a < b < ¢. Oenaczmy: (z) = g(z) — z, ¥(z) = h(z) — z. Niech d

bedzie najmniejszg licsbg w przedziale (a;b), taks fe p(d) = 0 (taka liczba istnieje,

bo p(a) =c—a > 0, p(b) = a — b < 0). Dalej, niech ¢ bedzie najmniejszg liczba

w przedziale (a; d), dla ktérej g(e) = b (istnieje, bo g(a) = ¢ > b, g(d) = d < b). Poniewaz
¥(a) = g(g(a)) —a=b—a >0, ¢¥(e) = g(g(e)) — ¢ = a — e < 0, znajdujemy w przedziale (a;e)
taka liczbe ¢, ge ¥(t) = 0. Z okredlenia d wynika, ze ©(t) # 0. A zatem h(t) = ¢ # g(t).
Okredlamy: u = f(t), v = f(u) = g(t), w = f(v). Wéwezas f(w) = g(v) = h(t) = ¢t; tak wiec

-cewérka liceb (t,u,v, w) spelnia wymagane réwnodci. Liczby ¢ i v 83 résne (v = g(t) # ¢). Stad

{atwo wynika, ge ¢, u, v, w 83 czterema réznymi licsbami.
Przypadek II. a < ¢ < b. Rozumowanie jest podobne: okredlamy ¢ i ¢, jak w preypadku I;

¢ okredlamy d jako najwigkszg licebe w przedziale (¢; b), dla ktérej ©(d) = 0, oraz okredlamy e

jako najwiekszg liczbe w prezedziale (d;b), dla ktérej g(e) = c. W przedsiale (e;b) znajdujemy
taka liczbe £, e ¢(t) = 0 i 2 okredlenia d wnioskujemy, te p(t) # 0. Dokoriczenie rozumowania,

jak w przypadku I.
Przyklad pokazujacy, te (2) # (1). Funkeja ciagla f(z) = { :f?z :::’ : § :;ﬁ

wiasnodé, te f(z) < 0 dla z > 0 oraz f(z) > 0 dla z < 0. Nie istnieje wigc tréjka réznych
liczb a,b, ¢ spelniajaca warunki wymienione w (1). Natomiast warunek (2) jest spelniony

ma te

* na preyklad dla cewérki (¢, u,v, w) = (-%, %,—-g, g)
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Zadania z fizyki nr 135, 136
Redaguje Jerzy B. BROJAN

135. Elektirony maja w mechanice kwantowej wlasnoédci falowe i moga, ulegaé

interferencji. Rysunek przedstawia schemat takiego interferometru. Wystepuja

w nim zwierciadla catkowicie odbijajace A i C (te role moga pelnié odpowiednie

krysztaly) i swierciadla pélprzepuszczalne B i D. Wiazka nierelatywistycznych

: (niezbyt s'xybkich) elektronéw o energii E pada na zwierciadlo D, skad czeéé wiazki

A B @I biegnie dalej droga DAB, a czeéé droga DCB. Na odcinkach pionowych energia
kinetyczna elektronéw zmienia si¢ w wyniku przejécia do obszaru o innym potencjale.
Za zwierciadlem B rozdzielone wiazki nakladaja sie, a obraz interferencyjny jest

u rejestrowany przez detektor. O ile pragkéw przesunie sie obraz interferencyjny, gdy

réznice potencjaléw zwiekszymy od zera do U?

@’ D c 136. Gdy temperatura powietrza atmosferycznego szybko maleje w miare wzrostu
P"O ——l wysokosci, wystepuje intensywna konwekcja (pionowe ruchy mas powietrza), natomiast
gdy temperatura maleje powoli lub roédnie, konwekcja nie wystepuje. Wyjaénié
Croléwka ligi zadaniowej przyczyne tej zaleznodci i obliczyé minimalny spadek temperatury suchego powietrza

Klub 44 F _ przy wzrodcie wysokodci o 100 m, dla ktdrego jeszcze wystepuje konwekcja.
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadad 121 (WT=2,20) i 122 (WT=1,15)

% bmmsru 8/1091 Rozwiazania zadai z fizyki 2 numeru 11/1991
Adam Slkorski — Laublin 36,71 ”
Aleksander Borowski- Aleksandréw K.17,33 Przypominamy treéé zadan:
Tomaszs Wietecha — Tarnéw 132,132

127. Mamy 70 jednakowych ogniw o oporze wewnetrznym 1 ). Jak je naleiy polaczyé, aby
Niestety, liga traci uczestnikéw: w tej przez dolaczony do baterii opornik R poplynal jak najwiekszy prad? Rozwaiyé dwa przypadki:
serii rozwiazania przyslali tylko pan aj R=11Q,
Sikorski i pan Wietecha. BIR =211

:* 128, Ogrzewamy wode od temperatury Ty do T na palniku gazowym lub grzejniku
elektrycznym. Uplyw ciepla z naczynia do otoczenia na jednostke czasu wynosi P, (zakladamy
dla uproszczenia, ie jest staly). Sprawnodé grzejnika, tzn. stosunek ciepla przekazanego
naczyniu do ciepla wydzielonego przes grzejnik jest funkcja mocy P grzejnika

W(P)=a - bP,

" gdzie a, b — dane stale dodatnie. Jak naleiy wybraé moc grzejnika, aby zuizyé najmniejsza ilodé

. energii?

' 127. Autor otrzymal w przypadku a) maksymalnga wartodé pradu I = 4, 1739 (w odpowiednich
jednostkach, wynikajacych & preyjecia jednostkowej sily elektromotorycznej ogniwa) dla baterii
skladajacej sie & dwéch zespoléw polaczonych szeregowo: pierwszy z dziewieciu polaczonych
réwnolegle zestawdw po szedé ogniw szeregowo i drugi £ oémiu polaczonych réwnolegle
zestawdw po dwa ogniwa szeregowo. Identyczna wartodé pradu wystapi dla polaczonych

- < réwnolegle szedciu zestawéw po dziewieé ogniw szeregowo i dwéch zestawdw po osiem ogniw

. - szeregowo. W przypadku b) autor otrzymatl prad I = 2,955 dla polaczonych réwnolegle

*°.". czterech zestawéw po dwanascie ogniw szeregowo i dwéch zestawdw po jedenadcie ogniw
szeregowo.

# elektromotorycezng y i opdr wewnetrezny wa (gdzie Ry, — opdér wewnetrzny pojedynczego
: ogniwa). Prad jest zatem réwny

s T
_ R+ iR,
' a jego maksymalng wartodé przy warunku zy = N = const mogna znaledé przez
" et 5 % o 3 NR Al NR £ A 211
S régniczkowanie. Otrzymuje gie z = 4/ ALV TAl Ry Nie bedg to jednak na ogdt liceby

N calkowite, wiec nie obejdzie si¢ bez ,kombinowania”.
Al

i 128. Oznaczmy czas ogrzewania preez £. W ciaggu tego czasu doplyw ciepla z grzejnika do

naczynia jest réwny PW (P)t, odptyw zad P,t. Doplyw netto [PW(P) — P,]t przyréwnujemy

W do wyrazenia xAT, gdeie AT = T — T, - preyrost temperatury, a # — pojemnodé cieplna

- . naczynia wraz g zawartodcia, t2n. ¥ = Myody * Cwody + Muacaynia * Cnacaynia- Stad wynika
B " ©  réwnanie

[PW(P) - P,)t = xAT .

xPAT
PW(P) - P, '
Szukajac minimum ze wzgledu na P otreymujemy réwnanie
P, = -P2W'(P) = bP?,
ktérego rozwiazaniem jest P = 4 /P, /b. Wynik ten mogna bez trudu uogdlni¢ na przypadek,
gdy uplyw ciepla P, zmienia si¢ zaleinie od temperatury.

E=Pt=
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Roswiazanie sadania M 625.

. Wetawmy 0 po dowolnej cyfrze
dowolnej liceby z pierwszego ciagu
(wetawiamy tylko jedno zero).
Otrzymamy liczbe z drugiego ciagu.
Ta operacja zadaje wzajemnie
jednoznaczna odpowiedniodé miedzy
cyframi pierwszego ciagu i zerami
drugiego.

B

Roszwigqsanie sadania M 626. Mamy
Gk+10 = Gk+9 + Ak4s =
A48 * Gk47 + Gkgo + Gt 7

ks + Ak47 + Bkt + AGkps + Akt

ak+s +tak4r+ ...+ a1 + kg3 =
S+ ag43,

gdzie S = agq41 ‘a4z + ... + Gkgs.

Stad otrzymujemy

Ak+9 = Q48 + Qk47 < Fioa

< S5+ ak43 = ak4+10- Tym samym S

nie nalezy do ciagu Fibonacciego.

o,

L )

Roswiazanie sadania M 627.
Wybierzmy uklad wespélreednych

o poczatku w frodku symetrii
wielodcianu W. Niech a bedzie

takim wektorem przesuniecia,

e W' = W + a ma punkt wspélny

z W. Biorac b€ W n W' otrzymujemy
wniosek, ze b—a € W. Ze wzgledu

na symetri¢ W réwniei a — b e W,

a ze wigledu na wypuklodé W drodek b
b+ (a—b)
N
do W. Korzystajac jeszcze raz

a
ia-—2>b, cayli = =5 naleia
z wypuklodei, dla dowolnego punktu
c €W mamy

d:(g,i-{_ -e

Zauwaimy, ie ¢ + a € W', ale

3d = ¢ + a, z czego wynika, ie ¢ + a
naleizy do obrazu jednokladnego W
(wzgledem poczatku ukladu) o skali 3.
Objetodé tego obrazu jest 27 razy
wicksza od objetodci W. Zatem
wszystkie obrazy W' wielodcianu W

w takich przesunieciach, #e przeciecie
W i W' jest niepuste, miesncza sie

w tym obrazie jednokladnym W. Stad,
jedli W, W, Wi, ..., W, maja rozlaczne
wnetrza, to n < 26 (bo objetodé
katdego z tych wielodcianéw jest

taka sama). Liczby 26 nie moina
zmniejszy¢, na co wskazuje przyklad

7 szedcianem.

Miloéé i1 pierwiastek z minus jednosci

Dawno temu ludzie z warstwy, ktéra w Europie Wschodniej zwana jest inteligencja,
mieli chyba niestychanie wiele wolnego czasu. Zastanawiali si¢ nad wieloma

zupeinie niepraktycznymi problemami, a wéréd nich nad pytaniem, jakim pojeciom
przystuguje atrybut istnienia. Zastanawiali sie tak gleboko, Ze niejednokrotnie
zaczynali wypowiadaé poglady wrecz patologiczne. I tak np. George Berkeley uwazal,
iz wsezystko, co postrzegamy, ztuda jeno byé moze i nie ma pewnosci, czy istnieje bez
postrzegajacego (a bylo to nie tak dawno temu, bo na poczatku XVII wieku). Ale i ci,
ktérzy nie watpili w istnienie deszczu, gdy ten lal im sie na glowe, i parasola, ktéry
chronil ich przed zamoczeniem, umieli zadawad sobie i innym pytania o istnienie, ktére
wprawialy w pomieszanie.

Nie prébujac sledzié rozwoju filozoficznego sporu sprébujmy odpowiedzieé na pytanie

o istnienie milodci, pierwiastka z minus jednoéci, klasy robotniczej i, powiedzmy, zbioru.
Kazde z tych pojeé (wymienilem je w kolejnodci, w jakiej — chyba — pojawily sie na
éwiecie) ma obfita literature na swéj temat. Zadne z nich nie poddaje sie weryfikacji
eksperymentalnej. Istnienie kazdego z nich bylo zdecydowanie kwestionowane, choé
fakt, Ze sie o nich od czasu do czasu méwi, nie jest odbierany jako bredzenie.

Pierwiastek z minus jednosci (zeby zajaé sig¢ czymé matematycznym) powstal z racji
rozwiazywania réwnan stopnia trzeciego. Takie réwnania maja te przyjemna ceche,

e (jako nieparzystego stopnia) zawsze maja pierwiastek rzeczywisty. Nie zawsze
jednak istnieje algorytmiczna droga do tego pierwiastka, przebiegajaca w obrebie liczb
rzeczywistych (nie istnieje, gdy pierwiastkéw rzeczywistych jest trzy — nazywa sie

to casus irreducibilis). Droga taka biegnie wtedy oplotkami, ktére zwa sie liczbami
zespolonymi, a prawie kazda z tych liczb jest blisko z omawianym pierwiastkiem

% minus jednodci spokrewniona. Cardano, jeden z twércéw algorytmu rozwiazywania
réwnaini stopnia trzeciego, sytuacje opisywal bardzo klarownie: umyst nie jest
obowiazany trzymaé sie ziemi; moze on pozwolié sobie na hiperbole, gdzie (przebywajac
na niedosieznych dla profanéw wyzynach) rozwikia to, co na ziemi rozwikiane byé nie
moze, a potem (juz z wynikiem) na ziemie powréci.

Istnienie liczb zespolonych kwestionowali nawet ci, ktérzy przyczyniali sie do

ich rozwoju. Np. Euler w Algebrze (1770), ktéra jest podrecznikiem teorii liczb
zespolonych, pisze: Pierwiastki kwadratowe z liczb ujemnych nie sq zerem, ani nie sq
ujemne, ant dodatnie. Stqd wynika, Ze pierwiastki te nie mogqg si¢ znajdowaé wsrdd
mozliwych liczb. W konsekwencyi sg to niemozliwe liczby. I tak dochodzimy do pojecia
liczb na ogd! zwanych urojonyms, albo wyobrazalnymi, dlategd ze tsiniejg one tylko

w wyobrazni. Dla matematykéw liczby zespolone (a wsréd nich i pierwiastek z minus
jednodci) zaczely istnie¢ naprawde w 1799 roku, kiedy to Gauss (w swojej pracy
doktorskiej) udowodnil tzw. podstawowe twierdzenie algebry orzekajace, ze kaidy
wielomian o wspétczynnikach zespolonych ma zespolony pierwiastek — liczby o tak
pieknej wilasnosci byly zbyt pociagajace, aby nie istnieé. Pézniej, w latach 30.

XIX wieku Hamilton wskazal, jak méwié o liczbach zeapolonych tak, by o zadnych
pierwiastkach z liczb ujemnych nie wspominaé.

Warto zwrécié uwage, Ze pytanie o istnienie moina sensownie i bez klarownej
odpowiedzi odnieéé do wigkszodci pojeé matematyki. Czy faktycznie istnieje diugosé
bez szerokodci, czyli linia (mniejsza juz o to: prosta czy nie)? A przeciez oczywistodé
jej istnienia jest tak wielka, e nawet filozof zastanowi sie chwile, czy wypada zadaé
pytanie o istnienie linii np. prostych.

W1ladnie, w tej oczywistodci miesdci sie chyba jedyna sensowna odpowiedZ na pytanie
o istnienie réinych pojeé. Kartezjusz na pytanie o Boga odpowiedzial: Bdyg tstnieje,
bo nie mozna sobie wyobrazié, by bylo inaczej. Pdiniej wyobraznia ludzka stala sie
istotnie wieksza i wszystko juz wyobrazié sobie bylo mozna. I wtedy stanelismy przed
koniecznodcia zdecydowania sie na opinie Pirandella: jest tak, jak nam si¢ zdaje.

A w ten, jakze sluszny sposdb, kaidy moze rozstrzygnaé problem, czy istnieje linia
prosta, mitodé, pierwiastek z minus jednodci, klasa robotnicza, zbiér, Bég i Bég wie
co jeszcze. Wymaga to jednak czegod, od czego nawet filozofowie czesto uciekaja

- podjecia na wilasna odpowiedzialnoéé decyzji jak, mianowicie, nam sie zdaje.

Marek KORDOS
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Historia reguly de I’Hospitala

Ostatni numer EPSILONA niemal w calodci podwiecony
byt regule de I’Hospitala. Chylac czola przed sila tego
twierdzenia, protestowalidmy przeciwko jego niewladciwemu
oraz przesadnemu stosowaniu. Dzié jeszcze raz zajmiemy
sie ta reguly, ale w nieco innym aspekcie.

Markiz Guillaume Frangois Antoine de 1’Hospital

uznany jest za autora pierwszego wydrukowanego
podrecznika rachunku rézniczkowego. Ksiazka ta ukazala
sig¢ w 1696 roku pod tytulem Analysé des infiniment petils
(Analiza nieskoriczenie malych). Znalazlo si¢ w niej wiele
waznych i nowych twierdzen, w szczegdlnodci metoda
obliczania granic pewnych symboli nieoznaczonych, dzié
znana jako regula de I’Hospitala. Czy jednak ten, ktéry
oglosit regule w podreczniku, byl takze jej twérca?

Pretensje do autorstwa twierdzenia zglosil mlodszy

z braci Bernoullich, Johann. Powolywal sie on na

swéj list do de ’Hospitala z 1694 roku; tam Bernoulli
udzielit odpowiedzi na pytanie, jak mozna postepowad

w sytuacji, gdy przy obliczanin granicy pojawia sie symbol
0

nieoznaczony typu 3.

Przyjrzyjmy sie tej historii blizej. Johann Bernoulli peinit
role prywatnego wykladowcy i nauczyciela matematyki
markiza de ’Hospitala. W zamian za prywatne

lekcje — wyklady z rachunku rézniczkowego (pierwsze

w historii) otrzymywal stala, do§é pokazna, pensje.
Podobno wynagrodzenie mialo byé jeszcze wyzsze, gdy
Bernoulli zdecydowal sie na pewne dodatkowe warunki:
kopie wykladéw nie mialy by¢ nikomu udostepniane

- z wyjatkiem, oczywiscie, de ’'Hospitala, a zwiazane

z przygotowywaniem wykladéw nowe przemysélenia

i twierdzenia mialy byé przekazywane réwniez tylko

de I"'Hospitalowi; ponadto Bernoulli byt zobowiazany do
rozwiazywania probleméw stawianych przez ,ucznia”

i, naturalnie, do zachowania rozwiazafi w tajemnicy.
Cicha umowa utrzymala si¢ do momentu ukazania

sie Analizy nieskoriczenie malych. Wtedy to Bernoulli
postanowil dochodzié¢ swoich praw do wielu rezultatéw
umieszczonych w ksiazce. Sam, w listach do Leibniza
pisal, iz de I’Hospital jest autorem zaledwie kilku stron
podrecznika, reszta to wyklady, ktére przekazal markizowi
takie na pidmie. Bardziej zdecydowanie o uznanie
swego autorstwa Bernoulli zaczal sie ubiegaé po dmierci
de "Hospitala.

Dodajmy, Ze Johann Bernoulli mial doé¢ trudny charakter;
znane 83 jego sprzeczki i nieporozumienia z bratem
Jacobem i synem Danielem, Newtonem i cala szkola,
angielska...

Wizualizacja Matematyki

Prowadzimy prosta przez A.

Proste sie przecin aja.

X O

——

A1 B leia na prostej.

EPSILON dzigkuje Zbigniewowi Marciniakowi za
inspiracje dzialu ,,Wizualizacja Matematyki”

Przy wielu rezultatach matematycznych figuruje dzid
nazwisko Bernoulli, We wszystkich jednak przypadkach
dotyczy ono starszego z braci, Jacoba. Johann natomiast
mial wyjatkowego pecha; jego wyniki (a bylo ich
niemalo) przypisano, wprowadzajac nazewnictwo,

innym matematykom, lub pozostawiono bez nazwy.

W szczegdlnodci, wracajac do twierdzenia ulatwiajacego
badanie symboli nieoznaczonych, powinnismy chyba

dzi§ méwié: ,regula Bernoulliego-de I’'Hospitala”,

ale przyzwyczajenia bardzo trudno przelamac.

W zbiorze zadan » analizy matematycznej pod redakcja
B. Demidowicza twierdzenie figuruje jako ,regula
I'Hospitala-Bernoulliego”

Krzysztof CIESIELSKI, Zdznslaw POGODA
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