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Jak nie swiecag gwiazdy?

Tomasz KWAST

Gwiazdy, a wiec i Slorice, §wieca dzieki zachodzacym w ich
wnetrzach reakcjom termojadrowym. Kto o tym slyszal, tak sie
prawdopodobnie do tego faktu przyzwyczail, ze nie wyobraza sobie,
iz kiedy$ mozna bylo przypuszczaé co innego. Zrozumiale byloby,
gdyby przed odkryciem przemian jadrowych astronomowie nie

mieli zadnego pogladu na przyczyny éwiecenia gwiazd. Tymczasem
rozwazane byly rézne hipotezy, moze naiwne z dzisiejszego punktu
widzenia, a odrzucenie przedostatniej — robiacej podéwczas wrazenie
catkiem dobrej — nastapilo dzieki osiagnieciom wcale nie astronoméw.

Aby méc zrozumieé, co dzieje sie na Sloricu, musimy wpierw zdoby¢
przekonanie, ze prawidlowo znamy jego odleglo$é od Ziemi; od tej
odleglosci wszystko dalej zalezy. Otéz znajac prawa ruchu planet
mozna uprawiaé mechanike nieba nie znajac zadnych odleglodci

— wystarczy znaé stosunki odleglosci. W mechanice nieba za
jednostke odleglodci przyjmuje sie érednia odleglodé Ziemi od Storica
1 nie trzeba sie troszczyé, ile to jest metréw. Jest to jednak wazne,
gdy chcemy poznaé fizyczne wa,runi(i na Stoficu. Wystarczy wiec
zmierzy¢ w metrach jakakolwiek odleglodé jakiejkolwiek planety

czy planetoidy od Ziemi — np. dzié radarowo. I tak nieco okreznymi
drogami stwierdzono, ze do Slofica jest r = 1,5 x 10*! m — jest to
tzw. jednostka astronomiczna (j.a.). Promieri Storica otrzymujemy
juz natychmiast; wynosi on tyle, co iloczyn odlegloéci i promienia
katowego tarczy Slofica. Wynik brzmi: R = 6,96 x 10% m.

Nastepny krok to zorientowanie sie, jaka jest moc i temperatura
Storica. Potrzebny jest tu nastepny pomiar: ilo$é energii
padajacej prostopadle na jednostke powierzchni Ziemi w ciagu
sekundy. Mniejsza o szczegély techniczne — pomiar tej tzw. stalej
slonecznej jest wykonalny rozmaitymi metodami i daje wynik
S =1,36 kW/m?. Iloé¢ energii przenikajacej przez sfere
o promieniu 1 j.a. jest réwna ilodci energii przenikajacej przez
powierzchnie Slorica, czyli przes sfere o promieniu R - jest to
bowiem ten sam strumieri energii. Pelna moc Slofica wynosi wiec
L=4nr’S = 3,82 x 10°°* W,
a jego powierzchnia promieniuje z natezeniem
gl
~ 4nR?2
Wreszcie temperature mamy z prawa Stefana-Boltzmanna,
gloszacego, ze F = oT*, gdzie 0 = 5,67 x 1072 W/m2K*. Latwo
wiec dostajemy temperature powierzchni Slorica T = 5770 K.

=6,28 x 107 W/m?.

W takiej temperaturze wszelkie substancje istnieja tylko w stanie
gazowym (no, chyba ze rzecz sie dzieje na gwiefdzie neutronowe;j!),
a przyczyna tej temperatury, czyli frédlo energii moze, w zasadzie,
by¢ na powierzchni lub we wnetrzu Slorica. Rozpatrzmy wpierw
pierwsza mozliwosé. Pomysl, ze Slofice moze jest plonaca bryla
wegla czy innego paliwa chemicznego, jest wrecz zenujacy. Skad
tlen w przestrzeni kosmicznej? Gdzie produkty spalania? Ponadto
spalanie wegla nie daje tak wysokiej temperatury. Wreszcie
Cazytelnik sam moize obliczy¢, ze bryla wegla o masie Stoiica spalitaby
sie (gdyby plonela z moca L) w kilka tysiecy lat. A skad znamy
mase Slorica M = 1,989 x 10°° kg?

Liczby

Fibonacciego

Piotr CHRZASTOWSKI

Kiedy Leonardo Bonacci z Pizy, zwany
Fibonaccim, opublikowal w 1202 roku
swoja stynna, ksiazke Liber abact stanowiaca,
kompendium z algebry na znakomitym

jak na éwczesna Europe poziomie, nie
przypuszczal zapewne, ze liczby, ktére
wprowadzit dla rozwigzania jednego

z zadafi, zostana nazwane jego imieniem.
Tym bardziej chyba nie przypuszczal,

e blisko 800 lat péZniej beda, czesto
uzywane w informatyce, gdzie wystapia
przy analizie wielu algorytméw, a takze
przy konstrukcji efektywnych typéw
danych.

Oryginalne zadanie, ktére Fibonacci
rozwazal, dotyczylo rozmnazania

gie krélikéw. Chodzilo mianowicie

o okreslenie, ile par krélikéw bedzie liczyla
po 12 miesiagcach populacja zaczgta przez
jedna pare, przy zalozeniu, ze po urodzeniu
kazda para krélikéw dojrzewa przez
pierwszy miesiac, a poczawszy od drugiego
wydaje na dwiat potomstwo co miesiac
(przyjmuje sie przy tym, Ze kazda para

| jednorazowo plodzi jedna, pare kréliczat).
Przy tych zalozeniach rozumowanie
Fibonacciego przebiegalo nastepujaco:

Poniewaz pierwsza para w pierwszym
miestqcu daje jako potomstwo pare, wiec

w tym miesiqgeu beda dwie pary; z nich jedna
para, 6 mianowicte pierwsza, rodzi réwnies
w nastepnym miesigeu, wiec w drugim
miesiqcu bedq 8 pary; z nich w nastepnym
miesiqcu bedq dawaly potomstwo dwie pary,
a wige w trzecim miesigeu urodzg sie jeszcze
dwie pary krdlikéw 1 liczba par krélikéw

w tym miesigcu osiggnie wartodé 5...

Dalej analogiczny wywéd ciagnie sie az
do dwunastego miesiaca, aby po kilku

dodawaniach dojéé do liczby 377, bedacej
koficowym wynikiem. Idea wywodu daje
| sie strescié nastepujaco:

W pierwszym miesiacu mamy dwie pary,
w drugim - trzy. Chcac uzyskaé liczbe par
krélikéw w miesiacu n + 2 powinnismy do
ich liczby z miesiaca n + 1 dodaé te, ktére
istnialy w miesiacu n i wydaly wladnie na
éwiat kolejne (by¢ moze pierwsze) mlode.

: Zaiéz?my, zgodnie z tradycja oznaczania
liczb Fibonacciego (a niezgodnie
z oryginalem), ze zaréwno pierwsza, jak




i druga liczba Fibonacciego 8a jedynkami
(tak jak gdyby w pierwszym miesiacu
macierzysta para powstala, a w drugim
- jeszcze dojrzewala). Definiujemy zatem
10— B e

Fn+3 = Fn ap= Fn+'1 dla n 2 12
Kolgjne liczby, uzyskane bezposrednio
z definicji, to

Fy, Fy Fy Fy Fy F¢ Fr Fy Fs Fio F11 Fi13 Fia...
e iagd L Sl Be 183 ] 34 5589144 203

Pomyst doprawdy ciekawy: zamiast
podaé wynik zadania, podaje sie jedynie
sposdb, w jaki kazdy moze do niego
dojéé. Czy mozna uznaé to zadanie za
rozwiazane?

Jezeli mamy ochote odrzucié tego typu
palgorytmiczne” rozwiazania, to zdajmy
sobie sprawe, 7e w wielu przypadkach
trudno jest inaczej zaatakowad problem,
niz w taki, rekurencyjny, sposéb, w jaki
zrobil to Fibonacci.

Przykladowo rozwazmy trzy takie
problemy:

Problem 1.
lle pra-pra-...pra- dziadkéw i babé ma
R

pazezeli truteri?

Trzeba, oczywidcie, wiedzieé, ze u pszczél
trutnie maja tylko matke — krélowa,
powstaja bez udzialu ojca, podczas gdy
krélowe maja juz dwoje rodzicéw - inna
krélows i trutnia. Drzewo genealogiczne
trutnia wyglada wiec tak:

? d Q PRAPRADZ IADKOWIE
O"T

PRADZIADKOWIE

DZIADKOWIE

MATKA

TRUTEHN

Niech T, oznacza liczbe n-praprzodkéw.
Widzimy juz, Ze na poziomie pierwszych
pradziadkéw trutedi ma dwie prababcie

i jednego pradziadka, lacznie troje;

pietro wyzej - na poziomie drugich
pradziadkéw — piecioro: trzy praprababcie
i dwéch prapradziadkéw. Ogdlnie

na poziomie n-tych pradziadkéw ma
doktadnie T,,_; n-prababé oraz T),,_2
n-pradziadkéw — lacznie Ty, = Tho1 + Th-2
n-praprzodkéw. Otrzymalismy zatem

2 2
T—S = é%—, gdzie T'
jest okresem obiegu Ziemi wokdl Slorica (czyli po prostu rokiem
gwiazdowym), a stala grawitacji G jest znana z pomiaréw
fizycznych. Tak wiec hipoteza ,,weglowa” prowadzi natychmiast do
wielu sprzecznoéci; odrzucamy réwniez inna, zgodnie z ktéra energia
Slonica bylaby energia spadajacych na nie meteorytéw. Gdyby
bowiem meteoryty spadaly na Slofice z predkoscia rzedu predkosci

Oczywiscie, z trzeciego prawa Keplera:

ucieczki v = \/2GM/R, to dla zapewnienia obserwowanej mocy
musialyby te meteoryty spadaé¢ w tempie
2L LR
n=— = —— =2x 10" kg/s.
e 77 8/

Pod takim samym ostrzalem znajdowalaby si¢ tez Ziemia,

a musialoby na nia spadaé meteorytéw w przyblizeniu 10* razy
mniej, tyle razy bowiem powierzchnia Ziemi jest mniejsza od
powierzchni Slofica. Tymczasem szacuje sie, ze na Ziemie spada
okolo 10° kg materii meteorowej dziennie, czyli w przyblizeniu 1 kg/s
zamiast 2 X 10'!, Rozbieznosé zbyt wielka.

Zajmijmy sie wiec druga mozliwodcia: Frédlo energii Slorica

tkwi w jego wnetrzu. W polowie XIX w. Helmholtz wysunal
hipoteze, ze Slorice czerpie swa energie z kurczenia sig, tzn. jego
promieniowanie jest przetworzona energia grawitacyjna. Energia

ta, wyzwolona przy skurczeniu sie Slofica do obecnej postaci wynosi
GM?/R razy pewien czynnik zaleiny od szczegbléw budowy
wewnetrznej. Droga do§é drobiazgowych rozwazan mozna wykazad,
ze czynnik ten niezbyt rézni si¢ od jednosci dla kazdej zwyczajnej
gwiazdy. Latwo zatem obliczyé, ze Slorice, §wiecac wedhig tego
mechanizmu i z taka moca jak obecnie, powinno mieé w przyblizeniu
(GM?2/R) : L = 10'® s = 32 mln lat. W czasach Helmholtza

czas ten wydawal sie juz bardzo dlugi, a jednak i te hipoteze

trzeba bylo odrzucié. Mianowicie, oceny wieku Ziemi zaréwno na
podstawie pomiaréw promieniotwdrczoéci skal, jak i tempa przemian
geologicznych zaczely o rzedy wielkodci przekraczaé dziesiatki
miliondw lat. Dzi$ wiemy, ze zapadanie si¢ gwiazdy bywa irédlem
jej energii, ale albo w bardzo wczesnym etapie jej zycia (gdy zapada
si¢ jeszcze oblok, z ktérego gwiazda powstaje), albo w bardzo
péénym (gdy gwaltownie zapada sie jej geste jadro, czyli eksploduje
supernowa).

Rozwiazanie problemu nastapilo dopiero po odkryciu przemian
jadrowych. W latach czterdziestych naszego stulecia Hans Albrecht
Bethe zaproponowal mechanizm produkcji energii w gwiazdach
w wyniku laczenia si¢ jader wodorowych w jadra helu. Hipoteza ta

| jest nie do obalenia do dzié, a nawet przeciwnie — jest juz porzadnie

ugruntowana teoria, uhonorowana Nagroda Nobla.

A idea jest prosta. Spojrzawszy do dowolnych tablic fizycznych

-:: kazdy stwierdzi, ze jadro atomu helu jest nieco lzejsze od czterech

protonéw, nieduzo, zaledwie o 0,0285 jednostki masy atomowe;j.
Jednak wlasnie ten ubytek masy pomnozony przez kwadrat predkosci
swiatla daje 26,72 MeV, a to pomnozone przez jaka$ fantastyczna
liczbe reakcji zachodzacych w Sloricu w ciagu sekundy daje obliczone
przez nas L. Jak widaé, ubywa 0,0071 masy w kazdej reakcji

i gdyby czysto wodorowe Slorice zuzylo ten wodér doszczetnie,

to tez tyle straciloby na masie. A przy obecnej mocy starczyloby
tego paliwa na 0,0071Mc2?/L = 3,3 x 10'8 s = 10! lat. Jest to
ocena, oczywiscie, zawyzona, niechby nawet o rzad wielkodci, i tak
pozostanie nam $wiadomosé, Ze tym razem znaleflidmy jakad czastke
prawdy o Wszechswiecie,



System reprezentantéw,
czyli rzecz o tlumaczach,
komisjach itp.

Przemystaw GRZEGORZEWSKI

Polska firma translatorska §wiadczaca uslugi w zakresie tlumaczet
kabinowych z polskiego na angielski, francuski, hiszpafiski i niemiecki
otrzymala zlecenie na obsluge miedzynarodowej konferencji.

Kazda osoba zatrudniona w tej firmie zna co najmniej jeden jezyk
obcy. Interesuje nas odpowied# na pytanie, kiedy firma ta moze
przyjac zlecenie, tzn. czy istnieje taki sposéb doboru tlumaczy,
ktérymi dysponuje firma, aby zapewniona byla jednoczesna obsluga
wymaganych jezykéw.

Rozpatrzmy inny przyklad, tzw. problem komisji. Ot6z w pewnej
instytucji (np. sejmie) dziala kilka komisji, przy czym czlonkowie
owej instytucji (poslowie) moga nalezeé do kilku komisji
Jednoczesnie. Nasuwa sie pytanie, czy w tej sytuacji jest mozliwe
wybranie przewodniczacych kazdej komisji w taki sposéb, aby kazda
komisja miala innego przewodniczacego.

Te dwa przyklady sa ilustracja matematycznego problemu znanego
pod nazwa wyboru systemu reprezentantéw.

Weimy pod uwage ciag X, X3, ..., X,, podzbioréw pewnego
skoriczonego zbioru Z (podzbiory te sa, by¢ moze, réwne).
Systemem reprezentantéw dla ciagu X, X», ..., X,, nazywamy
taki ciag =1, 2, ..., z, parami réznych elementéw, ze z; € X;

dla: =1,2,...,n. Szukamy odpowiedzi na pytanie, czy dla danego
ciagu zbioréw X, X3, ..., X,, istnieje system reprezentantéw,
innymi slowy, czy z kazdego zbioru X; mozna wybraé po jednym
elemencie w taki sposéb, by byly one parami rézne. Jeszcze
inaczej, interesuje nas, czy istnieje taka réznowartoéciowa funkcja

Fi L2 nl— UX,-, ze f(i) = z; € X;. System reprezentantéw
=1
bedziemy oznaczali przez (z;,z2,...,z,).

Przeanalizujemy to zagadnienie na przykladzie wspomnianego na
wstepie problemu tlumaczesi. Niech Z = {4, B, C, D} oznacza zbiér
zatrudnionych w firmie tlumaczy. Niech X; oznacza zbidr tych
0séb, ze zbioru Z, ktére znaja jezyk angielski, X> tych, ktére znaja
francuski, X3 — hiszpaniski, X; — niemiecki.

a) Zaléimy, e X, = {A, B,C, D}, X, = {4, D}, X5 = {C},

X4 = {C, D}. W tym przypadku, jak latwo zauwasy¢, (B, 4, C, D)
jest poszukiwanym systemem reprezentantéw (w terminach naszego
przykladu osoba B powinna prowadzi¢ tlumaczenie na jezyk
angielski, A — na francuski, C' ~ na hiszpafnski, a D - na niemiecki).
Zatem dla danego ciagu zbioréw istnieje rozwiazanie i jest ono
jedyne (firma moze przyjaé zlecenie).

identyczne réwnanie rekurencyjne, jak
w przypadku krélikéw. Pozostaje okreslié
warunki poczatkowe: To = 2 (przyjmujemy
dziadkéw za O-pradziadkéw), T = 3

i jasne jest, Ze ogélnie zachodzi po prostu
T,-. = F n+3-

Problem 2.
Elfy skaczqc po schodach czasams

przeskakujq po dwa schodki. Na tle sposobéw
moze elf wskoczyé na n schodéw?

Tym razem od razu poddamy sie
i zaczniemy rozumowanie indukcyjne.
Oznaczmy przez E, liczbe sposobéw,

za pomocy ktérych elf moze wskoczyé
na n schodéw. Aby wskoczyé na n-ty
schodek, elf musi to zrobié ze schodka
n—11lubn—2. W izwiazku z tym
E.=E._1+ E._>. Zauwasajac jeszcze,
ie By =1, E; = 2 dostaniemy oczywista
odpowiedZ, e E, = Fp4,.

Problem 3.
lle jest eleganckich sposobow posadzenia
tgcznie n pari 1. pandw na podiuznej fawie.
Eleganckich, czyli takich, aby zadne dwie
panie nie stedzialy obok siebie (interesujg
nas jedynie réine wzajemne rozmieszczenia
parn { pandw, to znaczy interesuje nas tylko,
kidre miejsca sq zajete przez panie, a kidre
przez pandw).

Widaé, ze jezeli mamy do dyspozycji
samych panéw, to mozemy ich posadzié na
jeden sposéb. Jednsa pania z n — 1 panami
mozna posadzié na n sposobéw. Z dwiema
juz bedzie troche klopotu. Z trzema — tym
bardziej. Batwo zauwazyé, 7e pand nie moze
byé wiecej niz [n/2] ([z] — najmniejsza

liczba calkowita wieksza lub réwna z).

Rekurencja ze wzgledu na liczbe
paf przy ustalonym n jest trudna

do wyprowadzenia. Zastanéwmy sie
jednak, czy nie daloby sie przeprowadzié
rozumowania rekurencyjnego ze wzgledu
na n?

Oznaczmy przez S, liczbe takich
n-posadzen, ze Zadne dwie panie nie siedza
obok siebie i zalézmy, ze znamy S dla
wszystkich k < n. Zliczajac wszystkie
n-posadzenia musimy zdecydowad, czy na
n-tym miejscu bedzie siedziala pani, czy
tez pan. Jezeli pani, to na n — 1 miejscu
musi siedzie¢ pan, a na pierwszych n — 2
miejscach mozemy posadzi¢ dowolny

z Sp—2 ukladéw. Jeieli pan, to ze wzgledun
na to, Ze pan na n-tym miejscu nie

czyni Zadnego klopotu, widzimy, 7e na
pierwszych n — 1 miejscach mozemy uzyé
dowolny z S, ukladéw. Lacznie,




oczywiscie, znowu uzyskujemy
Spn=8.-1+ Sn—2. A poniewaz §; =2
i Sz = 3, wiec S,. = Fu+z.

Jezeli Czytelnik odniést wrazenie, ze kaide
rozumowanie rekurencyjne daje w wyniku
liczby Fibonacciego, to pragne go uspokoié,
%e nie jest az tak dobrze. Wystarczy nieco
zmienié kaidy z tych trzech probleméw
(np. dopudcié, aby elfy skakaly takze po
trzy schodki, albo rozwazyé posadzenia
przy okraglym stole), aby nie tylko
warunki poczatkowe, ale i same réwnania
wyszly inne.

Z liczbami Fibonacciego niewiele dzialo
sie przez pare wiekéw i oto francuski
astronom Jean Dominique Cassini (ten
od szczeliny w pierdcieniach Saturna)
udowodnil w 1660 roku bodaj pierwsze
twierdzenie o liczbach Fibonacciego:

Fo_1Fnyy — F2 =(-1)".
Tozsamoéé Cassiniego byla podstawa,

do skonstruowania ulubionego przez Lewisa
Carrolla paradoksu o rozciecin kwadratu. .

£
\

\\
0

Fn-4 Fn

Jezeli kwadrat o boku F,, = F,_} + Fn—_2
jednostek (w oryginale Carrolla n = 6)
rozetniemy wzduz zaznaczonych linii

i ulozymy z uzyskanych czeéci ,,prostokat”
- tak jak na rysunku, to zyskamy (dla

n parzystych) lub zgubimy (dla n
nieparzystych) jeden maly kwadracik.

W przykladzie z rysunku pole kwadratu
wynosi FZ = 64, pole zaé ,prostokata”:
Fy - Fs = 65, mimo iz ,prostokat”
zbudowaliSmy z tych samych figur. Rzecz
jasna, wyjadnienie tego paradoksu lezy

w tym, Ze w wyniku podanej konstrukeji
katy A'BC' oraz A'OD' nie sa réwne.

W rzeczywistodci wiec ,prostokat”

bedzie mial réwnoleglobokowa dziure

(o polu 1). A poniewaz, jak wynika

z tozsamodci Cassiniego, katy A'BC' oraz
A'OD' réinia sie bardzo niewiele, wiec ta
réwnoleglobokowa dziura bedzie bardzo
waska — praktycznie niezauwazalna.

b) Jednakze dla innego ciagu zbioréw (innego rozkladu znajomosci
jezykéw wéréd pracownikéw firmy), np. dla X; = {4, B,C, D}, -
X; = {D}, X3 = {C}, X4 = {C, D} nie istnieje system

reprezentantéw.

c) Z kolei moze sie zdarzyé, e dla pewnego ciagu zbioréw

istnieje wiecej niz jeden system reprezentantéw. Na przyklad dla
X, = {Br C, D}s Xz = {Al D}l X; = {C}: Xy = {Al C, D} mamy
dokladnie dwa systemy reprezentantéw: (B, A,C, D) i (B, D, C, A).

Widzimy wiec, ze istnienie systemu reprezentantéw zalezy od ciagu

rozpatrywanych zbioréw. Warunki, jakie musi spelniaé éw ciag, aby
istnial dlad system reprezentantéw, okreéla nastepujace twierdzenie
Philipa Halla.

Twierdzenie.
Na to, aby ciag zbioréw skoiiczonych X, X5, ..., X,, mial system
reprezentantéw, potrzeba i wystarcza, aby dla kazdego zbioru
indekséw I C {1,2,...,n} spelniony by} nastepujacy warunek
(warunek Halla):

Ux

el
(|X] oznacza liczbe elementéw zbioru X).

2 |1

Zauwazmy, ze w sytuacji b), dla ktérej nie istnial system
reprezentantéw, warunek Halla nie byt spelniony, bo
[XQUX3UX4| = |{2,3,4}| =3.

Naturalne staje sie obecnie pytanie o mozliwoéé ewentualnych
uogdlnien powyiszego twierdzenia. Otéz istnieje taka ,nieskoriczona”
wersja twierdzenia Halla, mianowicie:

Dowolna indeksowana rodzina zbioréw skoriczonych (X;)icr ma
system reprezentantéw wtedy i tylko wtedy, gdy kazda jej skoriczona
podrodzina (X;);cs, gdzie I jest skoriczonym podzbiorem T, spelnia
warunek Halla.

Powyzsze twierdzenie przestaje, niestety, byé prawdziwe, gdy

cho€ jeden ze zbioréw X, jest nieskoriczony. Nie znamy takze
zadnych warunkéw koniecznych i dostatecznych na istnienie systemu
reprezentantéw dla dowolnej rodziny zbioréw.

Twierdzenie Halla okreslajac warunki istnienia systemu
reprezentantéw odpowiada w zasadzie na postawiony przez nas
problem. Jest to twierdzenie waine, a zarazem piekne dzieki swojej
prostocie. Nie ma ono jednak wiekszego znaczenia z algorytmicznego
punktu widzenia, bowiem sprawdzenie warunku Halla wymaga
rozwazenia wszystkich 2" mozliwych podzbioréw zbioru indekséw
{1,2,...,n}. Twierdzenie to jest nieefektywne, tzn. méwi, przy
jakich zalozeniach istnieje system reprezentantéw, ale nie wskazuje
sposobu jego wyznaczenia. Najszybszym znanym algorytmem
konstruujacym system reprezentantéw dla danego ciagu zbioréw,

o ile taki system istnieje, jest algorytm Hopcrofta-Karpa. Problem
ten mozna réwniez rozwiazac sprowadzajac go do wyznaczenia
maksymalnego przeplywu zero-jedynkowego w odpowiedniej sieci
(zainteresowanych odsylam do literatury, tam tez mozna znalez¢
dowody przytoczonych twierdzen).



Twierdzenie Halla ma jednakze znaczenie nie tylko poznawcze czy
estetyczne. Jest ono uzytecznym narzedziem wykorzystywanym
w dowodzeniu innych wainych twierdzei. Takim klasycznym
zastosowaniem uogélnionej wersji twierdzenia Halla jest dowéd
réwnolicznosci baz przestrzeni liniowej, ktéry zamiescimy na
zakoriczenie.

Twierdzenie. :

Niech L bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, a X i Y dwiema
bazami tej przestrzeni.

Bazy te sa réwnoliczne, tzn. | X| = |Y|.

Dowdéd.

Kazdy wektor z € X ma przedstawienie (jednoznaczne) postaci

n

3 aiyi, gdzie y; €Y, a; € K, a; # 0. Oznaczmy przez Y, te
welkt.ory z bazy Y, ktére wystepuja w rozwinieciu wektora z
wizgledem bazy Y (tzn. Y, = {y1,¥2,.-.,¥yn}). Okazuje sie,

ze kazda skoriczona podrodzina rodziny zbioréw (Y. ).ex spelnia
warunek Halla. Gdyby tak bowiem nie bylo, to mielibySmy

Yz, UYz, U...UY,, | <k dla pewnego ciagu z1, z2,. .., Zk,
co oznaczaloby, ze kaidy spoéréd liniowo niezaleznych wektoréw

z, Z2,...,Zx Wyraza sie jako kombinacja liniowa wektoréw ze
zbioru co najwyzej k — 1-elementowego ¥, UY,, U...UY;,, co jest,
oczywiscie, niemozliwe.

Istnieje zatem system reprezentantéw dla rodziny (Y;).ex, czyli
istnieje pewna réznowartoéciowa funkcja f : X — Y. Wobec symetrii
zagadnienia istnieje réwniez réznowartoéciowa funkcja g: ¥ — X.
Zatem na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina | X| = |Y|.

c.b.d.o.

Literatura:

W. Lipski, Kombinatoryka dla programistdw, WNT, Warszawa 1989.
W. Lipski, W. Marek, Analiza kombinatoryczna, PWN, Warszawa
1986. :

Méwimy, ze dwa zbiory A i B sa réwnoliczne, jezeli istnieje odwzorowanie
f:+ A — B réznowartodciowe i na. A wiec kaidy punkt a zbioru A zostatl
polaczony w pare z dokladnie jednym punktem f(a) zbioru B i kazdy
punkt b zbioru B zostal polaczony z dokladnie jednym punktem f~'(b)
zbioru A. Jezeli zbiory A i B sa skoficzone, to takie polaczenie w pary
jest mozliwe jedynie w przypadku, gdy zbiory A i B maja tyle samo
elementéw. A wiec pojecie réwnolicznodci jest uogélnieniem pojecia réwnej
liczby elementéw na przypadek, gdy zbiory sa dowolne — skoriczone lub
nieskoriczone.

Twierdzenie Cantora-Bernsteina brzmi tak:

Jedli zbiér A jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem zbioru B, zbiér B
zad jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem zbioru A, to zbiory A i B sq
rédwnoliczne.

Intuicyjnie twierdzenie to jest cczywiste. Mozna je bowiem - uzywajac
jezyka obrazowego — przeformulowad tak:

Jedli zbiér A ma nie wigcej elementsw niz zbidr B, zbiér B zad ma nie
wigcej elementéw niz zbidr A, to zbiory A i B majq tyle samo elementéw.

Kolejna ciekawa wlasnodcia liczb
Fibonacciego jest istnienie granicy
lim Fn41/F,. Granica ta wynosi

n—oo

¢ = (V/5 4 1)/2, zbieinoéé za$ jest bardzo
szybka. Liczba ¢ sama w sobie kryje wiele
tajemnic, m.in. wyraza tzw. zloty stosunek
dajacy mile dla oka proporcje ksztalttu
prostokata. Proporcja ta byla czesto
uzywana przez starozytnych artystéw.

Liczby Fibonacciego do dzié kryja w sobie
wiele wciaz odkrywanych faktéw. Ukazuje
sie nawet pismo Fibonacci Quarterly,

w ktérym co kwartal publikowane sa nowe
wyniki dotyczace tych liczb. Zaskakujace,
ie dopiero w 1972 roku E. Zeckendorf
udowodnil nastepujaca ciekawa, a zarazem
elementarna wlasnodé liczb Fibonacciego:
Twierdzenie. Kazda liczba naturalna n ma
jednoznaczne przedstawienie w postaci

n="F +Fey +...4 Fi,,

gdsie Ry > ki ® ... P kPO,

symbol zad 1 > j oznacza, ze 1 > j + 1.
(Ostatnia nieréwnoéé pozwala na uzywanie
tylko jednej jedynki: F;.)

Innymi slowy - liczby Fibonacciego moga,

sluiyé jako baza binarnego systemu

pozycyjnego. Rozwiniecie kazdej liczby n

bedzie w tym ukladzie takim ciagiem zer

i jedynek, ze 2adne dwie jedynki nie beds

sasiadowaly, zaé na 1 — 1 miejscu od prawej

wystapi jedynka wtedy i tylko wtedy,

gdy liczba F; wystepuje w rozwinieciu

z twierdzenia Zeckendorfa. Dla przykiadu
50 = 34 + 13 + 3 = (10100100) .

Algorytm zamiany liczb na uklad
Fibonacciego jest prosty: nalezy do
rozkladu braé jak najwieksze liczby
Fibonacciego, na ktére jest jeszcze miejsce.

Poniewaz kazda liczba Fibonacciego F,,
ma rozklad 100...000, wiec jest jasne,

N,

n=32 ser

%e musimy umieé zapisaé liczby mniejsze
od F, (lacznie 2z zerem jest ich F,,) na
n — 2 pozycjach. Przypomnijmy sobie,
ile jest takich ciagéw zerojedynkowych
o n — 2 elementach, ze Zadne dwie jedynki
nie wystepuja kolo siebie. Oczywidcie,
jest ich tyle, ile jest posadzen pan
(jedynek) i panéw (zer) na lawie przy
n — 2 nakryciach tak, aby Zadne dwie
panie ze soba nie sasiadowaly, czyli
wladnie F,,. Wykazaliémy wiec, ze nan — 2
pozycjach jest wystarczajaco duzo miejsca
do reprezentacji F,, liczb za pomoca,
neleganckich” ciagdéw zerojedynkowych.
Aby udowodni¢ twierdzenie Zeckendorfa,
wystarczy wykazad, ie po pierwsze




— maksymalng liczba reprezentowalna na
n — 2 pozycjach w ukladzie Fibonacciego
jest F,, — 1, a po drugie — ze kazde dwa
rézne ,eleganckie” ciagi zerojedynkowe
wyznaczaja rézne liczby w ukladzie -
Fibonacciego. Elementarne te fakty
pozostawiamy bez dowodu, aby nie psué
do korica Czytelnikowi przyjemnoéci
odkrywania praw dotyczacych liczb
Fibonacciego.

W kaidym w miare normalnym ukladzie
pozycyjnym do przyjemnosdci nalezy
wykonywanie dzialaf sprowadzajacych

gsie do dopisywania zer na koricu liczb
bad# skreélania tych najmniej znaczacych
cyfr. Odpowiada to zazwyczaj mnozeniu

i dzieleniu przez baze ukladu. Czemu
odpowiadaja te operacje na liczbach

w ukladzie Fibonacciego? Oczywidcie,
przesunieciu indekséw o jeden w prawo lub
w lewo. Ze wzgledu na to, de Fpy1 =~ ¢F,,
dopisanie zera na koricu liczby bedzie
odpowiadalo pomnozeniu, a skreslenie
ostatniej cyfry — podzieleniu przez wartodé
bliska, ¢. Spytamy si¢ natychmiast,

do czego moze sie przydaé mnozenie

i dzielenie przez ¢7

Okazuje sig, ze catkowicie przypadkowo
jedna mila angielska to 1,609344 km,
podczas gdy ¢ ~ 1,618034 — czyli

bardzo podobnie. Mozemy wiec uzyé

tej niezwyklej reprezentacji do szybkiej
przyblizonej zamiany kilometréw na

mile i na odwrét. Dla przykladu:
jedziemy samochodem po autostradzie

w Stanach Zjednoczonych i widzimy
ograniczenie do 55 mil (bardzo czeste
ograniczenie). Szybko rozwijamy 55

w ukladzie Fibonacciego (akurat 55

jest dziesiata liczba Fibonacciego)

i przesuwamy o 1 dostajac 89 km. Blad

- mniejszy od 0,5. Na odwrét — chcemy
sie dowiedzied, ile to jest w milach 30 km?
Prosze bardzo! 30 = 21 + 8 + 1. Bierzemy
liczby Fibonacciego z indeksami o 1
mniejszymi, czyli 13 4+ 5 + 1 = 19 mil (przy
tej metodzie ostatnia jedynke zostawiamy
ze wigledu na to, ze F) = 1).

Inna, bardzo ciekawa wlasnoéé liczb
Fibonacciego dotyczy ich podzielnosci:

NWD(F,., Frn) = Fawp(n,m) s
czyli — innymi stowy — najwiekszy wspdlny
dzielnik dwéch liczb Fibonacciego jest
réwniez liczba Fibonacciego o indeksie
réwnym najwiekszemu wspSlnemu
dzielnikowi ich indekséw. Twierdzenie to
zostalo uiyte w 1970 roku przez Jurija
Matiasewicza przy dowodzie bardzo
wainego twierdzenia méwiacego, Ze nie

Czy matematyk musi by¢ ateista?

W literaturze polskiej (i w ogéle slowiariskiej) korica XIX wieku

1 pierwszej polowy XX wieku doéé czesto trafiajacym sie sztafazem
jest male miasteczko. Warto przywolaé i dzis jego obraz przed
oczy, a to dlatego, ze wracaé przeciez mamy do dawnych, dobrych,
sprawdzonych sytuacji, a jeszcze bardziej dlatego, ze juz za dwa
lata o$wiata przestanie wreszcie ciazyé na barkach pafistwa i bedzie
w rekach gmin (a wiec w przewazajacej czesci wlasnie malych
miasteczek).

Z bogatego, kolorowego pejzazu lksinowéw, P-skéw czy jak tam

im bylo, chce przywolaé tylko jeden element. Otéz czestym
skladnikiem takiego malomiasteczkowego zycia byla malutka

grupka miejscowych ateistéw. Jedli wierzy¢ literaturze, nalezal tam
przewaznie (z niewiadomych powodéw) szewc, aptekarz, rzadziej
lekarz i bardzo czesto matematyk — profesor miejscowego gimnazjum.
Zbierali sie¢ owi ateisci u ktéregoé z nich i, jak sadzila miejscowa
spolecznoéé, przewaznie raczyli sie ré6znymi nalewkami. Autorzy
opisujacy t¢ prowincje mieli do powolywanych przez siebie do zycia
ateistéw stosunek pelen poblazliwej zyczliwodci, a to giéwnie dlatego,
ze w dobrym tonie bylo potepianie dewocji i chwalenie wszystkiego,
co sie jej przeciwstawialo.

Oderwijmy sie jednak od minionej rzeczywistoéci prowincjonalnej

i zastané4wmy sie, dlaczego wéréd ateistéw tak chetnie wymieniany
byt matematyk (o ile pamietam, ten z Szatana z siddmey klasy tez
ma ten grzech na sumieniu)? A moze rzeczywiscie bylo cos takiego,
co prowincjonalnego matematyka ku ateizmowi popychalo?

Istotnie, coé takiego bylo. Autorem owego czegos byl zyjacy sto

lat weczedniej od naszych bohateréw Pierre Simon (de) Laplace.
Napisalem de w nawiasie nie bez powodu. Laplace byl bowiem
charakterologicznie (przepraszam za rusycyzm) bohaterem naszych
czaséw. Juz na studiach zaskarbil sobie uznanie d’Alemberta (a wiec
éwezesnej opozycji), co dalo mu profesure w szkole wojskowej

w Paryzu, by wystartowaé stamtad do funkcji urzedniczych

przy Ludwiku XVI. Podczas rewolucji (jako syn drobnego
wlasdciciela ziemskiego) organizowal z Lagrange’m Ecole Normale

i Ecole Polytechnique, by potem staé sie ulubionym uczonym
Napoleona i nastepnie (jako syn drobnego wlasciciela ziemskiego)
Ludwika XVIII. Stowem {atwos¢ zmiany przekonan ulatunia mu
uprawiante czysto matematyczne) dzialalnosct niezaleznie od zmian
politycznych (to cytat ze Struika).

To, co nas tu interesuje, zawarte jest w jego monumentalnym dziele
Meécanique celeste, a mozna to zaprezentowad cytatem:

Inteligencya, kidra by w danym momencie znala wszystkie sily
ozywiajqce nature oraz wzajemne polozenia bytéw tworzacych ja

1 przy tym bylaby dostatecznie wielka, by dane te poddac analizre,
moglaby w jednym wzorze objaé ruch najwiekszych cial Wszechswiata
1 naymniejszych atomdw: nic nie byloby dla niej niepewne © mialaby
przed oczyma zardwno przyszlodé, jak przesziosé. Umysi ludzky

daje slabe pojecie o tej inteligencyy, ktdrey doskonalosé mozna bylo
osiqgnal tylko w astronomais.

Cytat ten nie wydaje sie wyznaniem wiary ateisty. A jednak
(zupelnie bez intencji autora) stal sie wyznaniem wiary
konsekwentnie ateistycznego ruchu filozoficznego, ktéry zwie sie
determinizmem. Jes$li bowiem pelna znajomosé stanu rzeczy pozwala
(to niewazne, ze nie nam) przewidzieé wszystko i to dowolnie
dokladnie, to wéréd jednoznacznie zdeterminowanych obiektéw
znaleZ¢ sie musimy i my sami. A tym samym nasza dusza



* istnieje algorytm pozwalajacy na
sprawdzenie, czy dane réwnanie
algebraiczne o wspélczynnikach
calkowitych (dowolnej liczby zmiennych

i dowolnego stopnia) ma rozwiazanie

w liczbach catkowitych. Twierdzenie to
jest negatywnym rozwiazaniem dziesiatego
problemu Hilberta.

nieémiertelna istnie¢ nie moze, gdyz pozbawiona wolnej woli

(jako zdeterminowana) bylaby obiektem $miechu wartym.

Nie ponosilibysmy zadnej odpowiedzialnosci za nasze grzechy,

bo bylyby one na nas wymuszone przez nieunikniona koniecznodé itd.

Determinizm, jako kierunek intelektualny, cieszyl sie sporym
wizieciem wéréd uczonych drugiej polowy XIX wielu (szczegblnie
wéréd matematykdw 1 fizykdw stosujacych jego najsprawniejsze
narzedzia — réwnania rézniczkowe i mechanike analityczna). I zgasl
z koricem stulecia, gdy jego wielbiciele badZ wymarli, badZ zdali
sobie jJasno sprawe, Ze grzesza najciezszym grzechem w religiach
judejsko-chrzescijanskich, czyli pycha (dla tej czeéci w 98%
katolickiej publicznoéci, ktéra nie wie, ze pycha jest najcigzszym
grzechem, objasniam, Ze za to szatan zostal wykluczony z grona
anioléw i stracony z Nieba).

Teraz, kiedy juz chyba zgodzimy sie,

ze liczby Fibonacciego sa ciekawe, a poza
tym rozwiazania calkiem normalnych
probleméw wyrazaja sie wygodnie za ich
pomoca, powstaje pytanie, czy rzeczywiscie
nie ma jakiegosd sposobu, aby wprost,

bez rekurencji, méc obliczyé n-ta liczbe
Fibonacciego?-

Jednak w naszych prowincjonalnych miasteczkach (podwdjnie
prowincjonalnych, bo w Europie Wschodniej) determinizm przetrwal, :
ito za sprawa matematykéw, o pél stulecia dluze;j.

Ot6% juz w XIX wieku zostal udowodniony
przez J. Bineta przyprawiajacy o zawrét
glowy wzér

e (52 (529)

Az trudno uwierzyd, Ze wzor ten moze
w wyniku dawaé dla kazdego n liczby
naturalne. d

Tak wiec nie martwmy sie. Matematyk (nawet uprawiajacy réwnania
rézniczkowe) nie musi by¢ ateista. Wystarczy tylko, by uwierzyl,

Ze on i jego matematyka nie sa w stanie przy zadnej bazie danych

i przy zadnej mocy obliczeniowe] objagnié calosdci éwiata. Tylko, cay
taka rezygnacja z potencjalnych choéby mozliwosci uprawianej nauki
nie okalecza czlowieka bardziej niz ateizm?

Marek KORDOS §

i Zadania

Redaguje Michal WOJCIECHO WSKI

M 822, Na okregu napisano 50 liczb. Kazda z nich jest réwna 1 lub —1. Nalezy
obliczy¢ ich iloczyn zadajac pytania o iloczyny trzech kolejnych liczb. Jaka najmniejsza
liczbe pytari trzeba zadad?

Rozwiazanie na str. 12

M 623. Na rzece o szerokosci 100 m (brzegi rzeki s liniami prostymi) znajduje sie
pewna liczba wysp o lacznym obwodzie 800 m. Udowodnié, Ze ruszajac z dowolnego
punktu na jednym brzegu mozna przeplynaé 16dka na drugi brzeg po drodze nie
dluiszej niz 300 m.

Rozwiazanie na str. 12

M 624. Na obwodnicy (droga w ksztalcie petli) znajduje sie pewna liczba stacji
benzynowych zawierajacych w sumie iloéé paliwa wystarczajaca dla zrobienia
samochodem jednej petli. Udowodnié, Ze istnieje taka stacja, ze podstawiony pod nig
samochéd z pustym bakiem bedzie mégl przejechaé cala obwodnice.

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Jarostaw KULPA

F 327. Oszacuj, ile razy drednia droga swobodna s elektronu w miedzi

w temperaturze £ = 20°C jest wigksza od odleglodci miedzy najblizszymi atomami.
Dane dotyczace miedzi: gestodé d = 9- 10° kg/m?®, opér whadciwy p = 1,55 - 10~2 {I-m,
masa molowa y = 0,064 kg/m3, sie¢ jest plasko centrowana (cztery atomy

na komérke).

Rozwiazanie na str. 11

F 328. Oceri rzad wielkodci minimalnej predkodci v, jaka moga mieé jony chloru
w krysztale soli kuchennej w poblizu temperatury zera bezwzglednego. Stala
sieci NaCl: a = 5,6 A, masa molowa Cl: y = 0,035 kg/mol.

Rozwiazanie na str. 12




Bedziemy rzucali kamieniem. Poziomo i bardzo,
bardzo daleko. Musimy jednak poczynié pewne
zalozenia upraszczajace nasze zadanie (fizycy
zawsze tak robig). Po pierwsze zakladamy, ze na
kamieri nie dziala opér powietrza. Po drugie za$
zakladamy, ze kamien nie napotka na drodze
zadnej przeszkody: drzewa, domu, roztargnionych
przechodniéw (odpukaé w niemalowane) i wielu
innych. Poniewaz bedziemy rzucali naprawde
bardzo daleko, wiec oba te zalozenia sa bardzo
istotne.

No to zaczynamy rzucaé. Rzuémy kamieri
poziomo z wysokosci h i z dosy¢ mala predkoscia,
poczatkows tak, zeby upadl niedaleko.

=

ooppoooooOo0CID

ooooo00Dao!

Mala delid

Rzut kamieniem na orbite

Na kamien dziala przyspieszenie ziemskie g.
Wobec tego, jesli przez t oznaczymy czas, jaki
uplynie od chwili wyrzucenia kamienia do
momentu jego upadku, to, jak wiadomo,

e A
h—zgt 3
Skad
pisip
g

Stad zas wynika, Ze w ciagu tego czasu kamier
przeleci w poziomie droge dlugosci

|2h
8§ =y —.
g

Zalézmy teraz, ze rzucamy kamieniem z bardzo
duza predkoscia poczatkowa v tak, ze kamieni
przeleci co najmniej kilkadziesiat kilometréw.
W tym przypadku odleglosé, w jakiej upadnie
kamien, nie bedzie si¢ juz wyrazala powyzszym
wzorem, gdyz istotna role zacznie odgrywad
kulisto$é Ziemi.

Rys. 1



Po czasie
e
g

tor kamienia przetnie (w punkcie C) linie prosta
- styczna w punkcie A do powierzchni Ziemi.

~tor kamienia
g

/\C

=
/B

do &rodka ;f
[ SIEmG /do srodka
| ! Ziemi 0O

!
| /

Rys. 2. |[AC| = s = vy /2%, | AC| jest styczna do
powierzchni Ziemi w punkcie A. |AO| = |BO| =r
- promien Ziemi, ZAOB = a — bardzo maly kat,
O - drodek Ziemi.

Co prawda, podobnie jak poprzednio,

|AC|=v,/?f,
g

lecz tym razem po przebyciu tej drogi kamien nie
upadnie na Ziemie, ale nadal bedzie sie znajdowal
w powietrzu, bo Ziemia juz zdazyla ,zakrecié

w déP.

Obliczmy, na jakiej wysokosci bedzie znajdowal
si¢ kamien po doleceniu do punktu C, czyli
obliczmy |BC|. Skorzystamy w tym celu

z pewnej wlasnosci bardzo malych katéw. Jezeli
w tréjkacie réwnoramiennym XY Z (rys. 3) kat g
Jest bardzo maly, to mozemy pisaé w przyblizeniu
|Y'Z| = Bl (kat B jest wyrazony w radianach).

Z
X F-—ﬁf/A—]_}ﬁl
- l p

Rys. 3

Powréémy teraz do naszego zadania. Przyjmijmy
oznaczenia takie jak na rysunku 2. Otéz

/BAO = ”;"‘,
skad
;_'CAB:;_".

A poniewaz tréjkas ABC jest prawie
rownoramienny i kat CAB jest bardzo maly, wiec

|BC| = %3.
Ale tréjkat AOB tez jest réwnoramienny, wiec
£=[AB]| =%y
czyli
s
a=—,
v
skad-
s?2  vih
|BC| = = g
Czy mozliwe jest, aby |BC| = h? Sprawdimy:
vh _
rg
skad ;
v=,/rg.
Mozliwe!

Ale co to oznacza? Oznacza to, ze jezeli rzucimy
kamieniem z predkoscia v = ,/rg, to mimo iz
przeleci on kilkadziesiat kilometréw, bedzie lecial
caly czas na tej samej wysokosci! A wiec nigdy
nie spadnie! Czyli bedzie latal dookola Ziemi.
Oznacza to, ze latanie po orbicie to nic innego
Jak nieustanne spadanie, z tym ze spadanie jest
réwnowazone przez ,zakrecanie Ziemi” 1 wskutek
tego kamien nigdy nie spadnie na Ziemie.

Powréémy na koniec do dwéch zalozen, ktére
poczyniliSmy, a wiec do zaniedbywania oporéw
powietrza i nienapotykania przeszkéd.

Jezeli przyjmiemy, ze wysokosé h jest réwna

np. 1000 km, to, oczywiscie, oba te zalozenia beda
spelnione. A przeciez na takiej i na wiekszych
wysokosciach lataja sputniki.

No i juz na sam koniec obliczmy konkretna
wartodé liczbowsa predkosci v. Poniewas

na powierzchni Ziemi g = 9,81 m/s?, za$

r = 6370 km, wiec v = ,/rg = 7,9 km/s. A wiec
tyle, ile jest podawane w podrecznikach fizyki.
Predkosé ta nosi nazwe pierwszej predkosci
kosmiczne;.

Malg Delte przygotowal Piotr HAJLASZ



X Zadania z matematyki nr 235, 236 Redaguje Marcin E. KUCZMA

286. Okregi k i k' 83 styczne zewnetrznie. W okrag k wpisano tréjkat
= réwnoboczny ABC. Na okregu k' tak obrano punkty A', B, C’, ie proste AA', BB',
i CC' 83 styczne do k'. Dowiedé, ze dlugoéé jednego z odcinkéw AA', BB', CC' réwna
® sie sumie dlugoédci pozostalych dwéch.

236. Dla kazdej liczby naturalnej n wyznaczyé wszystkie funkcje f, okredlone
Termin nadsylania rozwiazan: na zbiorze M = {0,1,...,n}, o wartodciach w tym samym zbiorze, spelniajace
31V 1992  pagtepujacy warunek: dla kaidego m € M istnieje dokladnie f(m) réinych liczb
Lista uczestnikéw ligi zadaniowej  k € M, takich ze f(k) = m. [Réwnowaznie: f(m) = |f"'({m})| dla m € M, gdzie | X|

Klub 44 M oznacza moc (liczbe elementéw) zbioru X.|
po uwzglednieniu ocen rozwiazaf Zadanie 286 zaproponowal Czytelnik z Warszawy, pragnacy zachowaé incognito.
zadafi 221 (WT=3,38) i 222 (WT=1,35) ¥ 2
z numeru 5/1991 Rozwiazania zadaf z matematyki z numeru 10/1991
Pawel Kubit y - Krosno 43,17 Przypominamy treéé zadan:
Krzysztof Zawislawski- Warszawa 1-42,82
;?;;f"‘;:n“kl = ;::"':I; gen. “:o":: 227. Na bokach BC i AC tréjkata ABC tak obrano punkty P i Q,
Tomasz Wietecha - Tarnéw 3?:4! ne |LBAP| . ]LBA'CI = !"-ABC‘N : i"iABC"| DOWi?gf, e jeﬁi |Ac| 2 IBCl‘ to IAPl 2 |BQ|
Jan Clach - Ostrowiec Sw. 2-36,75 . X 2 o - ' -
Leszek Krawczyk - Wiodawa 36,37 228. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W (z) spelniajace toisamodciowo réwnanie
Mirostaw Matlaga - Skoczéw 3559 (z — 1)W(z+1)=(z+ S]W{z — 1}.
Andrzej Bonk - Chelmia 3-33,92
Jerzy Mlikuta — Zielona Géra 2-33,87

ooy 13206 227. Miary katéw wewnetrznych tréjkata ABC oznaczmy odpowiednio przez a, f§, 7.
Ornatowice 32,51 Zakladamy, ge |AC| > |BC|; zatem a < f. Zgodnie z zalogeniem, istnieje taka liczba ¢t > 0,

Marek Pranza :;::‘;'n ::::‘:: te ILBAPI =tai ILABQI = tﬁ'
Eukasz Wiechecki Lk itca 23 06 Oznaczmy przez B'i Q' punkty symetryczne do B i Q wzgledem dwusiecznej kata BCA

Marek Karaf Tarnéw 28,62 (rys. 1); przez P' oznacemy punkt symetryczny do P wegledem symetralnej boku AB (rys. 2).
Krystyna Witek - Ostréw Maz. 1-27,51
Ryszard Pagacsz — Zawadzkie 2-37,16
Andrzej Kondracki - Bialystok 26,60
Henryk Mikolajczak Walbrzych 1-36,04
Janusz Olszewski Suwalki 25,73
Leszek Gasifiski Stalowa Wola 24,35
Krzysztof Jedzinlak Katowlice 2-24,32
Henryk Kornacki - Angustéw 1-23,69
Tomasz Seymeczyk — Bielsko-Biala 1-23,06
Krzysztof Zapisek - Warszawa 23,91
Wojciech Skut Warszawa 32,43
Jerzy Janowicz Bolestawiec 7-23,08
Tadeusz Jézefczyk - Poznafl 2-21,36
Adam Czornik -~ Bytom 1-20,43

Anna Gluza
Leszek Krzywonos
Piotr Kumor

]

Rys. | Rys. 2

Legenda (przyktadowo): stan konta 7 — 22, 08

oZnacsa, de uczestnik jui siedmiokrotnie = ~ = = &  Fa L B =

Nobot 28 weabt e s betitasy (Gosbe) Nlech‘ X bedm.e ta'klm pqutem prosteJ‘BC,.ze AX | B'Q' i niech Y bedzie punktem
rundzie ma 22,08 punktdw. przeciecia odcinkéw AC i BP'. Zauwasmy, ze

Zestawienie obejmuje wszystkich nczestnikéw IBQi = IB'Q'1 < IAX| orag !API = IBP" e |BY| .

ligi, kt6rzy speiniaja nastapujace dwa = . 3

warunki: Dla ugyskania tezy zadania wystarczy wiec, by zachodzila jedna z nieréwnosci:
- stan ich konta (w aktualnie wykonywane]

rundszie) wynosi co najmniej 20 punktdw; (1) |AX| < |AP|; réwnowasnie: |/APX|<|ZAXP|

= przystali rozwiazanie przynajmniej jednego

zadania z rocznika 1989, 1990 lub 1591, lub

Zaprzestajemy wiec drukowania nazwisk (2] |BY| > ]BQli réwnowagnie : |£BQY| > |£ BYQ| £

tych nczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga

trzy lata temu (lub dawniej); oczywidcie, Mamy nastepujace réwnosci katéw:

jefli ktokolwiek =z nich zdecyduje siq wréci¢

do naszgych matematycenych lamigidwek, IKCAP| = {l = t}a, ]ZCAXI = r[CB'Q’I = |LCBQ| = {1 = t]ﬂ (rys, l)
jego nazwisko wréci na liste. Serdecznie

zapraszamy! oraz

Weterani Klubu 44M (w kolejnodci = — _

usyskiwania statusu Weterana): |LABQ|=1tB, |LABY|=|LBAP|=ta (rys.2).

J. Janowicz (7), P. Kamifiski (5), Wrynika g nich, ge

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal (3), |{CAP| < |LCBX| oraz |LABQ|>|LABY]|.

T. Rawlik (3), M. Mazur(3), A. Bonk (3), . _ . ”

K. Serbin (3) Zatem punkt P lezy na odcinku CX, a punkt Q lezy na odcinku CY. Wobec tego

(cyfra w nawiasie waskazuje, ile razy

uczestnik przekroczyl barierq 44 punktdw). ILA‘le s !lAPBl o 1800 S f[ABCl .3y ILBAPI = 1800 = ﬁ by tﬂ.
Pozostall czlonkowie Klubu 44M |£AXP| = kéB'Q'C[ — ILBQC[ = ILBAQI + |£ABQI =a+tf,

{alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk

figurujacych na lifcie powyiej): |£BQY| = ILBQA! = 130° — }[CABI - ILABQI = 180"’ g tﬂ,

Z. Bartold (2), T. Biegafiski (1),

W. Boratyfiski (1), M. Crerniakowska (1), |£BYQ|=|LCAB|+ |LABY|=a+ta.

: ::; ;;’; k(llz.”hl ';'c:::a?{)i)_ A zatem nieréwnodci (1) i (2) sa odpowiednio réwnowazne nastepujacym nieréwnoéciom (1)
. Grzesiak (1), K. Hryniewlecki (1), i (2’):

. Jachacy (1), P. Jadrzejewicz (2),

. Kasprzak (2), T. Komorowski (3), (1) 180° - f —ta< a+tf, ceyli tla+pB)2>1,

Koza (2), A. Krzysztofowicz (1),

. Kurpiel (2), A. Langer (1), R. Latala (1), ! Q- - i — 3

- Matopolski (2), J. Maddziak (1), (2 } S £ tﬁ ceat tﬂl CS)']I t[a e ﬂ) S z i ('8 ﬂ)

. Marczak (1), R. Mazurek (1), Jedna 2 nich jest na pewno spelniona. Koficzy to dowdd.

. Mikucki (1), J. Milczarek (1),

. Mitraszewski (1), W. Olszewski (1), = H = H 7 = i - =
Lt e, 228. Kiadaf: z= lf a n’asl:epm.e z'—. 3, s‘stw.;erdr.a.nmy, ze W(O] =0iW(-2)=0. Zatem

. Roman (1), A. Ruszel (1), S. Solecki (2), Na mocy twierdzenia Bézouta istnieje taki wielomian V (z), ze W(z) = z(z + 2)V (z).

. Surduka (1), A. Smolczyk (1), Wstawiamy to do wyjéciowego réwnania i uzyskujemy zwiazek V(z + 1) = V(z — 1) (spelniony
. Szymczyk (1), K. Trautman (1), . . - - .
WALk (1) A Wyiew (1), Mo Eajaci 1) tozsamodciowo). Stad V(z) = const i W(z) = cz(z + 2). Bez trudu sprawdzamy, ze kaidy

. Zakrzewski (2), Z. Zans (1). wielomian tej postaci spelnia podane réwnanie.

MUENZEREZ-UNREITY
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Croldéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadar 119 (WT=2,45) i 120 (WT=3,15)
% numeru 5/1991

Adam Sikorski - Lublin 34,68
Pawel Perkowski - Szczecin 32,65
Andrze] Borowski- Aleksandréw K. 17,33

Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po 120 zadaniach

obejmnje nczestnlkdw spetniajacych jeden

% ponitszych warunkdw:

= praysiall rozwlazanle co najmnle] jednego
zadania w latach 1989 - 1991 i maja

co najmnie] 20 punktdw lnb sa czlonkaml
Klubu &44F (cyfra przed kreska oznacza, ile
razy uczestnik zdobyl jut 44 punkty).

~ preystali rozwiazanie co najmniej jednego
zadania w rokn 1991 | maja co najmniej 10
punktdw.

Pawel Koczyfiakl - Warszawa 39,57
Wojclech Pelsert -~ Wroclaw 35,31
Piotr Bala = Torud 3-35,27
Adam Sikorski - Lublin 3-34,68
Pawel Perkowski - Szczecin 1-332,65
Mariusz Bogacs - Pifdczdw 28,86
Jacek Stelmach - Zabrze 1-29,44
Marek Karaf - Tarndw 39,30
Dzieriyslaw Lipniacki- Lublin 3-25,46
Anna Gluza - Toruf 1-24,35
Andrzej Bonk = Chelmza 23,22
Boguslaw Mikielewlicz — Brodnica 1-21,99%
Andrzej Borowski ~ Aleksandréw 1-17,33
Andrze] Nowogrodzkl — Choclandw 12,08
Jacek Pilotrowski - Rezszdw 10,03
Leszek Motyka - Krakéw 1- 2,00
Aleksander Surma - Myszkdw 3- 1,53
Roman Musial - Katowice 1- 4,40
Wiestaw Kacprzak - Krakéw 1- 2,47
Jerzy Lipkowskl - Elblag 2- 1,50
Tomaszs Wietecha - Tarndw 1- 1,45
Przemystaw Gworys - Czastochowal- 1,13

Pozostali czlonkowie Klubu 44F

w kolelnodcl zdobycia tytulu (liczba

w nawiasach oznacza wielokrotnodé
preekroczenia 44 punktdw:

Tomasz Rawlik (1), Robert Repucha (1),
FPiotr Wach (1), Leszek Szalast (1).

@

Rozwliazanie zadania F 827. Jeieli

do przewodu o dlugoéci { prayloiymy
napigcie 7, to elektron bedzie poruszal
si¢ 7 prayspieszeniem a = in’r:- Srednia
predkodé unoszenia v = %ar. T — CRAS
migdzy kolejnymi zderzeniami

z atomami sieci; prad I = envS, gdzie
n = fﬁ‘A koncentracja wolnych

[
elektrondw, 5 — przekrdj przewodnika,

N4 — stala Avogadro. Pordwnujac
wyragenie na I z prawem Ohma
[ = %—T' K = pf;] otreymujeimny

zaleinodé r = 3M W rzeczywistodei

elektron porusza

i¢ z duzo wicksza

predkodcia termiczna vy = £, ktéra nie

ma preferowanego kierunku, Poniewas
2

mu

—_—t = %RT, droga swobodna jest dana

2

Stala sieci wynosi a =

=63 A.

wirorem a

L =36A,
odleglodé miedzy najblizszymi atomami
zad ¢ = ;3&,1 = 2,6 A. Ostatecznie

otrzymujemy % = 25.

Zadania z fizyki nr 133, 134
Redaguje Jerzy B. BROJAN

138. Po wewnetrznej stronie pionowego cylindra o promieniu R toczy si¢ bez poélizgu
kulka o promieniu r < R. Znalezé zaleznoéé od czasu wspélrzednej pionowej kulki oraz
kata obiegu w plaszczyfnie poziomej. (Patrz artykul Jak potoczy si¢ wirujgea kulka?.)

1384. Pocisk karabinowy o masie m lecacy z predkodcia v trafia w drewniany klocek
o masie M i grubodci d. Sila oporu dzialajaca na pocisk w drewnie nie zalezy od
predkodci i jest réwna T. Przy jakiej wartodci v klocek uzyska maksymalna predkodé,
jedli poczatkowo byl nieruchomy? Dlugoéé pocisku i sily zewnetrzne pominagé.
Zadanie zostalo oparte na projekcie p. Arkadiusza Kowalskiego z Lublina.

Rozwiazania zadat z fizyki z numeru 10/1991
Przypominamy treéé zadan:
136. Przes socnewke skupiajaca prrechodza wiazki dwiatla wybiegajace z réinych punktédw

plaskiej powierzchni & prostopadlej do plasrczyzny rysunku i przecinajacej sie z nia wzdluz

linii AB.

AL

Jaki powinien byé¢ ksztalt ekranu, aby wsazystkie punkty powierzchni o byly znogniskowane na
tym ekranie ostro? Jeéli przedmiotem jest prostokat naleiacy do o, to jaki ksztalt bedsie mial
obraz tego prostokata na ekranie?

126, Jednorodna kulka toczy sie bez podlizgu po plaszezyZnie poziomej z predkodcia vy

w kierunku osi z, przy czym jej of obrotu tworzy z pionem (osia y) kat #. Kulka wtacza sie na
wznoszaca sie powierzchnie o symetrii translacyjnej wzdluz osi z. Jaka maksymalna wysokodé
osiagnie kulka? Prayjaé, ie kulka nie odrywa sie od podloza i styka sie z nim tylko w jednym
punkcie.

125. Weémy dwa dowolne punkty A i B, ktérych obrazami w soczewce sa A' i B! (pomijamy
standardowg konstrukcje A' i B! z wykorzystaniem promieni przechodzacych przez ogniska).
Poniewaz promieri ABC nalezy zaréwno do wiazki wychodzacej 2 A, jax i do wigzki
wychodzacej z B, wiec po zalamaniu musi on przechodzi¢ przez oba punkty A' i B’, tzn. A',
B' i C muszg lezeé na jednej prostej. Widaé tes, se obraz dowolnego punktu D naledacego
do odcinka AB musi lezeé na odcinku A'B’, a rozpatrujac problem w trzech wymiarach
dochodzimy do wniosku, ze obrazem powierzchni o jest plaska powierzchnia o' prostopadia
do rysunku i zawierajaca A’ i B'. Obrazem prostckata bedzie czworokat.

126. Patrz artykul Jak potoczy sie wirujqca kulka? i

Jak potoczy sie wirujaca kulka?

Niewiele jest scisle rozwiazywalnych probleméw z zakresu mechaniki bryly sztywnej,

ktére maja ,istotnie tréjwymiarowy” charakter, tzn. w ktérych wystepuja wszystkie trzy
wspdlrzedne wektora predkodci katowej i momentu pedu. Jedno spojrzenie na uklad
nieliniowych réwnar dynamicznych Eulera (do ktérych nalezy jeszcze dodad niemniej
skomplikowane warunki kinematycene) skutecznie odstrasza amatoréw latwych sukceséw.
Dziwne jednak, ze zbiory zadan i podreczniki (takzie akademickie) pomijaja prostszy szczegdlny
przypadek tego problemu — ruch ciala sferycznie symetrycznego, np. toczenie sie kulki po
pistotnie tréjwymiarowym” torze. Uproszczenie wynika tu z symetrii momentu bezwladnodci,
ktéry moze byé uznany za wielkodé skalarna, tak ze moment pedu i predkodé katowa sa
réwnolegle. Do tej klasy zagadnieri nalezy zadanie 126 z ligi zadaniowej Klubu 44 F (patrz
»Przypominamy tredé zadan”).

Wprowadémy oznacgzenia: m — masa kulki, r — jej promieri, ¥ — wektor poprowadzony

od érodka kulki do punktu stycznodci z podlozem, & — wektor predkodci katowej,

¥ = 7 x & — predkoéé drodka kulki, K = Id = ymr2& — wektor momentu pedu kulki wzgledem
srodka (dla kulki jednorodnej v = %, dla cienkiej kulki wydrazonej v = %), T — sila tarcia
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Roswiazsanie sadania M 6313.

W 50 pytaniach dowiemy sie

o iloczyny ajazas, azasag, ...,
aspayaz. Ich iloczyn da szedcian
poszukiwanej wartodci. Z drugiej

zad strony, jeieli ztadamy mniej niz

50 pytafi, to nie bedziemy znaé
iloczynu pewnej tréjki, np. ajazas.
Zauwaimy terasn, ze dla ukladu,

w ktérym a) = a3 =ag =asg =... =
= a4s = 1, a pozostale licaby sa réwne
—1, wseystkie ilocasyny aiai+1ai4+3

8 réwne 1 z wyjatkiem a;, az, as.

Te same odpowiedzi na pytania
otrsymamy dla ukladu samych jedynek,
mimo ie iloczyny obu tych ukladéw sa
réine.

Roswlasanie sadania M 628. Suma
dlugodci prostopadlych rzutéw wysp
na brzeg jest nie wieksza niz 400 m.
Stad dla dowolnego punktu na brzegu
w odleglodci co najwyiej 200 m od
niego leiy na tym brzegu drugi punkt
nie nalezacy do rzutu prostopadlego
tadnej ¢ wysp. Naleiy przeplynaf

przy brzegu do tego punktu, a dalej
prostopadle na drugi brzeg.

&

Roswiasanie sadania M 624.
FPrzypuéémy, te samochéd ma

w baku ilodé paliwa pozwalajaca,

na przejechanie calej obwodnicy

i e przejeidia ja zaczynajac od
dowolnej stacji. ZaléZmy ponadto,

te tbiera z kaidej mijanej stacji cale
paliwo. Spodréd wszystkich stacji
wybierzmy taka, przy podjechaniu do
ktérej samochdd ma najmniej paliwa
w baku - oznaczmy te ilodé przez z.
Przypuéémy teraz, ze samochdd
rozpoczyna podréi od tej wladnie
stacji, majac w chwili startu z paliwa.
Samochdéd ten objedzie cala trase i przy
podjefdzie do kaidej stacji bedzie mial
co najmniej z paliwa. Stad wnioszek, ze
motie objechad cala trase, gdy bedzie
podstawiony do tej stacji = pustym
bakiem.

Roswiasanie sadania F 828, Masa
atomu chloru jest réwna m = u/Na,
gdzie N4 — stala Avogadro. Moina
przyjaé, ie jon chloru jest uwieziony
w szedcianie o boku a. Z zasady
nieoznaczonodci moiemy oszacowad
minimalna predkodé jonéw chloru

mVasr h,
stad

VH&RSSID,’S.
pa

statycznego, tzn. prostopadta do 7 skladowa sily reakcji podloga, P - prostopadta do 7
skladowa sily ciezkodei. Obowiazuja réwnania:

(1) P+T=ma,
— II zasada dynamiki zapisana dla rzutéw na plaszczyzne prostopadly do ¥ (odpowiednie
skladowe przyspieszenia oznaczono @ ),

ans cier 08
(2} ?XT——F‘—'T”'W at

- II zasada dynamiki ruchu obrotowego.

Obok ukiadu zyz mozemy wprowadzié lokalny ukiad wspéirzednych prostokatnych ruz, gdzie
of r bedzie skierowana wezdlui ¥, a od u w plaszczyénie zy prostopadle do . Rézniczkujac
wzgledem czasu réwnanie ¥ = 7 X & otrzymamy
df dad
3 d= —xXWd+Fx —.
(3) dt ns dt
Drugi skladnik jest — oczywidcie — prostopadly do 7, natomiast w pierwszym skladniku wektor
¢ ma kierunek osi u, zatem skladowa z wektora & daje iloczyn wektorowy o kierunku F,
a skladowa &, daje iloczyn wektorowy o kierunku osi z. Stad
dr da
4 ) = —XWe +7FX —.
) LS EF IR NR
Pomnéimy réwnanie (2) lewostronnie wektorowo przez 7.

(5) ?x[FxT):qmr"r’x%.
Poniewas 7- T = 0, wiec lewa strona jest réwna —Tr2. Po prawej podstawiamy kolejno
réwnania (4) i (1)
df dF
(8) —T:qm{ﬁl——d—:xﬂf)zq(ﬁ+f‘)—1méxﬂ,.

Réwnanie to ma dwie skladowe wzdlug osi u i 2, prey czym ostatni wyraz ma tylko
skladowg z, a P - tylko skladowg u. Wynika stad natychmiast

i ]
7 Ty=—-——P
™) T 149
i £ réwnania (1) mamy
1 1
{8} mﬂ-—P"‘T.—IT;P—I"‘I-—msSIHC!,

gdeie a — lokalny kat nachylenia pochylni. Widzimy, ze ruch kulki w plaszczyénie zy
(tzn. w plaszczydnie ru) jest catkowicie niezalegny od skodnego kierunku osi obrotu kulki
i wiazanego z nim ruchu w kierunku osi z. Korzystajac ¢ zasady zachowania energii (lub dalej
przeksztalcajac réwnanie (8)) znajdujemy odpowieds
0,7

©) =117 2L43).

Koriczy to czedé ,ligowa” rozwiazania, ale bynajmniej nie koriczy sie na tym lista pytan,

na ktére mogna znaleéé¢ odpowiedZ w tym problemie. Okazuje sig, ze mozna réwniez obliczyé
skladowg predkodci v, i skladowg predkodci katowej w, w kazdym punkcle pochylni. Weimy

w tym celu skladows 2z réwnania (6) i zauwaimy, e ﬁ{ = r%%t. (gdzie 1, — wersor osi u,

a — lokalny kat nachylenia). Zwrot osi u wybraliSmy tu w gére pochylni, a zwrot osi r — w dét,
tak ze uklad ruz ma taka sama skretnodé, jak uklad zyz. Stad

vZ  (jes 111—2 to h =

(10) (4T = +1mr‘c’l_‘:w,,
Podstawiajac T; = ma; = mdv./dt mamy
(11) —(1+4)dv; = yrw,da.

Z drugiej strony z réwnania (2) wynika, ze 7 - %‘% = 0, ceyli
rdw, = d(rw,) = d(F: @) = @ - dF = wyrda = v da,

(12) rdw, = v da.
Calkujac uklad réwnan (11) i (12) otrzymujemy ostatecznie
(13) wr = wf?* cos(Aa),
14 = —rw?°* Asin(A deie A = , [ —1—,
(14) vs rwk sin(Aa), gdzie e
pocsz

przy czym wy®** wyraia si¢ przez dany w zadaniu kat § wzorem w}’?" = wyctgf = Zctgph.
Uzyskany elegancki wynik ukazuje nieoczekiwana wlasnodé badanego ruchu: skladowa z
predkodci zalezy tylko od danych poczagtkowych vy i @ oraz od lokalnego nachylenia pochylni,
nie zalezy zad od ksztaltu pochylni na calej jej dlugodei. Na prezyklad, jedli pochylnia jest
nprogiem” laczacym dwie poziome pélplaszczyzny, to po przejéciu kulki na inny poziom
wspdirzedna v; wraca do wartodci poczatkowej zero, czyli tor kulki ulega przesunieciu
réwnoleglemu. Jeszcze bardziej zaskakujace jest rozwigzanie zblizonego charakterem

zadania 133 (patrz Klub 44F na poprzedniej stronie).

Jerzy B. BROJAN
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniweraytetu
Warszawskiego, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs — lige
zadaniows pod nazwa Klub 44.

3. Zadania konkursowe 83 oglaszane w miesiecaniku Delta,

po cztery zadania w kaidym numerze: dwa z matematykii dwa
z fizyki, z dwumiesi¢czna przerwa (nr 6 i 7 kaidego roku).

8. Uczestnikiem ligi moze by¢ kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan
konkursowych i praysylaniu opracowanych rozwiazand do redakeji
Delty. Ucrestnikiem nostaje sie po przyslaniu rozwiasania co
najmniej jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi moina wybraé dowolnie. Nie
ma koniecznodci rozwiazywania zadani z kaidego miesiaca.

6. Rozwiazania zadani z numeru n naleiy nadsyla¢ do korica
miesiaca n + 3 (dodawanie modulo 12; na przyklad termin
nadsylania rozwiazan zadaf z numeru 11/1992 uplywa

28 lutego 1993). W numerze n + 4 podane sa szkicowe
rozwiazania.

T. Rozwiazanie kaidego zadania powinno byé pisane

na oddzielnym arkuszu papieru oraz podpisane imieniem i
nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci

— roku i uczelni. Rozwiazania zadarfi 2 matematykii z fizyki
naleiy prazysyla¢ w oddzielnych kopertach, z dopiskiem na
kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny by¢ samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania
pisane przez réinych uczestniké4w nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kaidego zadania jest ocenione w skali od 0

do 1, = dokladnodcia do 0,1. Przy ocenie brana jest pod uwage
nie tylko poprawnodé merytoryczna i rachunkowa, lecz takie
pomyslowodé metody i elegancja rozwiazania.

10. Kaide zadanie otrzymuje wapélczynnik trudnoéci ustalany
po wystawieniu ocen. Weapélezynnik ten jest liczba pomiedzy

1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jedli N oznacza
liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie chofby jednego zadania
z danego numeru w danej konkurencji (matematyka lub fizyka),
a S oznacza sume ocen uzyskanych przez wszystkich uczestnikdéw
za dane zadanie, wéwczas otrzymuje ono wspélczynnik trudnodci
WT = 4 — 35/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje
w punktacji ligowej liczbe punkté4w réwnag iloczynowi uzyskanej
oceny przes wspdlczynnik trudnoéci (z zaokragleniem do dwéch
miejsc po przecinku).

11. Niektére z zadarf mozna znale£¢ (w bramieniu identycznym
lub bardzo zblizonym) wraz z rozwiazaniami w réznych
ksiaikach i czasopismach. Uczestnicy, ktérzy w takich
preypadkach przyéla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny
odsylacz do literatury, otrzymaja ocene maksymalna, pod
warunkiem, e w cytowanym #rédle istotnie znajduje sig pelne
rozwiazanie {(dowdd, obliczenie, konstrukeja).

12. Caytelnicy Delty moga zglaszaé propozycje zadan; jedli
radanie nie jest wlasnego autorstwa, naleiy podawad érddlo.
Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi = propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, ktéra przyslala jui rozwiazanie
jakiegod zadania — por. p. 4), a dostarczone zostalo wraz

z rozwiazaniem (choéby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje oceng
maksymalna.

18. Punkty zdobyte przez kaidego uczestnika za rozwiazania
poszczegdlnych zadan, obliczone wedhug reguly podanej w p. 10,
sa, sumowane — oddzielnie dla matematyki i dla fizyki. Z chwila
osiagniecia sumy 44 punktéw w jednej z tych dwéch dziedzin
uczestnik staje sie czlonkiem Klubu 44.

14. Po zgromadzeniu 44 punktédw (i zostaniu czlonkiem
Klubu 44) moina w dalszym ciagu braé udzial w konkursie
ligowym. Nadwyika punktéw ponad wartodé 44 zostaje
zaliczona na poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

156. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul
Weterana Klubu 44.

16. Aby uzyskaé informacje o swoich wynikach, nalezy

przystaé do redakcji Delty kartke pocztowa (oddzielna dla
matematykii dla fizyki), ofrankowans i zaadrésowans do

siebie, ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach
numerami zadar i z pustymi okienkami do wpisania ocen. Zaleca
sie przysylanie takich kartek nie czedciej niz co kilka miesiecy,
gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu radand.
17. Czoléwka listy ligowej jest systematycznie oglaszana

w miesieczniku Delta. Nazwisko uczestnika moze bydé
wymienione w czoléwce z nie zmieniona suma punktéw

co najwyiej trzykrotnie; nastepny raz ukaie sie wtedy, gdy
wykona ruch w gére.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest
omdwienie przebiegu konkursu, prezentowane sa w skrécie
ciekawsze rozwiazania i uogdlnienia oraz oglaszana jest obszerna
czoléwka (kilkadziesiat nazwisk).

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania

Klubu 44.

20. Organizatoray zastrzegaja sobie wylaczne prawo
interpretacji i moinodé zmian regulaminu.

Kolejny ,,sezon ligowy” mingt. I to dlugi sezon, bo péitoraroczny. Dwa lata temu, gdy byla pora na coroczne oméwienie, Delta w ogdle
nie wychodzila. Cieszymy sie, ze udalo nam sie przeiy¢ ten kolejny ,zakret historii”.

Czas jakid temu zapraszalismy Czytelnikéw do dyskusji (zainicjowanej przez pana Henryka Kornackiego) na temat zasady ustalania
awepdlczynnika trudnodci” (WT), jego wad i zalet. Jako jedyny zabral glos pan Przemystaw Gadzirniski (Sroda S].) proponujac
utreymanie dotychczasowego wzoru WT = 4 — 35/N, & ta tylko régnica, by N oznaczalo maksymalng wartodé dotychczasowego N

¢ ostatnich szedciu miesigcy. (Na przykiad, jedli ny oséb przystalo rozwiazania zadan sierpniowych, ng oséb przysltalo rozwiazania zadari
wrezedniowych, itd., az do stycznia, to ustalajac wspélczynnik trudnosci w styczniu nalezaloby przyjaé N = max(n;,...,ng).) Cytujemy
stowa autora propozycji: ,,...taki WT bedzie lepiej uwzgledniaé régnice miedzy trudnoscia zadan z kilku numerdw; pozytywng cecha
tego sposobu liczenia jest tez mala zmiana i niewiele wigksze skomplikowanie w stosunku do dotychczasowego systemu”. Brzmi niegle.

Co o tym mysélg inni Ceytelnicy?

Jak zwykle, drukujemy regulamin ligi. Odnotowujemy jedng zmiane: w dotychczasowym brzmieniu regulaminu, w punkcie 19, byla
mowa o ,corocznych spotkaniach”. Sléwko ,corocznych” z zalem wykredlamy, i mamy nadziejg, e ten punkt nie okaze sie caltkowita
fikcja, te jeszcze kiedyd uda nam si¢ spotkanie Klubu 44 zorganizowaé. Trudnodci, jakie w tej chwili staja nam na przeszkodzie, sg tak
banalne, fe nie warto ich nazywaé po imieniu (a i sluchaé hadko). Ale moie doiyjemy pomyslniejszych czaséw. ..

Teraz o zadaniach (,,0kres sprawozdawczy” obejmuje pietnadcie numerdw!). Jak zwykle, uczestnicy ligi znajduja dowody, preyklady,

konstrukcje ogélniejsze lub bardziej pomyslowe od naszych rozwigzan.

Zadanie 194. [Dla kagdej liczby naturalnej n > 2 tylko
skoriczenie wiele par liczb catkowitych (z,y) spelnia réwnanie
z" + (z 4+ 1) = y?" + (y + 1)?"] (wspélczynnik trudnodci
WT = 4,00; liczba poprawnych rozwiazari LPR = 0). Ten
rekord jest jug nie do pobicia; nikt z Czytelnikéw nie przystal
nawet czedciowego rozwiazania. Co ciekawsze: nie wiemy,

cey istniejg tréjki liceb naturalnych (n, z, y) spelniajace dane
réwnanie i takie, Ze max(|z|, ly|) > 1; nie zna odpowiedzi na to
pytanie ani pan M. Mazur, ktéry zadanie zaproponowal, ani
nikt & indagowanych przez nas matematykdw.
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Zadanie 195. [Dwie n-kartowe talie stasowano razem. Ile,
érednio, kart trzeba odkryé, aby ujrzed dwie identyczne?)
(WT = 2,80; LPR = 2). Dwa poprawne rozwiazania, nie
rézniace sie od naszego, podali: P. Gadziriskii A. Langer.

Zadanie 202 . [Nieréwnosé cykliczna ) ax < ) a?, gdy

or =izp [ Zepaoks Lesoae Sl (T =-1,5T;

LPR = 25). Zadanie nietrudne, dobrych rozwiazan duzo.
Cezytelnicy podaja uogdlnienie: E a"; < Z “2- jedli0<p<gqg
(A. Bonk, A. Czornik — dla p, ¢ naturalnych; P. Kumor

- dla p, g rzeczywistych).



Zadanie 203. [Znalef¢ najmniejszg liczbe naturalna n, dla
ktdrej istnieje taki 1990-elementowy zbiér A C {1,...,n},

ie (z€A=>2z¢ A)] (WT = 2,00; LPR = 15). Pan A. Bonk
atakuje problem w postaci ogélnej: oznaczajac przez f(n)
maksymalng moc gbioru A C {1,...,n} o podanej wlasnosci,
gnajduje weér rekurencyjny

e _1y=J0 gdy n=2%m, k, m nieparzyste,
1% e & i { 1 w przeciwnym przypadku,
a stad weér ogélny

oo Ha
1 J
=n- - i
fR)=n= " [;+47n]
Jj=1
(ta suma nra tylko skoriczenie wiele niezerowych skladnikéw).
Najmniejsze n, dla ktdérego f(n) > 1990, to n = 2087.

Zadanie Z06. [Znalefé najmniejsz g liczbe naturalng n > 2, dla
ktdérej zapis deziesigtny liceby 44™ zaczyna sie i koriczy dwiema
cezwoérkami] (WT = 2,66; LPR = 10). Pan J. Ciach rozwasa
analogiczne zagadnienie dla dlugszych serii czwérek; zauwasga,
ge na koricu nigdy nie pojawig si¢ trzy czwérki oraz znajduje,
dla k = 31 k = 4, najmniejszg licebe n, dla ktérej liczsba 44™ ma
na poczatku k czwdrek, a na koricu — dwie. Liczby te wynosza,
odpowiednio, 13441 oraz 115391.

Zadanie 208. [f,(z) = sinz, f,41(z) = (sinz)/n(2);
]im+ fn(z) =7 (WT = 3,16; LPR = 7). Stosunkowo duga
z—+0

wartodé¢ WT wynika z duzej liczby nadestanych rozwiazan,
w tym wszelako wielu blednych. Autorami poprawnych
rogwigzan sa: P. Gadsinski, E. Wiechecki, M. Zajac,
J. Ciach, K. Piéro, T. Wietecha, K. Zapisek.

Zadanie 211. [Skonstruowad tréjkat o minimalnym obwodzie,
majacy dwa boki zawarte w dwéch danych pélprostych p,q

o poczatku P, a trzeci bok styczny do kola w zawierajacego P]
(WT = 3,28, LPR = 3). Konstrukcje zgrabniejsze od podanej
przez nas znaleZli panowie J. Olszewski i K. Piéro.

Oto pierwsze & tych rogwiazan: Wystarczy znaleéé okrag w'
styceny do p i g oraz styceny zewnetrznie do w; nietrudno
zauwagy¢ (por. np. Delta 2/1991), ie wspélna styczna do
okregéw w i w' bedsie prosta zawierajaca trzeci bok szukanego
tréjkata. Oznaczmy drodek i promieri okregu w przez O

i r. Rysujemy pélproste p' i ¢' o wspdlnym poczatku P’,
biegnace réwnolegle do pélprostych p i ¢, w odleglodci r od nich
i tworzace kat zawierajacy p i ¢ w swoim wnetrzu.

W kat (p',q') wpisujemy okrag w'' przechodzacy przez punkt O
(sa dwa takie okregi; bierzemy wigkszy z nich). $rodek
okregu w' bedzie jednoczesnie drodkiem okregu w'

(Aut‘cwrem trzeciego rozwigzania, bardziej rachunkowego, jest pan

K. Jedziniak.)

Zadanie 218. [Czy iloczyn pochodnych dwéch funkcji zawsze
jest pochodng pewnej funkeji?] (WT = 3,60; LPR = 4).
Kontrprzyklady (identyczne = naszym lub bardziej zawite)
znalegli: P. Kumor, H. Kornacki, P. Gadzinski,

A. Krzysztofowics. &

Zadanie 217. [f(¢) = t2(¢2 + 1)~2; znale#é maksimum

f(w) + f(z) + f(y) + f(2) prey warunkuw +z +y+ 2 = 2
(w,z,y,z> 0)] (WT = 3,54; LPR = 2). Poprawne rozwiazania
(nie mniej uciagliwe od naszego) podali: P. Gadzinski

i M. Kasperski.

n
Zadanie 219. [z, = Z (ﬂ) * ; czy ciag (£n/n) jest zbieiny?] (WT = 3,52; LPR = 3). Dobre rozwiazania: J. Ciach,

k

k=1
M. Kasperski, P. Gadzinski. Oto pigkne rozwiazanie, ktére podal pan J. Ciach: Ustalmy m € N; oznaczmy przez q i r iloraz

i reszte 2 dzielenia n przez m. Mamy oszacowania:

xn=;(l—%)n=i+i+,.,+ iq: -

k=1 k=g+1

Stad (pissac = a(n), r = r(n)): ﬂnﬂmf(l— : )"s%sqi—”’i(l- o) gl
=1

ja(n)

lim ) —q |

Przy ustalonym m mamy: lim g—%‘—l = i ; =

n—oo n—oo n—og

SQ(I—%)n+q(1—ﬁ)"+.,,+q(1— ;'_:?)”.,_,.

k=(m—1)q+1 k=mg+1 2 q( = i)ﬂ+"‘+q(1_ ﬁ)n

: ia(n) n
i=1

1 n- —-m/j
(1—m) =ae

Oznacezajac przez a i B granice dolng i granice gérna ciagu (z,/n) otreymujemy nieréwnosci

m—1

m

Y e mitagpg LY e,

=1

i=1

1
Gdy teraz m — oo, skrajne wyrazenia daga do wspdlnej granicy A = [ e~ 1/tdt. Zatem A = a = 8 = lim(z. /n).
cy

Zadanie 220. [Tréjkat ABC ma katy «, 8,7; P, @, R to punkty
stycznodci kola wpisanego z brzegiem ABC; tréjkat PQR

ma katy o', 8',4' = sinasin Bsiny < sina'sin f'siny' ]

(WT =1,67; LPR = 14). Uogdlnienia: J. Ciach zauwaza,

ze teza jest stuszna, gdy P, @, R sa rzutami dowolnego punktu
M € AABC na boki tréjkata; P. Gadszinski pokazuje,

te teza jest sluszna, dla dowolnychliczb @ > 8 > v > 0

ia'>p' >4 >0takichytea+f+v=a' +8' +4'=m,
wZza sy

Zadanie 221. [Czeié (b): Daé przyklad écisle wypuklego
§rodkowo-symetrycznego zbioru w R® oraz wpisanego wen
§rodkowo-symetrycznego niezdegenerowanego wielogcianu tak,
by srodki symetrii obu figur nie pokrywaly si¢| (WT = 3, 38;
LPR = 4). Przyklad P. Gadzinskiego: Bierzemy tréjkaty
foremne ABC i KLM, lezace w jednej plaszczyZnie r

i usytuowane, jak na rysunku. Tréjkat ABC uzupeliamy do
szedciokata foremnego AZBXCY . Tréjkat XY Z rzutujemy
prostopadle na dwie plaszczyzny #' i #", réwnolegle do 7

14

i lezace w jednakowej odleglodci od w, po réznych jej stronach;
otrzymujemy tréjkaty X'V'Z' i X"y zn

Niech V bedzie najmniejszym wieloécianem wypuklym
zawierajacym wszystkie nazwane punkty; preez W oznaczmy
oémiodcian ABCX'Y'Z’'. Srodki symetrii wielodcianéw V'

i W nie pokrywaja sie. Wystarczy ,nadmuchaé” dciany
wieloscianu V', aby otrzymad zbidr écisle wypukly, spetniajacy
(wraz z wielodcianem W) warunki zadania.

Inne dobre przykiady (bardziej skomplikowane) podali:
H. Kornacki, J. Olszewski, W. Kopczuk.



Po 120 zadaniach i ponad szedcioletnim okresie istnienia ligi fizycznej pora na pewne podsumowanie. Tym bardziej ze w okolicach
zadania 110 nastgpilo przekazanie paleczki redagujacego lige.

Przez lige przewinglo si¢ dotychczas ponad dwustu uczestnikéw, wéréd nich zaledwie trzy (!) panie. Tytul Czlonka Klubu 44F uzyskalo
dziewigtnastu uczestnikéw (dokladniej: osiemnastu uczestnikéw i jedna uczestniczka), w tym trzech dwukrotnie, dwéch zad trzykrotnie
— uzyskujac tytul Weterana.

Wiréd uczestnikéw polowe stanowia uczniowie (okoto 40% wszystkich uczestnikéw) oraz studenci — uczelni technicznych, uniwersytetéw
(fizyka, informatyka, matematyka), zdarzyl si¢ tei student medycyny. W drugiej polowie — raczej nieskorej do blizszego ujawniania sig
- 83 ingynierowie, nauczyciele, a nawet pracownicy naukowi.

Najwytrwalsi uczestnicy pozostawali wierni lidze przechodzac ze szkoly na uczelnie lub uzyskujac dyplom akademicki. Obserwowanie ich
rozwoju to rzecz ciekawa sama w sobie. Cieszy tez, gdy uczestnik ligi zostaje laureatem Olimpiady Fizycznej — byly dwa takie przypadki.
Swoistym fenomenem jest jeden z Weterandw — technik geodeta, ktéry erudycjg matematyczng méglby zaémié wiekszodé inZynierdw i nie
tylko inzynierdw ...

Na poczatku, gdy liga byla czyms nowym, wielu prébowato swych sil w jednej czy dwéch seriach zadan i na tym poprzestawalo — chociaz
zdarzaly sie powroty, nawet po paru latach. W miare uplywu czasu ta tendencja slabla i obecnie przewazaja wytrwali. Dopltyw nowych
uczestnikéw gwaltownie zmalal — a i starych sie wielu wykruszylo — pod koniec 1989 roku, gdy opdénienie wydawnicze Delty zdarzalo sie
przekraczad nawet regulaminowy okres na nadsylanie rozwiazani (wtedy wydluzono ten okres z dwéch do trzech miesiecy).

Uregulowanie spraw wydawniczych juz nic potem nie pomoglo — liczba nadsylanych prac pozostala na bardzo niskim (niekiedy nawet
jednocyfrowym) poziomie. Nie spotkaly si¢ tez z liczniejszym odzewem zadania, do rozwiazania ktérych moina wprzac komputer (ale
dadzg sig rozwiazac i bez komputera). Zadania takie pojawiajg si¢ poczynajac od numeru 9/1989. Liczymy, ze rozwéj komputeryzacji
— gwlaszcza szkdl — przyczyni sie do wzrostu zainteresowania nimi.

I goraco zachegcamy, zwlaszcza miodzies: poprdbujcie swych sit w lidze, przysylajcie teé pomysly, jak lige uczynié¢ bardziej atrakcyjng.

A teraz omdwienie wybranych zadan.

Zadanie 92. [Réwnowaga ukladu dwéck cial na prowadnicach]
(WT = 1,23; LPR = 9). Na najwyzsza ocene rozwiazali je:

A. Borowski (zauwasyl, ze srodek masy ukladu porusza

sig po elipsie), P. Gworys, A. Sikorski, Dz. Lipniacki,

R. Panowicz, P. Perkowski. Trzej ostatni rozpatrywali
energie potencjalng ukladu cial.

Zadanie 94. [Rakieta o zmiennej masie] (WT = 2, 80;

LPR = 4). Dobre rozwiazania analityczne przyslali

Dz. Lipniacki (bez upraszczajacego zalogenia o stalodci
preyspieszenia ziemskiego wzdluz toru rakiety), P. Perkowski

i A. Sikorski. Iteracyjnie rozwiazywal A. Borowski,
natomiast P. Perkowski zastosowal komputer do numerycznego
rozwigzania réwnania rézniczkowego (faktycznie byta to druga
metoda rozwigzywania) i do sporzadzenia wykresdw.

Zadanie 97. [Wodne planety| (WT = 2,97; LPR = 1) jest
preykiadem zadania ,otwartego”, w ktérym samemu trzeba
okregli¢, jakie mechanizmy i procesy odgrywajg decydujacy role.
Tego typu zadania na ogdl nastreczajg trudnodci. Jedyne dobre
rozwigzanie nadeslal P. Gworys.

Zadanie 98. [Ruch krazka na lodowisku] (WT = 3, 06;

LPR = 2). Zadanie nie cieszylo si¢ popularnoscia. L. Motyka
podal 3 tory spelniajace warunki zadania, A. Sikorski - 10.
Nikt nie postuzyl si¢ komputerem; jedynie P. Perkowski podatl
program sprawdzajacy poprawnodé rozwigzar, ale go — niestety
- nie zastosowal.

Zadanie 105. [Kolysanie statku przez fale] (WT = 3,76;
LPR = 0). Az dziwne, Ze na tak proste zadanie nie nadeszlo
ani jedno satysfakcjonujace rozwiazanie (pewnie dlatego,

ze nietypowe). W rezultacie uzyskalo ono najwyisza

wartodé WT.

Zadanie 106. [Drgania wlasne zawieszonego swobodnie
laficuszka] (WT = 2,74; LPR = 3). Ds. Lipniacki zauwazyl,
ze problem daje sie opisad réwnaniem rézniczkowym, ktdrego
rozwiazaniem jest nastepujace wyragenie na amplitude drgar
taricuszka w odlegtosci z od dolnego korica:

z(z) = const - Jo(2w+/2/g),

gdgie Jy jest funkcjq Bessela. Poniewai w gérnym koricu
laricuszka amplituda drgan jest réwna zeru, wyznaczenie
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czestotliwodei drgan sprowadza sie do znalezienia miejsc
zerowych funkcji Jy (sa podane w specjalistycznych tablicach).
Rozwiazanie takie jest bardziej eleganckie od opublikowanego

w Delcie 12/1990, choé odezytywanie wartodci z tablic
niezupelnie odpowiada podanemu w zadaniu poleceniu ,obliczyé
numerycznie”. P. Perkowskii T. Wietecha podzielili
taricuszek na n (w praktyce kilka) elementdw i analizowali

ich ruch stosujac réwnania Eulera-Lagrange’'a; metoda ta jest
bardzo pracochlonna dla wiekszych n, za to malo dokladna dla
niezbyt duzych n. A. Sikorski dla odmiany otrzymal bardzo
dobre wyniki dodwiadczalnego pomiaru okresu dwéch pierwszych
drgari - znacznie lepsze od obliczonych.

Zadanie 108. [Spadajacy taternik] (WT = 2,20; LPR = 4)
bylo takie niekonwencjonalne. Zasadniczo dobre rozwigzania
przysiali P. Gworys, L. Motyka, T. Wietecha

i A. Sikorski, ktéry jako jedyny rozpatrywal dynamike
nszarpniecia” (patrz Mala Delta w numerze 7/1990). Zadne
jednak z tych rozwiazar nie uwzglednilo pracy (biernej) sit
tarcia liny o taternika B podczas tego szarpniegcia.

Zadanie 115, [Elektryczna metoda pomiaru czasu przelotu
pocisku| (WT = 2,40; LPR = 5). W kilku rozwiazaniach
zastosowano odmienny od naszego (Delta 7/1991) obwdéd — jak

na schemacie obok. Zamiast
I =
T T ('I

rozladowywania kondensatora

Zadanie 120. [Maksymalna predkosé katowa wirujacej kropli]
(WT = 3,15; LPR = 1). Znalezienie icislego rozwiazania jest
bardzo trudne i dlatego w tredci zadania zamieszczona byla

preez opornik mamy tu jego
ladowanie w czasie, jaki
uplywa miedzy otwarciem
klucza 1 a otwarciem
klucza 2.

sugestia, by przeprowadzié¢ péljakodciows, orientacyjng ocene
wyniku. W dwdch rozwiazaniach wykorzystano te rade, ale
tylko jedno z nich — A. Sikorskiego jest satysfakcjonujace.
Unmiejetnodé przyblizonej oceny danej wielkodci, gdy nie mozna
jej obliczyd dokladnie, jest czyms bardzo waznym. Tym wigksza
szkoda, ze tak rzadko si¢ jg spotyka u uczestnikdw ligi.



DROBIR2GI

Spodréd matematykdw polskich rekordowg liczbe publikacji mial
Wactaw Sierpiriski (1882-1969). Opublikowal on 724 artykuly
i wydal 50 ksiggek.

NNV NI/

Tysiace szklanych kapilarek ulozonych razem i odpowiednio
uksztaltowanych moze dzialaé jak soczewka skupiajaca
promienie Roentgena. Stosujac te metode osiagnieto

okolo 1000-krotne zwigkszenie natezenia wigzki promieni X. By¢é
motze, juz w niedalekiej przyszlodci nauczymy si¢ w ten sposéb
kontrolowad bieg promieni X z niemal réwna efektywnodcia,

co bieg zwyklego dwiatla.

DD BN AN NG

Kazdego dnia spada na Ziemie prawdopodobnie okolo 100 ton
materii meteorytowej. Wigkszodé jej pochodzi od cial
meteorowych stopionych i rozpylonych przy wtargnigciu

w atmosfer¢. Drobne kulki (o drednicy ponizej 1 mm) tej
materii znajduje sie nawet w osadach oceanicznych. W 1984 r.
Michel Maurette z Uniwersytetu Paryskiego zorganizowal
wyprawe na Grenlandie w celu poszukiwania czastek
meteorowych w jeziorkach powstajacych u czola lodowcedw.
Zgodnie z oczekiwaniami znaleziono tych czastek sporo, bowiem
83 one nieustannie dostarczane do jezior przez splywajace
lodowce, natomiast nie wiadomo dlaczego te czastki réznig

si¢ wyragnie od oceanicznych. Np. okazaly sie one miodsze,
ubozsze w zelazo, za to znaleziono wéréd nich kulki szklane nie
spotykane w osadach oceanicznych.

NASESAS S S oy

Dwa najwagniejsze dla zastosowar w analizie matematycznej
twierdzenia o punkcie stalym to twierdzenia polskich
matematykéw: twierdzenie Banacha (tzw. zasada odwzorowar
zwezajacych) oraz twierdzenie Schaudera.

NZ= SISO NN

Mitchel Feigenbaum, jeden z twdrcdw teorii chaosu, zajmowal
si¢ przez pewien czas oddzialywaniem uktadéw periodycznych
o niejednakowych okresach. Chcac lepiej wniknaé w istote
problemu postanowil dokonad szczegdlnego eksperymentu

na sobie. Pewnego dnia, mianowicie, rozpoczal zycie

z 26 godzinnym cyklem dziennym. I tak kazdego dnia kladi
sie i wstawal o réznych godzinach, oddzielonych jednak zawsze
tym samym 26 godzinnym odcinkiem czasu. Oddzialywanie

ze §wiatem Zyjacym rytmem 24 godzinnym okazalo sie¢ bardzo
trudne i Feigenbaum po kilku miesigcach przerwat swdj
eksperyment, szczegdlnie ze jego pozornie nieuporzadkowanym
trybem zycia zainteresowata sig¢ policja z Los Alamos, nieduzego
miasta stanu Nowy Meksyk, gdzie wéwczas pracowal.

DSBS ESES LN E

Whbrew powszechnemu mniemaniu wydatki na ochrone
dirodowiska w krajach rozwinietych nie sa wcale male. W 1990 r.
w Stanach Zjednoczonych koszty oczyszczania i neutralizacji
wszelkiego rodzaju zanieczyszczeri osiagnely 115 mld. dolardw,
tj. 40% calego budzetu obronnego.
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Jak wiadomo, matematycy nie otrzymujg Nagrody Nobla.
Odpowiednikiem Nagrody Nobla w matematyce jest medal
Fieldsa przyznawany poczawszy od 1936 r. na kazdym
Miedzynarodowym Kongresie Matematycznym najwybitniejszym
matematykom, ktérzy nie przekroczyli czterdeziestego roku zycia.
Kongresy odbywaja sie przecietnie co cztery lata. Jak dotad,
zaden Polak nie otrzymal tego medalu.

NSNSV NEINOZNONNZ

Naukowcom z Laboratoriéw Lawrence’a udalo sie za pomocy
tunelowego mikroskopu skaningowego uzyskaé obraz

czasteczki DNA. Kropelka roztworu KCIl zawierajacego
czasteczki DNA zostala umieszczona na powierzchni grafitu.

Po odparowaniu wody 2 roztworu wykonano skanowanie. Udalo
sie zaobserwowad wyraZnie oba laricuchy podwdjnej spirali DNA.
W otrzymanych obrazach skok spirali wynosi od 27 do 63
angstremdw.

NV SYZNTZ-NINGZNINTZ

Wedtug hipotezy Oorta Slorice otoczone jeat przez chmure
malych cial, ktére od czasu do czasu zblizajac sie do niego
przeksztalcajg sie w komety. Chmura Oorta mialaby rozmiary
rzedu 100 000 j.a. Kilka lat temu Alan Stern z University

of Colorado obliczal prawdopodobieristwa uderzenia planety
przez komety pochodzace ze slonecznej chmury Oorta,

z domniemanych chmur Oorta innych gwiazd oraz przez komety
prawdziwie miedzygwiazdowe. Konkretne wyniki zalezg,
oczywiscie, od preyjetych zalozeri (np. gestodci tych komet

w przestrzeni), ale generalnie najbardziej prawdopodobne
okazujg si¢ zderzenia planet grupy Ziemi z kometami nalezacymi
do Slorica, a najmniej 2 kometami miedzygwiazdowymi.
Natomiast np. Jowisz najchetniej wylapuje komety 2 obeych
chmur Oorta. Nie wiadomo, jak mozna by to prosto uzasadnic.
Na szczedcie okazalo sie tez, ze szanse trafienia Ziemi przez duzy
pocisk s niemal zerowe — w ciagu calego swego zycia Ziemia
doznala prawdopodobnie okolo pieciu takich przygdd.



Gdy symbol nieoznaczony

Gdy symbol nieoznaczony
Licey¢ granic nie pozwala
To najlepiej jest skorzystad
Z reguly de I'Hospitala
Ludolfina

Czy chege otworzyd konserwe ugywamy w tym celu lasera
gazowego duzej mocy? Do rzadkodci nalezy préba zabicia
muchy, brzeczacej na seybie, za pomoca wiertarki elektrycznej.
Chorego na lekki katar nie wysylamy od razu do sepitala...

szpital - po francusku "hospital

Regula de I'Hospitala jest wielce preydatnym, ale i bardzo
subtelnym twierdzeniem. Przypomnijmy: Dane sa funkcje

f 1 g okredlone na podezbiorach gbioru liczb rzeczywistych,

o wartodciach w R, rézniczkowalne w sasiedetwie liczby p
(zamiast liceby mozna rozwagaé p = oo, a sasiedztwo moge byd

jednostronne), przy czym g'(t) # 0 dla dowolnego t 2 sasiedztwa.

Jedli ]im f(t) = Iim g(t) = 0 (albo oo) i jedli istnieje granica

(mcze byc n:ewla.sclwa) hm L,J(?% = a, to hm L((?}l

Propozycja sugerowana w zacytowanym jako motto wierszyku
Ludolfiny nie jest zbyt dobra. Dlaczego? Dla oséb 2 niewielkim
doswiadczeniem matematycznym ugycie tak poteinego

i delikatnego narzedzia wiaze sie 2 dugym ryzykiem.

Po zaznajomieniu sie z regula de 1'Hospitala niejeden bedzie
prébowal obliczad za jej pomocy kazdg prawie granice. A czy
nalezy rozwiazywac zadanie przy ugyciu poteznej ,machiny
matematycznej” w sytuacji, gdy mozna to zrobié¢ zupelnie
elementarnie? Ponadto, jedli korzysta sie 2 jakiegod twierdzenia,
to nalezy dokladnie znaé jego sformulowanie, a w szczegdlnodci
zalozenia. W twierdzeniu de I'Hospitala obok efektownej

tezy istnieje cala lista drobnych, lecz istotnych zatozen

- ktére niewatpliwie nalezy sprawdzi¢ przed zastosowaniem
reguly. Dodajmy, Ze istnieja matematycy, ktdrzy uwagaja
(niejednokrotnie nie bez racji), ze korzystajac z jakiegod
twierdzenia wypada wczedniej zaznajomic sie z jego dowodem.
A dowdd reguly de I'Hospitala nie jest prosty...

Przy zbyt pochopnym stosowaniu reguly de I'Hospitala latwo
o ,wypadek przy pracy”. Przed czym warto przestrzec?
1) Obliczajac granice, mozna ,z rozpedu” napisac:

s L U

z—p g(z) z—p g'(z)
A to przeciei nie zawsze jest prawda! Co dokladnie méwi

twierdzenie? Mozna w ten sposéb np. dojéé do wniosku,
ze funkcja: z — EI";&-& nie ma granicy przy z dagzacym
do nieskoriczonodei, bo po odpowiednim zrézniczkowaniu
otreymamy 1—""[‘#

gin z

2) Az sig prosi, by obliczajac granice lim zastosowad regule
z—0

de I'Hospitala i zrézniczkowad licznik i mianownik. Ale zaraz,
zaraz! Ile wynosi pochodna funkcji sinus? To nie jest trudne,

Galeria Jednego Cytatu
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oPrey brzegu moge zachowywad si¢ paskudnie”
(2 wykladu dla studentdw matematyki)

weér mosna wyprowadeié & definicji pochodnej. No to
wyprowadnamy i musimy po drodge skorzystaé & faktu, ge ...

lim 82 = 1. Bledne kolo!
z—0

3) Mamy zbadad ”llmm ;Tﬁ-[]ln_n]r Niektérey zastosujg tu
regule de I'Hospitala. Czy wolno jednak régniczkowaé ciagi?
Nawet jedli mogna ,podprowadzi¢” problem pod odpowiednie
twierdzenie, to nalegy to uzasadni¢ - i rozwiazujac zadanie,
wystrzegad sie zapisu typu: (n3 + 1%

4) Oblicemy granice lun "ﬁ.% Po chwili zastanowienia
zauwagymy, e wyatarcsy licenik i mianownik podzieli¢ przez z°,
a wynik otrzymamy blyskawiceznie. Zagorzalym zwolennikom
reguly de 'Hospitala zyczymy milego rézniczkowania (i to nie
raz!).

5) A teraz lm:) ﬁ% Wzory na pochodne funkcji

arctg sa znane (i doprowadzajg do milych wielomiandw), wiec
dlaczego ich nie wykorzystaé — rachunki szybko dadzg wynik.
Tyle ze bledny... Dlaczego?
6) Preyklad, w ktérym az sie prosi o grézniczkowanie:

-1

lim In{2—2z)

% = 1. Rozumowanie to zawiera
23 In(z—2)"

—2
jednak powagny blad. Gdr.le'f'

7) Pomylka, ktéra jest niejako konsekwencjg czestego, nawet
poprawnego, stosowania reguly de I'Hospitala. Trzeba
zrégniczkowad iloraz | <

Mamy ]im 21

. Moze pojawié sie réwnosé

(3 -5

Nie strzelajmy z armaty do wrébli. Jedli mamy otworzydé
konserwe, to przede wszystkim uzywajmy otwieracza. Gdy
zadanie nie wyglada na zbyt trudne, sprébujmy najpierw
poradzié sobie & nim za pomocg metod najprostszych. A laser
i inne subtelne narzedzia niewatpliwie sie przydadzg, i to nie
raz... Przed ich uzyciem zapoznajmy sie jednak z instrukcjs
obslugi!

Krzysztof CIESIELSKI, Zdzistaw POGODA
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