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Tomasz KWAST

Jak . , .
nIe 8Wleca gwiazdy? Liczby

Fibonacciego

Gwiazdy, a wiec i Slonce, swieca dzieki zachodzacym w ich
wnetrzach reakcjom termojadrowym. Kto o tym slyszal, tak sie
prawdopodobnie do tego faktu przyzwyczail, ze nie wyobraza sobie,
iz kiedys mozna bylo przypuszczac co innego. Zrozumiale byloby,
gdyby przed odkryciem przemian jadrowych astronomowie nie
mieli zadnego pogladu na przyczyny swiecenia gwiazd. Tymczasem
rozwazane byly rózne hipotezy, moze naiwne z dzisiejszego punktu
widzenia, a odrzucenie przedostatniej - robiacej podówczas wrazenie
calkiem dobrej - nastapilo dzieki osiagnieciom wcale nie astronomów.

Aby móc zrozumiec, co dzieje sie na Sloncu, musimy wpierw zdobyc
przekonanie, ze prawidlowo znamy jego odleglosc od Ziemi; od tej
odleglosci wszystko dalej zalezy. Otóz znajac prawa ruchu planet
mozna uprawiac mechanike nieba nie znajac zadnych odleglosci
- wystarczy znac stosunki odleglosci. W mechanice nieba za
jednostke odleglosci przyjmuje sie isrednia odleglosc Ziemi od Slonca
i nie trzeba sie troszczyc, ile to jesl; metrów. Jest to jedna.k wazne,
gdy chcemy poznac fizyczne warunki na Sloncu. Wystarczy wiec
zmierzyc w metrach jakakolwiek odleglosc jakiejkolwiek planety
czy planetoidy od Ziemi - np. dzis radarowo. I tak nieco okreznymi
drogami stwierdzono, ze do Slonca jest r = 1,5 X 1011 m - jest to
tzw. jednostka astronomiczna (j.a.). Promien Slonca otrzymujemy
juz natychmiast; wynosi on tyle, co iloczyn odleglosci i promienia
katowego tarczy Slonca. Wynik brzmi: R = 6,96 X 108 m.

Nastepny krok to zorientowanie sie, jaka jest moc i temperatura
Slonca. Potrzebny jest tu nastepny pomiar: ilosc energii
padajacej prostopadle na jednostke powierzchni Ziemi w ciagu
sekundy. Mniejsza o szczególy techniczne - pomiar tej tzw. stalej
slonecznej jest wykonalny rozmaitymi metodami i daje wynik
S = 1,36 kW 1m2. Ilosc energii przenikajacej przez sfere
o promieniu 1 j.a. jest równa ilosci energii przenikajacej przez
powierzchnie Slonca, czyli przez sfere o promieniu R - jest to
bowiem ten sam strumien energii. Pelna moc Slonca wynosi wiec

L = 41rr2 S = 3,82 X 1026 W,

a jego powierzchnia promieniuje z natezeniem

L 7 I 2F = -R2 = 6,28 x 10 W m .41r

Wreszcie temperature mamy z prawa Stefana-Boltzmanna,
gloszacego, ze F = eJT4, gdzie (l = 5,67 X 10-8 WIm2K4. Latwo
wiec dostajemy temperature powierzchni Slonca T = 5770 K.

W takiej temperaturze wszelkie substancje istnieja tylko w stanie
gazowym (no, chyba ze rzecz sie dzieje na gwiezdzie neutronowej!),
a przyczyna tej temperatury, czyli zródlo energii moze, w zasadzie,
byc na powierzchni lub we wnetrzu Slonca. Rozpatrzmy wpierw
pierwsza mozliwosc. Pomysl, ze Slonce moze jest plonaca bryla
wegla czy innego paliwa chemicznego, jest wrecz zenujacy. Skad
tlen w przestrzeni kosmicznej? Gdzie produkty spalania? Ponadto
spalanie wegla nie daje tak wysokiej temperatury. Wreszcie
Czytelnik sam moze obliczyc, ze bryla wegla o masie Slonca spalilaby
sie (gdyby plonela z moca L) w kilka tysiecy lat. A skad znamy
mase Slonca M = 1,989 X 1030 kg?
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Piotr CHRZASTO WSK]

Kiedy Leonardo Bonacci z Pizy, zwany
Fibonaccim, opublikowal w 1202 roku
swoja slynna ksiazke Liber abaci stanowiaca
kompendium z algebry na znakomitym
jak na ówczesna Europe poziomie, nie
przypuszczal zapewne, ze liczby, które
wprowadzil dla rozwiazania jednego
z zadan, zostana nazwane jego imieniem.
Tym bardziej chyba nie przypuszczal,
ze blisko 800 lat pózniej beda czesto
uzywane w informatyce, gdzie wystapia
przy analizie wielu algorytmów, a takze
przy konstrukcji efektywnych typów
danych.

Oryginalne zadanie, które Fibonacci
rozwazal, dotyczylo rozmnazania
sie królików. 9hodzilo mianowicie
o okresl.enie, ile par królików bedzie liczyla
po 12 miesiacach populacja zaczeta przez
jedna pare, przy zalozeniu, ze po urodzeniu
kazda para królików dojrzewa przez
pierwszy miesiac, a poczawszy od drugiego
wydaje na swiat potomstwo co miesiac
(przyjmuje sie przy tym, ze kazda para
jednorazowo plodzi jedna pare króliczat).
Przy tych zalozeniach rozumowanie
Fibonacciego przebiegalo nastepujaco:

Poniewaz pierwsza para w pierwszym

miesiqcu dafe fako potomstwo pare, wiec
w tym miesiqcu beda dwie pary; z nich fedna

para, a mianowicie pierwsza, rodzi równiez

w nastepnym miesiacu, wiec w drugim

miesiqcu bedq 9 pary; z nich w nastepnym

miesiqcu bedq dawaly potomstwo dwie pary,

a wiec w trzecim miesiacu urodza sie feszcze
dwie pary królików i liczba par królików

w tym miesiqcu osiagnie wartosc 5...

Dalej analogiczny wywód ciagnie sie az
do dwunastego miesiaca, aby po kilku
dodawaniach dojsc do liczby 377, bedacej
koncowym wynikiem. Idea wywodu daje
sie strescic nastepujaco:

W pierwszym miesiacu mamy dwie pary,
w drugim - trzy. Chcac uzyskac liczbe par
królików w miesiacu n + 2 powinnismy do
ich liczby z miesiaca n + l dodac te, które
istnialy w miesiacu n i wydaly wlasnie na
swiat kolejne (byc moze pierwsze) mlode.

Zalózmy, zgodnie z tradycja oznaczania
liczb Fibonacciego (a niezgodnie
z oryginalem), ze zarówno pierwsza, jak



i druga liczba Fibonacciego sa jedynkami
(tak jak gdyby w pierwszym miesiacu
macierzysta para powstala, a w drugim
- jeszcze dojrzewala). Definiujemy zatem

FI = 1, F2 = 1,

Fn+2 = Fn + Fn+'1 dla n:::: 1 .
Kolt!jne liczby, uzyskane bezposrednio
z definicji, to

FI F2 F, F. Fs F6 FT Fa F9 Flo Fu F12 F13 .
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 .

Pomysl doprawdy ciekawy: zamiast
podac wynik zadania, podaje sie jedynie
sposób, w jaki kazdy moze do niego
dojsc. Czy mozna uznac to zadanie za
rozwiazane?

Jezeli mamy ochote odrzucic tego typu

"algorytmiczne" rozwiazania1 to zdajmy
sobie sprawe, ze w wielu przypadkach
trudno jest inaczej zaatakowac problem,
niz w taki, rekurencyjny, sposób, w jaki
zrobil to Fibonacci.

Przykladowo rozwazmy trzy takie
problemy:

Problem 1.
Ile pracpra- ... pra- dziadków i babc ma'-v-'

n
pszczeli truten?

Trzeba, oczywiscie, wiedziec, ze u pszczól
trutnie maja tylko matke - królowa,
powstaja bez udzialu ojca, podczas gdy
królowe maja juz dwoje rodziców - inna
królowa i trutnia. Drzewo genealogiczne
trutnia wyglada wiec tak:

PRAPRADZIADKOWIE

PRADZIADKOWIE

DZIADKOWIE

MA TKA

TRUTEN

Niech Tn oznacza liczbe n-praprzodków.
Widzimy juz, ze na poziomie pierwszych
pradziadków truten ma dwie prababcie
i jednego pradziadka, lacznie troje;
pietro wyzej - na poziomie drugich
pradziadków - piecioro: trzy praprababcie
i dwóch prapradziadków. Ogólnie
na poziomie n-tych pradziadków ma
dokladnie Tn-l n-prababc oraz Tn-2

n-pradziadków - lacznie Tn = Tn-l + Tn-2

n-praprzodków. Otrzymalismy zatem
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O ., .. K l T2 41T2 d' T
CZYWISCle,z trzeCIego prawa ep era: r3 G M' gZIe

jest okresem obiegu Ziemi wokól Slonca (czyli po prostu rokiem
gwiazdowym), a stala grawitacji G jest znana z pomiarów
fizycznych. Tak wiec hipoteza "weglowa" prowadzi natychmiast do
wielu sprzecznosci; odrzucamy równiez inna, zgodnie z która energia
Slonca bylaby energia spadajacych na nie meteorytów. Gdyby
bowiem meteoryty spadaly na Slonce z predkoscia rzedu predkosci
ucieczki v = y2G M / R, to dla zapewnienia obserwowanej mocy
musialyby te meteoryty spadac w tempie

. 2L LR

m = ;Z = GM = 2 x 1015 kg/s.
Pod takim samym ostrzalem znajdowalaby sie tez Ziemia,
a musialoby na nia spadac meteorytów' w przyblizeniu 104 razy
mniej, tyle razy bowiem powierzchnia Ziemi jest mniejsza od
powierzchni Slonca. Tymczasem szacuje sie, ze na Ziemie spada
okolo 105 kg materii meteorowej dziennie, czyli w przyblizeniu 1 kg/s
zamiast 2 x 1011. Rozbieznosc zbyt wielka.

Zajmijmy sie wiec druga mozliwoscia: zródlo energii Slonca
tkwi w jego wnetrzu. W polowie XIX w. Helmholtz wysunal
hipoteze, ze Slonce czerpie swa energie z kurczenia sie, tzn. jego
promieniowanie jest przetworzona energia grawitacyjna. Energia
ta, wyzwolona przy skurczeniu sie Slonca do obecnej postaci wynosi
GM2 / R razy pewien czynnik zalezny od szczególów budowy
wewnetrznej. Droga dosc drobiazgowych rozwazan mozna wykazac,
ze czynnik ten niezbyt rózni sie od jednosci dla kaZdej zwyczajnej
gwiazdy. Latwo zatem obliczyc, ze Slonce, swiecac wedlug tego
mechanizmu i z taka moca jak obecnie, powinno miec w przyblizeniu

(GM2 / R) : L = 1015 S = 32 mln lat. W czasach Helmholtza
czas ten wydawal sie juz bardzo dlugi, a jednak i te hipoteze
trzeba bylo odrzucic. Mianowicie, oceny wieku Ziemi zarówno na
podstawie pomiarów promieniotwórczosci skal, jak i tempa przemian
geologicznych zaczely o rzedy wielkosci przekraczac dziesiatki
milionów lat. Dzis wiemy, ze zap;;,danie sie gwiazdy bywa zródlem

jej energii, ale albo w bardzo wczesnym etapie jej zycia (gdy zapada
sie jeszcze oblok, z którego gwiazda powstaje), albo w bardzo
póznym (gdy gwaltownie zapada sie jej geste jadro, czyli eksploduje
supernowa) .

Rozwiazanie problemu nastapilo dopiero po odkryciu przemian
jadrowych. W latach czterdziestych naszego stulecia Hans Albrecht
Bethe zaproponowal mechanizm produkcji energii w gwiazdach
w wyniku laczenia sie jader wodorowych w jadra helu. Hipoteza ta
jest nie do obalenia do dzis, a nawet przeciwnie - jest juz porzadnie
ugruntowana teoria, uhonorowana Nagroda Nobla.

A idea jest prosta. Spojrzawszy do dowolnych tablic fizycznych
kaZdy stwierdzi, ze jadro atomu helu jest nieco lzejsze od czterech
protonów, nieduzo, zaledwie o 0,0285 jednostki masy atomowej.
Jednak wlasnie ten ubytek masy pomnozony przez kwadrat predkosci
swiatla daje 26,72 MeV, a to pomnozone przez jakas fantastyczna
liczbe reakcji zachodzacych w Sloncu w ciagu sekundy daje obliczone
przez nas L. Jak widac, ubywa 0,0071 masy w kaZdej reakcji
i gdyby czysto wodorowe Slonce zuzylo ten wodór doszczetnie,
to tez tyle straciloby na masie. A przy obecnej mocy starczyloby
tego paliwa na O, 0071M c2 / L = 3,3 X 1018 S = 1011 lat. Jest to
ocena, oczywiscie, zawyzona, niechby nawet o rzad wielkosci, i tak
pozostanie nam swiadomosc, ze tym razem znalezlismy jakas czastke
prawdy o Wszechswiecie.



System reprezentantów,

czyli rzecz o tlumaczach,

komisjach itp.

Przemyslaw GRZEGORZEWSKI

Polska firma translatorska swiadczaca uslugi w zakresie tlumaczen
kabinowych z polskiego na angielski, francuski, hiszpanski i niemiecki
otrzymala zlecenie na obsluge miedzynarodowej konferencji.
Kazda osoba zatrudniona w tej firmie zna co najmniej jeden jezyk
obcy. Interesuje nas odpowiedz na pytanie, kiedy firma ta moze
przyjac zlecenie, tzn. czy istnieje taki sposób doboru tlumaczy,
którymi dysponuje firma, aby zapewniona byla jednoczesna obsluga
wymaganych jezyków.

Rozpatrzmy inny przyklad, tzw. problem komisji. Otóz w pewnej
instytucji (np. sejmie) dziala kilka komisji, przy czym czlonkowie
owej instytucji (poslowie) moga nalezec do kilku komisji
jednoczesnie. Nasuwa sie pytanie, czy w tej sytuacji jest mozliwe
wybranie przewodniczacych kazdej komisji w taki sposób, aby kazda
komisja miala innego przewodniczacego.

Te dwa przyklady sa ilustracja matematycznego problemu znanego
pod nazwa wyboru systemu reprezentantów.

Wezmy pod uwage ciag Xl, X2"'" Xn podzbiorów pewnego
skonczonego zbioru Z (podz biory te sa, byc moze, równe) .
Systemem reprezentantów dla ciagu Xl, X2"'" Xn nazywamy
taki ciag Xl, X2, ... , Xn parami róznych elementów, ze Xi E Xi
dla i = 1,2, ... , n. Szukamy odpowiedzi na pytanie, czy dla danego
ciagu zbiorów Xl, X2"'" Xn istnieje system reprezent.antów,
innymi slowy, czy z kazdego zbioru Xi mozna wybrac po jednym
elemencie w taki sposób, by byly one parami rózne. Jeszcze

inaczej, interesuje nas, czy istnieje taka róznowartosciowa funkcjan

J: {l, 2, ... , n} -+ U Xi, ze J(i) = Xi E Xi. System reprezentantów
i=l

bedziemy oznaczali przez (Xl, X2, ... , Xn).

Przeanalizujemy to zagadnienie na przykladzie wspomnianego na
wstepie problemu tlumaczen. Niech Z = {A, B, e, D} oznacza zbiór
zatrudnionych w firmie tlumaczy. Niech Xl oznacza zbiór tych
osób, ze zbioru Z, które znaja jezyk angielski, X2 tych, które znaja
francuski, X3 - hiszpanski, X4 - niemiecki.

a) Zalózmy, ze Xl = {A, B, e, D}, X2 = {A, D}, X3 = {e},
X4 = {e, D}. W tym przypadku, jak latwo zauwazyc, (B, A, e, D)
jest poszukiwanym systemem reprezentantów (w terminach naszego
przykladu osoba B powinna prowadzic tlumaczenie na jezyk

angielski, A - na francuski, e - na hiszpanski, a D - na niemiecki).
Zatem dla danego ciagu zbiorów istnieje rozwiazanie i jest ono
jedyne (firma moze przyjac zlecenie).
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identyczne równanie rekurencyjne, jak
w przypadku królików. Pozostaje okreslic
warunki poczatkowe: To = 2 (przyjmujemy
dziadków za O-pradziadków), Tl = 3
i jasne jest, ze ogólnie zachodzi po prostu
Tn = Fn+3.

Problem 2.
Elfy skaczac po schodach czasami

przeskakuja po dwa schodki. Na ile sposobów
moze elf wskoczyc na n schodów?

Tym razem od razu poddamy sie
i zaczniemy rozumowa~ie indukcyjne.
Oznaczmy przez En liczbe sposobów,
za pomoca których elf moze wskoczyc
na n schodów. Aby wskoczyc na n-ty
schodek, elf musi to zrobic ze schodka
n - l lub n - 2. W zwiazku z tym
En = En-l + En-Z, Zauwazajac jeszcze,
ze El = l, Ez = 2 dostaniemy oczywista
odpowiedz, ze En = Fn+l'

Problem 3.
Ile jest eleganckich sposobów posadzenia

lacznie n pan i,panów na podluznej lawie.

Eleganckich, czyli takich, aby zadne dwie

panie nie siedzialy obok siebie (interesuja
nas jedynie rózne wzajemne rozmieszczenia

pan i panów, to znaczy interesuje nas tylko,

które miejsca sa zajete przez panie, a które

przez panów).

Widac, ze jezeli mamy do dyspozycji
samych panów, to mozemy ich posadzic na

. jeden sposób. Jedna pania z n - l panami
mozna posadzic na n sposobów. Z dwiema
juz bedzie troche klopotu. Z trzema - tym
bardziej. Latwo zauwazyc, ze pan nie moze
byc wiecej niz rn/21 (I x l - najmniej sza
liczba calkowita wieksza lu b równa x).

Rekurencja ze wzgledu na liczbe
pan przy ustalonym n jest trudna
do wyprowadzenia. Zastanówmy sie
jednak, czy nie daloby sie przeprowadzic
rozumowania rekurencyjnego ze wzgledu
na n?

Oznaczmy przez Bn liczbe takich
n-posadzen, ze zadne dwie panie nie siedza
obok siebie i zalózmy, ze znamy Bk dla
wszystkich k < n. Zliczajac wszystkie
n-posadzenia musimy zdecydowac, czy na
n-tym miejscu bedzie siedziala pani, czy
tez pan. Jezeli pani, to na n - l miejscu
musi siedziec pan, a na pierwszych n - 2
miejscach mozemy posadzic dowolny
z Bn-,z ukladów. Jezeli pan, to ze wzgledu
na to, ze pan na n-tym miejscu nie
czyni zadnego klopotu, widzimy, ze na
pierwszych n - l miejscach mozemy uzyc
dowolny z Bn-l ukladów. Lacznie,



-
oczywiscie, znowu uzyskujemy
Sn = Sn-l + Sn-2. A poniewaz SI = 2
i S2 = 3, wiec Sn = Fn+2.

Jezeli Czytelnik odniósl wrazenie, ze kazde
rozumowanie rekurencyjne daje w wyniku
liczby Fibonacciego, to pragne go uspokoic,
ze nie jest az tak dobrze. Wystarczy nieco
zmienic kazdy z tych trzech problemów
(np. dopuscic, aby elfy skakaly takze po
trzy schodki, albo rozwazyc posadzenia
przy okraglym stole), aby nie tylko
warunki poczatkowe, ale i same równania
wyszly inne.

Z liczbami Fibonacciego niewiele dzialo
sie przez pare wieków i oto francuski
astronom Jean Dominique Cassini (ten
od szczeliny w pierscieniach Saturna)
udowodnil w 1660 roku bodaj pierwsze
twierdzenie o liczbach Fibonacciego:

Fn-lFn+l - F~ = (-1)" .
Tozsamosc Cassiniego byla podstawa
do skonstruowania ulubionego przez Lewisa
Carrolla paradoksu o rozcieciu kwadratu._

D

Fn_, j
I Fn

Fn_~'{

Jezeli kwadrat o boku Fn = Fn-l + Fn-2

jednostek (w oryginale Carrolla n = 6)
rozetniemy wzdluz zaznaczonych linii
i ulozymy z uzyskanych czesci "prostokat"
- tak j ak na rysunku, to zyskamy (dla
n parzystych) lub zgubimy (dla n
nieparzystych) jeden maly kwadracik.
W przykladzie z rysunku pole kwadratu
wynosi Fi = 64, pole zas "prostokata":
F7 . F5 = 65, mimo iz "prostokat"
zbudowalismy z tych samych figur. Rzecz
jasna, wyjasnienie tego paradoksu lezy
w tym, ze w wyniku podanej konstrukcji
katy A' BC' oraz A'OD' nie sa równe.
W rzeczywistosci wiec "prostokat"
bedzie mial równoleglobokowa dziure
(o polu l). A poniewaz, jak wynika
z tozsamosci Cassiniego, katy A' BC' oraz
A'OD' róznia sie bardzo niewiele, wiec ta
równoleglobokowa dziura bedzie bardzo
waska - praktycznie niezauwaialna.
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b) Jednakze dla innego ciagu zbiorów (innego rozkladu znajomosci
jezyków wsród pracowników firmy), np. dla Xl = {A, B, G, D},
X2 = {D}, X3 = {G}, X4 = {G, D} nie istnieje system
reprezentantów.

c) Z kolei moze sie zdarzyc, ze dla pewnego ciagu zbiorów
istnieje wiecej niz jeden system reprezentantów. Na przyklad dla
Xl = {B,G,D}, X2 = {A,D}, X3 = {G}, X4 = {A,G,D} mamy
dokladnie dwa systemy reprezentantów: (B, A, G, D) i (B, D, G, A).

Widzimy wiec, ze istnienie systemu reprezentantów zalezy od ciagu
rozpatrywanych zbiorów. Warunki, jakie musi spelniac ów ciag, aby
istnial dlan system reprezentantów, okresla nastepujace twierdzenie
Philipa Halla.

Twierdzenie.
Na to, aby ciag zbiorów skonczonych Xl! X2"'" Xn mial system
reprezentantów, potrzeba i wystarcza, aby dla kazdego zbioru
indeksów I ~{l, 2, ... , n} spelniony byl nastepujacy warunek
(warunek Halla):

I UX·I ~ III
'EI

(lXI oznacza liczbe elementów zbioru X).

Zauwazmy, ze w sytuacji b), dla której nie istnial system
reprezentantów, warunek Halla nie byl spelniony, bo

IX2 U X3 U X41 = 2 < 1{2, 3, 4}1 = 3.

Naturalne staje sie obecnie pytanie o mozliwosc ewentualnych
uogólnien powyzszego twierdzenia_ Otóz istnieje taka "nieskonczona"
wersja twierdzenia Halla, mianowicie:

Dowolna indeksowana rodzina zbiorów skonczonych (XtltET ma
system reprezentantów wtedy i tylko wtedy, gdy kazda jej skonczona

podrodzina (X')'EI, gdzie I jest skonczonym podzbiorem T, spelnia
warunek Halla.

Powyzsze twierdzenie przestaje, niestety, byc prawdziwe, gdy
choc jeden ze zbiorów Xt jest nieskonczony. Nie znamy takze
zadnych warunków koniecznych i dostatecznych na istnienie systemu
reprezentantów dla dowolnej rodziny zbiorów.

Twierdzenie Halla okreslajac warunki istnienia systemu
reprezentantów odpowiada w zasadzie na postawiony przez nas
problem. Jest to twierdzenie wazne, a zarazem piekne dzieki swojej
prostocie. Nie ma ono jednak wiekszego znaczenia z algorytmicznego
punktu widzenia, bowiem sprawdzenie warunku Halla wymaga
rozwazenia wszystkich 2n mozliwych podzbiorów zbioru indeksów
{l, 2, ... , n}. Twierdzenie to jest nieefektywne, tzn. mówi, przy
jakich zalozeniach istnieje system reprezentantów, ale nie wskazuje
sposobu jego wyznaczenia. Najszybszym znanym algorytmem
konstruujacym system reprezentantów dla danego ciagu zbiorów,
o ile taki system istnieje, jest algorytm Hopcrofta-Karpa. Problem
ten mozna równiez rozwiazac sprowadzajac go do wyznaczenia
maksymalnego przeplywu zero-jedynkowego w odpowiedniej sieci

(zainteresowanych odsylam do literatury, tam tez mozna znalezc
dowody przytoczonych twierdzen).



Twierdzenie Halla ma jednakze znaczenie nie tylko poznawcze czy
estetyczne. Jest ono uzytecznym narzedziem wykorzystywanym
w dowodzeniu innych waznych twierdzen. Takim klasycznym
zastosowaniem uogólnionej wersji twierdzenia Halla jest dowód
równolicznosci baz przestrzeni liniowej, który zamiescimy na
zakonczenie.

Twierdzenie.
Niech L bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, a X i Y dwiema
bazami tej przestrzeni.
Bazy te sa równoliczne, tzn. lXI = WI.
Dowód.
Kazdy wektor x E X ma przedstawienie (jednoznaczne) postacin
L a.y., gdzie Y. E Y, a. E K, a. =I O. Oznaczmy przez Yx te
.=1
wektory z bazy Y, które wystepuja w rozwinieciu wektora x

wzgledem bazy Y (tzn. Yx = {Yl,Y2, ... ,Yn}). Okazuje sie,
ze kazda skonczona podrodzina rodziny zbiorów (Yx)xEX spelnia
warunek Halla. Gdyby tak bowiem nie bylo, to mielibysmy
IYx1U Yx• U ... U YXk I < k dla ,pewnego ciagu xl, X2,···, Xk,

co oznaczaloby, ze kazdy sposród liniowo niezaleznych wektorów
Xl, X2,"" Xk wyraza sie jako kombinacja liniowa wektorów ze
zbioru co najwyzej k - l-elementowego YX1 U Yx• U ... U YXk' co jest,
oczywiscie, niemozliwe.

Istnieje zatem system reprezentantów dla rodziny (YX)XEX, czyli
istnieje pewna róznowartosciowa funkcja f : X -+ Y. Wobec symetrii
zagadnienia istnieje równiez róznowartosciowa funkcja g : Y -+ X.
Zatem na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina lXI = WI.

c.b.d.o.

Literatura:

W. Lipski, Kombinatoryka dla programistów, WNT, Warszawa 1989.
W. Lipski, W. Marek, Analiza kombinatoryczna, PWN, Warszawa
1986.

Mówimy, ze dwa zbiory A i E sa równoliczne, jezeTI istnieje odwzorowanie
f :A -> E róznowartosciowe i na. A wiec kazdy punkt a zbioru A zostal
polaczony w pare z dokladnie jednym punktem f(a) zbioru E i kazdy
punkt b zbioru E zostal polaczony z dokladnie jednym punktem f-l (b)
zbioru A. Jezeli zbiory A i E sa skonczone, to takie polaczenie w pary
jest mozliwe jedynie w przypadku, gdy zbiory A i E maja tyle samo
elementów. A wiec pojecie rów no licznosci jest uogólnieniem pojecia równej
liczby elementów na przypadek, gdy zbiory sa dowolne - skonczone lub
nieskonczone.

Twierdzenie Cantora-Bernsteina brzmi tak:

Jesli zbiór A jest równoliczny z pewnym podzbiorem zbioru E, zbiór E
zas jest równoliczny z pewnym podzbiorem zbioru A, to zbiory A i E sa
równoliczne.

Intuicyjnie twierdzenie to jest oczywiste. Mozna je bowiem - uzywajac
jezyka obrazowego - przeformulowac tak:
Jesli zbiór A ma nie wiecej elementów niz zbiór E, zbiór E zas ma nie

wiecej elementów niz zbiór A, to zb~ory A i E maja tyle samo elementów.
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Kolejna ciekawa wlasnoscia liczb
Fibonacciego jest istnienie granicy
lim Fn+l/ Fn. Granica ta wynosin-oo

4J = (vis + 1)/2, zbieznosc zas jest bardzo
szybka. Liczba 4J sama w sobie kryje wiele
tajemnic, m.in. wyraza tzw. zloty stosunek
dajacy mile dla oka proporcje ksztaltu
prostokata. Proporcja ta byla czesto
uzywana przez starozytnych artystów.

Liczby Fibonacciego do dzis kryja w sobie
wiele wciaz odkrywanych faktów. Ukazuje
sie nawet pismo Fibonacci Quarterly,

w którym co kwartal publikowane sa nowe
wyniki dotyczace tych liczb. Zaskakujace,
ze dopiero w 1972 roku E. Zeckendorf
udowodnil nastepujaca ciekawa, a zarazem
elementarna wlasnosc liczb Fibonacciego:
Twierdzenie. Kazda liczba naturalna n ma

jednoznaczne przedstawienie w postaci

n = Fl<l + FI<. + ... + Fl<r ,

gdzie ki» k2 » ... » kr » O,
symbol zas i » j oznacza, ze i > j + 1.
(Ostatnia nierównosc pozwala na uzywanie
tylko jednej jedynki: FI,)

Innymi slowy - liczby Fibonacciego moga
sluzyc jako baza binarnego systemu
pozycyjnego. Rozwiniecie kazdej liczby n
bedzie w tym ukladzie takim ciagiem zer
i jedynek, ze zadne dwie jedynki nie beda
sasiadowaly, zas na i - 1 miejscu od prawej
wystapi jedynka wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba Fi wystepuje w rozwinieciu
z twierdzenia Zeckendorfa. Dla przykladu

50 = 34 + 13 + 3 = (10100100)F .

Algorytm zamiany liczb na uklad
Fibonacciego jest prosty: nalezy do
rozkladu brac jak najwieksze liczby
Fibonacciego, na które jest jeszcze miejsce.

Poniewaz kazda liczba Fibonacciego Fn

ma rozklad 100 ... 000, wiec jest jasne,'-v--'
n-2 zer

ze musimy umiec zapisac liczby mniejsze
od Fn (lacznie z zerem jest ich Fn) na
n - 2 pozycjach. Przypomnijmy sobie,
ile jest takich ciagów zerojedynkowych
o n - 2 elementach, ze zadne dwie jedynki
nie wystepuja kolo siebie. Oczywiscie,
jest ich tyle, ile jest posadzen pan
(jedynek) i panów (zer) na lawie przy
n - 2 nakryciach tak, aby zadne dwie
panie ze soba nie sasiadowaly, czyli
wlasnie Fn. Wykazalismy wiec, ze na n - 2
pozycjach jest wystarczajaco duzo miejsca
do reprezentacji Fn liczb za pomoca
"eleganckich" ciagów zerojedynkowych.
Aby udowodnic twierdzenie Zeckendorfa,
wystarczy wykazac, ze po pierwsze



- maksymalna liczba reprezentowalna na
n - 2 pozycjach w ukladzie Fibonacciego
jest Fn - l, a po drugie - ze kazde dwa
rózne "eleganckie" ciagi zerojedynkowe
wyznaczaja rózne liczby w ukladzie ­
Fibonacciego. Elementarne te fakty
pozostawiamy bez dowodu, aby nie psuc
do konca Czytelnikowi przyjemnosci
odkrywania praw dotyczacych liczb
Fibonacciego.

w kazdym w miare normalnym ukladzie
pozycyjnym do przyjemnosci nalezy
wykonywanie dzialan sprowadzajacych
sie do dopisywania zer na koncu liczb
badz skreslania tych najmniej znaczacych
cyfr. Odpowiada to zazwyczaj mnozeniu
i dzieleniu przez baze ukladu. Czemu
odpowiadaja te operacje na liczbach
w ukladzie Fibonacciego? Oczywiscie,
przesunieciu indeksów o jeden w prawo lub
w lewo. Ze wzgledu na to, ze Fn+l ~ I/JFn,

dopisanie zera na koncu liczby bedzie
odpowiadalo pomnozeniu, a skreslenie
ostatniej cyfry - podzieleniu przez wartosc
bliska I/J. Spytamy sie natychmiast,
do czego moze sie przydac mnozenie
i dzielenie przez I/J?

Okazuje sie, ze calkowicie przypadkowo
jedna mila angielska to 1,609344 km,
podczas gdy I/J ~ 1,618034 - czyli
bardzo podobnie. Mozemy wiec uzyc
tej niezwyklej reprezentacji do szybkiej
przyblizonej zamiany kilometrów na
mile i na odwrót. Dla przykladu:
jedziemy samochodem po autostradzie
w Stanach Zjednoczonych i widzimy
ograniczenie do 55 mil (bardzo czeste
ograniczenie). Szybko rozwijamy 55
w ukladzie Fibonacciego (akurat 55
jest dziesiata liczba Fibonacciego)
i przesuwamy o l dostajac 89 km. Blad
- mniejszy od 0,5. Na odwrót - chcemy
sie dowiedziec, ile to jest w milach 30 km?
Prosze bardzo! 30 = 21 + 8 + l. Bierzemy
liczby Fibonacciego z indeksami o l
mniejszymi, czyli 13 + 5 + l = 19 mil (przy
tej metodzie ostatnia jedynke zostawiamy
ze wzgledu na to, ze Fl = l).

Inna, bardzo ciekawa wlasnosc liczb
Fibonacciego dotyczy ich podzielnosci:

NWD(Fn, Fm) = FNWD(n,m) ,

czyli - innymi slowy - najwiekszy wspólny
dzielnik dwóch liczb Fibonacciego jest
równiez liczba Fibonacciego o indeksie
równym najwiekszemu wspólnemu
dzielnikowi ich indeksów. Twierdzenie to

zostalo uzyte w 1970 roku przez Jurija
Matiasewicza przy dowodzie bardzo
waznego twierdzenia mówiacego, ze nie
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Czy matematyk musi byc ateista?
W literaturze polskiej (i w og6le slowianskiej) konca XIX wieku
i pierwszej polowy XX wieku dosc czesto trafiajacym sie sztafazem
jest male miasteczko. Warto przywolac i dzis jego obraz przed
oczy, a to dlatego, ze wracac przeciez mamy do dawnych, dobrych,
sprawdzonych sytuacji, a jeszcze bardziej dlatego, ze juz za dwa
lata oswiata przestanie wreszcie ciazyc na barkach panstwa i bedzie

w rekach gmin (a wiec w przewazajacej czesci wlasnie malych
miasteczek) .

Z bogatego, kolorowego pejzazu Iksinow6w, P-sk6w czy jak tam
im bylo, chce przywolac tylko jeden element. Otóz czestym
skladnikiem takiego malomiasteczkowego zycia byla malutka
grupka miejscowych ateistów. Jesli wierzyc literaturze, nalezal tam

przewaznie (z niewiadomych powodów) szewc, aptekarz, rzadziej
lekarz i bardzo czesto matematyk - profesor miejscowego gimnazjum.
Zbierali sie owi ateisci u któregos z nich i, jak sadzila miejscowa
spolecznosc, przewaznie raczyli sie róznymi nalewkami. Autorzy
opisujacy te prowincje mieli do powolywanych przez siebie do zycia
ateistów stosunek pelen poblazliwej zyczliwosci, a to glównie dlatego,
ze w dobrym tonie bylo potepianie dewocji i chwalenie wszystkiego,
co sie jej przeciwstawialo.

Oderwijmy sie jednak od minionej rzeczywistosci prowincjonalnej
i zastanówmy sie, dlaczego wsr6d ateist6w tak chetnie wymieniany

byl matematyk (o ile pamietam, ten z Szatana z siódmej klasy tez
ma ten grzech na sumieniu)? A moze rzeczywiscie bylo cos takiego,
co prowincjonalnego matematyka ku ateizmowi popychalo?

Istotnie, cos takiego bylo. Autorem owego czegos byl zyjacy sto

'II lat wczesniej od naszych bohaterów Pierre Simon (de) Laplace.Napisalem de w nawiasie nie bez powodu. Laplace byl bowiem
charakterologicznie (przepraszam za rusycyzm) bohaterem naszych
czasów. Juz na studiach zaskarbil sobie uznanie d' Alemberta (a wiec
6wczesnej opozycji), co dalo mu profesure w szkole wojskowej

Il w Paryzu, by wystartowac stamtad do funkcji urzedniczychprzy Ludwiku XVI. Podczas rewolucji (jako syn drobnego
wlasciciela ziemskiego) organizowal z Lagrange'm Ecole Normale
i Ecole Polytechnique, by potem stac sie ulubionym uczonym

Napoleona i nastepnie (jako syn drobnego wlasciciela ziemskiego)
Ludwika XVIII. Slowem latwosc zmiany przekonan ulatwila mu
uprawianie czysto matematycznej dzialalnosci niezaleznie od zmian
politycznych (to cytat ze Struika).

To, co nas tu interesuje, zawarte jest w jego monumentalnym dziele
Mecanique celeste, a mozna to zaprezentowac cytatem:
Inteligencja, która by w danym momencie znala wszystkie sily
ozywiajace nature oraz wzajemne polozenia bytów tworzacych ja
i przy tym bylaby dostatecznie wielka, by dane te poddac analizie,
moglaby w jednym wzorze objac ruch najwiekszych cial Wszechswiata

i najmniejszych atomów: nic nie byloby dla niej niepewne i mialaby
przed oczyma zarówno przyszlosc, jak przeszlosc. Umysl ludzki
daje slabe pojecie o tej inteligencji, której doskonalosc mozna bylo
osiagnac tylko w astronomii.

Cytat ten nie wydaje sie wyznaniem wiary ateisty. A jednak
(zupelnie bez intencji autora) stal sie wyznaniem wiary
konsekwentnie ateistycznego ruchu filozoficznego, który zwie sie
determinizmem. Jesli bowiem pelna znajomosc stanu rzeczy pozwala
(to niewazne, ze nie nam) przewidziec wszystko i to dowolnie
dokladnie, to wsród jednoznacznie zdeterminowanych obiekt6w
znalezc sie musimy i my sami. A tym samym nasza dusza



Teraz, kiedy juz chyba zgodzimy sie,
ze liczby Fibonacciego sa ciekawe, a poza
tym rozwiazania calkiem normalnych
problemów wyrazaja sie wygodnie za ich
pomoca, powstaje pytanie, czy rzeczywiscie
nie ma jakiegos sposobu, aby wprost,
bez rekurencji, móc obliczyc n-ta liczbe
Fibonacciego? .

istnieje algorytm pozwalajacy na
sprawdzenie, czy dane równanie
algebraiczne o wspólczynnikach
calkowitych (dowolnej liczby zmiennych
i dowolnego stopnia) ma rozwiazanie
w liczbach calkowitych. Twierdzenie to
jest negatywnym rozwiazaniem dziesiatego
problemu Hilberta.

Otóz juz w XIX wieku zostal udowodniony
przez J. Bineta przyprawiaj acy o zawrót
glowy wzór

Fn = )s ((V52+1) n _ ( V52- 1) n)

Az trudno uwierzyc, ze wzór ten moze
w wyniku dawac dla kazdego n liczby

Marek KORDOS I naturalne .•

niesmiertelna istniec nie moze, gdyz pozbawiona wolnej woli

(jako zdeterminowana) bylaby obiektem smiechu wartym.
Nie ponosilibysmy zadnej odpowiedzialnosci za nasze grzechy,

bo bylyby one na nas wymuszone przez nieunikniona koniecznosc itd.

Determinizm, jako kierunek intelektualny, cieszyl sie sporym
wzieciem wsród uczonych drugiej polowy XIX wielu (szczególnie
wsród matematyków i fizyków stosujacych jego najsprawniejsze
narzedzia - równania rózniczkowe i mechanike analityczna). I zgasl
z koncem stulecia, gdy jego wielbiciele badz wymarli, badz zdali
sobie jasno sprawe, ze grzesza najciezszym grzechem w religiach
judejsko-chrzescijanskich, czyli pycha (dla tej czesci w 98%
katolickiej publicznosci, która nie wie, ze pycha jest naj ciezszym
grzechem, objasniam, ze za to szatan zostal wykluczony z grona
aniolów i stracony z Nieba).

Jednak w naszych prowincjonalnych miasteczkach (podwójnie
prowincjonalnych, bo w Europie Wschodniej) determinizm przetrwal,
i to za sprawa matematyków, o pól stulecia dluzej.

Tak wiec nie martwmy sie. Matematyk (nawet uprawiajacy równania
rózniczkowe) nie musi byc ateista. Wystarczy tylko, by uwierzyl,
ze on i jego matematyka nie sa w stanie przy zadnej bazie danych
i przy zadnej mocy obliczeniowej objasnic calosci swiata. Tylko, czy
taka rezygnacja z potencjalnych chocby mozliwosci uprawianej nauki
nie okalecza czlowieka bardziej niz ateizm?

Zadania

F 328. Ocen rzad wielkosci minimalnej predkosci v, jaka moga miec jony chloru
w krysztale soli kuchennej w poblizu temperatury zera bezwzglednego. Stala
sieci NaCI: a = 5,6 A, masa molowa CI: p. = 0,035 kg/mol.
Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 327. Oszacuj, ile razy srednia droga swobodna s elektronu w miedzi
w temperaturze t = 20°C jest wieksza od odleglosci miedzy najblizszymi atomami.
Dane dO,tyczace miedzi: gestosc d = 9· 103 kg/m3, opór wlasciwy p = 1,55.10-8 n·m,
masa molowa p. = 0,064 kg/m3, siec jest plasko centrowana (cztery atomy
na komórke).
Rozwiazanie na str. 11

M 622. Na okregu napisano 50 liczb. Kazda z nich jest równa 1 lub -1. Nalezy
obliczyc ich iloczyn zadajac pytania o iloczyny trzech kolejnych liczb. Jaka najmniejsza
liczbe pytan trzeba zadac?
Rozwiazanie na str. 12

M 623. Na rzece o szerokosci 100 m (brzegi rzeki sa liniami prostymi) znajduje sie
pewna liczba wysp o lacznym obwodzie 800 m. Udowodnic, ze ruszajac z dowolnego
punktu na jednym brzegu mozna przeplynac l6dka na drugi brzeg po drodze nie
dluzszej niz 300 m.
Rozwiazanie na str. 12

RedaguJe Michal WOJCIECHa WSKI

M 624. Na obwodnicy (droga w ksztalcie petli) znajduje sie pewna liczba stacji
benzynowych zawierajacych w sumie ilosc paliwa wystarczajaca dla zrobienia
samochodem jednej petli. Udowodnic, ze istnieje taka stacja, ze podstawiony pod nia
samochód z pustym bakiem bedzie mógl przejechac cala obwodnice.
Rozwiazanie na str. 12
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mala delia
Rzut kamieniem na orbite

Bedziemy rzucali kamieniem. Poziomo i bardzo,
bardzo daleko. Musimy jednak poczynic pewne
zalozenia upraszczajace nasze zadanie (fizycy
zawsze tak robia). Po pierwsze zakladamy, ze na
kamien nie dziala opór powietrza. Po drugie zas
zakladamy, ze kamien nie napotka na drodze
zadnej przeszkody: drzewa, domu, roztargnionych
przechodniów (odpukac w niemalowane) i wielu
innych. Poniewaz bedziemy rzucali naprawde
bardzo daleko, wiec oba te zalozenia sa bardzo
istotne.

No to zaczynamy rzucac. Rzucmy kamien
poziomo z wysokosci h i z dosyc mala predkoscia
poczatkowa tak, zeby upadl niedaleko.

Na kamien dziala przyspieszenie ziemskie g.
Wobec tego, jesli przez t oznaczymy czas, jaki
uplynie od chwili wyrzucenia kamienia do
momentu jego upadku, to, jak wiadomo,

1
h = 2gt2.

Skad

t=f#.
Stad zas wynika, ze w ciagu tego czasu kamien
przeleci w poziomie droge dlugosci

s=vf#.

Rys. l

h
B BBBBB B

0000 o
0000 o000 o

000 o
ODO o
000 Q

DO D
DO D
DO D

D D
D D
g
D

v

8

Zalózmy teraz, ze rzucamy kamieniem z bardzo
duza predkoscia poczatkowa v tak, ze kamien
przeleci co naj mniej kilkadziesiat kilometrów.
W tym przypadku odleglosc, w jakiej upadnie
kamien, nie bedzie sie juz wyrazala powyzszym
wzorem, gdyz istotna role zacznie odgrywac
kulistosc Ziemi.



Po czasie

t=ff
tor kamienia przetnie (w punkcie C) linie prosta
- styczna w punkcie A do powierzchni Ziemi.

;;tor kamienia

PowrÓCmy teraz do naszego zadania. Przyjmijmy
oznaczenia takie jak na rysunku 2. Otóz

1r-a
LBAO=-2-'

skad
a

LCAB = 2'
A poniewaz trójkat ABC jest prawie
równoramienny i kat CAB jest bardzo maly, wiec

a
IBCI = 28.

Ale trójkat AO B tez jest równoramienny, wiec

8 = IABI = ar,
czyli

8
a= -,r

h

A

do srodka
Ziemi O

skad-
2 2h

IBGI=~= ~.
2r rg

Czy mozliwe jest, aby IBGI = h? Sprawdzmy:
v2h -h
rg - ,

skad

v=yrg.

x

Rys. 2. lAGI = s = vfii-, lAGI jest styczna do
powierzchni Ziemi w punkcie A. IAOI = IBOI = r
- promien Ziemi, LAOB = Q - bardzo maly kat,
O-srodek Ziemi.

Co prawda, podobnie jak poprzednio,

[ihlAGI = vYg'
lecz tym razem po przebyciu tej drogi kamien nie
upadnie na Ziemie, ale nadal bedzie sie znajdowal
w powietrzu, bo Ziemia juz zdazyla "zakrecic
w dól".

Obliczmy, na jakiej wysokosci bedzie znajdowal
sie kamien po doleceniu do punktu C, czyli
obliczmy IBGI. Skorzystamy w tym celu
z pewnej wlasnosci bardzo malych katów. Jezeli
w trójkacie równoramiennym XY Z (rys. -3) kat /3

jest bardzo maly, to mozemy pisac w przyblizeniu

IY Z/ =:= /31 (kat /3 jest wyrazony w radianach).

Z

-f:>-i------l}=f>l
I I IY

Rys.3

9

Mozliwe!

Ale co to oznacza? Oznacza to, ze jezeli rzucimy

kamieniem z predkoscia v = vrg, to mimo iz
przeleci on kilkadziesiat kilometrów, bedzie lecial
caly czas na tej samej wysokosci! A wiec nigdy
nie spadnie! Czyli bedzie latal dookola Ziemi.
Oznacza to, ze latanie po orbicie to nic innego
jak nieustanne spadanie, z tym ze spadanie jest
równowazone przez "zakrecanie Ziemi" i wskutek
tego kamien nigdy nie spadnie na Ziemie.

Powrócmy na koniec do dwóch zalozen, które
poczynilismy, a wiec do zaniedbywania oporów
powietrza i nienapotykania przeszkód.

Jezeli przyjmiemy, ze wysokosc h jest równa
np. 1000 km, to, oczywiscie, oba te zalozenia beda
spelnione. A przeciez na takiej i na wiekszych
wysokosciach lataja sputniki.

No i juz na sam koniec obliczmy konkretna
wartosc liczbowa predkosci v. Poniewaz

na powierzchni Ziemi g = 9,81 m/s2, zas
r = 6370 km, wiec v = vrg = 7,9 km/s. A wiec
tyle, ile jest podawane w podrecznikach fizyki.
Predkosc ta nosi nazwe pierwszej predkosci
kosmicznej.

Mala Delte przygotowal Piotr HAJLASZ



!=44
Termin nadsylania rozwiazan:

31 V 1992

Lista uczestników ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 221 (WT=3,38) i 222 (WT=1,35)

z numeru 5/1991
Pawel Kublt - Krosno 43,11
Krzysztof Za.wist.w.ki - Wa.uza.wa. 1-4.2,82
J6zef Siwy - La.ziska. Grn. 1-40,89
Da.rluI% RJ'ba.ckl - Kra.fnik 40,18
Tom.ut; Wietecha. - T.torncSw 31,4.8
Ja.n Cla.ch - O.trowlec Sw. 2-36,15
Lellzek Kra.wczyk - Wloda.wa. 36,37
Mlrolla.w Ma.tt«tga. - Skocz6w 35,59
Andrsej Bonk - Chelmia. 3-33,92
Jerzy M1Jruta. - Zielona. Góra. 2-33,81
Anna. Gluz. - Torud. 1-32,96
Leszek Krz"wonos - Orna.towlce 32,51
Piotr Kumor - Olsztyn 2-29,66
Ma.reJr Pra.uz. - Pora.J 2-29,18
Luka.sz WiechecJri - Legnica. 28,96
Ma.rek Ka.raf - Ta.rn6w 28,62
Kry.tyna. Witek - O.tr6w Ma.z. 1-27,51
R"lIza.rd Pa.gacz - Za.wa.dzkle 2-27,16
Andrzej Kondradd - Bia,l"lItok 26,60
Henryk MiJrota.jcza.k - Wa.lbrzych }-26,04
Ja.nuu Olszewlki - Suwalki 25,13
Lelzek GaliJhki - Stalowa Wola 24,3~
Krzyutof Jedzinlak - Katowice 2-24,32
Henryk Korna.cki - August6w 1-23,69
Toma.sz Szymczyk - Bielsko-Biala. 1-23,06
Krzysztof Zapisek - Warsza.wa 22,91
Wojciech Skut - Wanza.wa. 22,0(3
Jerzy Janowicz - Bole_la.wiec 1-22,08
Tadeulz J6zefczyk - Pozna.rt 2-21,36
Ada.m Czornik - Bytom 1-20,0(3

Legenda (przykla.dowo): _tan konta. 1 - 22,08
ozna.cza., ze uczeltnik jui liedmiokrotnie
zdobyl 4. punkty, a. w kolejnej (ósmej)
rundzie ma 22,08 punkt6w.

Zestawienie obejmuje w_zYltJdch uczestnik6w
ligi, kt6rzy Ipelnia.j •••.na.stQ.puja.ce dwa.
wa.runki:

Zadania z matematyki nr 235, 236 Redaguje Marcin E. KUCZMA

235. Okregi k i k' sa, styczne zewnetrznie. W okrag k wpisano trójka,t
równoboczny ABC. Na okregu k' tak obrano punkty A', B', C', ze proste AA', BB',
CC' sa, styczne do k'. Dowiesc, ze dlugosc jednego z edcinków AA', BB', CC' równa
sie sumie dlugosci pozostalych dwóch.

236. Dla kazdej liczby naturalnej n wyznaczyc wszystkie funkcje I, okreslone
na zbiorze M = {O, l, ... , n}, o wartosciach w tym samym zbiorze, spelniaj a,ce
nastepujacy warunek: dla kazdego m E M istnieje dokladnie I(m) róznych liczb
k E M, takich ze I(k) = m. [Równowaznie: I(m) = Ir1({m})1 dla m E M, gdzie lXI
oznacza moc (liczbe elementów) zbioru X.l
Zadanie 236 zaproponowal Czytelnik z Warszawy, pragna,cy zachowac incognito.

Rozwil\zania zadan z matematyki z numeru 10/1991
Przypominamy tresc zadan:

227. Na bokach BC i AC trójkata ABC tak obrano punkty P i Q,
ze ILBAPI : ILBACI = ILABQj : ILABCI. Dowielfc, te jesli lA CI ~ IBCI, to IAPI ~ IBQI·

228. Wyznaczyc wszystkie wielomiany W(x) spelniajace tozsamosciowo równanie
(x - 1)W(x + 1) = (x + 3)W(x - 1).

227. Miary katów wewnetrznych trójkata ABC oznaczmy odpowiednio przez a, {3, ...,.

Zakladamy, ze IACI ~ IBCI; zatem a ~ {3. Zgodnie z zalozeniem, istnieje taka liczba t ~ O,

ze ILBAPI = ta i ILABQI = t{3.
Oznaczmy przez B' i Q' punkty symetryczne do B i Q wzgledem dwusiecznej kata BCA
(rys. 1); przez p' oznaczmy punkt symetryczny do P wzgledem symetralnej boku AB (rys. 2).

Rys. 2

Niech X bedzie takim punktem prostej BC, ze AX II B'Q' i niech Y bedzie punktem
przeciecia odcinków AC i BP'. Zauwazmy, ze

IBQI = IB'Q'I ~ IAXI oraz IAPI = IBP'I ~ IBYI·

Dla uzyskania tezy zadania wystarczy wiec, by zachodzila jedna z nierównosci:
- Ita.n ich konta (w a.ktualnie wykonywanej
rundzie) wynoli co najmniej 20 punktów; (1)
- przy.la.li rozwi",zanie przyna.jmniej jed.nego
za.dania. z rocznika 1989, 1990 lub 1991. lub

IAXI ~ IAPI; równowaznie: ILAPXI ~ ILAXPI

Wynika z nich, ze

Jedna z nich jest na pewno spelniona. Konczy to dowód.

ILCAPI ~ ILCBXI oraz ILABQI ~ ILABY/.

Zatem punkt P lezy na odcinku CX, a punkt Q lezy na odcinku CY. Wobec tego

228. Kladac x = l, a nastepnie x = -3, stwierdzamy, ze W(O) = O i W(-2) = O. Zatem
na mocy twierdzenia Bezouta istnieje taki wielomian V(x), ze W(x) = x(x + 2)V(x).

Wstawiamy to do wyjsciowego równania i uzyskujemy zwiazek V(x + 1) = V(x - 1) (spelniony
tozsamosciowo). Stad V(x) = const i W(x) = ex(x + 2). Bez trudu sprawdzamy, ze kazdy
wielomian tej postaci spelnia podane równanie.

ILBQYI ~ ILBYQI·

czyli tra + {3) ~ ..."

t( er + {3) :S ..., + (.B - er) .czyli

ILCB'Q'I = ILCBQI = (1- t){3 (rys. 1)

1800 - {3- ta :S a + t{3,

ILABQI = t{3, ILABYI = ILBAPI = ta (rys. 2).

IBYI ~ IBQI; równowaznie:

1800 - er - t.B ~ er + ta,

ILAPBI = 1800 - ILABej - ILBAPI = 1800 - {3- ta,
= ILB'Q'CI = ILBQCI = ILBAQI + ILABQI = a + t{3,

ILBQYI = ILBQAI = 1800 -ILCABI-ILABQI = 1800 - a - t{3,

ILBYQI = ILCABI + ILABYI = a + ta.
(1) i (2) sa odpowiednio równowazne nastepujacym nierównosciom (1')

ILAPXI

ILAXPI

ILCAPI = (1 - t)a, ILCAXI

(2)

Mamy nastepujace równosci katów:

A zatem nierównosci

i (2'):

(1')

(2')

oraz

Zaprzelta.jemy wi4lc drukowa.nia. na.zwisk
tych uczestników, kt6rzy rozsta.li .i. z lig •••.
trzy lata temu (lub dawniej); oczywitcie,
jefli ktokolwiek z nich zdecyduje siti wr6ci{
do na. zych matematycznych lamiglówek,
jego nazwisko wr6ci na list •. Serdecznie
za.pralzamyl

W.t.rani Klubu •• M (w kolejnolci
uZYlkiwania _tatu.u Weterana.):
J. Ja.nowicz (1), P. Kamin.ki (~),
M. Galecki (5), J. Uryga (4),
A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal (3),
T. Rawlik (3), M. Ma.zur(3), A. Bank (3),
K. Serbin (3)
(cyfra w nawia.ie wskazuje, ile ra.zy
uczestnik przekroczyl bariera 0(0(punkt6w).

Pozoltali czlonkowie Klu bu •• M
(alfa.betycznie; nie powtarzamy nazwi.k
figuruj~cych na. lilcie powyzej):
Z. Bartold (2), T. Bieganlki (l),
W. Boratyn.ki (l), M. Czernia.kowska (1),
P. Figurny (l), M. Fillzer (l),
P. Gadzinlkl (1), Z. Galia. (1),
T. Grzesiak (l), K. Hryniewiecki (1),
K. Jachacy (1), P. JQ.drzejewicz (2),
H. Kaspnak (2), T. Komorowski (2),
Z. Koza (2), A. Krzy.ztofowicz (1),
D. Kurpiel (2), A. Langer (l), R. Latala (l),
J. Malopolski (2), J. Martdziuk (l),
M. Marczak (l), R. Mazurek (l),
M. Mikucki (l), J. Milczarek (1),
R. MitralZewllki (l), W. Olszewski (l),
E. Orzechowlki (2), K. Pi6ro (2),
M. Roma.n (l), A. RUlzel (l), S. Solecki (2),
Z. Surduka. (l), A. Smo)czyk (l),
W. Szymczyk (1), K. Tra.utma.n (l),
P. Wach (1), A. Wyrwa. (l), M. Za.j~c (l),
G. Zakrzew.ki (2), Z. Za.u. (1).
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Czolówka ligi zadaniowej

Klub •• F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 119 (WT=2,45) i 120 (WT=3,15)
z numeru 5/1991

Ada.m Sikorski - Lublin 34,68
Pawel PerJrowlIJri - Szczecin 32,65
Andrzej Borowskl- Aleksandrów K. 17,33

Zadania z fizyki nr 133, 134

Redaguje Jerzy B. BROJAN

133. Po wewnetrznej stronie pionowego cylindra o promieniu R toczy sie bez poslizgu
kulka o promieniu r < R. Znalezc zaleznosc od czasu wspólrzednej pionowej kulki oraz
kata obiegu w plaszczyznie poziomej. (Patrz artykul Jak potoczy sie wirujaca kulka?)

134. Pocisk karabinowy o masie m lecacy z predkoscia f} trafia w drewniany klocek
o masie M i grubosci d. Sila oporu dzialajaca na pocisk w drewnie nie zalezy od
predkosci i jest równa T. Przy jakiej wartosci f} klocek uzyska maksymalna predkosc,
jesli poczatkowo byl nieruchomy? Dlugosc pocisku i sily zewnetrzne pominac.
Zadanie zostalo oparte na projekcie p. Arkadiusza Kowalskiego z Lublina.

Rozwil\zania zadan z fizyki z numeru 10/1991

Przypominamy tresc zadan:

8'

c

A

Jak potoczy sie wirujaca kulka?

126. Patrz artykul Jak potoczy &ie wirujllCa kulka?

Niewiele jest scisle rozwiazywalnych problemów z zakresu mechaniki bryly sztywnej,
które maja "istotnie trójwymiarowy" charakter, tzn. w których wystepuja wszystkie trzy
wspólrzedne wektora predkosci katowej i momentu pedu. Jedno spojrzenie na uklad
nieliniowych równan dynamicznych Eulera (do których nalezy jeszcze dodac niemniej
skomplikowane warunki kinematyczne) skutecznie odstrasza amatorów latwych sukcesów.
Dziwne jednak, ze zbiory zadan i podreczniki (takze akademickie) pomijaja prostszy szczególny
przypadek tego problemu - ruch ciala sferycznie symetrycznego, np. toczenie sie kulki po
"istotnie trójwymiarowym" torze. Uproszczenie wynika tu z symetrii momentu bezwladnosci,
który moze byc uznany za wielkosc skalarna, tak ze moment pedu i predkosc katowa sa
równolegle. Do tej klasy zagadnien nalezy zadanie 126 z ligi zadaniowej Klubu 44 F (patrz
"Przypominamy tresc zadan").

126. Jednorodna kulka toczy sie bez poslizgu po plaszczyznie poziomej z predkoscia Vo

w kierunku osi x, przy czym jej os obrotu tworzy z pionem (osia y) kat /3. Kulka wtacza sie na
wznoszaca sie powierzchnie o symetrii translacyjnej wzdluz osi z. Jaka maksymalna wysokosc
osiagnie kulka? Przyjac, ze kulka nie odrywa sie od podloza i styka sie z nim tylko w jednym
punkcie.

1:36. Przez soczewke skupiajaca przechodza wiazki swiatla wybiegajace z róznych punktów
plaskiej powierzchni (1 prostopadlej do plaszczyzny rysunku i przecinaj acej sie z nia wzdluz
linii AB.

Wprowadzmy oznaczenia: m - masa kulki, r - jej promien, r - wektor poprowadzony
od srodka kulki do punktu stycznosci z podlozem, w - wektor predkosci katowej,
v = r x w - predkosc srodka kulki, K = Iw = '"Imr2w - wektor momentu pedu kulki wzgledem

srodka (dla kulki jednorodnej '"I = ~, dla cienkiej kulki wydrazonej '"I = ~), t - sila tarcia

125. Wezmy dwa dowolne punkty A i B, których obrazami w soczewce sa A' i B' (pomijamy
standardowa konstrukcje A' i B' z wykorzystaniem promieni przechodzacych przez ogniska).
Poniewaz promien ABC nalezy zarówno do wiazki wychodzacej z A, ja~ i do wiazki
wychodzacej z B, wiec po zalamaniu musi on przechodzic przez oba punkty A' i B', tzn. A',
B' i C musza lezec na jednej prostej. Widac tez, ze obraz dowolnego punktu D nalezacego
do odcinka AB musi lezec na odcinku A' B', arollpatruj ac problem w trzech wymiarach
dochodzimy do wniosku, ze obrazem powierzchni a jest plaska powierzchnia a' prostopadla
do rysunku i zawierajaca A' i B'. Obrazem prostokata bedzie czworokat.

Jaki powinien byc ksztalt ekranu, aby wszystkie punkty powierzchni (1 byly zogniskowane na
tym ekranie ostro? Jesli przedmiotem jest prostokat nalezacy do (1, to jaki ksztalt bedzie mial
obraz tego prostokata na ekranie?

Czolówka ligi zadaniowej
Klub •• F

po 120 zadaniach

Pozostali czlonkowie Klubu 44F
w koleJno:lci zdobycia tytulu (liczba
w nawiasach oznacza. wielokrotnolc
przekroczenia 4.4. punkt6w:
Tomasz Ra.wlik (l), Robert Repucha. (l),
Piotr Wach (l), Leszek Szalast (l).

obejmuje uczestnlJr6w Ipelnia.Ja.cJ'ch Jeden
z ponizszych wa.runJr6w:
- przyslali rozwlarza.nle co na.JmnleJ Jednego
za.da.nia. w lata.ch 1989 - 1991 i ma.ja..
co na.JmnieJ 20 punktów lub Ue czlonkami
Klubu 4.&l" (cyfra. przed kre.ka.. ozna.cz ••., ile
ra.zy uczestnik zdobyl jut •." punkty).
- przy,lali rozwia.za.nie co na.jmniej Jednego
za.da.nla. w roku 1991 l ma.ja.. co na.JmnieJ 10
punktów.

Pa.wel Koczynski - Wa.J'"Sza.wa. 39,57
Wojciech Pelsert - Wroda.w 35,32
Piotr Ba,la. - Torun 3-35,27
Ada.m Sikorski - Lublin 2-3",,68
Pa.wel Perkowski - Szczecin 1-32,65
Ma.dulZ Bogacz - Pinczów 28,86
Ja.cek Stelmach - Zabrze 1-~9,4.4.
Marek Karaf - Ta,rn6w ~9 ,30
Dziedyslaw Lipniacki - Lublin 3-~5,4.6
Anna Gluza, - Torun 1-24.,35
Andrzej Bonk - Chelmza. 23,22
Boguslaw Mikielewic'Z - Brodnica 1-21,99
Andrzej Borowski - Aleksa.ndr6w 1-17,33
Andrzej Nowogrodzki - Chocla.n6w 12,08
Ja.cek Piotrowski - Rez!lz6w 10,03
Leszek Motyka. - Krak6w 1- 2,00
Aleksa.nder Surma. - Myszk6w 2- 1.53
Roma.n Musia.l - Ka.towice 1- 4.,4.0
Wieslaw Ka.cprza.k - Kraków 1- 2,4.7
Jerzy Lipkowski - Elbla.g 2- 1,50
Toma.sz Wietecha. - Tarn6w 1- 1,4.5
Przem"daw Gwor"s - CZQ'tochowa 1- 1,13

Rozwiazanie zadania F 827. Jezeli
do przewodu o dlugosci l przylozymy
napif;:cie U, to elektron bedzie poruszal

sie z przyspieszenieln a == ~. ~rednia
predkosc unoszenia v == taT, T - czas
miedzy kolejnymi zderzenianli
z atonlami sieci; prad I == envS, gdzie

n = ~ koncentracja wolnych
elektronów, S - przekrój przewodnika,
NA - stala Avogadro. Porównujac
wyrazenie na l z praweln Ohma

(I = lk, R = p1;) otrzymujemy
zaleznosc T == ~. W rzeczywistosci
elektron porusza sie z duzo wieksza

predkoscia termiczna. VI == ~, która nie
ma preferowanego kierunku. Poniewaz
m.'
~ = tkT, droga swobodna jest dana

wzorem. = fiU . ....l.!!L = 63 A.V ~ e2np

Staia sieci wynosi a = VI = 3,6 A,
odleglo,U miedzy najblizszymi atomami
zas x = :{fa = 2,5 A. Ostatecznie
otrzymujemy :i- ':' 25.
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Ro.wl".enle .edenle M 622.
W 50 pytaniach dowiemy 8ie
o iloczyny ala2a3, a2a3a., ... 1

a'Oala,. Jch iloczyn da 8zell'cian
p08zukiwanej wartoll'ci. Z drugiej
zali' 8trony, jezeli zadamy mniej niz
50 pytan, to nie bedziemy znac
iloczynu pewnej tr6jki, np. ala,a3.
Zauwaimy teraz, ze dla ukladu,
w kt6rym al = a3 = a6 = ag = ... =
= au = l, a pozo8tale liczby 8a r6wne
-l, w8zY8tkie iloczyny a.a.+la.+,
8a r6wne 1 z wyjatkiem al, a" a3.
Te 8ame odpowiedzi na pytania
otrzymamy dla ukladu 8amych jedynek,
mimo ze iloczyny obu tych uklad6w .a
r6zne.

Ro.wl".enle .edenle M 628. Suma
dlugoll'ci pro8topadlych rzut6w WY8P
na brzeg je8t nie wiek8za niz 400 m.
Stad dla dowolnego punktu na brzegu
w odlegloll'ci co najwyzej 200 m od
niego lezy na tym brzegu drugi punkt
nie nalezacy do rzutu pro8topadlego
zadnej z WY8p. Nalezy przeplynac
przy brzegu do tego punktu, a dalej
pro8topadle na drugi brzeg.

Ro.wl".enle .edenle M 624.
PrzypuMmy, ze 8amochód ma
w baku iloll'c paliwa pozwalajaca
na przejechanie calej obwodnicy
i ze przejezdza ja zaczynajac od
dowolnej 8tacji. Zal6zmy ponadto,
ze zbiera z kazdej mijanej 8tacji cale
paliwo. Spogr6d w8zy.tkich 8tacji
wybierzmy taka, przy podjechaniu do
kt6rej 8amochód ma najmniej paliwa
w baku - oznaczmy te ilosc przez x.
PrzypuMmy teraz, z" .amochód
rozpoczyna podr6z od tej wlasnie
8tacji, majac w chwili 8tartu x paliwa.
Samoch6d ten objedzie cala tra.e i przy
podjetdzie do kazdej 8tacji bedzie mial
co najmniej x paliwa. Stad wnio.ek, ze
moze objechac cala tra.e, gdy bedzie
pod8tawiony do tej 8tacji z pu.tym
baki"m.

Ro.wl".enle .edenle F 828. Ma.a
atomu chloru je.t r6wna m = ,.,./N A,
gdzie N A - .tala Avogadro. Mozna
przyjac, ze jon chloru je.t uwieziony
w .zescianie o boku a. Z zasady
nieoznaczonoffci mozemy oszacowac
minimalna predkosc jon6w chloru

rnVa~h,

.tad

statycznego, tzn. prostopadla do f skladowa sily reakcji podloza, P - prostopadla do f
skladowa sily ciezkosci. Obowiazuja równania:

(1) P + T = maJ..

- II zasada dynamiki zapisana dla rzutów na plaszczyzne prostopadla do f (odpowiednie
skladowe przyspieszenia oznaczono iiJ..),

di? dw
(2) fx T = - = ...,mr2-dt dt
- II zasada dynamiki ruchu obrotowego.

Obok ukladu ZI/Z mozemy wprowadzic lokalny uklad wspólrzednych prostokatnych ruz, gdzie
os r bedzie skierowana wzdluz f, a os u w plaszczyznie ZI/ prostopadle do f. Rózniczkuj ac
wzgledem czasu równanie v = i' x w otrzymamy

( ) _ di' _ dw3 a=-xw+fx-.
dt dt

Drugi skladnik jest - oczywiscie - prostopadly do i', natomiast w pierwszym skladniku wektor

;lf ma kierunek osi u, zatem skladowa z wektora w daje iloczyn wektorowy o kierunku f,
a skladowa wr daje iloczyn wektorowy o kierunku osi z. Stad

( ) _ di'.-r _ dw4 aJ.. = - X Wr + r x - .
dt dt

Pomnózmy równanie (2) lewostronnie wektorowo przez i'.

(5) i'x (i'x T) = ...,mr2i' X dw.dt

Poniewaz i'.T = 0, wiec lewa strona jest równa -Tr2. Po prawej podstawiamy kolejno
równania (4) i (1)

( _ di' __ di'6) -T = ...,m(aJ..- - X Wr) = ...,(P + T) - ...,m- x wr.dt dt

Równanie to ma dwie skladowe wzdluz osi u i z, przy czym ostatni wyraz ma tylko
skladowa z, a P - tylko skladowa u. Wynika stad natychmiast .

(7) T" = --""-P
1+...,

i z równania (1) mamy

(8) ma" = P + T" = _1_p = _I_mg sin a,
1 +..., 1 +...,

gdzie a - lokalny kat nachylenia pochylni. Widzimy, ze ruch kulki w plaszczyznie ZI/

(tzn. w plaszczyznie ru) jest calkowicie niezalezny od skosnego kierunku osi obrotu kulki
i zwiazanego z nim ruchu w kierunku osi z. Korzystajac z zasady zachowania energii (lub dalej
przeksztalcaj ac równanie (8)) znajdujemy odpowiedz

(9) h 1+..., 2 (' 'l' 2 h 0,7 2)= --vo Jes l"" = -, to = -Vo .
2g 5 g

Konczy to czesc "ligowa" rozwiazania, ale bynajmniej nie konczy sie na tym lista pytan,
na które mozna znalezc odpowiedz w tym problemie. Okazuje sie, ze mozna równiez obliczyc
skladowa predkosci Vz i skladowa predkosci katowej Wr w kazdym punkcie pochylni. Wezmy

w tym celu skladowa z równania (6) i zauwazmy, ze ;lf = r~~i" (gdzie i" - wersor osi u,
a - lokalny kat nachylenia). Zwrot osi u wybralismy tu w góre pochylni, a zwrot osi r - w dól,
tak ze uklad ruz ma taka sama skretnosc, jak uklad ZI/Z. Stad

da
(10) -(l + ...,)Tz = +...,mr-wr .dt
Podstawiajac Tz = maz = mdvz/dt mamy

(11) -(l + ...,)dvz = ...,rwrda.

Z drugiej strony z równania (2) wynika, ze i'. ~~= 0, czyli
rdwr = d(rwr) = d(i'· w) = w· di'= w"rda = vzda,

(12) rdwr = vzda.

Calkujac uklad równan (11) i (12) otrzymujemy ostatecznie

(13) Wr = w~ocz cos(Aa),

(14) Vz = -rw~oCZAsin('\a), gdzie A = V ...,,1+...,

przy czym w~ocz wyraza sie przez dany w zadar:iu kat (3 wzorem w~ocz = wzctg(3 = !!fctg(3.
Uzyskany elegancki wynik ukazuje nieoczekiwana wlasnosc badanego ruchu: skladowa z
predkosci zalezy tylko od danych poczatkowych Vo i (3 oraz od lokalnego nachylenia pochylni,
nie zalezy zas od ksztaltu pochylni na calej jej dlugosci. Na przyklad, jesli pochylnia jest
"progiem" laczacym dwie poziome pólplaszczyzny, to po przejsciu kulki na inny poziom
wspólrzedna Vz wraca do wartosci poczatkowej zero, czyli tor kulki ulega przesunieciu
równoleglemu. Jeszcze bardziej zaskakujace jest rozwiazanie zblizonego charakterem
zadania 133 (patrz Klub 44F na poprzedniej stronie).

Jerzy B. BROJAN
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu
Warszawskiego, Wydzial Fizyki Uniwe"rsytetu Warszawskiego
oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs - lige
zadaniowa pod nazwa Klub ••.

:I. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta,
po cztery zadania w kazdym numerze: dwa z matematyki i dwa
z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 6 i 7 kazdego roku).
8. Uczestnikiem ligi moze by~ kazdy.
•• Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan
konkursowych i przysylaniu opracowanych rozwiazan do redakcji
Delty. Uczestnikiem zostaje sie po przyslaniu rozwiazania co
najmniej jednego zadania.
6. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie
ma koniecznoici rozwiazywania. zadan z kazdego miesiaca.
6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsyla~ do konca
miesiaca n + 3 (dodawanie modulo 12; na przyklad termin
nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11/1992 uplywa
28 lutego 1993). W numerze n + 4 podane sa szkicowe
rozwiazania.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane
na oddzielnym arkuszu papieru oraz podpisane imieniem i
nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci
- roku i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki
nalezy przysyla~ w oddzielnych kopertach, z dopiskiem na
kopercie: Klub •• M lub Klub •• F.

8. Prace powinny byc samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania
pisane przez r6znych uczestników nie beda brane pod uwage.
9. Rozwiazanie kazdego zadania jest ocenione w skali od O
do 1, z dokladnoltcia do 0,1. Przy ocenie brana jest pod uwage
nie tylko poprawnoltc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomyslowoltc metody i elegancja rozwiazania.
10. Kazde zadanie otrzymuje wspólczynnik trudnosci ustalany
po wystawieniu ocen. Wspólczynnik ten jest liczba pomiedzy
1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jeltli N oznacza
liczbe os6b, które nadeslaly rozwiazanie cho~by jednego zadania
z danego numeru w danej konkurencji (matematyka lub fizyka),
a S oznacza sume ocen uzyskanych przez wszystkich uczestników
za dane zadanie, w6wczas otrzymuje ono wspólczynnik trudnosci
WT = 4 - 3S/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje
w punktacji ligowej liczbe punktów r6wna iloczynowi uzyskanej
oceny przez wsp6lczynnik trudnosci (z zaokragleniem do dw6ch
miejsc po przecinku).

11. Niektóre z zadali mozna znaleic (w brzmieniu identycznym
lub bardzo zblizonym) wraz z rozwiazaniami w r67.nych
ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, którzy w takich
przypadkach przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny
odsylacz do literatury, otrzymaj a ocene maksymalna, pod
warunkiem, ze w cytowanym tródle istotnie znajduje sie pelne
rozwiazanie (dowód, obliczenie, konstrukcja).
1:1. Czytelnicy Delty moga zglas1.ac' propozycje zadali; jesli
zadanie nie jest wlasnego autorstwa, nalezy podawac tr6dlo.
Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, która przyslala juz rozwiazanie
jakiegoi zadania - por. p. 4), a dostarczone zostalo wraz
z rozwiazaniem (chocby szkicowym, ale poprawnYlll, ewentualnie
odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje ocene
maksymalna.

18. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania
poszczeg6lnych zadan, obliczone wedlug reguly podanej w p. 10,
sa sumowane - oddzielnie dla matematyki i dla fizyki. Z chwila
osiagniecia sumy •• punktów w jednej z tych dwóch dziedzin
uczestnik staje sie czlonkiem Klubu ••.
l •. Po zgromadzeniu •• punktów (i zostaniu czlonkiem
Klubu .4) mozna w dalszym ciagu brac udzial w konkursie
ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartosc •• zostaje
zaliczona na poczet ponownego uczestnictwa w lidze.
16. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu .4 daje tytul
Weterana Klubu ••.

16. Aby uzyskac' informacje o swoich wynikach, nalezy
przyslac do redakcji Delty kartke pocztowa (oddzielna dla
matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do
siebie, ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach
numerami zadan i z pustymi okienkami do wpisania ocen. Zaleca
sie przysylanie takich kartek nie czesciej niz co kilka miesiecy,
gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.
17. Czolówka listy ligowej jest systematycznie oglaszana
w miesieczniku Delta. Nazwisko uczestnika moze byc
wymienione w czolówce z nie zmieniona suma punktów
co najwyzej trzykrotnie; nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy
wykona ruch w góre.
18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest
oln6wienie przebiegu konkursu, prezentowane sa w skrócie
ciekawsze rozwi&zania i uogólnienia oraz oglaszana jest obszerna
czolówka (kilkadziesiat nazwisk).
19. Czlonkowie Klubu •• sa zapraszani na spotkania
Klubu .4.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo
interpretacji i moznosc zmian regulaminu.

Zadanie 195. [Dwie n-kartowe talie stasowano razem. Ile,

srednio, kart trzeba odkryc, aby ujrzec dwie identyczne?]
(WT = 2,80; LPR = 2). Dwa poprawne rozwiazania, nie
rózniace sie od naszego, podali: P. Gadzinski i A. Langer.

Zadanie 202 • [Nierównosc cykliczna l:ak ~ l:a~, gdy
ak = Zk/Xk+l' k = 1, ...• n, Xn+1 = xd (WT = 1,57;
LPR = 25). Zadanie nietrudne, dobrych rozwiazan duzo.

Czytelnicy podaja uogólnienie: l:ai ~ l:at, jesli O ~ P ~ a

(A. Bonk, A. Czornik - dla p, a naturalnych; P. Kumor

- dla p, a rzeczywistych).

Kolejny "sezon ligowy" minal. I to dlugi sezon. bo póltoraroczny. Dwa lata temu, gdy byla pora na coroczne omówienie, Delta w ogóle

nie wychodzila. Cieszymy sie, ze udalo nam sie przezyc ten kolejny "zakret historii" .

Czas jakis temu zapraszalismy Czytelników do dyskusji (zainicjowanej przez pana Henryka Kornackiego) na temat zasady ustalania

"wspólczynnika trudnosci" (WT), jego wad i zalet. Jako jedyny zabral glos pan Przemyslaw Gadzlnskl (Sroda Sl.) proponujac
utrzymanie dotychczasowego wzoru WT = 4 - 3S / N, z ta tylko róznica, by N oznaczalo maksymalna wartosc dotychczasowego N
z ostatnich szesciu miesiecy. (Na przyklad, jesli nI osób przyslalo rozwiazania zadan sierpniowych, n2 osób przyslalo rozwiazania zadan

wrzesniowych, itd., az do stycznia, to ustalajac wspólczynnik trudnosci w styczniu nalezaloby przyjac N = max(nl' ... ,n6).) Cytujemy
slowa autora propozycji: " ... taki WT bedzie lepiej uwzgledniac róznice miedzy trudnoscia zadan z kilku numerów; pozytywna cecha

tego sposobu liczenia jest tez mala zmiana i niewiele wieksze skomplikowanie w stosunku do dotychczasowego systemu". ,Brzmi niezle.
Co o tym mysla inni Czytelnicy?

Jak zwykle, drukujemy regulamin ligi. Odnotowujemy jedna zmiane: w dotychczasowym brzmieniu regulaminu, w punkcie 19, byla

mowa o "corocznych spotkaniach". Slówko "corocznych" z zalem wykreslamy, i mamy nadzieje, ze ten punkt nie okaze sie calkowita
fikcja, ze jeszcze kiedys uda nam sie spotkanie Klubu 44 zorganizowac. Trudnosci, jakie w tej chwili staja nam na przeszkodzie, sa tak

banalne, ze nie warto ich nazywac po imieniu (a i 8/tlchac hadko). Ale moze dozyjemy pomyslniejszych czasów ...

Teraz o zadaniach ("okres sprawozdawczy" obejmuje pietnascie numerów!). Jak zwykle, uczestnicy ligi znajduja dowody, przyklady,
konstrukcje ogólniejsze lub bardziej pomyslowe od naszych rozwiazan.

Zadanie 194. [Dla kazdej liczby naturalnej n ~ 2 tylko

skonczenie wiele par liczb calkowitych (z, II) spelnia równanie

zn + (z + l)n = 112n + (II + 1)2n] (wspólczynnik trudnosci

WT::< .,OOj liczba poprawnych rozwiazan LPR = O). Ten
rekord jest juz nie do pobiciaj nikt z Czytelników nie przyslal

nawet czesciowego rozwiazania. Co ciekawsz~: nie wiemy,

czy istnieja trójki liczb naturalnych (n, Z.II) spelniajace dane

równanie i takie. ze max(lzl, 1111) > 1; nie zna odpowiedzi na to

pytanie ani pan M. Mazur, który zadanie zaproponowal, ani
nikt z indagowanych przez nas matematyków.
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Zadanie 203. [Znale~ najmniejsza liczbe naturalna n, dla
której istnieje taki'1990-elementowy zbiór A C {l, ... , n},
ze (z E A=? 2z fi. A)] (WT = 2,00; LP R = 15). Pan A. Bank
atakuje problem w postaci ogólnej: oznaczajac przez I(n)
maksymalna moc zbioru A C {l, ... ,n} o podanej wlasnosci,
znajduje wzór rekurencyjny

I(n) - I(n - l) = {O gdy n ~ 2km, k, mnieparzyste,l w przeciwnym przypadku,
a stad wzór ogólny

00 _

~ l .I(n)=n- ~[2+4-'n]
;=1

(ta suma ma tylko skonczenie wiele niezerowych skladników).
Najmniejsze n, dla którego I(n) ~ 1990, to n = 2987.

Zadanie 106. [Znalezc najmniejsza liczbe naturalna n ~ 2, dla
której zapis dziesietny liczby 44n zaczyna sie i konczy dwiema
czwórkami] (WT = 2,66; LPR = 10). Pan J. Ciach rozwaza
analogiczne zagadnienie dla dluzszych serii czwórek; zauwaza,
ze na koncu nigdy nie pojawia sie trzy czwórki oraz znajduje,
dla k = 3 i k = 4, najmniejsza liczbe n, dla której liczba 44n ma
na poczatku k czwórek, a na koncu - dwie. Liczby te wynosza,
odpowiednio, 13441 or~ 115391.

Zadanie 208. [Ii(z) = sinz, In+dz) = (sinz)'''(z);
lim In(z) =?] (WT = 3,16; LPR = 7). Stosunkowo duza

%-+0+

wartosc WT wynika z duzej liczby nadeslanych rozwiazan,
w tym wszelako wielu blednych. Autorami poprawnych
rozwiazan sa: P. Gadzióski, L. Wiechecki, M. Zajac,
J. Ciach, K. Pióro, T. Wietecha, K. Zapisek.

Zadanie 211. [Skonstruowac trójkat o minimalnym obwodzie,
majacy dwa boki zawarte w dwóch danych pólprostych p,q
o poczatku P, a trzeci bok styczny do kola w zawierajacego P]
(WT = 3,28; LP R = 3). Konstrukcje zgrabniejsze od podanej
przez nas znalezli panowie J. Olszewski i K. Pióro.

Oto pierwsze z tych rozwiazan: Wystarczy znalezc okrag w'
styczny do p i q oraz styczny zewnetrznie do w; nietrudno
zauwazyc (por. np. Delta 2/1991), ze wspólna styczna do
okregów w i w' bedzie prosta zawierajaca trzeci bok szukanego
trójkata. Oznaczmy srodek i promien okregu w przez O
i r. Rysujemy pólproste p' i q' o wspólnym poczatku P',
biegnace równolegle do pólprostych p i q, w odleglosci r od nich
i tworzace kat zawierajacy p i q w swoim wnetrzu.

b,

W kat (p', q') wpisujemy okrag w" przechodzacy przez punkt O
(sa dwa takie okregi; bierzemy wiekszy z nich). Srodek
okregu w" bedzie jednoczesnie srodkiem okregu w'

(Aut~rem trzeciego rozwiazania, bardziej rachunkowego, jest pan
K. Jedziniak.)

Zadanie 213. [Czy iloczyn pochodnych dwóch funkcji zawsze
jest pochodna pewnej funkcji?] (WT = 3,60; LP R = 4).
Kontrprzyklady (identyczne z naszym lub bardziej zawile)
znalezli: P. Kumar, H. Kornacki, P. Gadzióski,
A. Krzysztofowicz.

Zadanie 217. [/(t) = t2(t2 + 1)-2; znalezc maksimum
I(w) + I(z) + I(l/) + I(z) przy warunku w + x + l/ + z = 2
(w,Z,l/,z> O)] (WT = 3,54; LPR = 2). Poprawne rozwiazania
(nie mniej uciazliwe od naszego) podali: P. Gadzióski
i M. Kasperski.

mq+r { ( I ) n ( I ) n (l ) n
+ L ~q l - q + q l - 2q + ... + q l - mq + r

k=mq+l ~ q(I-~r+ .. ·+q(I-(m':l)qr

Zadanie 219. [Xn = t (kkl) n; czy ciag (Zn/n) jest zbiezny?] (WT = 3,52; LPR = 3). Dobre rozwiazania: J. Ciach,
k=l

M. Kasperski,>P. Gadzióski. Oto piekne rozwiazanie, które podal pan J. Ciach: Ustalmy m E N; oznaczmy przez q i r ilorazi reszte z dzielenia n przez m. Mamy oszacowania:
n q 2q

Xn = L(l - ir = L+ L + ... +
k=l k=l k=q+l k=(m-l)q+l

m-l m

. q(n) ~( l)n Xn q(n)~( l)n rfn)Stad (pISZac q = q(n), r = rfn)): ~ ~ 1- jq(n) ~ -;:;- ~ ~ ~ 1- jq(n) + ~.
;=1 j=l

Przy ustalonym m mamy: lim ~ = -.L, lim.!:.0l = O , lim (l __ . _1_) n = e-mljn-co n m n-ex> n n-oo Jq(n)

Oznaczajac przez a i /3 granice dolna i granice górna ciagu (Zn/n) otrzymujemy nierównosci
m-l

~Le-mi; ~ a ~ /3 ~

j=l

l
Gdy teraz m -> 00, skrajne wyrazenia daza do wspólnej granicy>. = J e-ll/dt. Zatem>. = a = /3 = lim(xn/n).

o

Zadanie 220. [Trójkat ABC ma katy a ,/3, "1; P, Q, R to punkty
stycznosci kola wpisanego z brzegiem ABC; trójkat PQR
ma katy a' ,/3', "1' =? sin a sin /3 sin "1 ~ sin a' sin /3' sin "1'.l

(WT = 1,67; LPR = 14). Uogólnienia: J. Ciach zauwaza,
ze teza jest sluszna, gcly P, Q, R sa rzutami dowolnego punktu
M E fo.ABC na boki trójkata; P. Gadzióski pokazuje,
ze teza Jest sluszna, dla dowolnych liczb ~ ~ /3 ~ "1 > O

i a' ~ /3' ~ "1' > O takich, ze a + /3 + "1 = a' + /3' + "1' = 11',

a ~ a', "1 ~ "1'.

Zadanie 221. [Czesc (b): Dac przyklad scisle wypuklego
srodkowo-symetrycznego zbioru w R3 oraz wpisanego wen
srodkowo-symetrycznego niezdegenerowanego wieloscianu tak,
by srodki symetrii obu figur nie pokrywaly sie] (WT = 3,38;
LP R = 4). Przyklad P. Gadzióskiego: Bierzemy trójkaty
foremne ABC i KLM, lezace w jednej plaszczyznie 11'

i usytuowane, jak na rysunku. Trójkat ABC uzupelniamy do
szesciokata foremnego AZBXCY. Trójkat XY Z rzutujemy
prostopadle na dwie plaszczyzny 11" i 11''', równolegle do 11'

1-4

i lezace w jednakowej odleglosci od 11', po róznych jej stronach;
otrzymujemy trójkaty X'Y' Z' i X"Y" Z"

lQC K

Y x

A Z B

M

Niech V bedzie najmmejszym wieloscianem wypuklym
zawierajacym wszystkie nazwane punkty; przez W oznaczmy
osmioscian ABC X'Y' Z'. Srodki symetrii wieloscianów V
i W nie pokrywaja sie. Wystarczy "nadmuchac" sciany
wieloscianu V, aby otrzymac zbiór scisle wypukly, spelniaj acy
(wraz z wieloscian."m W) warunki zadania.

Inne dobre przyklady (bardziej skomplikowane) podali:
H. Kornacki, J. Olszewski, W. Kopczuk.



Po 120 zadaniach i ponad szescioletnim okresie istnienia ligi fizycznej pora na pewne podsumowanie. Tym bardziej ze w okolicach
zadania 110 nastapilo przekazanie paleczki redagujacego lige.

Przez lige przewinelo sie dotychczas ponad dwustu uczestników, wsród nich zaledwie trzy (!) panie. Tytul Czlonka Klubu 44F uzyskalo
d1.iewietnastu uczestników (dokladniej: osiemnastu uczestników i jedna uczestniczka), w tym trzech dwukrotnie, dwóch' zas trzykrotnie
- uzyskuj ac tytul Weterana.

Wsród uczestników polowe stanowia uczniowie (okolo 40% wszystkich uczestników) oraz studenci - uczelni technicznych, uniwersytetów
(fizyka, informatyka, matematyka). zdarzyl sie tez student medycyny. W drugiej polowie - raczej nieskorej do blizszego ujawniania sie
- sa inzynierowie, nauczyciele, a nawet pracownicy naukowi.

Najwytrwalsi uczestnicy pozostawali wierni lidze przechodzac ze szkoly na uczelnie lub uzyskujac dyplom akademicki. Obserwowanie ich
rozwoju to rzecz ciekawa sama w s~bie. Cieszy tez, gdy uczestnik ligi zostaje laureatem Olimpiady Fizycznej - byly dwa takie przypadki.
Swoistym fenomenem jest jeden z Weteranów - technik geodeta, który erudycj a matematyczna móglby zacmic wiekszosc inzynierów i nie
tylko inzynierów ...

Na poczatku, gdy liga byla czyms nowym, wielu próbowalo swych sil w jednej czy dwóch seriach zadan i na tym poprzestawalo - chociaz
zdarzaly sie powroty, nawet po paru latach. W miare uplywu czasu ta tendencja slabla i obecnie przewazaja wytrwali. Doplyw nowych
uczestników gwaltownie zmalal - a i starych sie wielu wykruszylo - pod koniec 1989 roku, gdy opóznienie wydawnicze Delty zdarzalo sie
przekraczac nawet regulaminowy okres na nadsylanie rozwiazan (wtedy wydluzono ten okres z dwóch do trzech miesiecy).

Uregulowanie spraw wydawniczych juz nic potem nie pomoglo - liczba nadsylanych prac pozostala na bardzo niskim (niekiedy nawet
jednocyfrowym) poziomie. Nie spotkaly sie tez z liczniejszym odzewem zadania, do rozwiazania których mozna wprzac komputer (ale
dadza sie rozwiazac i bez komputera). Zadania takie pojawiaja sie poczynajac od numeru 9/1989. Liczymy, ze rozwój komputeryzacji
- zwlaszcza szkól - przyczyni sie do wzrostu zainteresowania nimi.

I goraco zachecamy, zwlaszcza mlodziez: popróbujcie swych sil w lidze, przysylajcie tez pomysly, jak lige uczynic bardziej atrakcyjna.

A teraz omówienie wybranych zadan.

Zadanie 92. [Równowaga ukladu dwóch cial na prowadnicach]
(WT = 1,23; LP R = 9). Na najwyzsza ocene rozwiazali je:
A. Borowski (zauwazyl, ze srodek masy ukladu porusza
sie po elipsie). P. Gworys, A. Sikorski, Dz. Lipniacki,
R. Panowicz, P. Perkowski. Trzej ostatni rozpatrywali
energie potencjalna ukladu cial.

Zadanie 94. [Rakieta o zmiennej masie] (WT = 2,80;
LPR = 4). Dobre rozwiazania analityczne przyslali
Dz. Lipniacki (bez upraszczajacego zalozenia o stalosci
przyspieszenia ziemskiego wzdluz toru rakiety). P. Perkowski
i A. Sikorski. Iteracyjnie rozwiazywal A. Borowski,
natomiast P. Perkowski zastosowal komputer do numerycznego
rozwiazania równania rózniczkowego (faktycznie byla to druga
metoda rozwiazywania) i do sporzadzenia wykresów.

Zadanie 97. [Wodne planety] (WT = 2,97; LPR = 1) jest
przykladem zadania "otwartego" , w którym samemu trzeba
okreslic, jakie mechanizmy i procesy odgrywaja decydujaca role.
Tego typu zadania na ogól nastreczaja trudnosci. Jedyne dobre
rozwiazanie nadeslal P. Gworys.

Zadanie 98. [Ruch krazka na lodowisku] (WT = 3,06;
LP R = 2). Zadanie nie cieszylo sie popularnoscia. L. Motyka
podal 3 tory spelniajace warunki zadania, A. Sikorski - 10.
Nikt nie posluzyl sie komputerem; jedynie P. Perkowski podal
program sprawdzajacy poprawnosc rozwiazan, ale go - niestety
- nie zastosowal.

Zadanie 105. [Kolysanie statku przez fale] (WT = 3,76;
LPR == O). Az dziwne, ze na tak proste zadanie nie nadeszlo
ani jedno satysfakcjonujace rozwiazanie (pewnie dlatego,
ze nietypowe). W rezultacie uzyskalo ono najwyzsza
wartosc WT.

Zadanie 106. [Drgania wlasne zawieszonego swobodnie
lancuszka] (WT = 2,74; LP R = 3). Dz. Lipniacki zauwazyl,
ze problem daje sie opisac równaniem rózniczkowym, którego
rozwiazaniem jest nastepujace wyrazenie na amplitude drgan
lancuszka w odleglosci z od dolnego konca:

x(z) = const . Ja(2w~),

gdzie Ja jest funkcja Bessela. Poniewaz w górnym koncu
lancuszka amplituda drgan jest równa zeru, wyznaczenie
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czestotliwosci drgan sprowadza sie do znalezienia miejsc

zerowych funkcji Ja (sa podane w specjalistycznych tablicach).
Rozwiazanie takie jest bardziej eleganckie od opublikowanego
w Delcie 12/1990, choc odczytywanie wartosci z tablic
niezupelnie odpowiada podanemu w zadaniu poleceniu "obliczyc
numerycznie". P. Perkowski i T. Wietecha podzielili

lancuszek na n (w praktyce kilka) elementów i analizowali
ich ruch stosujac równania Eulera-Lagrange'a; metoda ta jest
bardzo pracochlonna dla wiekszych n, za to malo dokladna dla
niezbyt duzych n. A. Sikorski dla odmiany otrzymal bardzo
dobre wyniki doswiadczalnego pomiaru okresu dwóch pierwszych
drgan - znacznie lepsze od obliczonych.

Zadanie 108. [Spadajacy taternik] (WT = 2,20; LPR = 4)
bylo takze niekonwencjonalne. Zasadniczo dobre rozwiazania
przyslali P. Gworys, L. Motyka, T. Wietecha
i A. Sikorski, który jako jedyny rozpatrywal dynamike

"szarpniecia" (patrz MaJa Delta w numerze 7/1990). Zadne
jednak z tych rozwiazan nie uwzglednilo pracy (biernej) sil
tarcia liny o taternika B podczas tego szarpniecia.

Zadanie 115. [Elektryczna metoda pomiaru czasu przdotu
pocisku] (WT = 2,40; LP R = 5). W kilku rozwiazaniach
zastosowano odmienny od naszego (Delta 7/1991) obwód - jak
na schemacie obok. Zamiast

rozladowywania kondensatora
przez opornik mamy tu jego
ladowanie w czasie, jaki
uplywa miedzy otwarciem
klucza 1 a otwarciem
klucza 2.

Zadanie 120. [Maksymalna predkosc katowa wirujacej kropli]
(WT = 3,15; LP R = 1). Znalezienie scislego rozwiazania jest
bardzo trudne i dlatego w tresci zadania zamieszczona byla
sugestia, by przeprowadzic póljakosciowa, orientacyjna ocene
wyniku. W dwóch rozwiazaniach wykorzystano te rade, ale
tylko jedno z nich - A. Sikorskiego jest satysfakcjonujace.
Umiejetnosc przyblizonej oceny danej wielkosci, gdy nie mozna
jej obliczyc dokladnie, jest czyms bardzo waznym. Tym wieksza
szkoda, ze tak rzadko sie ja spotyka u uczestników ligi.



OROBIJl2GI
Sposród matematyków polskich rekordowa liczbe publikacji mial
Waclaw Sierpinski (1882-1969). Opublikowal on 724 artykuly
i wydal 50 ksiazek.

Tysiace szklanych kapilarek ulozonych razem i odpowiednio
uksztaltowanych moze dzialac jak soczewka skupiaj aca
promienie Roentgena. Stosujac te metode osiagnieto
okolo lO00-krotne zwiekszenie natezenia wiazki promieni X. Byc
moze, juz w niedalekiej przyszlosci nauczymy sie w ten sposób
kontrolowac bieg promieni X z niemal równa efektywnoscia,
co bieg zwyklego swiatla.

b~V~~.'lA'~h'~d
Kazdego dnia spada na Ziemie prawdopodobnie okolo 100 ton
materii meteorytowej. Wiekszosc jej pochodzi od cial
meteorowych stopionych i rozpylony.ch przy wtargnieciu
w atmosfere. Drobne kulki (o srednicy ponizej 1 mm) tej
materii znajduje sie nawet w osadach oceanicznych. W 1984 r.
Michel Maurette z Uniwersytetu Paryskiego zorganizowal
wyprawe na Grenlandie w celu poszukiwania czastek
meteorowych w jeziorkach powstajacyc h u czola lodowców.
Zgodnie z oczekiwaniami znaleziono tych czastek sporo, bowiem
sa one nieustannie dostarczane do jezior przez splywajace
lodowce, natomiast nie wiadomo dlaczego te czastki róznia
sie wyraznie od oceanicznych. Np. okazaly sie one mlodsze,
ubozsze w zelazo, za to znaleziono wsród nich kulki szklane nie
spotykane w osadach oceanicznych.

Dwa najwazniejsze dla zastosowan w analizie matematycznej
twierdzenia o punkcie stalym to twierdzenia polskich
matematyków: twierdzenie Banacha (tzw. zasada odwzorowan
zwezajacych) oraz twierdzenie Schaudera.

~/A~~/A'~~;~c;.&
Mitchel Feigenbaum, jeden z twórców teorii chaosu, zajmowal
sie przez pewien czas oddzialywaniem ukladów periodycznych
o niejednakowych okresach. Chcac lepiej wniknac w istote
problemu postanowil dokonac szczególnego eksperymentu
na sobie. Pewnego dnia, mianowicie, rozpoczal zycie
z 26 godzinnym cyklem dziennym. I tak kazdego dnia kladl
sie i wstawal o róznych godzinach, oddzielonych jednak zawsze
tym samym 26 godzinnym odcinkiem czasu. Oddzialywanie
ze swiatem zyjacym rytmem 24 godzinnym okazalo sie bardzo
trudne i Feigenbaum po kilku miesiacach przerwal swój
eksperyment, szczególnie ze jego pozornie nieuporzadkowanym
trybem zycia zainteresowala sie policja z Los Alarnos, nieduzego
miasta stanu Nowy Meksyk, gdzie wówczas pracowal.

Wbrew powszechnemu mniemaniu wydatki na ochrone
srodowiska w krajach rozwinietych nie sa wcale male. W 1990 r.
w Stanach Zjednoczonych koszty oczyszczania i neutralizacji
wszelkiego rodzaju zanieczyszczen osiagnely 115 mld. dolarów,
tj. 40% calego budzetu obronnego.
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Jak wiadomo, matematycy nie otrzymuja Nagrody Nobla.
Odpowiednikiem Nagrody Nobla w matematyce jest medal
Fieldsa przyznawany poczawszy od 1936 r. na kazdym
Miedzynarodowym Kongresie Matematycznym najwybitniejszym
matematykom, którzy nie przekroczyli czterdziestego roku zycia.
Kongresy odbywaja sie przecietnie co cztery lata. Jak dotad,
zaden Polak nie otrzymal tego medalu.

Naukowcom z Laboratoriów Lawrence'a udalo sie za pomoca
tunelowego mikroskopu skaningowego uzyskac obraz
czasteczki DNA. Kropelka roztworu KCl zawierajacego
czasteczki DNA zostala umieszczona na powierzchni grafitu.
Po odparowaniu wody z roztworu wykonano skanowanie. Udalo
sie zaobserwowac wyraznie oba lancuchy podwójnej spirali DNA.
W otrzymanych obrazach skok spirali wynosi od 27 do 63
angstremów.

Wedlug hipotezy Oorta Slonce otoczone jest przez chmure
malych cial, które od czasu do czasu zblizajac sie do niego
przeksztalcaja sie w komety. Chmura Oorta mialaby rozmiary
rzedu 100000 j.a. Kilka lat temu Alan Stern z University
of Colorado obliczal prawdopodobienstwa uderzenia planety
przez komety pochodzace ze slonecznej chmury Oorta,
z domniemanych chmur Oorta innych gwiazd oraz przez komety
prawdziwie miedzygwiazdowe. Konkretne wyniki zaleza,
oczywiscie, od przyjetych zalozen (np. gestosci tych komet
w przestrzeni), ale generalnie najbardziej prawdopodobne
okazuja sie zderzenia planet grupy Ziemi z kometami nalezacymi
do Slonca, a najmniej z kometami miedzygwiazdowymi.
Natomiast np. Jowisz najchetniej wylapuje komety z obcych
chmur Oorta. Nie wiadomo, jak mozna by to prosto uzasadnic.
Na szczescie okazalo sie tez, ze szanse trafienia Ziemi przez duzy
pocisk sa niemal zerowe - w ciagu calego swego zycia Ziemia
doznala prawdopodobnie okolo pieciu takich przygód.
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Gdy symbol nieoznaczony
Gdy symbol nieoznaczony
Liczyc granic nie pozwala
To najlepiej jest skorzystac
Z reguly de I'Hospitala

Ludolfina

Czy chcac otworzyc konserwe uzywamy w tym celu lasera
gazowego duzej mocy? Do rzadkosci nalezy próba zabicia _
muchy, brzeczacej na szybie, za pomoca wiertarki elektrycznej.
Chorego na lekki katar nie wysylamy od razu do szpitala ...

Galeria Jednego Cytatu

/'I

A
szpital - po francusku l'hospital

Krzysztof CIESIELSKI, Zdzislaw POGODA

"Przy brzegu moze zachowywac sie paskudnie"
(z wykladu dla studentów matematyki)

Nie strzelajmy z armaty do wróbli. Jesli mamy otworzyc
konserwe, to przede wszystkim uzywajmy otwieracza. Gdy
zadanie nie wyglada na zbyt trudne, spróbujmy najpierw
poradzic sobie z nim za pomoca metod najprostszych. A laser
i inne subtelne narzedzia niewatpliwie sie przydadza, i to nie
raz ... Przed ich uzyciem zapoznajmy sie jednak z instrukcja
obslugi!

wzór mozna wyprowadzic z definicji pochodnej. No to
wyprowadzamy i musimy po drodze skorzystac z faktu, ze ...

lim 8i~ % = 1. Bledne kolo!%-0

3) Mamy zbadac lim 3 1 n'.:c~ ),. Niektórzy zastosuja tu"-00 ta 11R nn

regule de I'Hospitala. Czy wolno jednak rózniczkowac ciagi?
Nawet jesli mozna "podprowadzic" problem pod odpowiednie
twierdzenie, to nalezy to uzasadnic - i rozwiazujac zadanie,
wystrzegac sie zapisu typu: (n2 + l)'.
4) Obliczmy granice lim %33';0.8'3%' Po chwili zastanowienia%-0 % 'SIn %

zauwazymy, ze wystarclY licznik i mianownik podzielic przez x3,

a wynik otrzymamy blyskawicznie. Zagorzalym zwolennikom
reguly de l'Hospitala zyczymy milego rózniclIkowania (i to nie
raz!).

5) A teraz lim ~r(t~2)" Wzory na pochodne funkcji%-0 arc g %

arctg sa znane (i doprowadzaja do milych wielomianów), wiec
dlaczego ich nie wykorzystac - rachunki szybko dadza wynik.
Tyle ze bledny ... Dlaczego?
6) Przyklad, w którym az sie prosi o zrózniczkowanie:-l
l· In(2-%) M l' 2-% l R ..
lm 1 ( -2)' amy lm -1- = . ozumowame to zawiera:%-2 n % 2:-2 __%-2

jednak powazny blad. Gdzie?
7) Pomylka, która jest niejako konsekwencja czestego, nawet
poprawnego, stosowania reguly de I'Hospitala. Trzeba

zrózniczkowac iloraz ffH. Moze pojawic sie równosc

f'(x)

g'(x) .(f(X)) ,g(x)

Przy zbyt pochopnym stosowaniu reguly de I'Hospitala latwo
o "wypadek przy pracy". Przed czym warto przestrzec?
l) Obliczajac granice, mozna "z rozpedu" napisac:

lim f(x) = lim f'(x) = ...
%-p g(x) %-p g'(x)

A to przeciez nie zawsze jest prawda! Co dokladnie mówi
twierdzenie? Mozna w ten sposób np. dojsc do wniosku,

Ze funkcja: x ---+ %+:;n % nie ma granicy przy x dazacym
do nieskonczonosci, bo po odpowiednim zrózniczkowaniu

otrzymamy 1+\08 % •••

2) Az sie prosi, by obliczaj ac granice lim 8i~ % zastosowac regule%-0
de I'Hospitala i zrózniczkowac licznik i mianownik. Ale zaraz,
zaraz! Ile wynosi pochodna funkcji sinus? To nie jest trudne,

Po zaznajomieniu sie z regula de I'Hospitala niejeden bedzie
próbowal obliczac za jej pomoca kazda prawie granice. A czy
nalezy rozwiazywac zadanie przy uzyciu poteznej "machiny
matematycznej" w sytuacji, gdy mozna to zrobic zupelnie
elementarni e? Ponadto, jesli korzysta sie z jakiegos twierdzenia,
to nalezy dokladnie znac jego sformulowanie, a w szczególnosci
zalozenia. W twierdzeniu de I'Hospitala obok efektownej
tezy istnieje cala lista drobnych, lecz istotnych zalozen
- które niewatpliwie nalezy sprawdzic przed zastosowaniem
reguly. Dodajmy, ze istnieja matematycy, którzy uwazaja
(niejednokrotnie nie bez racji), ze korzystajac z jakiegos
twierdzenia wypada wczesniej zaznajomic sie z jego dowodem.
A dowód reguly de I'Hospitala nie jest prosty ...

Propozycja sugerowana w zacytowanym jako motto wierszyku
Ludolfiny nie jest zbyt dobra. Dlaczego? Dla osób z niewielkim
doswiadczeniem matematycznym uzycie tak poteznego
i delikatnego narzedzia wiaze sie z duzym ryzykiem.

Regula de I'Hospitala jest wielce przydatnym, ale i bardzo
subtelnym twierdzeniem. Przypomnijmy: Dane sa funkcje
f i g okreslone na podzbiorach zbioru liczb rzeczywistych,
o wartosciach w R, rózniczkowalne w sasiedztwie liczby p
(zamiast liczby mozna rozwazac p = 00, a sasiedztwo moze byc
jednostronne). przy czym g'(t) -t O dla dowolnego t z sasiedztwa.
Jesli lim f(t) = lim git) = O (albo 00) i jesli istnieje granicat-p l-p

(moze byc niewlasciwa) lim t.;..!!l(l) = 0/, to lim M(l) = 0/.l-p a t t-p g t
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