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Kwant kretu
pola elektromagnetycznego

Jerzy DRYZEK

PoniZ8zy artykul opatrzy/iimy komentarzem redakcyjnym. Zaznaczy/iimy

miejua artykulu, do których komentarz 8ie odno8i.

Pole elektromagnetyczne (EM), bedace obiektem fizycznym, ma
wszystkie jego atrybuty; ma mase, ped, a takze moment pedu. Ten
ostatni w odniesieniu do tego pola moze byc niejednokrotnie zródlem
paradoksalnych zachowan ukladów fizycznych. Okazuje sie bowiem,
ze izolowany uklad moze miec moment pedu bedac w spoczynku,
a za sprawa zasady zachowania momentu pedu moze zostac wprawiony
w ruch po wylaczeniu pola magnetycznego badz elektrycznego w tym
ukladzie. Jako przyklad niech sluzy tzw. dysk Feynmana opisany
w drugim tomie jego popularnych wykladów. Uswiadomienie sobie, ze taki
moment pedu istnieje, pozwala cza.sami znacznie uproscic nasze rozumienie
zjawisk elektromagnetycznych. Oto, na przyklad, diamagnetyzm materii
uwazac mozna za konsekwencje zasady zachowania momentu pedu
- oczywiscie - po uwzglednieniu kretu pola EM.

Kret pola EM wyraza sie wzorem

(1) LEM = go . / r x (E x B) dv,

gdzie E jest wektorem natezenia pola elektrycznego, a B jest wektorem
indukcji pola magnetycznego w punkcie r, go jest przenikalnoscia
dielektryczna prózni.

Interesujace ze wszech miar jest pytanie o kwant, o najmniejsza porcje
tego wlasnie momentu pedu, bo przeciez intuicyjnie wydaje sie oczywiste,

ze musi on istniec. W swoim artykule (Delta 10/1986, str. 14) zawarlem
sugestie, która wydawala sie rozsadna, ze foton, a dokladniej jego spin,

realizuje wlasnie te najmniejsza porcje LEM, czyli ze wynosi ona 1i (stala
Plancka podzielona przez 21T-). Niestety, wbrew zdrowemu rozsadkowi,
okazuje sie to nieprawda.

Rozpatrzmy nastepujacy uklad fizyczny: niech na nieruchornej sferze
o promieniu R rozlozony bedzie równomiernie ladunek elektryczny Q,
w srodku tej sfery niech bedzie umieszczony magnetyczny moment

dipolowy m (wytworzony np. przez niewielka cewke zasilana bateria),
skierowany wzdluz osi z.

Rys. 1. Rozklad pola elekt.ryo.ll(·go i lllaglld.ycznego wok6l naladowanej sfery
z momentem magnetycznym w jej ~rodku.
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Wbrew
zdrowemu

rozsadkowi (II)
(Wedlug wykladów radiowych

z audycji IV programu - Widnokrag)

Przyspieszamy, a nie
zwiekszamy predkosci

Tomasz HOFMOKL

Poprzednim razem opisywalem Panstwu
najprostsze zjawiska, których przebieg jest
dzis dla nas oczywisty, a które przeczyly
zdrowemu rozsadkowi starozytnych
uczonych. Cykl naszych artykulów jest
poswiecony tym doswiadczeniom, które

wydaja sie przeczyc pojeciu tego, co jest
mozliwe i tym samym zmuszaja nas do
rozszerzenia naszej wiedzy o swiecie.

Wydaje sie, ze juz w tytule artykulu
jest jakas sprzecznosc. Czy mozna
przyspieszac, a jednoczesnie nie zwiekszac
predkosci? Wydaje sie, ze jest to

niemozliwe. A jednak ...

Zaczne od bardzo prostego doswiadczenia,
które w dziecinstwie wiekszosc z nas

na pewno przeprowadzala po prostu
w trakcie zabawy. Mam na mysli
puszczanie samolotów z papieru.
Ale chcialbym odwolac sie do zabaw
na swiezym powietrzu i to w wietrzny
dzien. Samolot rzucony z wiatrem
pieknie i daleko szybowal. Puszczony
zas pod wiatr lecial wolno w stosunku

do ziemi i po chwili zawracal. Nie bylo
wiec obojetne dla predkosci samolotu
wzgledem rzucajacego, czy start odbywal
sie pod wiatr czy z wiatrem. Wydaje sie to
oczywiste. Mozna nawet sobie wyobrazic,
ze mierzac predkosc tak samo rzucanego
samolotu wzgledem ziemi w przypadku
rzutu pod wiatr i z wiatrem mozna by
wyznaczyc predkosc wiatru. Nie jest to,
oczywiscie, najbardziej praktyczny spos6b
pomiaru predkosci wiatru, ale zawsze,
jakby sie ktos uparl, to taki pomiar moze
przeprowadzic.

O takim wlasnie pomiarze chce mówic,
poniewaz jego wynik zaskoczyl tych,
którzy go wykonali, tak dalece byl
sprzeczny z tym, czego mozna bylo
oczekiwac. Nie byl to pomiar predkosci
papierowego samolocika rzucanego
z wiatrem i pod wiatr, lecz pomiar
predkosci swiatla biegnacego w wietrze

eterowym. Tu, oczywiscie, nalezy sie pare
slów wyjasnienia.



(4)

Pierwszym fizykiem, który zastanawial
sie na.d mozliwoscia eksperymentalnego
sprawdzenia, czy predkosc swiatla
jest nieskonczona czy skonczona, byl
Galileusz. Wspomina o próbie takiego
doswiadczenia w pracy Dialogi i dowodzenia
matematyczne wyd'a.nej w Lejdzie
w 1638 r.Na dwóch odleglych wzgórzach
ustawili sie ludzie z latarniami. Gdy
jeden odslonil latarnie, promien swiatla
wedrowal do jego towarzysza na drugim
wzgórzu i gdy ten zobaczyl jej swiatlo,
natychmiast odslanial swoja latarnie.
Pierwszy obserwator móglby na podstawie
opóznienia w widzianym blysku wyznaczyc
predkosc swiatla. Doswiadczenie nie
przynioslo wyniku, bo metoda zastosowana
nie mozna bylo zmierzyc tak wielkiej
predkosci sygnalu. Pierwszym, który
zmierzyl predkosc swiatla, byl dunski
astronom Olaus Roemer, który w 1676 r.,
pracujac w obserwatorium paryskim badal
zacmienia satelity Jowisza o nazwie lo.
Z jego pomiarów wyniklo, ze predkosc
swiatla wynosi 214 tysiecy km na sekunde.
Wartosc ta odbiega od znanej dzis
wartosci, która jest bliska trzystu tysiacom
kilometrów na sekunde, ale pamietajmy,
ze bylo to pierwsze stwierdzenie,
iz predkosc ta, jakkolwiek bardzo duza,
jest skonczona.

Tu sie wlasciwie zaczyna nasza historia.
Dowiadujemy sie, ze swiatlo ma skonczona
predkosc. Nasuwa sie od razu pytanie:
w czym swiatlo sie rozchodzi? Przeniesmy
sie od razu w dziewietnasty wiek. Nie
wchodzac w szczególy ówczesnych
pogladów na nature swiatla przypomnimy
tylko, ze w wiekszosci teorii tlumaczacych
rozchodzenie sie swiatla zakladano
istnienie eteru - hipotetycznego osrodka
przenikajacego wszystko i rozciagajacego
sie wszedzie, nawet w prózni. Opierajac
sie na dotychczasowych doswiadczeniach
rozumowano przez analogie. Glos moze
rozchodzic sie tylko w jakims osrodku,
na przyklad w powietrzu lub w wodzie.
Fale na jeziorze maja tez swój osrodek,
w którym biegna. Jezeli swiatlo sie
rozchodzi, to musi istniec osrodek, który
je przenosi.

Ten hipotetyczny eter musialby miec
niezwykle wlasciwosci, musialby byc
bardzo sprezysty, bo inaczej swiatlo nie
mogloby biec tak predko, a równoczesnie
nie móglby stawiac oporu w ruchu
planet. Eter wiazano z absolutna
nieruchoma przestrzenia mechaniki
Newtona i w pewnym sensie byl on jej
materializacja.

Wiedziano, ze Ziemia pedzi
w przestworzach w ruchu wokól Slonca
z predkoscia okolo 30 km/s. Na Ziemi
wieje wiec huragan eteru, którego my
wprawdzie nie odczuwamy, ale delikatne
swiatlo, dla którego eter jest nosnikiem,.~
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Obliczmy teraz moment pedu pola EM w tak skonstruowanym ukladzie.
We wnetrzu sfery pole elektryczne jest równe zeru, zatem interesujace dla
nas bedzie zachowanie sie pola E i B poza sfera. I tak pole elektryczne
i magnetyczne dla r > R beda równe

() Q P,o m ( . ~2 E = --- .r B = - . -. 2 cos O . r + sm O . O) ,
411"Eor2 411" r3

gdzie r i '8 sa wersorami skierowanymi odpowiednio w kierunku
wektora r i prostopadle do niego w kierunku wzrostu kata O, a p,o jest
przenikalnoscia magnetyczna prózni.

·x

Ry •. 2

Wektor Poyntinga, czyli strumien energii poza sfera, jest równy
l Qm. A.

(3) -(E x B)= ( )2 (,. sm O • ~,p,o 4ll' Eor

gdzie ~ jest wersorem skierowanym w kierunku wzrostu kata ~.
Podstawiajac powyzsze do (1) i zauwazajac, ze ze wzgledu na symetrie pól
tylko skladowa w kierunku z wniesie wklad do LEM, otrzymujemy

00 "

L p,omQ! f 2· (SinO). p,o mQEM = (411")2' dr· r smO 7 211" sm OdO = 211" . 3R •
R o

Obliczony moment pedu odnosi sie tylko do statycznego pola EM i gdyby
teraz w jakis sposób odprowadzic ladunek Q lub przerwac doplyw pradu
do cewki wytwarzajacej moment magnetyczny, to sfera zacznie sie obracac
wokól osi z, a jej mechaniczny moment pedu, zgodnie z zasada zachowania
momentu pedu, bedzie równy LEM (komentarz).

Niech nasza sfera wyobraza klasyczny model elektronu. Wówczas Q = -e,
masa zas elektronu m. (pomnozona przez c2) równa jest jego energii
elektrostatycznej. Klasyczny promien takiego elektronu bedzie równy

2 l e2(5) R=-·-·-,3 411"Eo m.c2

gdzie c jest predkoscia swiatla (komentarz). Podstawiajac (5) do (4)
otrzymujemy wazny zwiazek wiazacy kret pola EM z momentem
magnetycznym tego pola

(6) LEM = - m•. m.e

Z teorii elektronu wiemy, ze jego moment magnetyczny wynosi -eti/(2m.),
zatem po wstawieniu tej wartosci do (6) ostatecznie otrzymujemy,
ze najmniejszlI, porcja kretu statycznego pola EM jest 1'1,/2. Ten
zaskakujacy rezultat mozna otrzymac i z warunku kwantyzacji Diraca
angazujac monopol magnetyczny, i z warunku na kwantyzacje strumienia
pola magnetycznego. Skonstatujmy jednak ten rezultat jeszcze inaczej.
Otóz w sensie klasycznym spin elektronu to nic innego jak moment pedu
jego statycznego pola magnetycznego i elektrycznego. Uwazne przyjrzenie
sie relacji (6) pokazuje jeszcze cos zaskakujacego, a mianowicie to,
ze uzyskalismy w niej poprawna wartosc tzw. czynnika zyromagnetycznego
g=2

(7) S= ;e·gm,
gdzie S jest wektorem spinu elektronu. Taka wlasnie wartosc otrzymal
Dirac na gruncie swej relatywistycznej teorii elektronu. Zatem nasze
rozwazania pozwalaja zrozumiec zupelnie elementarnie, ze taka wlasnie
wartosc czynnika g jest wynikiem wlasnosci pól elektronu, a nie trudnej do
zrozumienia teorii Diraca (komentarz) .



Komentarz

musi odczuwac ten wiatr. Predkoec
swiatla mierzona wzgledem Ziemi pod
wiatr eterowy powinna byc mniejsza
niz z wiatrem. Wplyw bedzie maly,
bo 30 km/s to malo w porównaniu
z trzystoma tysiacami kilometrów
na sekunde, ale dokladne pomiary
powinny wplyw ten wykryc. Byloby
to proste potwierdzenie tego, czego sie
spodziewano, wiec wlaeciwie niezbyt
ciekawy eksperyment, którego wynik
logicznie mozna przewidziec. Podjal sie
przeprowadzenia takiego doswiadczenia
Albert Micheison, fizyk amerykanski
polskiego pochodzenia, urodzony w 1852 r.
w Strzelnie w Wielkopolsce. Mierzyl on
róznice predkosci swiatla w kierun.kach
wzajemnie prostopadlych sadzac, ze w ten
sposób wykaze istnienie wiatru eterowego.

Wynik doswiadczenia byl negatywny,
zadnego wiatru eterowego nie udalo sie
wykryc mimo ogromnej dokladnosci
pomiarów. Bylo to tak nieoczekiwane
i, dodajmy, sprzeczne ze zdrowym
rozsadkiem, ze wielu fizyków nie dalo temu
wiary. Konieczne stalo sie w tej sytuacji
powtórzenie eksperymentu. Dokonal
tego Michelson wraz z E. Morleyem.
Zwiekszono dziesieciokrotnie dokladnosc
i znowu wynik byl negatywny. Wiatru
eterowego nie ma, a moze nie ma eteru?
A moze trzeba zaproponowac coe calkiem
innego, zwariowanego i sprzecznego
ze zdrowym rozsadkiem? Moze predkoec
swiatla nie zalezy od predkoeci zródla i jest
zawsze w prózni stala. Pomyelmy nad tym,
to przeciez przeczy naszym codziennym
obserwacjom. Kamien rzucony przez okno
pedzacego pociagu (tego, oczywiscie, nie
nalezy robic) w kierunku ruchu na pewno
porusza sie szybciej wzgledem torów niz
kamien rzucony w tym samym kierunku
przez dróznika (ten chyba nie rzuca
kamieniami). Przeciez kamien wyrzucony
z pociagu ma predkoec pociagu i predkosc
nadana. przez rzucajacego. My zas
chcemy zalozyc, ze swiatlo wyslane przez
latarnie elektrowozu ma te sama predkosc,
co swiatlo emitowane przez lampe na
przejezdzie kolejowym. Czy to nie wydaje
sie absurdalne? A jednak taki wlasnie
postulat wysunal Albert Einstein w 1905 r.
w swojej pracy O elektrodynamice cial
w ruchu. Zalozyl on po prostu, ze predkosc
rozchodzenia sie jakichkolwiek sygnalów
elektromagnetycznych w prózni jest
stala i nie zalezy od ruchu zródla ani
od ruchu obserwatora i, co wiecej, jest

. to maksymalna predkosc, z jaka mozna
przekazywac sygnaly w przyrodzie.
Mozna, oczywiscie, pos,tulowac kazda
niedorzecznosc. Postulat taki ma tylko
wtedy wartosc, jezeli mozna sprawdzic
doswiadczalnie wnioski, jakie z takiego
zalozenia wynikaja. Zalozenie o stalosci
predkosci swiatla leglo u podstaw tak
zwanej szczególnej teorii wzglednosci,
która jest dzis teoria bardzo dobrze

Lorb = n 1'1. ,(10)

L _ Lorb
EM - -2-'

Z kolei wiemy, ze najmniejsza porcja dla LEM moze byc 1'1./2 lub jej
wielokrotnoec, zatem ostatecznie otrzymujemy, ze

(9)

Warto w tym miejscu uswiadomic sobie, ze rozpatruja.c klasyczny
elektron jako "kule bilardowa" o promieniu R ze wzoru (5), majaca kret

wlasny r6wny 11'1., otrzymamy na jej powierzchni maksymalna. predkosc
okolo 300 razy wieksza. od predkoeci swiatla. Zatem istotnie klasyczne
wyobrazenia spinu elektronu jako mechanicznego kretu wokól jego osi jest
mocno niepewne.

Otrzymany przez nas wynik niesie w sobie jeszcze jedna niespodzianke.
Rozpatrywany w szkole model Bohra atomu wodoru to nic innego
jak pewien uklad pól EM. Po orbicie wokól ladunku dodatniego

(protonu) krazy ujemnie naladowany elektron. Postulaty Bohra,
pozwalajace wyjaenic serie widmowe atomu wodoru, pojawiaja sie a priori
i dopiero glebsze studia pozwalaja je wyprowadzic. O ile drugi postulat
o kwantowaniu energii emitowanego z atomu fotonu mozna wydedukowac
z hipotezy Plancka postawionej do opisu ciala doskonale czarnego, to
pierwszy postulat o momencie pedu elektronu na stacjonarnej orbicie

(patrz ponizej) nie znajduje latwego uzasadnienia bez wejecia w mechanike
kwantowa. Rozpatrzmy jednak pola w takim modelu atomu wodoru.
Proton wytwarza radialne pole elektryczne. Niech rozklad jego ladunku
dodatniego bedzie taki jak w naszym klasycznym modelu elektronu.
Krazacy elektron zas to nic innego jak zamkniety obwód z pradem, który
wytwarza moment magnetyczny prostopadly do plaszczyzny ruchu

e
(8) morb = - -- .Lorb ,2m.
gdzie Lorb jest momentem orbitalnym krazacego elektronu. Wraz
z istnieniem równoczesnie dwóch skladowych pola EM musi istniec jego
kret. Poniewai przedstawiony model atomu wodoru ma rozklad pól
identyczny jak analizowany powyzej model elektronu, zatem podstawiajac

(8) do (6) otrzymujemy

Artykul Jerzego Dryzka wydal nam sie zdecydowanie ciekawy
i postanowilismy go opublikowac. Uznalismy jednak, ze artykul nalezy

opatrzyc komentarzem, gdyz pewne stwierdzenia autora, jak sadzimy, ida
za daleko .

co jest niczym innym jak pierwszym postulatem Bohra.

Byc moze, wielu wyda sie nieprawdopodobne, aby coe tak subtelnego,
tajemniczego i - by pojac - wymagajacego ogromnej wiedzy z mechaniki
kwantowej - jak spin elektronu, bylo w sensie klasycznym po prostu.
kretem pola EM wytworzonego wokól tej czastki. No cóz, czasami tak to
bywa z rzeczami oczywistymi.

Literatura

R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, Feynmana wyklady z fizyki,

PWN, Warszawa 1974, tom II.

I tak nasza pierwsza uwaga dotyczy obserwacji, ze dzieki zachowaniu

momentu pedu naladowana sfera z umieszczonym wewnatrz solenoidem,
bedaca klasycznym modelem elektronu, zacznie sie obracac, jesli
odprowadzic ze sfery ladunek badz przerwac doplyw pradu do cewki.
Przedstawiona sytuacja jest tylko jedna z mozliwych. Rzecz w tym,
ze odprowadzaniu ladunku badz wylaczaniu pradu towarzyszyc bedzie

powstanie zmiennego w czasie pola elektromagnetycznego i emisja fali
elektromagnetycznej, która moze uniesc moment pedu naszego klasycznego
elektronu. Wówczas sfera nie bedzie sie obracac.
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zgadzajaca sie z doswiadczeniem, ale
juz nie tak dobrze z naszym poczuciem
tego, co jest mozliwe, a co nie. W wielu
swoich wynikach jest ona, szczególna
teoria wzglednosci, sprzeczna ze zdrowym
rozsadkiem i trzeba ja jakos wlaczyc do
zbioru naszej wiedzy, czyli zmienic kryteria
zdrowego rozsadku w taki sposób, aby
cos, co jest prawdziwe, nie wydawalo sie
niemozliwe.

Powiedzialem, ze szczególna teoria
wzglednosci jest prawdziwa. Co to znaczy?
A tylko tyle, ze wszystkie przewidywania
tej teorii, jakie umiemy wyprowadzic,
zgadzaja sie z doswiadczeniem.

Doswiadczen potwierdzajacych szczególna
teorie wzglednosci jest dzis bardzo wiele.
Warto wspomniec chociaz o kilku takich
doswiadczeniach. Jedno nazwalbym
doswiadczeniem z szybko poruszaja,ca
sie latarka. Zmierzmy predkosc swiatla
wysylanego przez nieruchoma wzgledem
obserwator.a latarke i nastepnie powtórzmy
ten sam pomiar wprawiajac latarke
w ruch z predkoscia bliska predkosci
swiatla. Czy to mozliwe? Zaraz sie
o·tym przekonamy. Musza sie Panstwo
zgodzic, aby nazwa latarki objac kazde
zródlo swiatla. W szczególnosci niech
nasza latarka beda mezony 7r0• Cóz
to takiego, moze ktos zapytac. Otóz

w katalogu róznych czastek, jakie zna
przyroda, figuruja równiez czastki, które sa
prawie trzysta razy ciezsze od elektronów,
obojetne elektrycznie i bardzo
krótkozyciowe. Po swoim króciutkim zyciu
rozpadaja sie przewaznie na dwa fotony,
czyli na dwie porcje promieniowania
elektromagnetycznego, mozna by
powiedziec, na dwie porcje swiatla, tylko
w zakresie niewidzialnym dla ludzkiego
oka. Mezon 7r0 mozemy wiec traktowac
jak latarke wysylajaca promieniowanie
elektromagnetyczne. Umiemy nadawac
tym mezonom bardzo duze predkosci.
W jednym z doswiadczen wykonanym
w miedzynarodowym laboratorium
CERN pod Genewa przez zespól pod
kierunkiem Alvagera utworzono wiazke
bardzo wielu mezonów 7r0 o predkosci
299 717 km/s. Predkosc swiatla wynosi
zas 299 792 km/s. Uzyskano wiec
predkosc niezwykle zblizona do predkosci
swiatla. Mozemy wiec mówic o latarce
poruszajacej sie prawie z predkoscia
swiatla. Pedzace mezony rozpadaja
sie emitujac fale elektromagnetyczna.
Pytamy, z jaka predkoscia biegnie ta
fala? Dokonano pomiaru tej predkosci
i okazalo sie, ze zmierzona predkosc
fali elektromagnetycznej, powstalej
w wyniicu rozpadu pedzacych mezonów,
jest dokladnie taka sama jak swiatla
wysylanego przez zródlo w spoczynku.
Einstein mial racje. Jego postulat stalosci
predkosci swiatla zostal potwierdzony
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Autor uzyskuje zaskakujacy wynik, ze minimalny moment pedu
statycznego pola elektromagnetycznego wynosi n/2, nie zas n (jak mozna
bylo oczekiwac) przy wyborze szczególnej wartosci elektromagnetycznej
masy elektronu, a mianowicie

2 2 l e2

(1) m.c = --- R .3 47r€o

Jesli przyjac, ze masie elektronu odpowiada elektrostatyczna energia

zgromadzona w kuli o promieniu R, otrzymujemy wspólczynnik 3/5
zamiast 2/3 w równaniu (1), które natomiast mozna otrzymac
uwzgledniajac dodatkowo energie niesiona przez pole magnetyczne. Obie
te interpretacje masy elektronu maja jednak te wade, ze nie uwzgledniaja

pewnych sil (których istnienie klasyczny model elektronu powinien
zakladac), a zatem i energii z nimi zwiazanej, sprawiajacych, ze nasza
naladowana kulka nie rozlatuje sie na kawalki na skutek elektrostatycznego
odpychania jednoimiennych ladunków.

Nie mozna uznac opisanego modelu elektronu za calkowicie klasyczny,
gdyz autor "przemyca" do swoich rozwazan kwantowq wielkosc momentu

magnetycznego elektronu -en/(2m.).

Wymaga równiez komentarza uzycie w artykule wielkosci "kretu

wlasnego" czy raczej spinu elektronu V3n/2, nie zas powszechnie przyjetej
wartosci n/2. Rzecz w tym, ze autor interpretuje w sposób klasyczny

pewne wyrazenia otrzymane na gruncie mechaniki kwantowej. Przyjmuje

on mianowicie, ze moment pedu ukladu wyraza sie wzorem ....;'1(1 + n),
gdzie l mozna uwazac za maksymalna wielkosc rzutu momentu pedu

na dowolnie wybrana os. Wówczas przy 1= n/2 otrzymujemy wartosc
momentu pedu V3n/2. Jesli natomiast przyjac, ze moment pedu równy
jest maksymalnej wielkosci rzutu, co zachodzi" zarówno w mechanice
klasycznej, jak i kwantowej, to otrzymujemy standardowa wartosc

momentu pedu równa n/2.

I jeszcze jedna uwaga. Przedstawiony model spinu moze byc jedynie
zastosowany do czastek naladowanych, takich jak elektron. Spin jednak
maja równiez niektóre czastki neutralne i przedstawiony model zupelnie
wówczas zawodzi.

Czytelnik moze zapytac, czy wobec tylu krytycznych komentarzy
omawiany artykul w ogóle powinien sie w Delcie ukazac. Naszym zdaniem

tak. Problem, czym jest spin, nurtuje wielu fizyków, autor artykulu zas
przedstawiajac ciekawe rozwazania próbuje ten problem rozwiazac. A to,
ze sie w wielu punktach nie zgadzamy? Cóz, fizyka, nie ta ze szkolnych
podreczników, ale ta, jaka obecnie sie "robi", taka wlasnie czesto bywa.

Stanislaw MRÓ WCZyNSKI

Konkurs
Jedyny znany dowód ponizszego twierdzenia jest bardzo, bardzo

nieelementarny (szkic tego dowodu byl opublikowany w Delcie 6/1988).
Oglaszamy wiec otwarty konkurs na elementarny dowód. Jesli nie
bedzie on zbyt dlugi, to z checia go opublikujemy. A poza tym bedzie
to z pewnoscia bardzo dobry temat na Konkurs Uczniowskich Prac
z Matematyki.
A oto zapowiedziane twierdzenie:

Kwadratu nie mozna podzielic na nieparzystq liczbe trójkqt6w o r6wnych
polach.

Redakcja



n

n Laibi ~
i=1

o pewnej nierównosci

Udowodnimy na pocza,tku nastepuja,ce
Twierdzenie. Jezeli O ::::;al ::::;a~ ~ ::::;an, O ::::;bl ::::;b~ ~ ... ~ bn oraz
il,h, ... ,in jest permutacja.cia,gu 1,2, , n, to

albn + ... + anbt ~ albit + ... + anbi •• ~ albl + ... anbn .

Dowód. Naszkicujemy tylko uzasadnienie prawej nierównosci (dowód
lewej jest analogiczny). Dowód indukcyjny sprowadza sie do wykazania
nastepuja,cej niewwnosci:

alb" + albl ~ albl + a,b" .

Ta zas nierównosc równowazna jest nastepuja,cej oczywistej nierównosci:

al(bt - h) + al(h - bIl = (al - aI)(h - bIl ~ o.
Pokazemy teraz kilka zastosowan udowodnionego przez nas twierdzenia.
Przyklad 1. Jeieli Xl, •.. ,Xn > O, to

~ + X2 + ... + Xn-l + Xn > n.
X~ Xa Xn Xl-

Dowód. Niech al, ... ,an bedzie taka, permutacja, cia,gu Xl, ... ,Xn,

ze al ~ •.. ~ ano Wówczas jezeli przyjmiemy bi = l/anH-i dla
i = l, ... , n, to bl ::::;••• ~ bn• Sta,d dla pewnej permutacji (ji) mamy

Xl X~ Xn-l Xn b- + - + ... + -- + - = albit + ... + anbi •• ~ albn + ... + an 1;= n.
X~ Xa Xn Xl

Przyklad 2. Jezeli O ~ al ::::;a~ ::::;... ::::;an oraz O ~ bl ~ b~ ::::;... ~ bn, to

(tai) (tbi) .1=1 1=1
Dowód.

n

L aibi ~ albl + a~b~ + ... + anbn,
i=l
n

L aibi ~ alb~ + a~ba + ... +anbl,
'=1
n

L aibi ~ alba + a~b••+." + an-lbl + anb~,
.=1

n

L aibi ~ albn + a2bl + ... + anbn-l .
'=1

Dodaja,c stronami i przypatrujac sie uwaznie prawej stronie otrzymamy
zadana, nierównosc.

Przyklad 3. Jezeli funkcje f i g sa, cia,gle, nieujemne i niemalejace na
przedziale [O,lJ, to

! I(.)g(.)d. ~ (!f(.]d') (!g(.)d.) .
Dowód. Ustalmy n. Nie~h ai = f( 1;), bi = g( 1;). Korzystajac
z przykladu 2 mamy nierównosc:

Stad przechodzac do granicy przy n da,zacym do nieskonczonosci
otrzymamy teze.

Podobnie mozna udowodnic, ze jezeli funkcja f jest niemalejaca, funkcja
zas g jest nierosnaca, to

! f(.)g(.) d. ~ (!f(.)d.) (!g(.)d,) .
Bogdan WOJCIESZ'YR
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doswiadczalnie. Czy przez to postulat ten
staje sie zrozumialy, czy umiemy sobie
wyobrazic, jak to jest mozliwe? Watpie.
Do tego trzeba sie przyzwyczaic. Mozna
sie zapytac, a j ak to jest z rzucaniem
kamienia z pedzacego pocia,gu. KaIl).ien
na pewno"porusza sie szybciej niz kamien
rzucony przez dróznika. Czy fizyka
kamienia jest inna niz fizyka swiatla?
Byloby to równiez niezrozumiale. Otóz,
szczególna teoria wzglednosci umie te
sprzecznosci pogodzic. Fizyka kamienia
i fizyka swia~la jest jedna. Wzory
szczególnej teorii wzglednosci sa, sluszne
i dla duzych, i dla malych predkosci.
Dla malych predkosci przewidywania
szczególnej teorii wzglednosci prawie nie
róznia sie od tego, czego oczekiwalibysmy
na podstawie wzorów fizyki klasycznej,
które sa, w tym zakresie predkosci wzorami
przyblizonymi, ale daja,cymi bardzo
dobre wyniki. Kamien porusza sie wolno
w stosunku do predkosci swiatla, wiec
mozna z powodzeniem stosowac wzory
uproszczone. Dla obiektów poruszajacych
sie z predkosciami porównywalnymi do
predkosci swiatla robic tego nie wolno.

Pokazmy to na przykladzie. Niech pociag
jedzie z predkoscia stu kilometrów na
godzine. Niech predkosc rzuconego
kamienia wzgledem pocia,gu wynosi la
kilometrów na godzine. Z doswiadczenia
wiemy, ze predkosc kamienia wzgledem
ziemi bedzie równa sumie tych obu
predkosci, czyli 110 kilometrów na
godzine. Szczególna teoria wzglednosci
mówi co innego. Predkosc ta bedzie
mniejsza od sumy predkosci i wyniesie
nie 110 km/h, ale mniej, z tym ze róznica
wystapi na pietnastym miejscu po
przecinku. Dla predkosci spotykanych
w zyciu codziennym jest to róznica nie do
zauwazenia. Co innego, gdyby i pocia,g,
i kamien poruszaly sie z predkoscia
np. polowy predkosci swiatla. Wtedy
predkosc wypadkowa nie równalaby sie
sumie, czyli predkosci swiatla, tylko
0,8 predkosci swiatla. A to juz byloby
zauwazalne.

Jak to wiec jest z tym tytulowym
przyspieszaniem? Otóz, póki poruszamy
sie z predkosciami malymi w porównaniu
z predkoscia swiatla, to"mozemy normalnie
przyspieszac. Rakieta kosmiczna porusza
sie wolno. Przy wlaczonym silniku nabiera
coraz wiekszej predkosci. I to jest dla nas
zrozumiale. A gdyby to byla superrakieta
pedzaca z predkoscia bliska, predkosci
swiatla, to co wtedy? Równiez mozna by
wlaczyc jakis silnik, np. fotonowy. Silnik
móglby pracowac, a rakieta zwiekszalaby
energie, ale prawie nie zwiekszalaby sie
jej predkosc. Jak to mozliwe? Otóz,
wzrastalaby masa rakiety. O tym, ze kazdy
z nas ma mase kilku ton i przezyl juz
tysiac lat, opowiem w nastepnym artykule.
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Wszystko wskazuje na to, ze w centrum Wielkiej Mglawicy
w Andromedzie M31 jest czarna dziura o masie 107 mas

Slonca. Do takiego wniosku doszedl John Kormendy
(Dominion Astrophysical Observatory) obserwujac te
galaktyke duzym teleskopelll na Hawajach. Miejsce to
odznacza sie wyjatkowo dobrym seeingiem (spokojna

atmosfera nie powodujaca drgan obrazów gwiazd), dzieki
czemu mozna osiagac rozdzielczosc O~ 5 i sledzic ruchy
gwiazd w galaktyce bardzo blisko jej jadra. Charakter tych
ruchów moze posluzyc do oszacowania masy centralnej.
Z badan Kormendy'ego wyniklo, ze w obszarze o srednicy

nie wiekszej niz 1,5 pc jest skupiona taka wlasnie masa,
w dodatku dajaca dziesiatki razy mniej swiatla, niz

dawa.la.by, gdyby tworzyly ja gwiazdy. Najlatwiej fakt
ten wytlumaczyc wlasnie obecnoscia czarnej dziury,
chociaz zagadkowa staje sie wtedy bardzo slaba aktywnosc
jadra M3!.

Jezeli kazdy kat trójkata zostal podzielony na trzy równe
czesci, to linie podzialu lezace przy tym samym boku
przecinaja sie w punktach tworzacych trójkat równoboczny.
Niezaleznie od tego, jaki to trójkat.

~ ..... ,

'," ~~ ~ ~ -<;

~ ~ : : .

Badacze z Naval Air Development Center w Warminster
(Pennsylvania, USA) stwierdzili, ze meteoryty mozna
znajdowac w lodach Antarktydy za pomoca radaru.

Okazalo sie, ze pieciokilogramowe brylki moze zauwazyc
radar zainstalowany w samolocie, a kilkakrotne
przeczesanie jednego obszaru moze ujawnic na nim
brylki jeszcze mniejsze. Ocenia sie, ze ta metoda mozna
przesledzic 1000 mil kwadratowych terenu na godzine.

~., .. "
'," ~ " - -<;: : : : .

Kometa Halleya, najokazalsza kiedys ze wszystkich
regularnie sie pojawiajacych komet, zostala w ostatnim
pojawieniu zaobserwowana po raz pierwszy przy rekordowo

malej jasnosci: 24,2 mag. Równiez rekordowa byla wtedy
jej odleglosc od Slonca: 16 X 1982 r. wynosila ona 11,4 j.a.
Najdalej od Slonca w chwili odkrycia znajdowala sie
natomiast kometa 1976c Schuster: 7,41 j.a.
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Jesli po powierzchni kuli cieknie miód, to ruch jego czastek
w dowolnym punkcie opisuje zaczepiony tam wektor
predkosci. Mamy wiec sfere oblepiona polem wektorowym.
W niektórych punktach wektor ten ma dlugosc zero - sa,

to miejsca osobliwe pola. Osobliwosci moga byc w zasadzie

trzech typów: zródlo (A), sciek (B) lub siodlo (C).
Okazuje sie, ze osobliwosci pola sa. w pewnym stopniu
wymuszone przez ksztalt sfery, na której

(liczba zródel)-(liczba siodel) + (liczba scieków)=2.

Stad np. wynika, ze nie moze byc w ogóle ciaglego pola bez
zadnej osobliwosci, tj. sfery nie mozna "uczesac".

Jedno uderzenie skrzydel motyla moze po odpowiednio
dlugim czasie wywolac huragan: Do takiego wniosku
doszedl w latach 60. Edward N. Lorenz, meteorolog z MIT.
W ukladach chaotycznych - takich jak ruch mas powietrza
- niewielkie zaklócenie warunków poczatkowych moze
spowodowac szybko narastajace z uplywem czasu zmiany
sytuacji. Wynika stad górna granica czasowa jakichkolwiek
szczególowych prognoz meteorologicznych - okolo dwóch
tygodni. Poniewaz jednak obecnie w miare niezawodne

prognozy siegaja zaledwie 36 godzin, wiec pozostaje duzy
margines na. ich udoskonalenie.

Pierwsza uwieczniona w historii kometa byla zapisana
w chinskich kronikach kometa z 2316 r.p.n.e. Pierwsza,
obserwowana przez teleskop byla kometa 1618 I.

Obserwowali ja, Johalln Kepler w Austrii, Johann Baptist
Cysat w Szwajcarii, oraz John Bainbridge w Anglii.
Odkryta. zas przez teleskop zostala jako pierwsza Wielka
Kometa 1680. Odkryl ja 14 XI 1680 r. w Coburgu
(Niemcy) Gottfried Kirch, wspólpracownik Jana
Heweliusza.

Na granicy Ryb i Andromedy lezy galaktyka znana jako

NGC 262, zaliczana tez do galaktyk Seyferta (pewien
typ galaktyk z aktywnym ja,drem). Jednak jej obraz
w swietle niebieskim jest drastycznie inny niz w czerwonym
- przede wszystkim jest kilkakrotnie wiekszy. Potwierdzaja
to tez obserwacje radiowe na fali wodorowej 21 cm.
W rezultacie galaktyka zosta.la. wciagnieta do katalogu
osobliwie niebieskich obiektów jako Markarhn 348. O ile
znajomosc stalej Hubble'a, a wiec odleglosc tej galaktyki,
jest pewna, to obiekt ten jest - byc moze - najwieksza
znana dotychczas galaktyka. Jej rozmiary wynosilyby
400 kpc, a wiec o ponad rzad wielkosci przewyzszalyby
rozmiary naszej Galaktyki.



Jest to drugie elementa,rne rozwiazanie
tego zadania zamieszczone w Delcie.
Pierwsze zostalo zamieszczone
w numerze 11/1991.

Rozwl"zanle zadania M 619.
Jezeli liczba zapisana w punkcie A
jest mniejsza od liczby zapisanej
w sasiednim punkcie E, to rysujemy
strzalke w lewo od odcinka AB (idac
z A do B), jak na rysunku:

A

Jezeli liczby zapisane w wierzcholkach
jakiegolf tr6jkata rosna zgodnie
z ruchem wskaz6wek zegara, to
wewnatrz tego tr6jkata lezy jedna
strzalka, jezeli w kierunku przeciwnym
- to dwie. Oznaczmy przez n liczbe
tr6jkat6w drugiego rodzaj~. W 6wczas
calkowita liczba strzalek lezacych
wewnatrz szelfciokata r6wna jest
2n + (24 - n) = 24 + n. Wystarczy
teraz zauwazyc, ze musi ona byc
nie mniejsza niz 31 (30 strzalek
pochodzi od wewnetrznych odcink6w
i co najmniej jedna od granicznych).

Rozwi"zanie zadania M 620.
Poniewaz zadne dwie z tych lamanych
nie moga mip-c wsp61nego odcinka,
wiec w kazdym spogr6d 12 punkt6w
na obwodzie, z kt6rych wychodza
3 odcinki, musi znajdowac sie koniec
lamanej. Ale 5 lamanych moze miec
co najwyzej 10 konc6w.

Rozwl"zanle zadania M 621. Niech
A, B, C beda kolejnymi wierzcholkami.
W6wczas kazde dwa spogr6d odcink6w
AB, BC, CA i n-3 przekatnych
wychodzacych z B maj a punkt
wsp6luy. Trzeba wiec co najmniej
n kolor6w. Jest to równiez liczba
wystarczajaca: nalezy pomalowac
k-tym kolorem wszystkie odcinki

tworzace z bokiem AB kat!: 1800n
dla k = O, l, ... ,n-l.

Elementarny dowód

Ponizsze zadanie wraz z adnotacja, ze redakcja nie zna elementarnego rozwiazania

zostalo zamieszczone w EPSILONIE nr 7 (Delta 9/1991).

Prostokat P dzielimy na skonczona liczbe mniejszych prostokatów (w ten sposób,
ze dowolne dwa z nich moga zahaczac o siebie jedynie bokami - por6wnaj z rysunkiem).
Zal6zmy, ze kazdy z mniejszych prostokatów ma przynajmniej jeden bok o dlugosci bedacej

liczba calkowita. Udowodnic, ze prostokat P ma bok o dlugosci bedacej liczbq calkowitq.

bt=rID===q
A oto elementarny dowód.

Niech wierzcholki prostokata P maja wspólrzedne (0,0), (a,O), (O,b) i (a,b). Zalózmy,
ze b fi. N. Mamy wykazac, ze a E N.

Dzielac w razie potrzeby prostokaty, z których sklada sie prostokat P, na mniejsze
prostokaciki mozemy zalozyc, ze maja one boki o dlugosciach nie wiekszych niz l
(co najmniej jeden z boków ma wówczas dlugosc l).

Udowodnimy nastepujacy fakt: '

Niech n :::.:;a bedzie liczba naturalna, (lub zerem). Wówczas suma

(*) wysokosci prostokacików przecinanych pionowa prosta x = n
(tzn. takich, przez których wnetrze przechodzi ta prosta) jest liczba
calkowita·

Jednak zanim udowodnimy ten fakt, pokazemy, jak za jego pomoca dokonczyc zadanie.

Niech m oznacza najwieksza liczbe calkowita mniejsza od a (to nie to samo, co entier).

Poniewaz suma wysokosci prostokacików przecinanych przez prosta x = m oraz tych,

które przylegaja do niej lewym bokiem, jest równa b fi. N, wiec - jak wynika z (*)
- istnieje prostokacik przylegajacy lewym bokiem do prostej x = m, majacy wysokosc
mniejsza, niz 1. Stad jego poziomy bok ma dlugosc 1, a wiec a ~ m + 1, co wobec
definicji liczby m daje a = m + 1 EN.

Pozostaje wiec wykazac (*). Udowodnimy to za pomoca, indukcji. Dla n = °
- oczywiste. Wystarczy wiec udowodnic, ze jezeli suma wysokosci prostokacików
przecinanych przez prosta x = t (O :::.:;t :::.:;a-l) jest liczba calkowita, to suma
wysokosci prostokacików przecinanych przez prosta x = t + 1 tez jest liczba calkowita.

Niech {x} = x - [x] oznacza czesc ulamkowa liczby x. Otóz wysokosc prostokata P,
czyli b, jest równa sumie wysokosci prostokacików przecinanych przez prosta x = t oraz
wysokosci prostokacików przylegajacych do niej lewym bokiem.

Ale poniewaz suma. wysokosci prostokacików przecinanych jest liczba calkowita oraz
suma wysokosci prostokacików przylegajacych o poziomych bokach krótszych niz l tez
jest calkowita, wiec {b} jest równe

czesci ulamkowej sumy wysokosci prostokacików przylegajacych
(** ) lewym bokiem do prostej x = t, których poziomy bok ma dlugosc 1.

Poniewaz podobnie wysokosc b prostokata P jest równa sumie wysokosci prostokacików

przecinanych przez prosta x = t + 1 oraz prostokacików przylegajacych do niej prawym
bokiem, wiec {b} jest równe

czesci ulamkowej sumy wysokosci prostokacików przecinanych przez
(** *) prosta x = t + l oraz prostokacików przylegajacych do niej prawym

bokiem, których bok poziomy ma dlugosc 1.

Ale poniewaz prostokacik o boku poziomym dlugosci 1 przylega lewym bokiem do

prostej x = t wtedy i tylko wtedy, gdy prawym bokiem przylega do prostej x = t + 1,
wiec z (* *) i (* **) wynika, ze czesc ulamkowa sumy wysokosci prostokacików
przecinanych przez prosta x = t + 1 jest równa zero, co konczy dowód.

Boleslaw GA WEL
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maladella

Biale czarniejsze od czarnego

Wykonujac doswiadczenie nalezy oswietlic
pudelko np. lampa stolowa. Gdy to zrobicie,
na pewno zobaczycie, ze otwór jest czarniejszy
od czarnych zewnetrznych scianek pudelka.
Teraz - w trakcie pokazu - dla ef;ktu mozna
otworzyc pudelko. Ukaza sie wówczas naszym
oczom bardzo biale scianki, które sa czarniejsze
od czarnej obudowy pudelka.

wykonac otwierane pudelko o wymiarach
100 x 100 x 100 mm. Wnetrze nalezy pomalowac
biala farba lub okleic bialym materialem-kartka,
a czesc zewnetrzna pomalowac najczarniejszym
tuszem, jaki mamy do dyspozycji, lub inna
substancja, takze, oczywiscie, czarna. W jednej
ze scianek pudelka nalezy wykonac okragly otwór,
o srednicy nie wiekszej niz '10 mm. Na rysunku
widzimy przyklad takiego pudelka.

Kazdy slyszal uwage o kota.ch, które w nocy
sa wszystkie czarne, mimo ze - róznej masci
- w dzien sa latwo rozróznialne. Czytelnik moze
sam przeprowadzic doswiadczenie oparte na
powyzszej uwadze. Nalezy w tym celu wziac
dwie kartki, dla lepszego kontrastu biala i czarna,
i umiescic je w pokoju absolutnie ciemnym. Jak
myslicie, co zobaczycie, a ... co zobaczyliscie?
Okaze sie, ze zadnej kartki nie zobaczycie, obie
beda czarne. Rodzi sie pytanie o warunki,
które musza byc spelnione, by biala kartka
byla zauwazalna, lub by byla czarniejsza od
czarnej. Zaproponowany eksperyment w ciemnym
pomieszczeniu móglby byc zignorowany, poniewaz
nic nie mówimy o warunkach fizjologicznych
naszego oka, które to warunki moga byc dla
kazdego obserwatora inne.

Zanim przejdziemy do propozycji drugiego
doswiadczenia, powiedzmy cos o ciele doskonale
czarnym. Cialo, które przy danej temperaturze
calkowicie absorbuje (pochlania) padajace
na nie promieniowanie w szerokim zakresie
czestotliwosci, jest nazywane cialem doskonale
czarnym. Domyslamy sie, ze jest to idealizacja
i w przyrodzie cial doskonale czarnych nie
spotykamy. Takie ciala, jak sadza czy czarny tusz,
sa substancjami, które czesciowo pochlaniaja,
a czesciowo rozpraszaja padajace na nie swiatlo.

otwór
I bia{e wnetrze

. pude{ka

czarne scianki zewn. pudelka

Spróbujmy jednak z bialej kartki zrobic cialo,
którego wlasnosci beda bliskie wlasnosciom ciala
doskonale czarnego.

Konkretna "pomoc" dla tego doswiadczenia
mozna zrobic w nastepujacy sposób: Z brystolu
lub innego sztywnego materialu nalezy
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Na zakonczenie proponujemy zastanowic sie
nad warunkami, jakie powinny byc stworzone,
by otwór w sciance byl bielszy od scianek
pudelka.

Malq Delte opracowal na podstawie artykulu
B. B. Majera z Kwanta 10/1987

Kaz1:mierz MIKULSKI
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Wiemy, ze zbiór Q jest gesty w R (w dowolnym przedziale
mozna znalezc liczbe wymierna). Podobnie Q2 jest gesty na
plaszczyznie - w dowolnym kole znajdziemy punkt o obu
wspólrzednych wymiernych, Stad latwo wykazac mozliwosc
konstrukcji trójkata z warunku (1).
Przypuscmy teraz, ze trójkat
spelnia warunek (0) z dwiema
literami T. Pierwsza z nich
wycina z trójkata trzy
wielokaty (dwa czworokaty
i jeden trójkat). Litery maja
byc rozlaczne, wiec srodek
drugiej z nich lezy wewnatrz
któregos z wielokatów.

Jedna kreseczka w literze powoduje zatem istotnie inny koncQwy
efekt. A jak jest w przypadku pozostalych liter alfabetu?
Mozna tez badac inne "znaczki". Mozna zazadac, by na
badanym rysunku kazda z liter byla innych rozmiarów albo,
by zadne dwie nie byly podobne (w sensie geometrycznym) -
w przypadku liter takich, jak R, nie jest to bynajmniej zadanie
wygórowane ... Zadan tego typu moze byc wiele. Czy zawsze
latwo je rozwiazac?

Ogonki drugiej litery musza jednak "wyjsc" z trójkata, a wiec
i z malego wielokata. Wielokat taki ma jedynie dwa boki
zawarte w bokach wyjsciowego trójkata, tylko dwa ogonki
moga wyjsc przez te boki, trzeci zatem musi przeciac' pierwsza
litere T. Obie litery maja wiec punkt wspólny.

- Ja jestem matematykiem i mam obowiazek
powiedziec panstwu o rzeczach ciekawych.
- Nie wiem, czy panstwa to zadowala, ale ja
przynajmniej rozumiem ten dowód.

- Ja nie lubie tych bijekcji, injekcji i surjekcji. To jest
taka francuska infekcja.

- Jakby to panstwu wytlumaczyc? Po prostu tak jest!

- Jedyne, co moge zrobic, to przeprosic; nie przeciagnac
nie moge.

Cytaty Bez Galerii

Krzyutol CIESIELSKI

jesli irodele badaMj litery T znajduje ft~ wewnatrz tróilcata, zqJ ogonki
litery "wychqdza- na zewnatrz, leazda prZe6 innI/ bole.

Idea rozwiazania naszego problemu polega na zauwazeniu dwóch
wlasnosci:

(1) dla dowolnie polozonej litery T istnieje trójkat, spelniajacy
ze wzgledu na te litere warunek (0), przy czym wieucholki
trójkata sa elementami Q2 (do Q2 naleza punkty
plaszczyzny, których obie wspólrzedne kartezjanskie sa
liczbami wymiernymi),

(2) jesli pewien trójkat spelnia warunek (0) ze wzgledu na dwie
litery T, to litery te musza miec punkt'wspólny.

Z tych dwóch warunków latwo wynika, ze badany zbiór liter T
moze byc co najwyzej przeliczalny, Istotnie, jesli litery sa
parami rozlaczne, to nie moze ich byc wiecej niz trójkatów
o wierzcholkach z Q2, tych zaJ nie moze byc wiecej, niz
uporzadkowanych "szóstek" liczb wymiernych (Q6). Ten ostatni
zbiór jest zas przeliczalny.

Jak natomiast uzasadnic wlasnosci (1) i (2)?

1/92

(11)
~.~o

~

0~{»"
Litery T i nie tylko
Wyobrazmy sobie, ze chcemy
umiescic na plaszczyznie
pewna ilosc liter T (bez
"grubosci", czyli zlozonych
tylko z odcinków). Litery te
moga byc róznych rozmiarów,
rozmaicie polozone, chcemy
jedynie, by byly parami
rozlaczne (tzn. dwie rózne
nie moga miec punktów
wspólnych).
Oczywiscie, moina ich "polozyc" dowolna skonczona liczbe albo
umiescic nieskonczenie wiele. Nieskonczonosci jednak bywaja
rózne ...

Jesli elementy zbioru riieskonczonego mozna ponumerowac
liczbami naturalnymi (ustawic w ciag nieskonczony),
to zbiór taki nazywany jest przeliczalnI/m Przeliczalny jest
np. zbiór liczb calkowitych (0,1,-1,2,-2, ... ). Ma te wlasnosc
równiez zbiór liczb wymiernych, oznaczany przez Q. Zbiory
uporzadkowanych par, trójek, szóstek elementów ze zbiorów
przeliczalnych (np. N2, Q6) tez sa zbiorami przeliczalnymi.
Kazdy nieskonczony podzbiór zbioru przeliczalnego jest
przeliczalny. Nie wszystkie jednak zbiory nieskonczone sa
przeliczalnej na przyklad, zbioru liczb rzeczywistych czy
punktów plaszczyzny w ciag ustawic sie nie da. Informacja, czy
dany zbiór nieskonczony jest przeliczalny, cz~ nie, czesto jest dla
matematyków bardzo istotna.
Zbiór parami rozlacznych
liter L na plaszczyznie
nie musi byc przeliczalny.
Istotnie: mozna narysowac
na plaszczyznie prosta
i w kazdym jej punkcie
"zaczepic" litere L jej
wierzcholkiem, tak,
by rysowane litery mogly byc
otrzymane jedna z drugiej za'
pomoca przesuniecia wzdluz
prostej. Moze wiec byc liter L
tyle, ile punktów na prostej, a to jest zbiór nieprzeliczalny.

Czy w przypadku liter T wynik jest taki sam, czy tez zbiór
taki, jesli jest nieskonczony, musi byc przeliczalny? Spróbujmy
przeanalizowac ten problem.
Kazda litera T sklada

sie z trzech odcinków j
nazwijmy je "ogonkami" ,
zas punkt, w którym sie
one lacza, "srodkiem"
litery T. Bedziemy mówic,
ze trójkat spelnia warunek (0)

(ze wzgledu "na dana litere T),

EPSILON nr 11 jest inny, niz mial by~ pierwot"nie. Planowalitrny w styczniu 1992 umie~ci~·rozmowe Z Markiem Kordo.em o Delcie,
przeprowadzona z okazji uzyskania pelnoletnoll'ci przez Delte (konczy ona wlasnie 18 lat). Kolegium Redakcyjne Delt" uznalo jednak, ze
nie wypada pisa~ w Delcie o Delcie. Przedstawiamy zatem numer kolejny, zalujl\c, ze z bardzo interesujacymi opowieafciami Redaktora
Naczelnego (o kuluarach powstania pisma, hektarach Instytutu Badan Jll,drowych i nie tylko ... ) nie zapoznaja sie Czytelnicy Delt".

EPSILON - niezaleiny dodatek Delt". Redakcja: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Ananiasz Poll'miechowski. Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki U J, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem •.



Ile jest torusów? Marek KORD OS

Zacznijmy od pytania.: czy torus6w jest wiecej niz walc6w?

Uscislijmy: przez walec bedziemy .rozumieli powierzchnie
powstala przez obracanie prostej wzgledem ustalonej

prostej równoleglej do niej; przez torus - powierzchnie
powstala przez obracanie okregu wzgledem ustalonej
prostej lezacej w tej samej <:0 on plaszczyznie i rozlacznej
z nim.

R.ys. l

jednorodny metrycznie, co oznacza, ze mozna go bez

rozciagania (czy sciagania) prze~uwac i przekrecac po
nim samym tak, by dowolnie wskazany punkt mozna bylo
nalozyc na dowolnie wskaz,wy inny. Zwyczajny torus
nie ma tej wlasnosci. Mozna go co prawda przekrecac
po nim samym, ale tylko "w jedna strone". Nie mozna

jednak (bez rozciagania i sciagania) przekrecic go np. tak,
aby jakis punkt lezacy najblizej osi obrotu znalazl sie
od tej osi najdalej. Poniewaz matematycy wysoce cenia
jednorodnosc, wiec wymyslili inne pojecie torusa. Takie,

by ten nowy torus (nazwijmy go torusem abstrakcyjnym)
byl metrycznie jednorodny. Aby jego okreslenie sprawialo
mniej trudnosci, zacznijmy od innej definicji walca.

Walec (zwyczajny) po rozcieciu wzdluz tworzacej (prostej

równoleglej do osi) stanie sie pasem plaszczyzny.

Oczywi~cie, rozciety walec trzeba rozgiac, zanim b~dzie pasem
plaszczyzny. Operacja ta jednak nie zmienia zadnej z odleglo~ci
na powierzchni (nie w przestrzeni, lecz na powierzchni). Tego
rodzaju operacje (tj. nie zmieniajace odleglo~ci na powierzchni)
tu i dalej \11.najemy za dopuszczalne.

Ryg, 2. Jedllakowynli znaczkalui oznaczone sa punkty nalezace
do tej samej orbity.

Grupa przek8ztalcel\ to taki l1iepusty zbi6r przeksztalcen,
w którym wraz z kazdym pneksztalcel1iem jest przeksztalcenie
do niego odwrotne. a wraz z kazdymi dwoma - ich zlozenie.
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Jesli narysujemy na plaszczyznie pas o brzegach

prostopadlych do v i o szerokosci lvi; przy czym jeden
z brzegów zaliczymy do pasa, a drugi nie, to w pasie tym
kazda orbita bedzie reprezentowana przez dokladnie jeden

punkt.

Mozna go wiec traktowac jak pas sklejony brzegami.
Mozna jednak na walec spojrzec jeszcze inaczej: jest to

(cala) plaszczyzna zwinieta w rurke. Od mniej wiecej stu
lat operacja "zwijania w rurke" zostala zmatematyzowana
w nastepujacy sposób.

Wybierzmy (na plaszczyznie) jakis wektor v, czyli jakies
przesuniecie, i rozwazmy wszystkie przeksztalcenia,
jakie mozna uzyskac przez skladanie takich przesuniec
i przesuniec do nich odwrotnych. Otrzymamy w ten
sposób grupe przeksztalcen nazywana Coo• Sklada sie ona
z przesuniec o wektory kv, gdzie k jest dowolna liczba

calkowita. Jesli w jakims zbiorze (tu: na plaszczyznie)
dziala jakas grupa G (tu: Coo), to wszystkie elementy tego
zbioru sa podzielone na rozlaczne kh.sy zwane orbitami:
wraz z punktem P orbite tworza te wszystkie punkty, które
sa obrazami P przy zastosowaniu któregos z przeksztalcen

grupy G. (Czytelnik moze sam sprawdzic, ze orbity sa
rzeczywiscie rozlaczne.)

Kazdy powie: to nieprawda, moga si~ r6zni~ wielko~cia. Jest
to jednak tylko konsekwencja faktu, ze w szkole uczymy si~
nie !;eometrii euklidesowej, leC1. geomotrii metrycznej (wbrew
pow8zechnelllu przekona.niu).

Wówczas odpowiedz na pytanie bedzie brzmiala: tyle

lamo, bo, jak latwo zauwazyc, i walców, i torusów jest
nieskonczenie wiele. Jesli jednak zmodyfikujemy pytanie.
i bedzie ono brzmialo: czy róznych torus6w jest wiecej niz

róznych walc6w?, to odpowiedz moze byc inna. Zalezy
to od jasnego okreslenia, jakie walce czy jakie torusy
uwazamy za rózne. W geometrii euklidesowej za takie

same uwaza sie figury podobne - maja one bowiem takie
same wlasnosci geometryczne. Nie ma takiej wlasnosci
geometrycznej, która przyslugiwalaby jednemu kwadratowi
(czy trójkatowi równobocznemu), a nie przyslugiwalaby
innemu.

Zanim odpowiemy na tak rozumiane tytulowe pytanie,
poniekad zmienimy temat. Otóz w wielu dzialach

matematyki (np. geometria riemannowska, geometria
algebraiczna) przez torus rozumie sie cos innego niz
okreslilismy na poczatku. Zeby objasnic powód zmiany
pojecia torusa, przyjrzyjmy sie wadom zwyklego torusa,

o którym mówilismy dotad. Walec (który znalazl sie w tym

artykule, by swiecic dobrym przykladem) jest

Z euklidesowego punktu widzenia odpowiedz na
zmodyfikowane pytanie bedzie nastepujaca: róznych

torw6w jest wiecej niz róznych walc6w. Walce bowiem sa
wszystkie figurami podobnymi, czyli "róznych walców"
jest jedna sztuka. Róznych torusów natomiast jest nadal

nieskonczenie wiele - te, dla których stosunki k (patrz
rysunek l) sa rózne, nie sa figurami podobnymi.

Proste stwierdzenie, ze czegos jest nieskonczenie wiele, na
ogól matematyków nie zadowala. Tam, gdzie jest mowa

o nieskonczonosci, moga sie dziac rózne rzeczy (np. mozna
dowiesc, ze punktów odcinka jest tyle samo co punktów
plaszczyzny) i dlatego, gdy czegos jest nieskonczenie wiele,
pytamy: jak? rozumiejac przez to nie tylko postulat

okreslenia rodzaju nieskonczonosci, lecz takze postulat
okreslenia jakiejs czytelnej struktury owego nieskonczonego
zbioru.
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Potraktujmy teraz k3.Zdaorbite jako punkt nowej

(abstrakcyjnej) przestrzeni. Przestrzenia ta okaze sie waiec.
Zeby to sobie uzmyslowic (i wyobrazic sobie, jak z orbity
moze stac sie jeden punkt), przedstawmy sobie plaszczyzne
jak cienka, calkowicie przezroczysta folie i zwinmy ja tak,
by punkty z je'dnej orbity nalQzyly sie, bysmy widzieli je
w tym samym miejscu - rzeczywiscie ma.my walec.

Opisana tu operacje przejgcia od jakiejg przestrzeni n do
przestrzeni orbit grupy G tej przestrzeni nazywa sie czesto
dzieleniem przez grupe, a otrzymana przestrzen orbit nazywa

sie ilorazowa. i oznacza n/G.

Podejscie takie dobrze demonstruje fakt, ze otrzymany
walec lokalnie dziedziczy wlasnosci metryczne plaszczyzny,
z kt6rej powstal. Poniew3.Z ona byla. jednorodna, wiec
jednorodny jest i on.

U~Y8kane tu dziedzkzenie wlasnoti'ci Illetrycznych wymaga,
by grupa, przez która dzielimy, skladala sie z izometrii i byla
jednostajnie nieciagla, co oznacza, ze kazdy punkt w kazdej
z izometrii grupy odsuwa sie co najmniej o z góry zadana
odlegloM. Grupa obrotów ok· 900 wzgledem danego punktu jest
przykladem grupy, która nie jest jednostajnie nieciagla, nawet
gdy wylaczymy grodek obrotu.

Spr6bujemy teraz uzyskac w analogiczny sposób torus
abstrakcyjny, czyli cos bardzo podobnego do zwyczajnego
torusa, ale cos, co jest metrycznie jednorodne.

Tym razem na plaszczyznie bierzemy pod uwage dwa
nier6wnolegle wektory v i w. I zn6w znajdujemy
najmniej szli,grupe, w kt6rej sa przesuniecia o te wektory.
Grupa ta nazywa sie pl i sklada sie z przesuniec o wektory
kv + Iw, gdzie k i I sa dowolnymi liczbami calkowitymi.

Stosowniejsza nazwa tej grupy hyloby Coo X Cao. Nazwa 1>1
przyjela sie dlatego, ze tak oznaczono te grupe w InternatIOnal
Tabl •• for X ray CriBtallography. Tego rodzaju grupy maj a

h(,wieln konkretne i wazne 7~a8to8owania w fi1,YC(' ciala stal(>go.

Jesli przejdziemy teraz do przestrzeni orbit grupy pl na
plaszczyznie, to otrzymamy abstrakcyjny torus.

Powstaje pytanie, dlaczego takie cos uparto sie nazywac
torusem. Wyjasnienie mozna uzyskac p08lugujac
sie uzytym juz przedstawieniem plaszczyzny jako
przezroczystej folii. Teraz ry8ujemy na niej równoleglobok,
kt6rego boki 8a, odpowiednio, wektorami v iw.
Zapomnijmy na chwile o wektorze w i zwinmy folie
zgodnie z dzialaniem grupy Coo wyznaczonej przez
wektor v - otrzymamy walec. Pewne punkty orbity
kazdego punktu nakryja sie, a pewne nie.tt:161616Il>
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Rys. 3. Po zwinieciu plaszczyzny w walec uto1.samione pUllkty
orbity grupy pl ukladaja sie w orbite grupy Coo•
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Mozna zauwazyc, ze aby nakryc w8zystkie punkty orbity,
trzeb3. teraz zwinac walec zgodnie z dzialaniem ~rupy Coo

wyznaczonej przez wektor w. Tego juz fizycznie zrobic sie
nie da - walec jest sztywny.

Sztywnosc walca wynika z pieknego theorema egregium
udowodnionego przez Gaussa, ale to juz zupelnie inna historia.

Myslowo mozna jednak ten eksperyment wykonac:
zwijamy walec rozciagajac go "z jednej strony"
i '-'1yobra.iajac sobie, ze tego nie robimy.

Od razu widac, ze jedny!l' ze sposob6w zwiniecia jest "waz
polykajacy sw6j ogon" - niewatpliwie powstaje w ten
spos6b torus.

Rys. 4. Oczywigcie, zwijanie walca tak nie wygl~a, bo ma on
nieskonczona dlugosc.

Nie jest to jednak zwykly torus, bo odleglosci na nim nie
sa takie, jakie wytworzyly sie w wyniku rozciagania folii,
lecz takie, jakie byly jeszcze przed zwijaniem - mozna
sobie wiec wyobr3.Zac torus abstrakcyjny jak zwykly torus,
na kt6rym odleglosc mierzy sie inaczej. Mierzy sie tak,
by dlugosc okregu punktów najblizszych osi obrotu byla
ta.ka sama, jak dlugosc okregu punkt6w najdalszych od osi.
Innymi slowy, tak jak walec to sklejony brzegami pas, tak
torus to r6wnoleglobok o sklejonych przeciwleglych bokach.

Ry •. 5

Zauw3.Zmytez, ze abstrakcyjny torus lokalnie zachowuje
sie jak walec - taka jest konsekwencja przyjetego zalozenia
o sposobie mierzenia na nim odleglosci.

(_l)
Rys. 6. Tak wygl'ld" kawalek !llctryczllic Jednorodnego toru.a.
W calosci nie mozna go narysowac, bo metrycznie jednorodny
torus nie miesci 8ie w prze8trzeni euklide80wej.

Naprawde istotna r6znice miedzy torusem zwyczajnym
i abstrakcyjnym dostrzezemy zwijajac walec w inny spos6b
- mozna. go zwinac jak obracana na lewa strone skarpetke.

Rys. 7



I wtedy okaze sie, ze nie mozna stwierdzic, który
z wektorów v i w odpowiada "grubosci" detki (jaka
jest torus na ryl'unku l), a który "promieniowi" detki.
Na rysunku 4 "grubosci" odpowiadal wektor v, a na
rysunku 7 - wektor w.

Teraz mozemy przystapic do uogólnionego pytania o to,
jak wiele jest róznych abstrakcyjnych torusów. Czyli do
pytania o to, na ile nie podobnych siatek równolegloboków
mozna rozbic plaszczyzne. A nawet wiecej - jaka jest
struktura zbioru takich, róznych w podanym wyzej sensie,
siatek.

Pierwsza uwaga dotyczy dotad stosowanego (nielegalnie)
uproszczenia. Rysowalismy mianowicie (rysunki
3 i 5) wektory v i w jako prostopadle. Pisalismy
o równolegloboku stale rozpatrujac jego szczególny
przypadek - prostokat. Pozwolilo to nam uniknac sytuacji,
w której obszar zlozony z pojedynczych reprezentantów
kazdej orbity jest równoleglobokiem mniejszym niz
równoleglobok rozpiety na wektorach v i w. Rysunki 8 i 9
pokazuja takie sytuacje (które dla wektorów prostopadlych
zdarzyc sie nie moga). W kazdej jednak takiej sytuacji
mozna wektory v i w zastapic innymi, v' i w', które
odpowiadaja bokom równolegloboku powstalej siatki.

y I(a' J(,4 ['

wI.'1.a!y f. poj«:C1emgn,py ,In,muJulun~1 I te"rill I.ub (,.,
jp~t t) dr..iwne wyratlllf' widni' !"rzCflez w grtllle J'~ h l

alk wIte)

Rys. 8. Siatka wY1.nac?ona przez wektory v i w jest identyuna
f. siatka, wY1.naC1.onl\pne1. wektory v' i Wf. Dowód tego faktu
warto zaczac od spostrzezenia. ze v' = -2v - W, w' = 3v + 2w.

Rys. O. Dla danej siatki i danego wektora v, króts1.ego niz w,
1.awsze mOZna dobra~ taki wektor Wf, by otrzyma~ t«: sama
siatke i by rzut prostokatny wektora w' na wektor v byl nie
dluzszy niz polowa lvi. Tutaj taki b«:dzie wektor w - 3v lub
w- 2v.

Droga do tego bedzie taka. Bjerzemy pod uwage jakis
(jeden) punkt P i szukamy najblizszego mu punktu jego
orbity (niech bedzie to Q) - jesli jest takich kilka (a ZaWsze
sa co najmniej dwa), bierzemy dowolny z nich. Jako v'

przyjmujemy wektor PQ.

Poniewaz pracujemy z dokladnoscia do podobienstwa, wiec
mozemy zalozyc, ze dla kazdej siatki otrzymalismy ten sam
w~ktor v'. Do niego dobierzemy teraz wektor w'.

Z przyjrzenia sie rysunkowi 9 wynika, ze zawsze moze nim

byc wektor PR, gdzie R lezy w pasie o szerokosci Iv'l,
o brzegach prostopadlych do v', dla którego P lezy na
Brodkowej. Co wiecej, z minimalnosci PQ wynika, ze R
nie lezy we wnetrzu kola o promieniu Iv'l i srodku P.

R

Q

Rys. 10

W ten sposób uzyskalismy pewna reprezentacje torusów
abstrakcyjnych - jest to figura zlozona z punktów R
otrzymanych- dla róznych siatek, a wiec pas bez brzegów
z wycietym wnetrzem kola.

(
rI
\

\

Rys. 11

Jest to reprezentacja dobra, ale nie jednoznaczna.
Rysunek 12 dobitnie wskazuje, ze punkty R; polozone
symetrycznie wzgledem prostej PQ, wzgledem srodkowej
pasa i wzgledem punktu P dadza nam siatki takie same,
a tylko inaczej polozone. Kazda wiec siatka jest na
rysunku 11 reprezentowana przez co najmniej dwa, a na
ogól cztery punkty R.

Q

Rys. 12. Aby przekon~ sie, Ze siatki wyznaczone przez

wektory PQ i J'i"it; Sl\ takie same, nalezy je narysow~. Okaze
sie, ze dla i = 1,3 otrzymamy te sama siatke, a dla i = 2,4
siatf<e symetryczna wzgledem pro. tej PQ.



Usuniecie tej wady prowadzi do figury z rysunku 13, który
nazywany jest geometryczna interpretacja przestrzeni
torusów (abstrakcyjnych).

Rys. 13. To. ze 1,aZUaCZOIIl.: ki\ty rl',('c •••.ywi~('i(' rnajq taka
rozwartos~. Czytelnik obliczy bez trudu (k'lt miedzy krzywymi
to ka.t miedzy stycznymi do nich).

W konstruowaniu tej interpretacji byla pewna dowolnosc.
Kazdy z Czytelników moze wybrac inna droge
poszukiwania geometrycznej interpretacji przestrzeni

torusów. Jesli jednak zdecyduje sie, by interpretacja ta
byla obszarem (ew. z pewnymi fragmentami brzegu),
to otrzyma jedna z figur widocznych na rysunku 14
w czesci zabarwionej (lub jeszcze inne figury mieszczace
sie w nie zabarwionej czesci pólplaszczyzny). Wzajemna
zaleznosc' miedzy tymi obszarami upewnia matematyków,
ze geometryczna interpretacja przestrzeni torusów
naprawde mówi cos o torusach - obszary te mozna

otrzymac z dowolnego z nich za pomoca symetrii osiowych
wzgledem tych fragmentów brzegu, które sa pólprostymi
lub odcinkami, i inwersji wzgledem tych fragmentów
brzegu, które sa lukami okregów. Obszary te sa wiec
w zdrowy, geometryczny sposób równowazne.

Rys. 14. Wszystkie katy ohR7,arAW ~" r/iWllP gn°. 60° lub 0° I

+"ty ..,.ll":iC). -t
Inwersja wzgledem okregu o srodku O i promieniu r
to przeksztalcenie. kt6re kazdemu punktowi X ic O

przyporzadkowuje taki punkt X'. ze ())2 . OX = r' oraz
OXlrOX'. Inwersja zachowuje ka,ty miedzy krzywymi oraz
pneprowadza proste i okregi na proste i okregi.

Dalsze badania przestrzeni torusów polegaja na takim
zmetryzowaniu pólplaszczyzny, w której mieszcza sie
reprezentujace te przestrzen figury, by opisane wyzej
przeksztalcenia byly izometriami. Odpowiednim sposobem
mierzenia odleglosci okazuje sie metryka zamieniajaca

pólplaszczyzne na plaszczyzne Bolyai-Lobaczewskiego.
Ostatecznie przestrzen torusów okazuje sie byc trójkatem
prostokatnym niewlasciwym o kacie 60° na plaszczyznie
Bolyai-Lobaczewskiego, o czym warto moze bardziej
szczególowo napisac przy innej okazji.

W artykule zaklada sie milcza,co, ze jedyny spos6b uczynienia
torusa jednorodnYln llletrycznie to nadanie mu tnetryzacji
lokalnie identycznej z plaszczyzna euklidesowa. Nie jest to
zalozenie arbitralne - dowodzi tego. ze tak jest, twierdzenie
Gaussa.-Bonncta.

Zadania

Rys. 2

RedaguJe Michal WOJCIECHO WSKI

M 619. W wezlach figury z rysunku l (szesciokat foremny rozbity na 24 trójkaty)
wpisano parami rózne liczby. Udowodnic, ze znajdzie sie co najmniej 7 takich
trójkatów, iz liczby zapisane w ich wierzcholkach rosna w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazówek zegara.
Rozwiazanie na str. 7

M 620. Czy mozna siatke przedstawiona na rysunku 2 (kazda kra.wedz ma dlugosc l)
przedstawic jako 8ume pieciu lamanych dlugosci 8?
Rozwiazanie na str. 7

M 621. W n-kacie foremnym nalezy kazdy bok i kaida przekatna pomalowac pewnym
kolorem tak, b) zadne dwa sposród tych odcinków majace punkt wspólny, nie byly
pomalowane tym samym kolorem. Ilu co najmniej kolorów nalezy uzyc?
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 825. Oszacuj czas zderzenia pilki futbolowej z betonowa sciana. Dane dotyczace
pilki: masa m = 0,6 kg, promien pilki r = 11 cm, róznica cisnien miedzy cisnieniem

wewnatrz pilki a cisnieniem atmosferycznym p = 0,9 atm (90 kPa).
Rozwiazanie na str. 16

F 826. Serce ludzkie przepompowuje q = 5 litrów krwi na minute oraz

wytwarza nadcisnienie p f';j 100 mmHg (13 kPa). Na ile dni pracy sztucznego
serca o identycznych parametrach i sprawnosci 'I = 50% starczyloby energii ze

standardowego akumulatora samochodowego (Q = 48 A-h, U = 12 V)?
Rozwiazanie na str. 16

13



!=44
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 M
po uW1Jglednieniu ocen rozwiazan

zadan 219 (V',lT=3.52) i 220 (WT=1,67)
z numeru 4/1991

Pa.wel Kublt - Kro.nl) 43,17
Krzyn,tof Za.whlo.wlkl- Wa.rsza.wa. 42,82
1'oma.1Z W lete-cha. - Ta.rn6·w 31,'8

Termin nad8ylania rozwiazan:
30 IV 1992

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jedliego zadania (kazde na ~ddzielnej kartce). mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
prze.ylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od ° do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspólczynnik trudnotci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania. a N - liczbe 08ób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nad8ylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów. w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F). z08taje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów je8t zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin •.ostal wydrukowany w numerze 7/1990.

x,y,z

Zadania z matematyki nr 233, 234
233. Dowiesc, ze dla dowolnych liczb dodatnich
zachodzi nierównosc

y2 _ x2 Z2 _ y2 x2 _ Z2--+---+--->0.
z+x x+y y+z-

234. Róznice symetryczna pary zbiorów okreslamy
wzorem A -'- B:= (A\B) U (B\A). Dla wiekszej liczby
zbiorów okreslamy indukcyjnie:

Al -'- A2 -'- ... -'- AA: := Al -'- (A2 -'- ... -'- AA:).

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Niech dane beda liczby naturalne n, k ~ 2. Obliczyc
wartosc sumy

LlAl -'- A2 -'- ... -'- AA: I ,

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich
uporzadkowanych ukladach (Al' A2, ... , AA:) podzbiorów
zbioru {l, ... , n}, zas symbol lXI oznacza liczbe elementów
(moc) zbioru X.

Zadanie 234 zaproponowal pan Tomasz Wietecha
z Tarnowa jako kontynuacje zadania 214 (Delta 1/1991).

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/1991
Przypominamy tresc zadan:

:':'6. Wyznaczyc wszY8tkie funkcje
I :No - No (No = {O, l, 2, ... }), 8pelniajace równanie
l(f(n)) + I(n) = 2n + 6 dla n E No.

liczby parzystej a ~ ° oraz I(b) = b + 2 dla kazdej liczby
nieparzystej b ~ l. Krótko:

I(n) == n + 2 dla n E No .

Jest to jedyna funkcja spelniajaca warunki zadania.

226. Oznaczmy zA:= aA:-daA: dla k = 1,2,3, ... i zauwazmy, ze

n n

bn = L(1- ZIt):S L tA: = -In IIZA:= Inan -lnao,
A:=1 A:=1 A:=1

~ '" tA: 1 IIbn == ..i.;V - ZA:)~ L..t 2 == - 2" In ZIt ==

A:=1 A:=lto+l A:=A:o+l
1

= -(lnan-lnaA:o)'2

Wobec monotonicznosci ciagów (an) i (bn) wynika stad, Ze ciagi
te sa albo oba zbiezne, albo oba rozbiezne.

nn

(n) -1 n
an == ao IIZA: ,bn = L(1- ZA:).

A:=1 A:=1

Liczby ZA:spelniaja nierównosci ° < ZA::S 1, wiec ciag (bn) jest
niemalejacy·
Jezeli ciag (ZA:)nie dazy do 1, to zarówno ciag (an), jak i (bn),
jest rozbiezny.
W dalszym ciagu zakladamy, ze lim ZA:= l. Ciag o wyrazach
tA: == - In ZA:spelnia warunki:

tA:~O dla k==1,2,3, ... ;limtA:=0.

Istnieje taki numer ko, ze tA: :S 1 dla k > ko. Mamy wiec
dwustronne oszacowanie

{ e-tk ~ 1 - tA: dla k ~ 1,
ZA: == lItA; tA:- < -- = 1 - -- < 1 - - dla k > ko.

etk - 1 + tA: 1 + tA: - 2

Zatem dla n > ko zachodza nierównosci:

225. Zalózmy, ze funkcja I spelnia podany warunek.
Wybierzmy dowolna liczbe Zo E No i przyjmijmy ZA:+l= l(zA:)
dla k'= 0,1,2, ... Tak okreslony ciag (ZIt) spelnia zaleznosc
rekurencyjna

Z6 = 22zo - 2lz1 + 54, Z7 = 43z1 - 42zo - 72, ...

Biorac w szczególnosci jako Zo liczby ° i 1 otrzymujemy ta
metoda ciagi (alt) i (bA:)o wyrazach

ao == 0, al == 1(0). , as = llal - 12, a6 == 54 - 2lal,

bo = 1, b1 = 1(1), , b6 = 76- 2lb1, b7 == 43b1-114, ....

Liczby (calkowite) aó,a6,b6,b7 maja byc nieujemne; stad
wnosimy, ze al == 2, b1 = 3. Mozemy teraz obliczyc poczatkowe
wyrazy:

ao == 0, al == 2, a2 == 4, a3 == 6, ,

bo = 1, bl == 3, b2 = 5, bs = 7, .

Zgadujemy wzory ogólne aA:= 2ic, bA:== 2k + 1; dowody
indukcyjne sa natychmiastowe. Zatem I(a) == a + 2 dla kazdej

Tak wiec

Zs = 3z1 - 2zo, z4 = 6zo - 5z1 + 18, Zs == 11z1 - 10zo - 12,

:':'6. Dla danego niemalej ""ego ciagu liczb dodatnich
ao l al, a2, ... okreslaU1Y

(ao al an-l)
bn = n - - + - + ... + -- .

al a2 an.

Udowodnic, ze ciag (bn) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
ciag (an) jest zbid.ny.



131. Mlynek Segnera (stosowany np. do podlewania ogrodów) dziala na zasadzie
odrzutu: do rurki z zagietymi koncami doprowadza sie w srodku wode, która wyplywa
przez konce wprawiajac rurke w ruch obrotowy. Jesli potraktujemy mlynek jako silnik

(obracajacy jakies urzadzenie), to ile wynosi jego moc? Pompa zasila mlynek woda pod
cisnieniem p, a doplyw wody na jednostke czasu jest równy T' Dlugosc kazdej z czesci
rurki wynosi r, a predkosc katowa - w. Pominac lepkosc wody.

132. Solenoid bez rdzenia ma ksztalt linii srubowej o n zwojach, dlugosci l i promieniu

przekroju r, przy czym ~ « r «l. Obliczyc sile sciskajaca solenoid (dzialajaca na
konce wzdluz osi), gdy plynie przez nia prad o natezeniu l.

Zadania z fizyki nr 131, 132 Redaguje Jerzy B. BROJAN

Ro.wl".anla .adan z n.ykl • numeru 9/1991
Prr;ypominamy tresc udan

128. Pud ••lko, ~ którego wyehodr.l\ dwa p••.ewo<ly, r,awiera
kondl'neatof, opornik i ('{'wke o pOlnija.lni(" JnalYll~ oporz(',
poll\czone w nil'znany sposób. Po prr.ylol.('uiu napiecia stalego
stwierd~ono, z" op6r pud('lka wynosi 100 n, i taki sam op6r
wykap,ujE' ono w obwod"if" prl\du Pfl.t"luicun<'go har(h.o wielkif'j

('r.eetotliwolfci. Po prr.ylof;t"uiu napiecia siu\18oidaluf'go "lodu}
impedaneji (~l\wada) okM.al si~ r6wny 50 n prr.y er.estotliwo~d
100 Hr. i 80 o pny cr.~stotliwo~ci 200 Hr. NarY80wa{ 8ch('mat
obwodu i wyr.naer.y<' warto~ci L i C.

12 •• Ciecz l••pka wypelnia prze8trz ••n pomi~dzy dwoma dlugimi
cylindrami obraeaj aeymi si~ wokól wspólnej osi, prr.y (zym
wewn~trzny eylinder ma pr'mu ••n rl i pre,lkc 4c katowa w l,
a zewnetrzny promien r, i pr~dkoU katowl\ w, Jakim wzorem
wyraza si~ zale7.lIoM pr~dko~ci cieczy od odl('glo~d r od osi"
Pnyjl\c, ze przeplyw j(,8t 8t'\ejollarllY (nH'z\ldIlY od <zasn)
i huuilla.rl1Y

(l)

123. Istnieja tylko dwa obwody R/.G, których impedancja Z jest równa R zarówno dla w = O,

jak i dla w = 00 (rysunek). Poniewaz dla czestotliw06ci posrednich podane w tresci zadania
wartosci Z sa mniejsze od R, wiec - znajduj ac w standardowy sposób wzory na impedancje
- przekonujemy sie, ze drugi z narysowanych obwodów jest wykluczony i pozostaje nam tylko
pierwszy, którego impedancja jest dana wyrazeniem

1 1 G2w2

Z2 = R2 + (1 - LGw2)2 ,

Przeksztalcajac ten wzór otrzymujemy

(~ _ ~) -1/2 = l_l _ LwiZ2 R2 Gw

Oznaczmy lewa strone równania symbolem Y; wyliczajac jej wartosc dla R = 100 O
i ZI = 50 O otrzymujemy Y1 = 57,74O, a dla Z2 = 80 O mamy Y2 = 133,33 O. Uklad równan

Y1 = 1_1__ Lw 11, Y2 = 1_1_ - LW21I GWI GW2

przy podanych wartosciach liczbowych ma dwa rozwiazania:

( l J ) (Y1 Y2)-1
G= 2-2 -+- =9,60IJF,

wl w2 Wl W2

L

c

L

R

c

(2)
( 1 1 ) (Y2 Yl ) -I

G = - - - - - - = 134 IJF,
wr w~ W2 WI

Czolówka ligi r.adalliowcj
Klub •• F

po uwzglednif'niu ocen rozwiazan
r.adan 117 (WT=2.93) i 118 (WT=1.60)

z numeru 4/1991
Pd.\'I('t PerkOW1kl - Szczf>cin 31,65
• 0\. da. m Sikorski Lublin 30,34

Andrzt'j a"rOWlki - Alf"k,a.nrl.rf';w K. 14.11
Andruj Nowogrod-zki-- Chocia.ll~w 11.08

Wyrazy uznania dla p. Sikorskiego.
który w imponuj&<:Ylu stylu 7.Inif'r7,a

po tytul WeL1!!rana Klubu 44F.

124. Zgodnie z definicja wspólczynnika lepk06ci cieczy f'/ przy poslizgu warstw cieczy po sobie
wystepuje sila tarcia (lepk06ci) dana w&orem

F dll

S = "dx'
gdzie S - powierzchnia warstw, dll - zmiana predk06ci przy ;>rzesunieciu o dx w kierunku
prostopadlym do powierzchni. W naszym przypadku slizgajace sie po sobie warstwy maja
ksztalt wspólsradkowych cylindrów, a sila tarcia wynika z róznicy ich predkosci katowych.
Do powyiszego wzoru nalezy wiec podstawic dll = rdw, skad

dw
F = Sf'/r-.

dr

Równowaga (przepiyw stacjonarny) wystapi wtedy, gdy moment sily dr.ialajacy na kazda
warstwe cylindryczna od wewnatrz bedzie równy momentowi sily dzialajacemu od zewnatrz,
zatem

M = Fr = Snr2 dw = eona!,
dr

Poniewaz pole powierzchni bocznej S walca jest proporcjonalna do r, wiec otrzymujemy
dw b

r3 - = eona! a stad w:= a + - .
dr r2

Predkosc liniowa II = wr zalezy wiec od r wedlug wzoru II = ar + ~. Stale a i b mozna
wyznaczyc z warunków WI == a + !,-, «.'2 = a + !,. Równowazna, lecz ogólniejsza i bardziej

r l ,.2
zaawansowana metoda rozwiazania opiera sie na równaniu Naviera-Stokesa, z którego wynika
warunek !:lu = O.
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Ro.wi".anie liladania F 8~6.
Uzyjmy naj prostszego modelu
deformacji pilki modelu gcietej kuli.
Zalózmy male odksztalcenie pilki
x <: r.

Powierzchnia styku pilki ze gciana, jest
równa

s = rrp' = rr(2rx - x'),

czyli
S R1 2rrrx .

Sila oddzialywania gciany na pilke
F = p .• = 2rrrpx jest proporcjonalna
do wychylenia x. Zatem ruch
mozna traktow~ jako ruch
harmonicl.ny mw':Jx == 271"rp~, gdzie

w = 4,f. Sta.d T = 2rrV~. Czas
zderzenia jf>8t polowa okrf'l:lu. a wi~c
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Smierc Sokratesa

Co pewien czas powraca moda na to, by swoje umiejetnosci zamieniac na pieniadze.
Jeden z na.wrotów tej mody przydarzyl sie w Grecji pod koniec V wieku p.n.e.
Ówczesni Grecy (dokladniej - Dorowie) mieli umiejetnosc poslugiwania sie dedukcja,
co w dzisiejszym i uproszczonym jezyku mozna by okreslic jako umiejetnosc uzywania
metod nau"kowych (dzis mówiac, ze cos jest naukowe, mamy na mysli to, ze jest
uzyskane zgodnie z metodobgia dedukcyjna). Z uprawiania nauki mozna czerpac
ogromne korzysci duchowe, czerpanie zas pieniedzy (wszystko juz jedno: z nauki czy
nie) wymaga sprawnosci calkiem innego rodzaju.

Jaka to mianowicie metode wybrali uczeni Grecy, by zamienic swa intelektualna
sprawnosc na brzeczaca monete (obola bodajze)? Postanowili sluzyc politykom.
Bo polityków bylo wówczas w Grecji cale mrowie. Wymysliwszy demokracje
Grecy zabrali sie do jej uprawiania z takim zapalem, ze niemal bez przerwy
urzadzali jakies wybory, stanowili prawa, spierali sie do upa.dlego w swoich organach
przedstawicielskich i kazdy chcial byc wybrany do takowych. A metoda na zwyciestwo

'w wyborach byla wbdy taka, ze nalezalo p~konac przeciwnika w dysk~sji. Ci,
którzy potrafili przeciwnika przegadac, byli w owych czasach niechybnie wybierani
przez demos (czyli lud). Jesli wiec ktos umial przyuczyc kandydata. na polityka do
wygrywania dyskusji (uprawiania dialektyki, jak wtedy mówiono), mógl uzyskac od
niego Znaczne korzysci materialne (bo wówczas politykami czesciej chcieli zostawac
zamozni ludzie). Powstal nawet stosowny zawód korepetytora przyszlych (i obecnych)
polityków.

Niewiele pomyli sie ten, kto bedzie nazywal tych korepetytorów sofistami. Mozna,
co prawda, znalezc w podrecznikach historii filozofii bogaty opis jak najbardziej
filozoficznych pogladów sofistów i traktowac ich jako pewna szkole swiatopogladowa,
ale tak jest tylko dlatego, ze sofisci przedobrzyli. Chdeli, a przynajmniej chcialo wielu
z nich, uprawiac swój zawód uczciwie. A wiec próbowali znalezc metode, za pomoca
której mozna obalic w dyskusji przeciwnika, niezaleznie od tego, jakie poglady on glosi.
A najbardziej przedobrzyl Sokrates.

Wpadl on mianowicie na pomysl, ze jesli wezmiemy jeden argument z prawa
naturalnego, a drugi z prawa moralnego, to (zrecznie nimi manipulujac) mozemy
uzasadnic dowolna teze. W szczególnosci przeciwna do tej, jaka glosi nasz
kontrdysku tant.

I gdyby poszedl z tym wynalazkiem w strone logiki i zauwazyl, ze jest to prawo

(pA ~ p) .....•q,

które (mam nadzieje) kazdy z Czytelników bez trudu wyprowadzi z wlasnosci
implikacji, nikt by sie go nie czepial. Ale on, niestety, postapil inaczej.

Po pierwsze wyrazil te rzecz zrozumialym jezykiem. Zdanie ze sprzecznosci wynika
wszystko mozna jeszcze uznac za niewinne. Ale wyobrazmy sobie kogos, kto staje
np. przed naszym Parlamentem i glosi, ze prawo naturalne (wolny rynek, konkurencja)
i prawo moralne (milosc blizniego, etos Solidarnosci) sa sprzeczne. Malo tego,
potrafilby wykazac, ze poslugujacy sie obiema tymi przeslankami moga w zgodzie
z logika uzasadnic kazda, naprawde kazda teze. Przeciez z tego wynika, ze uzyskana
w ten sposób teza nie ma nic wspólnego z przeslankami, z których formalnie zostala
wyprowadzona. A wiec ci, którzy posluguja sie takimi przeslankami. ..

Zamiast rozwijac dalszy tok powyzszego rozumowania lepiej znajdzmy (lub
przynajmniej poszukajmy) w 80bie troche zrozumienia dla parlamentarzystów
Starozytnej Grecji, którzy czuli sie zmuszeni skazac Sokratesa na smierc za bezboznosc.
A ze byli to ludzie szlachetni, zlecili mu, by sam wyrok wykonal wychylajac kielich
cykuty (to taka roslina i u nas pospolita, podobna do marchwi, tylko z bialym
korzeniem). I tak sie stalo.

Znalazl sie wiele stuleci pózniej filozof, który usilowal dokonac intelektualnej
rehabilitacji Sokratesa - stworzyl mianowicie oryginalna konstrukcje intelektualna
i nazwal ja dialektyka. Jednym z jej kanonów byla jednosc przeciwienstw. Ale, czy
mozna miec pewnosc, ze zawsze ci, którzy chca równoczesnie korzystac z prawa
naturalnego i z prawa moralnego, czynia to w duchu Hegla?

Marek KORD OS
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Ale moze to dowodzic jedynie obecnosci granulacji i umozliwic oszacowanie predkosci
ruchów konwektywnych, nic jednak nie mówi o skali zjawiska, tzn. jak wielkie sa

granule (na Sloncu sa one rzedu 1000 km). Dlatego w drugim etapie pracy Dravins
i Nordlund modelowali atmosfery gwiazd i ruchy w nich przy danych wyjsciowych
uzyskanych z obserwacji. Wynikiem obliczen byly m.in. profile linii widmowych .
Okazaly sie one bardzo dobrze zgodne z obserwacjami, a niejako przy okazji otrzymano
przykladowe obrazy granulacji, jakby gwiazdy te ogladalo sie z bliska. Widzimy je na
okladce.

Kilka lat temu szwedzki astronom Dainis Dravins i dunski Ake Nordlund szukali

przejawów granulacji gwiazdowej poprzez jej mozliwy wplyw na wyglad linii

widmowych gwiazdy. Dominujaca czesc promieniowania pochodzi - a w kazdym
razie tak mozna przypuszczac - z goracych baniek unoszacych sie w góre, a wiec
biegnacych ku obserwatorowi, mniejsza czesc od chlodniejszego gazu oddalajacego
sie od obserwatora. Wieksza czesc promieniowania gwiazdy bedzie zatem lekko
poniebieszczona, a mniejsza poczerwieniona wskutek zjawiska Dopplera. W rezultacie
linia widmowa powinna byc asymetryczna i przesunieta ku fioletowi. Przesuniecia
te sa niewielkie - predkosci wznoszacego sie lub zapadajacego gazu w fotosferach

gwiazd wyrazaja sie, jak sie okazalo, setkami metrów na sekunde, sa jednak mierzalne
na widmach o wielkiej dyspersji. Oczywiscie, w przypadku gwiazd nie mozna sobie
pozwolic na zbyt wysokie dyspersje, bo np. gwiazda okolo 2 mag. daje okraglo liczac
milion razy mniej swiatla niz jedna sloneczna granula. Niemniej jednak niezbedne
pomiary zostaly wykonane dla kilku najjasniejszych gwiazd i powyzsze rozumowanie
zostalo potwierdzone.
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Patrz w niebo
Za pomoca nawet amatorskiego teleskopu, aczkolwiek przy zastosowaniu dosc duzego
powiekszenia (i, oczywiscie, filtru chroniacego oko - pamietajmy o nim!) mozna
stwierdzic, ze powierzchnia Slonca cala pokryta jest jasnymi plamkami na nieco
ciemniejszym tle, Obraz tych plamek zmienia sie z godziny na godzine. Jest to
tzw, granulacja, czyli efekt konwekcji nieustannie odbywajacej sie w powierzchniowych
warstwach Slonca. Jasne plamki to banki goracej materii wydostajace sie z wnetrza
Slonca, a ciemniejsza siatka to obszary chlodniejszego gazu zapadajacego sie w glab.
Mozna podejrzewac, ze takie "gotowanie sie" materii zachodzi tez na innych gwiazdach,

przynajmniej na podobnych do Slonca, wydaje sie jednak niemozliwe zaobserwowanie
granulacji na gwiezdzie, której obraz nawet w najwiekszych teleskopach jest jedynie
punktem. Rzeczywiscie, argumentów za wystepowaniem granulacji gwiazdowej trzeba
szukac metodami posrednimi.

Regulamin Konkursu Uczniowskich
Prac z Matematyki
1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny
Polskiego Towarzystwa Matemat.ycznego i Redakcje miesiecznika
Delta, przy poparciu Ministerst.wa Edukacji Narodowej.
2. W konkursie moga brac udl.ial uczniowie wszystkich typ6w
szkól.
8. Konkurs skla.da si<; z--eliluina.cji i finalu.
4. W eliminacjach bierze udzial uczen, który w terminie do dnia
l maja pnesle pod adresem Redakcji Delty jeden egzemplarz
swojcj pracy matematycznej. Do pracy nalezy dolaczy t
nastepujace informacje: adres prywatny aut.ora, klasa, nazwa
i adres szkoly. imie, nazwisko i adres nauczyciela - opiekuna
pracy.
6. Pra.ca. powinna zawieral s8.1l1odzielny wklad ucznia i pelna
informacje o tr6dlach, z których korzyst.al jej autor. Prace
czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.
6. Prace r..adcalane na elimina.cje zost.ana ocenione przez
Komisje Konkursu i kompet.ent.nych recenzent.ów. Te sposród
prac, które spelniaja warunki konkursu, zostana przedstawione
Jury Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do finalu,
który pdbedzie sie w trakcie dorocznej SC8ji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matcluatycznegb.

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana
przesiane autorom prac oraz nauczycielom - opiekunom prac
przed koncem roku szkolnego.
8. Finalisci i nauczyciele opiekujacy sie ich pracami otrzymuja
od Zarzadu Glównego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji
na koszt Towarzystwa.
9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez
ucznia. podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji, referatu
(trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji
na temat, któremu poswiecona byla praca.
10. Rezultaty finalu' oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo
pod uwage, oprócz merytorycznej wartosci pracy, równiez
samodzielnooft i oryginalnost ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny
i brazowy, wyróznienia oraz nagrody pieniezne ufundowane przez
Ministerstwo Edukacji Narodowej.
11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakcie Walnego
Zgromadzenia Polskiego Towarzystwa Matematycznego.
Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.
12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda
opublikowane w miesieczniku Delta.
18. Komisje Konkursu oraz Jury Konkursu powoluje Zarzad
Glówny PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego Delty.
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