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Kwant kretu
pola elektromagnetycznego

Jerzy DRYZEK

Ponizszy artykut opatrzylismy komentarzem redakcyjnym. Zaznaczylismy
miejsca artykutu, do ktdrych komentarz sig odnoasi.

Pole elektromagnetyczne (EM), bedace obiektem fizycznym, ma
wszystkie jego atrybuty; ma mase, ped, a takie moment pedu. Ten
ostatni w odniesieniu do tego pola moze by¢ niejednokrotnie Zrédlem
paradoksalnych zachowan uktadéw fizycznych. Okazuje sie bowiem,

ze izolowany uklad moZe mie¢ moment pedu bedac w spoczynku,

a za sprawg zasady zachowania momentu pedu moze zostaé wprawiony
w ruch po wylaczenin pola magnetycznego badZ elektrycznego w tym
uktadzie. Jako przyklad niech stuzy tzw. dysk Feynmana opisany

w drugim tomie jego popularnych wyktadéw. Uswiadomienie sobie, ze taki
moment pedu istnieje, pozwala czasami znacznie uprodci¢ nasze rozumienie

zjawisk elektromagnetycznych. Oto, na przykiad, diamagnetyzm materii
uwazaé moina za konsekwencje zasady zachowania momentu pedu
- oczywidcie - po uwzglednieniu kretu pola EM.

Kret pola EM wyraza sie wzorem
(1) LEMZE(\'/!'X(EXBJdU,

gdzie E jest wektorem natezenia pola elektrycznego, a B jest wektorem
indukcji pola magnetycznego w punkcie r, £q jest przenikalnoscia
dielektryczna prézni.

Interesujace ze wszech miar jest pytanie o kwant, o najmniejsza porcje

tego wladnie momentu pedu, bo przeciez intuicyjnie wydaje sie cczywiste,

ze musi on istnie¢. W swoim artykule (Delta 10/1986, str. 14) zawarlem
sugestie, ktéra wydawala sie rozsadna, ze foton, a dokladniej jego spin,

realizuje wladnie t¢ najmniejeza porcje Leas, czyli Ze wynosi ona ki (stala

Plancka podzielona przez 27). Niestety, wbrew zdrowemu rozsadkowi,
okazuje sie to nieprawda.

Rozpatrzmy nastepujacy uklad fizyczny: niech na nieruchomej sferze
o promieniu R rozlozony bedzie réwnomiernie ladunek elektryczny Q,
w érodku tej sfery niech bedzie umieszczony magnetyczny moment
dipolowy m (wyiworzony np. przez niewielks cewke zasilana bateria),
skierowany wzdhuz osi z.

L

tE

Rys. 1. Rozklad pola elektryczuego i maguetycznego wokdl naladowanej sfery
z momentem magnetycznym w jej drodku.

Wbrew
zdrowemu

rozsadkowi (II)

(Wedhig wykladéw radiowych
z audycji IV programu — Widnokrqg)

Przyspieszamy, a nie
zwiekszamy predkosci

Tomasz HOFMOKL

Poprzednim razem opisywalem Paratwu
najprostsze zjawiska, ktérych przebieg jest
dzié dla nas oczywisty, a ktére przeczyly
zdrowemu rozsadkowi starozytnych
uczonych. Cykl naszych artykuldw jest
poéwiecony tym doédwiadczeniom, ktére
wydaja, sie przeczyé pojeciu tego, co jest
mozliwe i tym samym zmuszaja nas do
rozezerzenia naszej wiedzy o dwiecie.

Wydaje sie, Ze juz w tytule artykul

jest jakad sprzecznoéé. Czy mozna
przyspieszaé, a jednoczesdnie nie zwigkszad
predkodci? Wydaje sie, ie jest to
niemozliwe. A jednak ...

Zaczne od bardzo prostego dodwiadczenia,

Y ktére w dziecifistwie wiekszoéé z nas

na pewno przeprowadzala po prostu

w trakcie zabawy. Mam na myéli
puszczanie samolotéw z papieru.

Ale cheialbym odwolaé sie do zabaw

na dwieiym powietrzu i to w wietrzny
dzieri. Samolot rzucony z wiatrem
pieknie i daleko szybowal. Puszczony

zaé pod wiatr lecial wolno w stosunku

do ziemi i po chwili zawracal. Nie bylo
wiec obojetne dla predkodci samolotu
wzgledem rzucajacego, czy start odbywal
sie pod wiafr cay z wiatrem. Wydaje sie to
oczywiste. MoZna nawet sobie wyobrazié,
ie mierzac predkodé tak samo rzucanego
samolotu wzgledem ziemi w przypadku
rzutu pod wiatr i z wiatrem moZna by
wyznaczyé predkodé wiatru. Nie jest to,
oczywidcie, najbardziej praktyczny sposéb
pomiaru predkodci wiatru, ale zawsze,
jakby sie kioé uparl, to taki pomiar moze
przeprowadzié.

O takim wladnie pomiarze chce méwié,

| poniewai jego wynik zaskoczyl tych,

ktérzy go wykonali, tak dalece byl
sprzeczny z tym, czego mozna bylo
oczekiwaé. Nie byl to pomiar predkodci
papierowego samolocika rzucanego

z wiatrem i pod wiatr, lecz pomiar
predkoéci dwiatla biegnacego w wietrze
eterowym. Tu, oczywidcie, naleiy sie pare

8 sléw wyjaénienia.




Pierwszym fizykiem, ktéry zastanawial

sie nad mozliwodcig eksperymentalnego
sprawdzenia, czy predkodé dwiatla

jest nieskoriczona czy skoficzona, byl
Galileusz. Wspomina o prébie takiego
dodwiadczenia w pracy Dialogs ¢ dowodzenia
matematyczne wydane] w Lejdzie :
w 1638 r. Na dwéch odleglych wzgérzach
ustawili sie ludzie z latarniami. Gdy

jeden odslonil latarnie, promien dwiatia
wedrowal do jego towarzysza na drugim
wzgdrzu i gdy ten zobaczyl jej dwiatlo,
natychmiast odslanial ewoja latarnie.
Pierwszy obserwator méglby na podstawie
opéénienia w widzianym blysku wyznaczyé
predkodé dwiatla. Dodwiadczenie nie
przyniosto wyniku, bo metoda zastosowang
nie mozna bylo zmierzyé tak wielkiej
predkodci sygnalu. Pierwszym, ktéry
zmierzy! predkodé dwiatla, byt dunski
astronom Olaus Roemer, ktéry w 1676 r.,
pracujac w obserwatorium paryskim badal
zaémienia satelity Jowisza o nazwie lo.

Z jego pomiaréw wyniklo, ze predkoéé
dwiatla wynosi 214 tysiecy km na sekunde.
Wartodé ta odbiega od znanej dzié
wartodci, ktéra jest bliska trzystu tysiacom
kilometréw na sekunde, ale pamietajmy,
ze bylo to pierwsze stwierdzenie,

iz predkodé ta, jakkolwiek bardzo duza,
jest skoficzona.

Tu sie wladciwie zaczyna nasza historia.
Dowiadujemy sie, Ze §wiatlo ma skoriczona

predkodé. Nasuwa sie od razu pytanie:

w czym éwiatlo sie rozchodzi? Przeniesmy
sie od razu w dziewietnasty wiek. Nie
wchodzac w szczegbly dwezesnych
pogladéw na nature dwiatla praypomnimy
tylko, ze w wiekszoéci teorii thimaczacych
rozchodzenie sie dwiatla zakladano
istnienie eteru - hipotetycznego odrodka
przenikajacego wazystko i rozciagajacego
sie wezedzie, nawet w prézni. Opierajac
sie na dotychczasowych dodwiadczeniach
rozumowano przez analogie. Glos moie
rozchodzié sie tylko w jakimé oérodku,

na przyklad w powietrzu lub w wodzie.
Fale na jeziorze maja tez swéj oérodek,

w ktérym biegna. Jezeli dwiatlo sie
rozchodzi, to musi istnieé oérodek, ktéry
je przenosi.

Ten hipotetyczny eter musialtby mieé
niezwykle wladciwodci, musialby byé
bardzo spreiysty, bo inaczej wiatlo nie
mogloby biec tak predko, a réwnoczeénie
nie mégiby stawiaé oporu w ruchu
planet. Eter wiazano z absolutna
nieruchoma przestrzenia mechaniki
Newtona i w pewnym sensie byl on jej
materializacja.

Wiedziano, ze Ziemia pedzi

w przestworzach w ruchu wokét Slofica
z predkodcia okoto 30 km/s. Na Ziemi
wieje wiec huragan eteru, ktérego my
wprawdzie nie odczuwamy, ale delikatne
éwiatlo, dla ktérego eter jest nodnikiem,

Obliczmy teraz moment pedu pola EM w tak skonstruowanym ukiadszie.
We wnetrzu sfery pole elektryczne jest réwne zeru, zatem interesujace dla
nas bedzie zachowanie si¢ pola E i B poza sfera. I tak pole elektryczne
i magnetyczne dla r > R beda réwne

m

-9 = _#o m Ak A 8-
(2) E—4'£0r2 # Bmh_ - (2cosf - # + siné ‘G),

gdzie £ i9 83 wersorami ekierowanymi odpowiednio w kierunku
wektora r i prostopadle do niego w kierunku wzrostu kata @, a po jest
przenikainodcia magnetyczna prézni.

TZ

Rys. 2

Wektor Poyntinga, czyli strumiefi energii poza sfera, jest réwny
1 Qm

3 —(ExB)= —————

{ ) #0( ) (41’)250!’6

gdzie ¢ jest wersorem skierowanym w kierunku wzrostu kata ¢.

Podstawiajac powyisze do (1) i zauwazajac, Ze ze wigledu na symetrig p6l

tylko sktadowa w kierunku z wniesie wklad do Lgas, otrzymujemy

NG sfegacfiisy sinf’) ngds = Fo . 29
(49 Lem= (am)? [dr /r smﬂ(rb 2meinfdf = - =5

-sinﬂ-a,

R 0
Obliczony moment pedu odnosi sie tylko do statycznego pola EM i gdyby
teraz w jakié sposéb odprowadzié ladunek @ lub przerwaé doplyw pradu
do cewki wytwarzajacej moment magnetyczny, to sfera zacznie sie obracaé
wokél osi 2, a jej mechaniczny moment pedu, zgodnie z zasada zachowania
momentu pedu, bedzie réwny Lgas (komentarz).

Niech nasza sfera wyobraza klasyczny model elektronu. Wéwczas Q = —e,
masa zaé elektronu m. (pomnoiona przez c?) réwna jest jego energii
elektrostatycznej. Klasyczny promiefi takiego elektronu bedzie réwny

rgiinioy e?
(5) B 3 4re, moc?’
gdzie c jest predkodcia éwiatta (komeniarz). Podstawiajac (5) do (4)
otrzymujemy wagny zwiazek wigzacy kret pola EM z momentem

magnetycznym tego pola
(8) Lem = —% -m

Z teorii elektronu wiemy, Ze jego moment magnetyczny wynosi —eh/(2m.),
zatem po wstawieniu tej wartodci do (6) ostatecznie otrzymujemy,

ie najmniejsza porcja kretu statycznego pola EM jest %/2. Ten
zaskakujacy rezultat mozna otrzymac i z warunku kwantyzacji Diraca
angazujac monopol magnetyczny, i z warunku na kwantyzacje strumienia
pola magnetycznego. Skonstatujmy jednak ten rezultat jeszcze inaczej.
Otéz w sensie klasycznym spin elektronu to nic innego jak moment pedu
jego statycznego pola magnetycznego i elektrycznego. Uwaine przyjrzenie
si¢ relacji (6) pokazuje jeszcze coé zaskakujacego, a mianowicie to,

ze uzyskaliémy w niej poprawna, wartoéé tzw. czynnika Zyromagnetycznego

g=2
(7) S= 5 -gm,

gdzie S jest wektorem spinu elektronu. Taks wladnic wartodé otrzymal
Dirac na gruncie swej relatywistycznej teorii elektronu. Zatem nasze
rozwaiania pozwalaja zrozumieé zupelnie elementarnie, Ze taka wladnie
wartodé czynnika g jest wynikiem wlasnodei pél elektronu, a nie trudnej do
zrozumienia teorii Diraca (komentarz).

m



Warto w tym miejscu udwiadomié sobie, Ze rozpatrujac klasyczny
elektron jako ,kule bilardowa” o promieniu R ze wzoru (5), majaca kret
wlasny réwny Saéh, otrzymamy na jej powierzchni maksymalna predkoéé
okolo 300 razy wiekeza od predkodci dwiatla. Zatem istotnie klasyczne
wyobrazenia spinu elektronu jako mechanicznego kretu wokdt jego osi jest
mocno niepewne.

Otrzymany przez nas wynik niesie w sobie jeszcze jedna niespodzianke.
Rozpatrywany w szkole model Bohra atomu wodoru to nic innego

jak pewien uklad pél EM. Po orbicie wokét ladunku dodatniego
(protonu) krazy ujemnie naladowany elektron. Postulaty Bohra,
pozwalajace wyjadnié serie widmowe atomu wodoru, pojawiaja sie a priori
i dopiero glebsze studia pozwalaja je wyprowadzié. O ile drugi postulat

o kwantowaniu energii emitowanego z atomu fotonu mozna wydedukowaé
z hipotezy Plancka postawionej do opisu ciala doskonale czarnego, to
pierwszy postulat o momencie pedu elektronu na stacjonarnej orbicie
(patrz ponizej) nie znajduje latwego uzasadnienia bez wejécia w mechanike
kwantowa. Rozpatrzmy jednak pola w takim modelu atomu wodoru.
Proton wytwarza radialne pole elektryczne. Niech rozktad jego ladunku
dodatniego bedzie taki jak w naszym klasycznym modelu elektronu.
Krazacy elektron zaé to nic innego jak zamkniety obwéd z pradem, ktéry
wytwarza moment magnetyczny prostopadly do plaszczyzny ruchu

(8) Mors = ——— Lors

2m.
gdzie L, jest momentem orbitalnym kraZacego elektronu. Wraz
z istnieniem réwnoczeénie dwéch skladowych pola EM musi istnied jego
kret. PoniewaZ przedstawiony model atomu wodoru ma rozklad pél
identyczny jak analizowany powyzej model elektronu, zatem podstawiajac
(8) do (6) otrzymujemy

(9)
Z kolei wiemy, Ze najmniejsza porcja dla Lgasr moie byé fi/2 lub jej
wielokrotnodé, zatem ostatecznie otrzymujemy, ze

[10) Lors = nk,

co jest niczym innym jak pierwszym postulatem Bohra.

By¢ motze, wielu wyda sie nieprawdopodobne, aby coé tak subtelnego,
tajemniczego i — by pojaé — wymagajacego ogromnej wiedzy z mechaniki
kwantowej — jak spin elektronu, bylo w sensie klasycznym po prostu
kretem pola EM wytworzonego wokét tej czastki. No céz, czasami tak to
bywa z rzeczami oczywistymi.

Literatura
R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, Feynmana wykiady z fizyks,
PWN, Warszawa 1974, tom II.

Komentarz

Artykul Jerzego Dryzka wydal nam sie zdecydowanie ciekawy

i postanowilidmy go opublikowaé. Uznaliémy jednak, Ze artykul naleiy
opatrzy¢ komentarzem, gdyz pewne stwierdzenia autora, jak sadzimy, ida
za daleko.

I tak nasza pierwsza uwaga dotyczy obserwacji, ze dzieki zachowaniu
momentu pedu naladowana sfera z umieszczonym wewnatrz solenoidem,
bedaca klasycznym modelem elektronu, zacznie sie obracaé, jedli
odprowadzi¢ ze sfery ladunek badZ przerwaé doplyw pradu do cewki.
Przedstawiona sytuacja jest tylko jedna z mozliwych. Rzecz w tym,

ie odprowadzaniu ladunku badZ wylaczaniu pradu towarzyszyé bedzie
powstanie zmiennego w czasie pola elektromagnetycznego i emisja fali
elektromagnetycznej, ktéra moze unieé¢ moment pedu naszego klasycznego
elektronu. Wéwczas sfera nie bedzie sie obracaé.

musi odczuwaé ten wiatr. Predkodé
éwiatla mierzona wzgledem Ziemi pod
wiatr eterowy powinna by¢ mniejsza

niz z wiatrem. Wplyw bedzie maly,

bo 30 km/s to malo w poréwnaniu

z trzystoma tysiacami kilometréw

na sekunde, ale dokladne pomiary
powinny wplyw ten wykryé. Byloby

to proste potwierdzenie tego, czego sie
spodziewano, wiec wladciwie niezbyt
ciekawy eksperyment, ktérego wynik
logicznie moina przewidzieé. Podjat sie
przeprowadzenia takiego doéwiadczenia
Albert Michelson, fizyk amerykafiski
polskiego pochodzenia, urodzony w 1852 r.
w Strzelnie w Wielkopolsce. Mierzyl on
réznice predkodci dwiatla w kierunkach
wzajemnie prostopadlych sadzac, Ze w ten
gposéb wykaze istnienie wiatru eterowego.

Wynik doédwiadczenia byl negatywny,
zadnego wiatru eterowego nie udalo sie
wykryé mimo ogromnej dokladnodci
pomiaréw. Bylo to tak nieoczekiwane

i, dodajmy, sprzeczne ze zdrowym
rozsadkiem, ze wielu fizykéw nie dalo temu
wiary. Konieczne stalo sie w tej sytuacji
powtérzenie eksperymentu. Dokonal

tego Michelson wraz z E. Morleyem.
Zwiekszono dziesieciokrotnie dokladnoédé

i znowu wynik byl negatywny. Wiatru
eterowego nie ma, a moze nie ma eteru?

A moze trzeba zaproponowaé coé calkiem
innego, zwariowanego i sprzecznego

ze zdrowym rozsadkiem? Moze predkoéé
dwiatta nie zalezy od predkodci Zrédia i jest
zawsze w prézni stala. Pomyélmy nad tym,
to przeciez przeczy naszym codziennym
obserwacjom. Kamien rzucony przez okno
pedzacego pociagu (tego, oczywidcie, nie
naleiy robi¢) w kierunku ruchu na pewno
porusza sie szybciej wzgledem toréw niz
kamieii rzucony w tym samym kierunku
przez dréznika (ten chyba nie rzuca
kamieniami). Przeciez kamiefi wyrzucony

z pociagu ma predkodé pociagu i predkodé
nadana, przez rzucajacego. My zad

chcemy zalozyé, Ze dwiatlo wyslane przez
latarnie elektrowozu ma te sama predkoéé,
co §wiatlo emitowane przez lampe na
przejeidzie kolejowym. Czy to nie wydaje
sie absurdalne? A jednak taki wlaénie
postulat wysunal Albert Einstein w 1905 r.
w swojej pracy O elektrodynamice cial

w ruchu. Zaloiyl on po prostu, ze predkodé
rozchodzenia sie jakichkolwiek sygnaléw
elektromagnetycznych w préini jest

stala i nie zalezy od ruchu frédia ani

od ruchu obserwatora i, co wiecej, jest

' to maksymalna predkodé, z jaka moina
przekazywad sygnaly w przyrodzie.

Moina, oczywidcie, postulowad kaida,
niedorzecznoéé. Postulat taki ma tylko
wtedy wartodé, jezeli moina sprawdzié
dodwiadczalnie wnioski, jakie z takiego
zalozenia wynikaja. Zalozenie o stalodci
predkodci dwiatla leglo u podstaw tak
zwanej szczegblnej teorii wzglednodci,
kiéra jest dzié teoria bardzo dobrze




zgadzajaca sie z dodwiadczeniem, ale

juz nie tak dobrze z naszym poczuciem
tego, co jest moiliwe, a co nie. W wielu
swoich wynikach jest ona, szczegélna
teoria wzglednodci, sprzeczna ze zdrowym
rozsadkiem i trzeba ja jakod wlaczyé do
zbioru naszej wiedzy, czyli zmienié kryteria
zdrowego rozsadku w taki sposéb, aby

cod, co jest prawdziwe, nie wydawalo sie
niemozliwe.

Powiedzialem, Ze szczegélna teoria
wzglednodci jeat prawdziwa. Co to znaczy?
A tylko tyle, ze wszystkie przewidywania
tej teorii, jakie umiemy wyprowadzic,
zgadzaja sie z dodwiadczeniem.

Dodwiadczen potwierdzajacych szczegdlng
teorie wzglednodci jest dzid bardzo wiele.
Warto wspomnieé chociaz o kilku takich
dodwiadczeniach. Jedno nazwalbym
dodwiadczeniem z szybko poruszajaca

sie latarka. Zmierzmy predkosdé dwiatla
wysylanego przez nieruchoma wzgledem
obserwatora latarke i nastepnie powtdramy
ten sam pomiar wprawiajac latarke

w ruch z predkodcia bliska pradkodci
dwiatlta. Czy to mozliwe? Zaraz sie

o-tym przekonamy. Musza sig Paristwo
zgodzié, aby nazwa, latarki objaé kaide
irédlo dwiatla. W szczegdlnodci niech
nasza latarka beda mezony 7°. Céi

to takiego, moze ktod zapytaé. Otdz

w katalogu réznych czastek, jakie zna
przyroda, figuruja réwniez czastki, ktére sa
prawie trzysta razy ciezsze od elekirondw,
obojetne elektrycznie i bardzo
krétkozyciowe. Po swoim kréciutkim zyciu
rozpadaja sie przewainie na dwa fotony,
czyli na dwie porcje promieniowania
elektromagnetycznego, mozna by
powiedzie¢, na dwie porcje §wiatla, tylko
w zakresie niewidzialnym dla ludzkiego
oka. Mezon 7° mozemy wigc traktowad
jak latarke wysylajaca promieniowanie
elektromagnetyczne. Umiemy nadawad
tym mezonom bardzo duze predkoéci.

W jednym z dodwiadczenn wykonanym

w miedzynarodowym laboratorium
CERN pod Genews, przez zespél pod
kierunkiem Alvagera utworzono wiazke
bardzo wielu mezonéw 7° o predkosci
299 717 km/s. Predkoéé dwiatla wynosi
zad 299 792 km/s. Uzyskano wigc
predkoéé niezwykle sbliiona\ do predkodci
éwmt}a. Mozemy wlec méwié o latarce
poruua.jacej sie prawie z predkodcia
dwiatla. Pedzace mezony rozpadaja

sig emitujac fale elektromagnetyczna.
Pytamy, z jaka predkoécia biegnie ta
fala? Dokonano pomiaru tej predkosci

i okazalo sie, Ze zmierzona predkodé

fali elektromagnetycznej, powstalej

w wyniku rozpadu pedzacych mezondw,
jest dokladnie taka sama jak dwiatia
wysylanego przez Zrédlo w spoczynku.
Einstein mial racje. Jego postulat stalodci
predkoéci dwiatla zostal potwierdzony

Autor uzyskuje zaskakujacy wynik, Ze minimalny moment pedu
statycznego pola elektromagnetycznege wynosi i/2, nie zad h (jak moina
bylo oczekiwad) przy wyborze szczegblnej wartodci elektromagnetycznej
masy elektronu, a mianowicie
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Jedli przyjaé, ze masie elektronu odpowiada elektrostatyczna energia
zgromadzona w kuli o promieniu R, otrzymujemy wspélczynnik 3/5
zamiast 2/3 w réwnaniu (1), ktére natomiast moina otrzymaé
uwzgledniajac dodatkowo energie niesiona przez pole magnetyczne. Obie
te interpretacje masy elektronu maja jednak te wade, ze nie uwzgledniaja
pewnych sit (ktérych istnienie klasyczny model elektronu powinien
zakladaé), a zatem i energii z nimi zwiazanej, sprawiajacych, ze nasza
natladowana kulka nie rozlatuje sie na kawalki na skutek elektrostatycznego
odpychania jednoimiennych tadunkéw.

(1) mec? =

Nie mozna uznaé opisanego modelu elektronu za calkowicie klasyczny,
gdyz autor ,przemyca” do swoich rozwazan kwanfowqg wielkodé momentu
magnetycznego elektronu —eh/(2m.).

Wymaga réwniez komentarza uzycie w artykule wielkosci ,kretu
wiasnego” czy raczej spinu elektronu \/Eh/2, nie zad powszechnie przyjetej
wartodci A/2. Rzecz w tym, Ze autor interpretuje w gposéb klasycazny
pewne wyrazenia otrzymane na gruncie mechaniki kwantowej. Przyjmuje
on mianowicie, Ze moment pedu ukladu wyraia sie wzorem /I(l + &),
gdzie | moina uwazaé za maksymalna wielkodé rzutu momentu pedu

na dowolnie wybrana od. Wéwczas przy | = h/2 otrzymujemy wartoéé
momentu pedu /3%/2. Jesli natomiast przyjaé, e moment pedu réwny
jest maksymalnej wielkodci rzutu, co zachodzi zaré6wno w mechanice -
kiasycznej, jak i kwantowej, to otrzymujemy standardowa wartodé
momentu pedu réwna A/2.

I jeszcze jedna uwaga. Przedstawiony model spinu moze byé jedynie
zastosowany do czastek naladowanych, takich jak elektron. Spin jednak
maja réwniez niektére czastki neutralne i przedstawiony model zupeinie
wowczas zawodzi.

Cazytelnik moze zapytaé, czy wobec tylu krytycznych komentarzy
omawiany artykul w ogéle powinien si¢ w Delcie ukazaé. Naszym zdaniem
tak. Problem, czym jest spin, nurtuje wielu fizykéw, autor artykuhu zaé
przedstawiajac ciekawe rozwazania prébuje ten problem rozwiazaé. A to,
ze sie w wielu punktach nie zgadzamy? Céz, fizyka, nie ta ze szkolnych
podrecznikéw, ale ta, jaks obecnie sie ,robi”, taka wilasdnie czesto bywa.

Stanislaw MROWCZYNSKI

Konkurs

Jedyny znany dowéd ponizszego twierdzenia jest bardzo, bardzo
nieelementarny (szkic tego dowodu byl opublikowany w Delcie 6/1988).
Oglaszamy wiec otwarty konkurs na elementarny dowéd. Jedli nie
bedzie on zbyt diugi, to z checia go opublikujemy. A poza tym bedzie
to z pewnodcia bardzo dobry temat na Konkurs Uczniowskich Prac
z Matematyki.
A oto zapowiedziane twierdzenie:
Kwadratu nie moina podzieli¢ na nieparzysia liczbe trijkgidw o réwnyeh
polach.

Redakcja



C pewnej nieréwnosci

Udowodnimy na poczatku nastepujace .
Twierdzsenie. Jeieli0< a1 <a3<...<a,,0<b); <b3<...< b, oraz
J15J25+ -5 Jn jest permutacja.ciagu 1,2,...,n, to
@1bn + ...+ anbs < ardj, +...+anb;, <arhr+...a5b,.
Dowéd. Naszkicujemy tylko uzasadnienie prawej nieréwnodci (dowéd
lewej jest analogiczny). Dowdd indukcyjny sprowadza sie do wykazania
nastepujacej niepdwnodci:
a1be +aiby < arby + arhe .
Ta zaéd nieréwnodé réwnowazna jest nastepujacej oczywistej nieréwnodci:
a1(by — be) +ar(be — b1) = (a1 — ay) (b — b1) 2 0.

Pokasemy teraz kilka zastosowan udowodnionego przez nas twierdzenia.
Prsyklad 1. Jegeli z;,...,2, > 0, to

RN PRS- Y

7] I3 In )
Dowdéd. Niech a,,...,a, bedzie taka permutacja ciagu z1,..., Zn,
ie ay < ... < a,. Wéwczas jeieli przyjmiemy b; = 1/@n41-: dla
t=1,...,n,to b <...<b,. Stad dla pewnej permutacji (j;) mamy

z—l+£-’-+...+-xn—~1+z—n=alb:'l+..-+G..b,‘n2015n+»--+anbl=n- .
Iz Z3 Zn zy

Prayklad 2. Jezeli0<a; <a3<...<aporaz0<b; <bs <...< by, to

Zﬂg’b.‘ Zalbl +ﬂ:bg+.-.+ﬁnbn,

=1
n

Ea.‘bi 2 aiba +azbs + ...+ anby,

=1
n

Z aib; > aibs +azbs+ ...+ an-1by +anbz,

=1

Zalbl 2 G:I.bl'l + Gﬂbl i nia T ﬂnbn—l .

=1
Dodajac stronami i przypatrujac si¢ uwasgnie prawej stronie otrsymamy
2adana nieréwnodé.

Przyklad 3. Jezeli funkcje f i g 83 ciagle, nieujemne i niemalejace na
przedsziale [0,1], to
1

fg(z) dz

(1]
Dowéd. Ustalmy n. Niech a; = f(£), bi = g(£). Korzystajac
z przykiadu 2 mamy nieréwnoéé:

2r(3s(d) 52 (20() 1) (£ 1)

=

jf(x)a(z)dx > jf(z)dz

Stad przechodzac do granicy przy n dagzacym do nieskoriczonodci
ofrzymamy teze.

Podobnie mozna udowodnié, ze jeieli funkcja f jest niemalejaca, funkcja
zad g jest nierosnaca, to
1
f g(z)dz

0

‘/l')'(%)ﬁ'(*)d=B < jf(z)dx

Bogdan WOJCIESZYK ©

doéwiadczalnie. Csy przesz to postulat ten
staje sie zrozumialy, czy umiemy sobie
wyobrazié, jak to jest moiliwe? Watpie.
Do tego trzeba sie przyzwyczaié. Moina
si¢ zapytaé, a jak to jest z raucaniem
kamienia z pedzacego pociagu. Kamieni
na pewno porusza sie szybciej niz kamien
rzucony przez dréznika. Czy fizyka
kdmienia jest inna nii fizyka éwiatla?
Byloby to réwniez niezrozumiale. Otéz,
szczegblna teoria wzglednoédci umie te
sprzecznoéci pogodzié. Fizyka kamienia

i fizyka éwiatla jest jedna. Wzory
szczegdlnej teorii wzglednodci sa, sluszne

i dla duzych, i dla malych predkodci.

Dla malych predkodci przewidywania
szczegdlnej teorii wzglednoéci prawie nie
réznia sie od tego, czego oczekiwalibydmy
na podstawie wzoréw fizyki klasycznej,
ktére sa w tym zakresie predkodci wzorami
przyblizonymi, ale dajacymi bardzo
dobre wyniki. Kamiefi porusza si¢ wolno
w stosunku do predkodci éwiatla, wiec
mozna z powodzeniem stosowad wzory
uproszczone. Dla obiektéw poruszajacych
sie z predkodciami poréwnywalnymi do
predkodci dwiatta robié tego nie wolno.

Pokaimy to na prazykladzie. Niech pociag
jedzie z predkoécia stu kilometréw na
godzing. Niech predkoéé rzuconego
kamienia wzgledem pociagu wynosi 10
kilometréw na godzing. Z doéwiadczenia
wiemy, ze predkodé kamienia wzgledem
ziemi bedzie réwna sumie tych obu
predkosci, czyli 110 kilometréw na
godzing. Szczegblna teoria wizglednoéci
méwi co innego. Predkodé ta bedzie
mniejsza od sumy predkodci i wyniesie
nie 110 km/h, ale mniej, z tym e réznica
wystapi na pietnastym miejscu po

. przecinku. Dla predkoéci spotykanych

w Zyciu codziennym jest to réinica nie do
zauwazenia. Co innego, gdyby i pociag,

i kamiefl poruszaly sie z predkoécia

np. polowy predkoéci dwiatla. Wtedy
predkodé wypadkowa nie réwnalaby sie
sumie, czyli predkodci dwiatla, tylko

0,8 predkodci dwiatla. A to juz byloby
zauwaialne.

Jak to wiec jest z tym tytulowym
przyspieszaniem? Otéz, pdki poruszamy
si¢ z predkodciami malymi w poréwnaniu

z predkodcia dwiatla, to- mogzemy normalnie
przyspieszaé. Rakieta kosmiczna porusza
si¢ wolno. Przy wlaczonym silniku nabiera
coraz wickszej predkodci. I to jest dla nas
zrozumiale. A gdyby to byla superrakieta
pedzaca z predkodcia bliska predkodci
éwiatla, to co wtedy? Réwniei moina by
wiaczyé jakié silnik, np. fotonowy. Silnik
méglby pracowad, a rakieta zwiekszalaby
energie, ale prawie nie zwigkszalaby sie

jej predkodé. Jak to moiliwe? Otdi,
wizrastalaby masa rakiety. O tym, ze kaidy
z nas ma mase kilku ton i przeiyt jui
tysiac lat, opowiem w nastepnym artykule.
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Wazystko wekazuje na to, e w centrum Wielkiej Mglawicy
w Andromedzie M31 jest czarna dziura o masie 107 mas
Stofica. Do takiego wniosku doszedt John Kormendy
(Dominion Astrophysical Observatory) obserwujac te
galaktyke duiym teleskopem na Hawajach. Miejsce to
odznacza si¢ wyjatkowo dobrym seeingiem (spokojna
atmosfera nie powodujaca drgai obrazéw gwiazd), dzieki
czemu mozna osiagaé rozdzielczoéé 075 i dledzié ruchy
gwiazd w galaktyce bardzo blisko jej jadra. Charakter tych
ruchéw moze postuzyé do oszacowania masy centralnej.

Z badah Kormendy’ego wyniklo, ze w obszarze o érednicy
nie wigkszej niz 1,5 pc jest skupiona taka wladnie masa,

w dodatku dajaca dziesiatki razy mniej dwiatla, niz
dawalaby, gdyby tworzyly ja gwiazdy. Najlatwiej faki

ten wytlumaczyé wladnie obecnodcia czarnej dziury,
chociai zagadkowa staje si¢ wiedy bardzo slaba aktywnodé

jadra M31.

—iAAs L )

Jezeli kazdy kat tréjkata zostal podzielony na trzy réwne
czedci, to linie podzialu lezace przy tym samym boku
przecinaja si¢ w punktach tworzacych tréjkat réwnoboczny.
Niezaleinie od tego, jaki to tréjkat.

Badacze z Naval Air Development Center w Warminster
(Pennsylvania, USA) stwierdszili, ze meteoryty mozna
znajdowaé w lodach Antarktydy za pomoca radaru.
Okazalo sie, ze pieciokilogramowe brylki mose zauwazy¢é
radar zainstalowany w samolocie, a kilkakrotne
przeczesanie jednego obszaru moze ujawnié na nim
brytki jeszcze mniejsze. Ocenia sie, Ze ta metoda moszna
przesledzi¢ 1000 mil kwadratowych terenu na godzine.

Kometa Halleya, najokazalsza kiedy$ ze wszystkich
regularnie sig pojawiajacych komet, zostala w ostatnim
pojawienin zaobserwowana po raz pierwszy przy rekordowo
malej jasnodci: 24,2 mag. Réwniez rekordowa byla wtedy

jej odlegloéé od Slonca: 16 X 1982 r. wynosila ona 11,4 j.a.

Najdalej od Storica w chwili odkrycia znajdowala sie
natomiast kometa 1976¢c Schusier: 7,41 j.a.

Jegli po powierzchni kuli cieknie midd, to ruch jego czastek
w dowoinym punkcie opisuje zaczepiony tam wektor
predkodci. Mamy wiec sfer¢ oblepiona polem wektorowym.
W niektérych punktach wektor ten ma dlugoéé zero - sa
to miejsca osobliwe pola. Osobliwodci moga byé w zasadzie
trzech typéw: irédio (A4), dciek (B) lub siodlo (C).
Okazuje sie, Ze osobliwodci pola 83 w pewnym stopniu
wymuszone przez kszialt sfery, na ktérej

(liczba #rédet)-(liczba siodet)+(liczba dciekéw)=2.

Stad np. wynika, ze nie moze by¢é w ogéle ciaglego pola bez
zadnej osobliwodci, tj. sfery nie moina ,uczesaé”.

s

Jedno uderzenie skrzydel motyla moze po odpowiednio
dlugim czasie wywolaé huragan: Do takiego wniosku
deszedl w latach 60. Edward N. Lorenz, meteorolog z MIT.
W ukiadach chaotycznych - takich jak ruch mas powietrza
- niewielkie zak!écenie warunkéw poczatkowych moze
spowodowad szybko narastajace z uplywem czasu zmiany
sytuacji. Wynika stad gérna granica czasowa jakichkolwiek
szczegdlowych prognoz meteorologicznych - okolo dwéch
tygodni. PoniewaZ jednak obecnie w miare niezawodne
prognozy siegaja zaledwie 36 godzin, wiec pozostaje duzy
margines na ich udoskonalenie.

Pierwsza uwieczniong w historii kometa byla zapisana

w chinskich kronikach kometa z 2316 r.p.n.e. Pierwsza
obserwowana przez teleskop byla kometa 1618 I.
Obserwowali ja Johann Kepler w Austrii, Johann Baptist
Cysat w Szwajcarii, oraz John Bainbridge w Anglii.
Odkryta zad przez teleskop zostala jako pierwsza Wielka
Kometa 1680. Odkryl ja 14 XI 1680 r. w Coburgu
(Niemcy) Gotifried Kirch, wepélpracownik Jana

Heweliusza.
1%?‘1%"“ P

Na granicy Ryb i Andremedy leiy galaktyka znana jako
NGC 262, zaliczana tez do galaktyk Seyferta (pewien

typ galaktyk z aktywnym jadrem). Jednak jej obraz

w éwietle niebieskim jest drastycznie inny niz w czerwonym
- przede wszystkim jest kilkakrotnie wiekszy. Potwierdzaja
to tez obserwacje radiowe na fali wodorowej 21 cm.

W rezultacie galaktyka zostala wciagnieta do katalogu
osobliwie niebieskich obiektéw jako Markarian 348. O ile
znajomosé stalej Hubble’a, a wiec odleglodé tej galaktyki,
jest pewna, to obiekt ten jest — by¢ moze — najwieksza,
znana dotychczas galaktyka. Jej rozmiary wynosityby

400 kpc, a wiec o ponad rzad wielkodci przewyzszalyby
rozmiary naszej Galaktyki.



Jest to drugie elementarne rozwigzanie
tego zadania zamieszczone w Delcie.
Pierwsze sostalo zamieszczone

w numerze 11/1991.

i

Roswlazanie sadania M 619.
Jezeli liczba zapisana w punkcie A
jest mniejaza od liczby zapisanej

w sasiednim punkcie B, to rysujemy
strzalke w lewo od odcinka AB (idac

£ A do B), jak na rysunku:

%

A

Jeteli licaby zapisane w wierzcholkach

jakiegod tréjkata rosna zgodnie

# ruchem wskazdwek zegara, to

wewnatre tego tréjkata leiy jedna

strzalka, jeieli w kierunku przeciwnym
to dwie, Oznaczmy przez n liczbe

trdjkatdéw drugiego rodzaj u.

Wéwczas

calkowita liczba strzalek lezacych
wewnatrz szedciokata réwna jest
2n+ (24 - n) = 24 + n. Wystarczy
teraz rauwaiyé, e musi ona by¢

nie mniejsza niz 31 (30 strzalek
pochodzi od wewnetrzanych odcinkéw
i co najmniej jedna od granicznych).

Roswigzanie zadania M 620.
Poniewad sadne dwie z tych lamanych

nie moga mieé wspdlnego odeinka,

wige w kaidym spodréd 12 punktow

na obwodazie, z ktérych wychodza

3 odcinki, musi znajdowad sie koniec

lamanej. Ale 5
co najwyiej 10 koricéw.

lamanych moze miedé

Roswinzanie sadania M 621. Niech
A, B, C beda kolejnymi wierzeholtkami.
Wdéwernas kaide dwa spodrdd odeinkéw
AB, BC, CA in-3 preekatnych
wychodracych 2 B maja punkt

wapdluy. Trzeba wige co najmniej

n kolordw. Jest to réwniez liczba

wystarczajaca:

naleiy pomalowad

k-tym kolorem wazystkie odeinki

tworzace z bokiem AB kat
dlaR =07,

1

- 180°

Elementarny dowéd

Poniisze zadanie wraz z adnotacja, ze redakcja nie zna elementarnego rozwiazania
zostalo samieszczone w EPSILONIE nr 7 (Delta 9/1991).

Prostokqt F dzielimy na skoriczong liczbe mniejszych prostokqtéw (w ten aposdh,

Ze dowolne dwa 2 nich mogq zahaczaé o siebie jedynie bokami — pordwnaj z rysunkiem).
Zatdimy, ze kazdy z mniejszych prostokqtéw ma przynajmniej jeden bok o diugodes bedgeej
iiczbg catkowitq. Udowodnié, ze prostokat P ma bok o dlugodci bedgcey liczbg catkowitq.

A oto elementarny dowéd.
Niech wierzcholki prostokata P maja wspélrzedne (0,0), (a,0), (0,8) i (a,b). Zaléimy,
ie b @ N. Mamy wykazaé, zea € N,

Dzielac w razie potrzeby prostokaty, z ktérych sklada si¢ prostokat P, na mniejsze
prostokaciki mozemy zaloiy¢, Ze maja one boki o dlugodciach nie wiekszych niz 1
(co najmniej jeden z bokéw ma wéwczas dlugosdé 1).

Udowodnimy nastepujacy fakt:
Niech n < a bedzie liczba naturalna (lub zerem). Wéwczas suma
(%) wysokodci prostokacikéw przecinanych pionows prosta z = n
(tzn. takich, przez ktérych wnetrze przechodzi ta prosta) jest liczba,
calkowita.

Jednak zanim udowodnimy ten fakt, pokazemy, jak za jego pomoca dokoficzyé zadanie.
Niech m oznacza najwigksza liczbe catkowita mniejsza od a (to nie to samo, co entier).

Poniewai suma wysokosci prostokacikéw przecinanych przez prosta z = m oraz tych,
ktére przylegaja do niej lewym bokiem, jest réwna b & N, wiec - jak wynika z (x)

— istnieje prostokacik przylegajacy lewym bokiem do prostej z = m, majacy wysokosé
mniejsza niz 1. Stad jego poziomy bok ma dlugoéé 1, a wiec a > m + 1, co wobec
definicji liczby m dajea =m +1 € N.

Pozostaje wigc wykazaé (+). Udowodnimy to za pomoca indukcji. Dla n =0

- oczywiste. Wystarczy wigc udowodnié, Ze jeieli suma wysokodci prostokacikéw
przecinanych przez prosta z =¢ (0 <t < a — 1) jest liczba calkowita, to suma
wysokodci prostokacikéw przecinanych przez prosta z = t + 1 tez jest liczba, calkowita.

Niech {z} = z — [z] oznacza czed¢ ulamkowsa liczby z. Otéi wysokosé prostokata P,
czyli b, jest réwna sumie wysokodci prostokacikéw przecinanych przez prosta z = t oraz
wysokodci prostokacikéw przylegajacych do niej lewym bokiem.

Ale poniewai suma wysokodci prostokacikéw przecinanych jest liczba, calkowita oraz
suma wysokodci prostokacikéw przylegajacych o poziomych bokach krétszych niz 1 tez
jest catkowita, wiec {b} jest réwne
czeéci utamkowe]j sumy wysokodci prostokacikéw przylegajacych
(*+) lewym bokiem do prostej z = t, ktérych poziomy bok ma dlugoéé 1.

Poniewaz podobnie wysokosé b prostokata P jest réwna sumie wysokodci prostokacikéw
przecinanych przez prosta z =t + 1 oraz prostokacikéw przylegajacych do niej prawym
bokiem, wiec {b} jest réwne

czgdci ulamkowej sumy wysokosdci prostokacikéw przecinanych przez
(#++) prosta z =1t + 1 oraz prostokacikéw praylegajacych do niej prawym

bokiem, ktérych bok poziomy ma dlugosé 1.

Ale poniewai prostokacik o boku poziomym dlugoéci 1 przylega lewym bokiem do
prostej z = ¢ wiedy i tylko wtedy, gdy prawym bokiem przylega do prostej z = ¢ + 1,
wigc z (##) i (#+#) wynika, Ze czeéé ulamkowa sumy wysokosci prostokacikéw
przecinanych przez prosta z =t + 1 jest réwna zero, co koficzy dowdéd.

Bolestaow GAWEEL



Mala delld

Kazdy slyszal uwage o kotach, ktére w nocy

sa wszystkie czarne, mimo ze - réznej masci

— w dzien sa latwo rozréznialne. Czytelnik moze
sam przeprowadzi¢ do§wiadczenie oparte na
powyzsze] uwadze. Nalezy w tym celu wziaé

dwie kartki, dla lepszego kontrastu biala i czarna,
i umiesci¢ je w pokoju absolutnie ciemnym. Jak
myslicie, co zobaczycie, a ... co zobaczyliscie?
Okaze sie, ze zadnej kartki nie zobaczycie, obie
beda czarne. Rodzi si¢ pytanie o warunki, '
ktére musza by¢ spelnione, by biala kartka

byla zauwazalna, lub by byla czarniejsza od
czarnej. Zaproponowany eksperyment w ciemnym
pomieszczeniu mégiby byé zignorowany, poniewaz
nic nie méwimy o warunkach fizjologicznych
naszego oka, ktére to warunki moga by¢ dla
kazdego obserwatora inne.

Zanim przejdziemy do propozycji drugiego
doswiadczenia, powiedzmy cos o ciele doskonale
czarnym. Cialo, ktére przy danej temperaturze
calkowicie absorbuje (pochlania) padajace

na nie promieniowanie w szerokirn zakresie
czestotliwodei, jest nazywane cialem doskonale
czarnym. Domyslamy sie, ze jest to idealizacja
i w przyrodzie cial doskonale czarnych nie
spotykamy. Takie ciala, jak sadza czy czarny tusz,
sa substancjami, ktére czesciowo pochlaniaja,

a czeSciowo rozpraszajg padajace na nie §wiatlo.

Sprébujmy jednak z biale) kartki zrobié cialo,
ktérego wlasnosci beda bliskie wlasnosciom ciala
doskonale czarnego.

Konkretna ,,pomoc” dla tego doswiadczenia
mozna zrobi¢ w nastepujacy sposéb: Z brystolu
lub innego sztywnego materialu nalezy

(==

Biale czarniejsze od czarnego

wykonad otwierane pudetko o wymiarach

100 x 100 x 100 mm. Wnetrze nalezy pomalowad
bialg farba lub okleié¢ bialym materialem-kartka,
a czesé zewnetrzng pomalowad najczarniejszym
tuszem, jaki mamy do dyspozycji, lub inna
substancja, takze, oczywiscie, czarna. W jednej
ze $cianek pudelka nalezy wykonac okragly otwdr,
o érednicy nie wickszej niz 10 mm. Na rysunku
widzimy przyklad takiego pudelka.

otwadr biate wnetrze
' AT pudetka

L czarne cianki zewn. pudetka

Wykonujac doswiadczenie nalezy oswietlic
pudelko np. lampa stolowa. Gdy to zrobicie,
na pewno zobaczycie, ze otwdr jest czarniejszy
od czarnych zewnetrznych scianek pudelka.
Teraz — w trakcie pokazu - dla efektu mozna
otworzy¢ pudelko. Ukaza sie wéwczas naszym
oczom bardzo biale dcianki, ktére sa czarniejsze
od czarnej ocbudowy pudelka.

Na zakoriczenie proponujemy zastanowic sie
nad warunkami, jakie powinny by¢ stworzone,
by otwdr w Sciance byl bielszy od écianek
pudetka.

Malqg Delte opracowal na podstawie ariykulu
B. B. Majera z Kwanta 10/1987
Koazimierz MIKULSKI
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Litery T i nie tylko
Wyobragémy sobie, e chcemy
umiedcié na plasgczyinie A
pewng ilodé liter T (bez

ngrubodei”, ceyli glogonych

tylko & odcinkdw). Litery te

mogg byé régnych rogmiaréw, \Z
rogmaicie pologone, chcemy

jedynie, by byly parami X/
rozlacezne (ten. dwie rééne

nie moga mieé¢ punktdw

wspélnych).

Ocgywidcie, mogna ich ,pologyé” dowolng skoriczong liczbe albo
umiedcié nieskoriczenie wiele. Nieskoriczonodci jednak bywaja
régne...

Jedli elementy zbioru nieskoriczonego mogna ponumerowad
licebami naturalnymi (ustawié w ciag nieskoriczony),

to ebiér taki nazywany jest przeliczalnym Przeliczalny jest

np. bidr liczb catkowitych (0,1,—1,2,—2,...). Ma te wlasnodé
réwniez gbiér liceb wymiernych, oznaczany przez Q. Zbiory
uporzadkowanych par, tréjek, széstek elementéw ze gbioréw
prezeliczalnych (np. N2, Q®) tet s gbiorami preeliczalnymi.
Kagdy nieskoriczony podebidr zbioru przeliczalnego jest
przeliczalny. Nie wszystkie jednak zbiory nieskoriczone sa
prezeliczalne; na przykiad, gbioru liceb rzeczywistych cey
punktéw plasgczyzny w ciag ustawic si¢ nie da. Informacja, czy
dany ebidr nieskoriczony jest przeliczalny, cgy nie, czesto jest dla
matematykdw bardzo istotna.
Zbiér parami rozlacenych
liter L na plaseczyénie

nie musi byé przeliczalny.
Istotnie: moina narysowaé

na plaszceyénie prosts

i w kagdym jej punkcie
nZaczepié” litere L jej
wierzchotkiem, tak,

by rysowane litery mogly by¢,
otrzymane jedna g drugiej za
pomocg przesunigcia wezdiug
prostej. Moge wigc by¢ liter L
tyle, ile punktéw na prostej, a to jest zbidr nieprzeliczalny.

Czy w przypadku liter T wynik jest taki sam, czy teg gbidr
taki, jedli jest nieskoriczony, musi byé preeliczalny? Sprébujmy
prezeanalizowaé ten problem.

Kagda litera T skiada

si¢ & treech odcinkdw;

nagwijmy je ,ogonkami”,

zad punkt, w ktdrym sie

one 1acesq, ,drodkiem”

litery T. Bedeiemy méwié,

ge tréjkat spelnia warunek (*)

(ze wigledu na dang litere T),

Cytaty Bez Galerii

— Ja jestem matematykiem i mam obowiazek
powiedzieé pafistwu o rzeczach ciekawych.

~ Nie wiem, czy pafistwa to zadowala, ale ja
przynajmniej rozumiem ten dowéd.

— Ja nie lubig tych bijekcji, injekcji i surjekcji. To jest
taka francuska infekcja.

- Jakby to pafstwu wytlumaczyé? Po prostu tak jest!

— Jedyne, co moge zrobié, to przeprosié; nie przeciagnal
nie moge.

jefli #rodek badanej litery T zmajduje si¢ wewnglrz trdjkata, 2af ogonki
litery ,,wychodzq” na zewngirz, kazda przesz inny bok.

Idea rozwiazania naszego problemu polega na zauwageniu dwéch
wlasnodci:

(1) dla dowolnie pologonej litery T istnieje tréjkat, speiniajacy
ze wrgledu na te liter¢ warunek (*), prey ceym wierscholki
tréjkata 23 elementami Q? (do Q2 nalegg punkty
plaseczyeny, ktérych obie wspéirzedne kartegjariskie 83
liccbami wymiernymi),

(2) jedli pewien tréjkat spelnia warunek (*) ze wegledu na dwie
litery T, to litery te musza mieé punkt wepdlny.

Z tych dwéch warunkéw latwo wynika, ge badany zbidr liter T
mote byé co najwygej preeliczalny. Istotnie, jedli litery 83
parami rozlaczne, to nie moze ich byé wiecej nig tréjkatéw

o wierzchotkach & Q2, tych zad nie mote by¢ wiecej, nig
uporzadkowanych ,széstek” liceb wymiernych (Q®). Ten ostatni
gbidr jest zad przeliczainy.

Jak natomiast uzasadnié wlasnodei (1) i (2)7

Wiemy, ge zbiér Q jest gesty w R (w dowolnym przedziale
moina enaleéé liccbg wymierna). Podobnie Q? jest gesty na
plaszczyénie - w dowolnym kole gnajdziemy punkt o obu
wspdirzednych wymiernych, Stad latwo wykazaé moiliwodé
konstrukcji tréjkata g warunku (1). \
Prezypudémy terag, se tréjkat
spelnia warunek (*) z dwiema
literami T. Pierwsza g nich N
wycina & tréjkata trey b
wielokaty (dwa czworokaty ¥

i jeden tréjkat). Litery maja 4

by¢é rozlacezne, wiec drodek

drugiej £ nich lezy wewnatrz

ktéregod z wielokatéw.

Ogonki drugiej litery musezga jednak ,wyjdé" z tréjkata, a wiec
i £ malego wielokata. Wielokat taki ma jedynie dwa boki
gawarte w bokach wyjéciowego tréjkata, tylko dwa ogonki
mogs wyjsé prezes te boki, trzeci zatem musi przecigd pierwezg
literg T. Obie litery majg wigc punkt wspdlny.

Jedna kreseczka w literze powoduje gatem istotnie inny koricawy
efekt. A jak jest w preypadku pozostalych liter alfabetu?
Mogna teg badad inne ,znacezki”. Mogna zazadaé, by na
badanym rysunku kaéda z liter byla innych rogmiaréw albo,
by £adne dwie nie byly podobne (w sensie geometrycznym) —
w preypadku liter takich, jak R, nie jest to bynajmniej tadanie
wygérowane... Zadai tego typu moze byé wiele. Czy zawsze
tatwo je rozwiazaé?

Krzysatof CIESIELSKI

EPSILON nr 11 jest inny, niz mial Byé pierwotnie. Planowalifmy w styczniu 1992 umieécié - rozmowe 2 Markiem Kordosem o Delcie,
przeprowadzong z okazji uzyskania pelnoletnodci przes Delt¢ (koriczy ona wladnie 18 lat). Kolegium Redakcyjne Delty uznalo jednak, ie
nie wypada pisa¢ w Deleie o Delese. Przedstawiamy zatem numer kolejny, talujac, e » bardzo interesujacymi opowiefciami Redaktora
Naczelnego (o kuluarach powstania pisma, hektarach Instytutu Badan Jadrowych i nie tylko...) nie zapoznaja sie Czytelnicy Delty.

EPSILON - niezaleiny dodatek Delty. Redakcja: Kraysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Ananiasy Podmiechowski. Adres do koreapondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem .



Ile jest toruséw?

Zacznijmy od pytania: czy toruséw jest wieces niz walcéw?

Udcidlijmy: przes walec begdziemy rozumieli powierzchnie
powstala przez obracanie prostei wzgledem ustalonej
prostej réwnolegiej do niej; przez torus ~ powierzchnie
powstalg przez obracanie okregu wzgledem ustalonej
prostej leZacei w tej samej co on plaszczyinie i rozlacznej
% nim.

Rys. 1

Wéwczas odpowied# na pytanie bedzie brzmiala: tyle
samo, bo, jak latwo zauwaiyé, | walcéw, i toruséw jest
nieskoficzenie wiele. Jedli jednak zmodyfikujemy pytanie
i bedzie ono brzmialo: czy rdénych toruséw jest wigcej niz
réznych walcdw?, to odpowiedZ moze byé inna. Zalety

to od jasnego okredlenia, jakie walce czy jakie torusy
uwagamy za réine. W geometrii euklidesowej za takie
same uwasga sie figury podobne - majs one bowiem takie
same wlasnodci geometryczne. Nie ma takiej wlasnodci
geometryczne], ktéra przysiugiwalaby jednemu kwadratowi
(czy tréjkatowi réwnobocznemu), a nie prazystugiwataby
innemu.

Kaidy powie: to nieprawda, mogy sie ré62nié wielkodcia. Jest
to jednak tylko konsekwencja faktu, ze w szkole uczymy sie
nie geometrii euklidesowej, lecr geometrii metrycznej (whrew
powszechnemu przekonaniul).

Z euklidesowego punktu widzenia odpowiedZ na
smodyfikowane pytanie bedzie nastepujaca: rdznych
toruséw jest wigces niz réznych wa'céw. Walce bowiem sa
wszystkie figurami podobnymi, czyli ,réZnych walcdw”
jest jedna sztuka. Réinych toruséw natomiast jest nadal
nieskoriczenie wiele - te, dla ktérych stosunki % (patrz
rysunek 1) g3 réine, nie sa figurami podobnymi.

Proste stwierdzenie, ze czegod jest nieskoficzenie wiele, na
og6él matematykéw nie zadowala. Tam, gdzie jest mowa

o nieskoriczonoéci, moga sie dziaé réine rzeczy (np. moina
dowiedé, se punktéw odcinka jest tyle samo co punktéw
ptaszezyzny) i dlatego, gdy czegoé jest nieskoficzenie wiele,
pytamy: jak? rozumiejac przez to nie tylko postulat
okreflenia rodzaju nieskoficzonoéci, lecz takie postulat
okredlenia jakiej§ czytelnej strukiury owego nieskoficzonego
zbioru.

Zanim odpowiemy na tak rozumiane tytulowe pytanie,
poniekad zmienimy temat. Otéz w wielu dzialach
matematyki (np. geometria riemannowska, geometria
algebraiczna) przez torus rozumie si¢ coé innegc nii
okredliliémy na poczatku. Zeby objasnié powdd zmiany
pojecia torusa, przyjrzyjmy sie wadom zwyklego torusa,

o ktérym méwilismy dotad. Walec (ktéry znalaz} sie w tym
artykule, by §wieci¢ dobrym przykladem) jest
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jednorodny metrycznie, co oznacza, Ze moina go bez
rozciagania (czy dciagania) przesuwaé i przekrecaé po
nim samym tak, by dowolnie wskazany punkt moina bylo
nalozyé na dowolnie wskazany inny. Zwyczajny torus

nie ma tej wlasnoéci. Mozna go co prawda przekrecaé

po nim samym, ale tylko ,w jedna strone”. Nie moina
jednak (bez rozciagania i éciagania) przekrecié go np. tak,
aby jakid punkt lezacy najblizej osi obrotu znalaz} sie

od tej oai najdalej. Poniewai matematycy wysoce cenia
jednorodnosé, wiec wymyélili inne pojecie torusa. Takie,
by ten nowy torus (nazwijmy go torusem abstrakcyjnym)
byl metrycznie jednorodny. Aby jego okreélenie sprawialo
mniej trudnoéci, zacznijmy od innej definicji walca.

Walec (zwyczajny) po rozcieciu wzdlui tworzacej (prostej
réwnoleglej do osi) stanie si¢ pasem plaszczyzny.

Oczywidcie, rozcigty walec trzeba rozgiaé, zanim bedzie pasem
plaszczyzny. Operacja ta jednak nie zmienia 2adnej z odleglodci
na powierachni (nie w przestrzeni, lecz na powierzchni). Tego
rodzaju operacje (tj. nie zmieniajace odleglodci na powierzchni)
tu i dalej uznajemy za dopuszczalne.

Mozna go wiec traktowad jak pas sklejony brzegami.
Mozina jednak na walec spojrzeé jeszcze inaczej: jest to
(cala) plaszczyzna zwinigta w rurke. Od mniej wigcej stu
lat operacja ,,zwijania w rurke” zostala zmatematyzowana
w nastepujacy sposéb. :

Wybierzmy (na plaszczyinie) jakié wektor v, czyli jakied
przesuniecie, i rozwaimy wszystkie przeksztalcenia,

jakie mozna uzyskaé przez skladanie takich przesunieé

i przesunieé do nich odwrotnych. Ofrzymamy w ten
sposdb grupe przeksztalcei nazywana Co. Sklada sie ona
z przesunieé o wektory kv, gdzie k jest dowolna liczba
catkowita. Jesli w jakimé zbiorze (tu: na plaszczyinie)
dziala jakad grupa G (tu: Cu), to wazystkie elementy tego
zbioru sa, podzielone na rozlaczne klasy zwane orbitami:
wraz z punktem P orbite tworza te wazystkie punkty, ktére
sa obrazami P przy zasfosowaniu ktéregoé z przeksztalcen
grupy G. (Czytelnik moze sam sprawdzié, e orbity sa
rzeczy widcie rozlaczne.)

Grupa przeksztalcerf to taki niepusty zbisr przeksztalcen,

w ktérym wraz z kazdym przeksztalceniem jest przeksztalcenie
do niego odwrotne, a wraz z kazdymi dwoma - ich zlozenie.

Jesdli narysujemy na plaszczyinie pas o brzegach
prostopadlych do v i o szerokodci |v|; przy czym jeden

z brzegéw zaliczymy do pasa, a drugi nie, to w pasie tym
kazda orbita bedzie reprezentowana przez dokladnie jeden
punkt.

Rys. 2. Jednakowymi znaczkami oznaczone sa punkty naleiace
do tej samej orbity.



Potraktujmy teraz kagda orbite jako punkt nowej
(a.bstra.kcyjnej) przestrzeni. Przestrzenis ta okaie sie walec.
Zeby to sobie uzmystowié (i wyobrazié sobie, jak z orbity
moze staé sie jeden punkt), przedstawmy sobie plaszczyzne
jak cienka, catkowicie przezroczysta folig i swiimy ja tak,
by punkty z je‘dnej orbity naloiyly sie, bydmy widzieli je

w tym samym miejscu — rzeczywidcie mamy walec.

Opisana tu operacje przejécia od jakiej§ przestrzeni IT do
przestrzeni orbit grupy G tej przestrzeni nazywa sig czesto
dzieleniem przesz grupe, a otrzymanag przestrzer orbit nazywa
si¢ ilorazowa i oznacza I1/G.

Podejdcie takie dobrze demonstruje fakt, Ze otrzymany
walec lokalnie dziedziczy wlasnoéci metryczne plaszcayzny,
z ktérej powstal. PoniewaZ ona byla jednorodna, wiec
jednorodny jest i on.

Uzyskane tu dziedziczenie wlasnoéci metrycznych wymaga,

by grupa, przez ktéra dzielimy, skladala sie z izometrii i byla
jednostajnie nieciagla, co oznacza, e kaidy punkt w kaidej

z izometrii grupy odsuwa sie co najmniej o 2 géry zadang
odleglodé. Grupa obrotéw o k - 90° wzgledem danego punktu jest
przykladem grupy, ktéra nie jest jednostajnie nieciagla, nawet
gdy wylaczymy drodek obrotu.

Sprébujemy teraz uzyskaé w analogiczny sposéb torus
abstrakeyjny, czyli coé bardzo podobnego do zwyczajnego
torusa, ale coé, co jest metrycznie jednorodne.

Tym razem na plaszczyinie bierzemy pod uwage dwa
nieréwnolegle wektory v i w. I znéw znajdujemy
najmniejsza, grupe, w ktérej sa przesuniecia o te wektory.
Grupa ta nazywa sie pl i sklada sie z przesunieé o wektory
kv + lw, gdzie k i | 83 dowolnymi liczbami catkowitymi.

Stosowniejsza nazwa tej grupy byloby Cp X Co. Nazwa pl
preyjela sie dlatego, Ze tak oznaczono tg grupge w International
Tables for X-ray Cristallography. Tego rodzaju grupy maja
bowiem konkretne | waine zastosowania w fizyce ciala stalego.

Jedli przejdziemy teraz do przestrzeni orbit grupy pl na
plaszczyénie, to otrzgymamy abstrakcyjny torus.

Powstaje pytanie, dlaczego takie coé uparto si¢ nazywaé
torugsem. Wyjadnienie mozna uzyskaé poshugujac

sig uzytym jui przedstawieniem plaszczyzny jako
przezroczystej folii. Teraz rysujemy na niej réwnoleglcbok,
ktérego boki 83, odpowiednio, wektorami v i w.
Zapomnijmy na chwile o wektorze w i zwiimy folie
zgodnie z dzialaniem grupy Co wyznaczonej przez

wektor v — otrzymamy walec. Pewne punkty orbity
kazdego punktu nakryja sie, a pewne nie.

A A A A
X *x X x X
Q (o] o o o]
A A A A
X ® x x x
o o o (o] (o]
i) A A A
® x X x ®

o (" " (" (" &

Rys. 3. Po awinieciu plasaceyzny w walec utofsamione punkty
orbity grupy pl ukladaja sie w orbit¢ grupy C.
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Mozna zauwaiyé, ie aby nakryé wezystkie punkty orbity,

trzeba teraz zwinaé walec zgodnie z dzialaniem grupy Ceo
wyznaczonej przez wektor w. Tego juz fizycznie zrobié sie
nie da — walec jest sztywny.

Sztywnodé walca wynika & picknego theorema egregium
udowodnionego przez Gaussa, ale to juz zupelnie inna historia.

Myélowo mczna jednak ten eksperyment wykonaé:
zwijamy walec rozciagajac go ,,z jednej strony”
i wyobrazajac sobie, e tego nie robimy.

Od razu widaé, ie jednym ze sposobdédw zwiniecia jest ,was
polvkajacy awdj ogon® — niewatpliwie powstaje w ten
sposbb torus.

" —

Rys. 4. Ocgywidcie, zwijauie walca tak nie wyglada, be ma on
nieskoriczong dlugoddé.

Nie jest to jednak zwykly torus, bo odleglodci na nim nie
83 takie, jakie wytworzyly sie w wyniku rozciagania folii,
lecz takie, jakie byly ieszcze przed zwijaniem — moina
gobie wiec wyobrazad torus abstrakeyjny jak zwykly torus,
na ktérym odleglodé mierzy sie inaczej. Mierzy sie tak,

by dlugodé okregu punkiéw najblizszych osi obrotu byla
taka sama, jak dlugcéé okregu punktéw najdalszych od osi.
Innymi stowy, tak jak walec to sklejony brzegami pas, tak
torus to réwnoleglobok o sklejonych przeciwleglych bokach.

— i

Ryz. b

Zauwazmy tez, ze abstrakcyjny torus lokalnie zachowuje
sie jak walec - taka jest konsekwencja przyjetego zaloienia
o sposobie mierzenia na nim odleglodci.

@Rl

Rys. 6. Tak wyglada kawalek metrycanie jednorodnego torusa.
W calodci nie moina go narysowad, bo metrycznie jednorodny
torus nie miedei si¢ w przestrzeni euklidesowej.

Naprawde istotna réinice miedzy torusem zwyczajnym
i abstrakcyjnym dostrzezemy zwijajac walec w inny sposéb
- mozna go zwinaé jak obracana na lewa strone skarpetke.

Rys. 7



I wtedy okage sig, Ze nie mozna stwierdzié, ktéry

z wektoréw v i w odpowiada ,grubodci” detki (jaka
jest torus na rysunku 1), a ktéry ,promieniowi ” detki.
Na rysunku 4 ,,gruboéci® odpowiadat wektor v, a na
rysunku 7 - wektor w.

Teraz mozemy przystapié do uogblnionego pytania o to,
jak wiele jest réznych abstrakcyjnych toruséw. Cazyli do
pytania o to, na ile nie podobnych siatek réwnoleglobokéw
mozna rozbié plaszczyzne. A nawet wiecej — jaka jest
struktura gzbioru takich, réznych w podanym wyzej sensie,
siatek.

Pierwsza uwaga dotyczy dotad stosowanego (nielegalnie)
uproszczenia. Rysowali§my mianowicie (rysunki

3i5) wektory v i w jako prostopadle. Pisaliémy

o réwnolegloboku stale rozpatrujac jego szczegblny
przypadek — prostokat. Pozwolilo to nam uniknaé sytuacji,
w ktérej obszar zloiony z pojedynczych reprezentantéw
kazdej orbity jest réwnolegiobokiem mniejszym niz
réwnoleglobok rozpiety na wektorach v i w. Rysunki 819
pokazuja takie sytuacje (ktére dla wektoréw prostopadlych
zdarzyé sie nie moga). W kaidej jednak takiej sytuacji
mozna wektory v i w zastapié innymi, v' i w', ktére
odpowiadaja bokom réwnolegloboku powstalej siatki.

Rys. 8. Siatka wysnacrona przesz wektory v i w jest identyczna
z siatka wyznaczona przez wektory v' i w'. Dowdd tego faktu
warto zaczaf od spostrzedenia, fe v/ = —2v — w, w' = 3v + 2w.

]

/ / | /

Rys. 9. Dla danej siatki i danego wektora v, krétszego niz w,
zawsze moina dobraé taki wektor w', by otrzyma¢ te sama
siatke i by rzut prostokatny wektora w' na wektor v byl nie
dluiszy niz polowa |v|. Tutaj taki bedzie wektor w — 3v lub
w - 2v.

Droga do tego bedzie taka. Bjerzemy pod uwage jakié
(jeden) punkt P i szukamy najblizfszego mu punktu jego
orbity (niech bedzie to Q) - jesli jest takich kilka (a zawsze
83 co najmniej dwa), bierzemy dowolny z nich. Jako v’

przyjmujemy wektor .ﬁj

Poniewai pracujemy z dokladnoécia do podobiefistwa, wiec
mozemy saloiyé, ze dla kaidej siatki otrzymali§my ten sam
wektor v'. Do niego dobierzemy teraz wektor w'.

Z przyjrzenia sie rysunkowi 9 wynika, Ze zawsze mozZe nim

by¢ wektor f’ﬁ, gdzie R leiy w pasie o szerokodci |[v'[,
o brzegach prostopadlych do v', dla ktérego P leiy na
¢rodkowej. Co wiecej, z minimalnoéci PQ wynika, e R
nie leiy we wnetrzu kola o promieniu |v'| i drodku P.

Rys. 10

W ten sposéb uzyskaliémy pewna, reprezentacje toruséw
abstrakcyjnych - jest to figura zlozona z punktéw R
otrzymanych dla réinych siatek, a wiec pas bez brzegéw
z wycietym wnetrzem kola.

Rys. 11

Jest to reprezentacja dobra, ale nie jednoznaczna.
Rysunek 12 dobitnie wskazuje, Ze punkty R; polozone
symetrycznie wzgledem prostej PQ, wzgledem érodkowej
pasa i wzgledem punktu P dadza nam siatki takie same,
a tylko inaczej polozone. Kazda wiec siatka jest na
rysunku 11 reprezentowana przez co najmniej dwa, a na
ogbt cztery punkty R.

Ra R,
P Q
B < Yh,

Rys. 12. Aby przekonad sig, ze siatki wyznaczone przez
wektory ﬁ i PR, sa takie same, naleiy je narysowaé. Okaie
sie, e dlai = 1,3 otraymamy t¢ sama siatke, a dla i = 2,4
siatke symetryczna wzgledem prostej PQ.



Usunigcie tej wady prowadzi do figury z rysunku 13, ktéry
nazywany jest geometryczna interpretacja przesirzeni
toruséw (abstrakcyjnych).

60°

Rys. 13, To. e zaznaczone katy rzeceywidfcie majs taka
rozwartodd, Czytelnik obliczy bez trudu (kat miedzy kraywymi
to kat miedzy stycznymi do nich]).

W konstruowaniu tej interpretacji byla pewna dowolncdé.
Kazdy z Czytelnikéw moze wybraé inng droge
poszukiwania geometrycznej interpretacji przestrzeni
toruséw. Jedli jednak zdecyduje sie, by interpretacja ta
byla obszarem (ew. z pewnymi fragmentami brzegu),

to otrzyma jedna z figur widocznych na rysunku 14

w czeéci zabarwionej (lub jeszcze inne figury mieszczace
sie w nie zabarwionej czedci pélplaszczyzny). Wzajemna
zaleinodé miedzy tymi obszarami upewnia matematykéw,
ze geometryczna interpretacja przestrzeni toruséw
naprawde moéwi coé o torusach — obszary te mozna
otrzymaé z dowolnego z nich za pomoca symetrii osiowych
wzgledem tych fragmentéw brzegu, ktdre sa pdlprostymi
lub odcinkami, i inwersji wzgledem tych fragmentéw
brzegu, ktére 83 tukami okregéw. Obszary te s3 wiec

w zdrowy, geometryczny sposéb réwnowazne.

Rys. 14. Wszystkie katy obarardw =a réwne 90°, 60° lub 0° |
fstyrruodé ), ——i—
Inwersja wzgledem okregu o drodku € i promieniu r
to przeksztalcenie, ktére kaidemu punktowi X # O

—_— ——
przyporzadkowuje taki punkt X', ie OX' - OX = r? oraz

OX||OX'. Inwersja zachowuje katy miedzy kraywymi oraz
przeprowadza proste i okregi na proste i okregi.

Dalsze bad=nia przestrzeni toruséw polegaja na takim
zmetryzowaniu pélplaszczyzny, w ktérej mieszcza sie
reprezentujace te przestrzef figury, by opisane wyiej
przeksztalcenia byly izometriami. Odpowiednim sposobem
mierzenia odleglodci okazuje sie metryka zamieniajaca
pélptaszczyzne na plaszczyzne Bolyai-Lobaczewskiego.
Cstatecznie przestrzen toruséw okazuje sie by¢ tréjkatem
prostokatnym niewladciwym o kacie 60° na plaszczyinie
Bolyai-fobaczewskiego, o czym warto moze bardziej
szczegblowo napisaé przy innej okazji.

W artykule zaklada sie milczaco, ie jedyny sposéb uczynienia
torusa jednorodnym metrycznie to nadanie mu metryzacji
lokalnie identycznej z plaszczyzna euklidesowas. Nie jest to
zaloienie arbitralne — dowodzi tego, ie tak jest, twierdrenie

Gaussa-Bonneta.

- i Zadania

Redaguje Michat WOJCIECHO WSKI

M 619. W weszlach figury z rysunku 1 (szedciokat foremny rozbity na 24 tréjkaty)
wpigano parami réine liczby. Udowodni¢, ze znajdzie sie co najmniej 7 takich
tréjkatéw, iz liczby zapisane w ich wierzcholkach rosna w kierunku przeciwnym do

ruchu wekazéwek zegara.
Rozwiazanie na str. 7

Rys. 1

M 620. Czy mozna siatke przedstawiona na rysunku 2 (kaida kraweds ma dlugosé 1)

Rys. 2

= przedstawic jako sume pigciu lamanych dlugodci 87
Rozwiazanie na str. 7

M 621. W n-kacie foremnym naleiy kaidy bok i kaida przekatna pomalowaé pewnym
kolorem tak, by #adne dwa spodréd tych odcinkéw majace punkt wspélny, nie byty

pomalowane tym samym kolorem. Ilu co najmniej koloréw nalezy nzyé?

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 825. Oszacuj czas zderzenia pilki futbolowej z betonows éciana. Dane dotyczace
pitki: masa m = 0,6 kg, promiefi pitki r = 11 cm, réinica cisnieri miedzy ciénieniem
wewnatrz pilki a ciénieniem atmosferycznym p = 0,9 atm (90 kPa).

Rozwiazanie na str. 16

F 328. Serce ludzkie przepompowuje g = 5 litréw krwi na minute oraz
wytwarza nadciénienie p ~ 100 mmHg (13 kPa). Na ile dni pracy sztucznego
serca o identycznych parametrach i sprawnoéci = 50% starczyloby energii ze
standardowego akumulatora samochodowego (@ = 48 A-h, U = 12 v)?

Rozwiazanie na str. 16

13



® Klub 44

' B Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
o e Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moée nadsylaé rozwiazania zadaft 2 numeru n w terminie do korica miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mo#na nadsylad rozwiazania

Croléwka ligi sadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

czterech, irzech, dwéch lub jediiego zadania (kaide na oddsrielnej kartce), moina to robi¢
co miesiac lub 2 dowolnymi przerwami. Rozwiazania radad » matematyki i z fizyki naleiy
przesylad w oddzielnych kopertach, umieszezajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub

sadad 219 (WT=38,62) i 220 (WT=1,67) Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1, Ocene mnoiymy

% numeru 4/1991

Fawel Kublt = Krosno 43,17
Krzysstof Zawislawaki~ Warszawa 43,82
Tomass Wiletecha = Tarndw 37,48

i

prizez wepblczynnik trudnoéci danego radania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiszania tego zadania, a N — licabe ogéb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego radania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym crasie i w ktérejkolwiek z dwéch

konkurencji (M lub F), zostaje on calonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana

Termin nadeylania rozwiazan:
30 1V 1992

Zadania z matematyki nr 233, 234

238. Dowiedé, e dla dowolnych liczb dodatnich z,y, 2z
zachodzi nieréwnoéé

ys_zz zzwyz Pl P 3

z2+z z+y y+z = ° .

234. Réinice symetryczna, pary zbioréw okreflamy
wzorem A = B := (A\B) U (B\A). Dla wigkszej licsby
gbioréw okreélamy indukeyjnie:

A~ Ag ~ .-."‘-A}; ::A],"-(A-z'— .-.‘—Ak).

do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7,/1990.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Niech dane bedga liczby naturalne n, k > 2. Obliczyé
wartoéé sumy

Z|A1 Ay = L= A,
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich
uporzadkowanych ukladach (A;, Az,..., Ax) podzbioréw
zbioru {1,...,n}, zaé symbol | X| oznacza liczbe elementéw
(moc) zbioru X,

Zadanie 284 zaproponowal pan Tomasz Wietecha
z Tarnowa jako kontynuacje zadania 214 (Delta 1/1991).

Rozwiszania zadai z matematyki z numeru 9/1991
Przypominamy treéé zadan:

236. Wyznaceyd wazystkie funkcje

f: No— Np (No={0,1,2,...}), spelniajace réwnanie

f[(n))+ f(n)=2n+6dlan € Ny

Udowodnié, ze cia rbieiny wtedy i tylko wtedy, gdy

ciag (an) jest zbieiny

225. Zaldeémy, fe funkcja f spelia podany warunek.
Wybiersmy dowolng liczbe zo € Ny i preyjmijmy zp41 = f(zi)
dla k= 0,1,2,... Tak okredlony ciag (z,) spelnia zaleinod¢
rekurencyjna

Tz = 2%k — Tp41 + 6.
Tak wigc
z3 = 3z) — 239, T4 = 629 — 52 + 18, z5 = 11z; — 102y — 12,

z¢ = 2229 — 21z, + 54, z7 = 43z — 4220 - 72, ...
Biorac w szczegdlnodci jako zg liczby 0 i 1 otrzymujemy tg
metods ciagi (ar) i {bx) o wyrazach
ap =0, a; = f(0), ..., as = 1la; - 12, ag = 5‘4—21a1, it
bo = l‘ bl = f(l), sy bg =76 — zlbl, b'f = 4351 e 114. fae s
Liczby (catkowite) as, ag, b, b7 maja by¢ nieujemne; stad
wnosimy, ge a; = 2, b; = 3. Mozemy teraz obliczy¢ poceatkowe
wyragy:
a0=0,a,=2 083=4,a3=86, ...,
b(}zl, 51:3, bz:ﬁ, 53:7,
Zgadujemy weory ogdlne ay = 2k, by = 2k + 1; dowody
indukcyjne sa natychmiastowe. Zatem f(a) = a + 2 dla kaidej

liceby parzystej a > 0 oraz f(b) = b + 2 dla kaédej liceby
nieparzystej b > 1. Krétko:

fln)=n+2 dla n€Ng.
Jest to jedyna funkcja spelniajgca warunki zadania.

226. Oznaczmy = = aj—1/a; dla k = 1,2,3,... i zauwaimy, ie

n =1 n
anp = ag sz , bﬂZZ[l——zg).
k=1 k=1

Liczby z) spelniajg nieréwnodci 0 < zx < 1, wige ciag (bn) jest
niemalejacy.
Jeteli ciag (z3) nie dazy do 1, to zaréwno ciag (a.), jak i {bn),
jest rogbiegny.
W dalszgym ciagu zakladamy, ge limz; = 1. Ciag o wyrazach
tp = —Inzg speinia warunki:

tprdwdiawthi= 172:3,00. tlimdg = 0

Istnieje taki numer ko, ze t; < 1 dla k > kg. Mamy wiec
dwustronne osgacowanie

e tk > 1t dla k > 1,
Lk e S | T I e
ete T 1+ 14t 2
Zatem dla n > ko zachodes nieréwnosdci:
n n n
bn =Z{1_zk)3 Zt* = -—lnsz =lnas —Inag,
k=1 k=1 k=1
- Nt 1 -
b“:Z__l-z = L O T H o) =
-2z ), R g
k=1 k=kg+1 k=kp+1

1
= E(]n an = Inag,).

Wobec monotonicgnodei ciagébw (an) i (bn) wynika stad, ge ciagi
te sg albo oba zbieine, albo oba rozbiezne.



Zadania z fizyki nr 131, 132 Redaguje Jerzy B. BROJAN

131. Miynek Segnera (stosowany np. do podlewania ogrodéw) dziala na zasadzie
odrzutu: do rurki z zagietymi koficami doprowadza sie¢ w drodku wode, ktéra wyplywa
przez korfice wprawiajac rurke w ruch obrotowy. Jesli potraktujemy miynek jako silnik
(obracajacy jakied urzadzenie), to ile wynosi jego moc? Pompa zasila miynek woda pod
ciénieniem p, a doplyw wody na jednostke czasu jest réwny 7. Diugodé kaidej z czedci
rurki wynosi r, a predkoéé katowa — w. Pomina¢ lepkodé wody.

1332. Solenoid bez rdzenia ma kaztalt linii rubowej o n zwojach, dlugodci ! i promieniu
przekroju r, przy czym L « r < I. Obliczy¢ sile éciskajaca solenoid (dzialajaca na

n

korice wzdhuz osi), gdy plynie przez nia prad o natezeniu I.

Roswlasania sadan = fizykl 8 numeru 9/1991

Preypominamy treéé zadan

128. Pudelko, ¢ ktérego wychodry dwa prrewody, zawiera 124. Ciecz lepka wypelnia przestrzen | diugimi
kondensator, opornik i cewke o pomijalnie malym oporze cylindrami obracajacymi si¢ wokdl »

polacrone w nieznany sposéb. Po preylozenin napigeia stalego 1

stwierdeono, te opdr pudelka wynosi 100 (1, i taki sam opds I ¥

wykaruje ono w obwodzie pradu prremiennego bardzo wielkiej

restotliwodei. Po preyloteniu napiecia sinus nod vi A 1 ny
impedancji (zawada) okaral sie rdwny 1 otliwodci i laminarny
100 Hz i 80 01 prey crestotliwodei 200 Ha chema
obwodu i wyznaceyd wartodci L i (
R 123. Istniejg tylko dwa obwody RLC, ktérych impedancja Z jest réwna K saréwno dla w = 0,

jak i dla w = oo (rysunek). Poniewas dla crestotliwodci podrednich podane w tredci gadania
wartodci Z s mniejsze od R, wiec — znajdujac w standardowy sposdéb wzory na impedancje
- przekonujemy sie, e drugi £ narysowanych obwoddéw jest wykluczony i pozoetaje nam tylko

~‘| pierwszy, ktérego impedancja jest dana wyrageniem
C L 15l 3 C2w?
Z: R? (1-LCw?)?’
C Przeksstalcajac ten wedr otreymujemy
1 1 ymd/3 L i
— - — =|— — Lw
. (zﬁ m) Cuw

Oznaczmy lewg strone réwnania symbolem Y ; wyliczajac jej wartodé dla R = 100 {1
i Z; =500 otreymujemy ¥, = 57,74 2, adla Z3 = 80 1 mamy ¥, = 133,33 1. Uklad réwnan
1 1
Yi= I-—- — L —— — L
: | C'w; e Cw: e
prey podanych wartodciach licebowych ma dwa rozwigzania:

=1
(1) L:ﬁ“i;_*'l%‘fzzo,nnﬂ, C= ig..iq (xl.p.l'?;) = 9,60 uF,
""'a‘wx wl ws Wi wa

e -
@y 2T g, c:(-‘a—-l—e) (}-’i—ﬁ) = 134 uF,
wy — wy wy wy Wz w1

] Yg:

124. Zgodnie £ definicjg wspélczynnika lepkosci cieczy n przy poélizgu warstw cieczy po sobie
wystepuje sila tarcia {lepkogci) dana wgorem

F.v10dy

5 "3z
gdeie § - powierzchnia warstw, dv — emiana predkodci przy preesunieciu o dz w kierunku
prostopadlym do powierzchni. W naszgym preypadku dlizgajace ei¢ po sobie warstwy maja
ksztalt wspéldircdkowych cylindrdw, a sila tarcia wynika z réénicy ich predkodci katowych.
Do powyzszego wzoru nalezy wige podstawié dv = rdw, skad

dw
F = Sqr-d—r- e

Réwnowaga (przepiyw stacjonarny) wystapi wtedy, gdy imoment eily drialajacy na kagda

warstwe cylindryczna od wewnatrz bedzie réwny momentowi sily deialajacemu od zewnatre,
Croléwka ligi zadaniowej

zatem
Kilub 44 F du
po uwzglednieniu ocen rozwiazad M = Fr = Snr?— = conast.
zadad 117 (WT=2,93) i 118 (WT=1.60) e : : ) . s . !
£ numeru 4/1991 Poniewag pole powierzchni bocznej S walca jest proporcjonalna do r, wiec otreymujemy
FPawel Perkowskl - Szczecin 33,65 ad""‘ — ) am b
Adam Sikoraki Lublin 30,34 s comBliss ata ) v W r2’
Andrze] Borowski - Aleksandrdiw K. 14,11 : b %
Andrzej Nowogrodzki- Chociandw 12.08 Predkoéé liniowa v = wr zaleiy wigc od r wediug wzoru v = ar + . Stale a i b moina
Wyrazy uznania dla p. Sikorskiego, wyznaczy¢ ¢ warunkow w; = a + ;%. Wz =a+ :‘% Réwnowaina, lecz ogdlniejeza i bardzie]
ktéry w imponujacym stylu zmierza zaawansowana metoda rogwiasania opiera si¢ na réwnaniu Naviera-Stokesa, £ ktérego wynika

po tytul Weterana Klubu 44F. warunek A7 = 0.



Roswigzanie sadania F 826.

Uiyjmy najprostszego modelu

deformacji pilki

modelu dcietej kuli.

Zalbimy male odkeztalcenie pilki

LT

Powierzchnia styku pilki ze dciang jest
réwna
8 = rrp:' = m(2rz — z?),
cryli
S s 2mrzx.

Sila oddzialywania fciany na pilke
F =p.s=2rrpz jest proporcjonalna

do wychylenia z. Zatem ruch

moina traktowad jako ruch

harmoniczny mw?z = 2rrpz, gdzie

; = 4L Stad =2 M (g;

" LL. Stac A "7—'\;/_2:”;' 7.8
rderzenia jest polowa okresu, a wiec
= g f3 0,01 sekundy.

Roswiazanie sadania F 826. Niech

t oznacra cras pracy situcznego serca

na jednym akumulatorze. Moc serca
jest réwna P =gp = 1,3 W, energia
zad zona w akumulatorze
E ordwnujac energie
pobrana & akumulatora nE z praca
wykonana przez sztuczne serce W =
otreymujemy

$ = Er:’?_i' 4 O dni.

P

Pt

Smieré Sokratesa

Co pewien czas powraca moda na to, by swoje umiejetnodci zamieniaé na pieniadze.
Jeden z nawrotéw tej mody przydarzyl sie w Grecji pod koniec V wieku p.n.e.
Owczedni Grecy (doktadniej — Dorowie) mieli umiejetnoéé poshugiwania sie¢ dedukcja,
co w dzisiejszym i uproszczonym jezyku mozna by okreflié jako umiejetnoéé uzywania
metod naukowych (dzié§ méwiac, Ze cof jest naukowe, mamy na mysli to, ze jest
uzyskane zgodnie z metodologia dedukcyjng). Z uprawiania nauki moina czerpaé
ogromne korzyéci duchowe, czerpanie zaé pieniedzy (wszystko juz jedno: z nauki czy
nie}) wymaga sprawnodci calkiem innego rodzaju.

Jaks to mianowicie metode wybrali uczeni Grecy, by zamienié swa intelektualna
gprawnoéé na brzeczaca monete (obola bodajie)? Postanowili stuzyé politykom.

Bo politykéw bylo wéwczas w Grecji cale mrowie. Wymyéliwszy demokracje

Grecy zabrali sie do jej uprawiania z takim zapalem, Ze niemal bez przerwy

urzadzali jakied wybory, stanowili prawa, spierali sie¢ do upadlego w awoich organach
przedstawicielskich i kaidy chciat byé wybrany do takowych. A metoda na zwyciestwo

‘w wyborach byta wtedy taka, ze nalezalo pokonaé przeciwnika w dyskusji. Ci,

ktérzy potrafili przeciwnika przegadaé, byli w owych czasach niechybnie wybierani
przez demos (czyli lud). Jedli wiec ktoé umial przyuczyé kandydata na polityka do
wygrywania dyskusji (uprawiania dialektyki, jak wtedy méwiono), mégt uzyskaé od
niego znaczne korzysci materialne (bo wéwczas politykami czedciej cheieli zastawad
zamozni ludzie). Powstal nawet stosowny zawdd korepetytora przysztych (i obecnych)
politykéw.

Niewiele pomyli sie ten, kto bedzie nazywal tych korepetytoréw sofistami. Mozna,

co prawda, znalefé w podrecznikach historii filozofii bogaty opis jak najbardziej
filozoficznych pogladéw sofistéw i traktowad ich jako pewna szkole dwiatopogladowa,
ale tak jest tylko dlatego, ze sofidci przedobrzyli. Chcieli, a przynajmniej chcialo wielu
z nich, uprawiaé swéj zawdd uczciwie. A wiec prébowali znaleZé metode, za pomoca
ktérej mozna obali¢ w dyskusji przeciwnika, niezaleznie od tego, jakie poglady on glosi.
A najbardziej przedobrzyl Sokrates.

Wpadl on mianowicie na pomysl, ze jedli weimiemy jeden argument z prawa
naturalnego, a drugi z prawa moralnego, to (zrecznie nimi manipulujac) mozemy
uzasadnié dowolng teze. W szczegdlnodci przeciwng do tej, jaka glosi nasz
kontrdyskutant.

I gdyby poszedl z tym wynalazkiem w strone logiki i zauwaszyl, ze jest to prawo

(pA ~p) =4,
ktére (mam nadzieje) kaidy z Czytelnikéw bez trudu wyprowadzi z wlasnoéci
implikacji, nikt by sie go nie czepial. Ale on, niestety, postapil inaczej.

Po pierwsze wyrazil te rzecz zrozumialym jezykiem. Zdanie ze sprzecznodci wynika
wszystko moina jeszcze uznaé za niewinne. Ale wyobraimy sobie kogoé, kto staje

np. przed naszym Parlamentem i glosi, Ze prawo naturalne (wolny rynek, konkurencja)
i prawo moralne (miloéé blifniego, etos Solidarnoéci) sa sprzeczne. Malo tego,
potrafilby wykazaé, e poslugujucy sie obiema tymi przestankami moga w zgodzie

% logika uzasadnié kaida, naprawde kazida feze. Przeciez z tego wynika, Ze ugyskana

w ten sposéb teza nie ma nic wspéblnego z przestankami, z ktérych formalnie zostala
wyprowadzona. A wiec ci, kiérzy posluguja sie takimi przeslankami...

Zamiast rozwija¢ dalszy tok powyiszego rozumowania lepiej znajdimy (lub
przynajmniej poszukajmy) w sobie troche zrozumienia dla parlamentarzysiéw
Starozytnej Grecji, ktérzy czuli sie zmuszeni skazaé Sokratesa na émieré za bezboinoéé.
A ze byli to ludzie szlachetni, zlecili mu, by sam wyrok wykonal wychylajac kielich
cykuty (to taka roélina i u nas pospolita, podobna do marchwi, tylko z bialym
korzeniem). I tak sig stalo.

Znalazt sig wiele stuleci péZniej filozof, ktéry usilowal dokonaé intelektualinej
rehabilitacji Sokratesa — stworzyt mianowicie oryginalna, konstrukcje intelektualng
i nazwal ja dialektyka. Jednym z jej kanonéw byla jednoédé przeciwieristw. Ale, czy
mozna mieé pewnoéd, ze zawsze ci, ktérzy cheg réwnoczeénie korzystaé z prawa
naturalnego i z prawa moralnego, czynia to w duchu Hegla?

Marek KORDOS
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Patrz w niebo
Za pomoca nawet amatorskiego teleskopu, aczkolwiek przy zastosowaniu doéé duzego
powiekszenia (i, oczywidcie, filtru chroniacego oko — pamietajmy o nim!) mozna

G stwierdzic, Ze powierzchnia Storica cala pokryta jest jasnymi plamkami na nieco
ciemniejszym tle. Obraz tych plamek zmienia sie z godziny na godzine. Jest to

tzw. granulacja, czyli efekt konwekeji nieustannie odbywajacej sie w powierzchniowych

9]

warstwach Slofica. Jasne plamki to banki goracej materii wydostdjace si¢ z wnetrza
o Slofica, a ciemniejsza siatka to obszary chlodniejszego gazu zapadajacego sie w glab.
Mozna podejrzewaé, e takie ,gotowanie si¢” materii zachodzi tez na innych gwiazdach,

przynajmniej na podobnych do Slofica, wydaje sie jednak niemozliwe zaobserwowanie

granulacji na gwiezdzie, ktérej obraz nawet w najwiekszych teleskopach jest jedynie

punktem. Rzeczywidcie, argumentéw za wystepowaniem granulacji gwiazdowej trzeba

C"u

szukaé metodami podrednimi.

Kilka lat temu szwedzki astronom Dainis Dravins i duriski Ake Nordlund szukali

przejawéw granulacji gwiazdowe]j poprzez jej mozliwy wplyw na wyglad linii
widmowych gwiazdy. Dominujaca czeéé promieniowania pochodzi — a w kaidym

razie tak mozna przypuszczaé - z goracych baniek unoszacych sie w gére, a wiec

biegnacych ku obserwatorowi, mniejsza czeéé od chlodniejszego gazu oddalajacego
= : sie od obserwatora. Wieksza czedé promieniowania gwiazdy bedzie zatem lekko

poniebieszczona, a mniejsza poczerwieniona wskutek zjawiska Dopplera. W rezultacie

y) linia widmowa powinna by¢ asymetryczna i przesunigta ku fioletowi. Przesuniecia

te sa niewielkie — predkodci wznoszacego sie lub zapadajacego gazu w fotosferach

Q gwiazd wyrazaja sie, jak sie okazalo, setkami metréw na sekunde, 83 jednak mierzalne

o

0 na widmach o wielkiej dyspersji. Oczywiécie, w przypadku gwiazd nie mozna sobie

o pozwoli¢ na zbyt wysokie dyspersje, bo np. gwiazda okolo 2 mag. daje okraglo liczac
milion razy mniej §wiatla niz jedna sloneczna granula. Niemniej jednak niezbedne

zostalo potwierdzone.

0 pomiary zostaly wykonane dla kilku najjaéniejszych gwiazd i powyZsze rozumowanie

Ale moze to dowodzi¢ jedynie obecnosci granulacji i umozliwi¢ oszacowanie predkodci

n ruchéw konwektywnych, nic jednak nie méwi o skali zjawiska, tzn. jak wielkie s3
granule (na Sloficu sa one rzedu 1000 km). Dlatego w drugim etapie pracy Dravins

. - i Nordlund modelowali atmosfery gwiazd i ruchy w nich przy danych wyjéciowych
n uzyskanych z obserwacji. Wynikiem obliczeri byly m.in. profile linii widmowych.

“7 T—._ okladce.

Regulamin Konkursu Uczniowskich
Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przes Zarzad Gléwny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego i Redakcjg miesigcznika
Delta, pray poparciu Ministerstwa Edukacji Narodowej.

2. W konkursie moga braé udzial uczniowie wszystkich typéw
azkél.

8. Konkurs sklada si¢ # eliminacji i finalu.

4. W eliminacjach bierze udzial uczed, ktéry w terminie do dnia
1 maja przedle pod adresem Redakeji Delty jeden egremplarz
swojej pracy matematycznej. Do pracy naleiy dolaczyé
nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa

i adres szkoly, imie, nazwisko i adres nauczyciela - opiekuna
pracy.

6. Praca powinna zawiera’ samodsiclny wklad ucznia i pelna
informadje o frédlach, z ktérych korzystal jej autor. Prace
czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.
6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez
Komisje Konkursu i kompetentnych recenzentdw. Te spodréd
prac, ktére spelniaja warunki konkursu, zostana przedstawione
Jury Konkursu. Jury rakwalifikuje najlepsze prace do finalu,
ktéry pdbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycrnego.
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Okazaly si¢ one bardzo dobrze zgodne z obserwacjami, a niejako przy okazji otrzymano
przykladowe obrazy granulacji, jakby gwiazdy te ogladalo si¢ z bliska. Widzimy je na

Tomasz KWAST

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana
przeslane autorom prac oraz nauczycielom - opiekunom prac
przed koticem roku szkolnego.

8. Finaliéci i nauczyciele opiekujacy sie ich pracami otrzymuja
od Zarzadu Gléwnego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji

na koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji, referatu
(trwajacego nie dluiej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji
na temat, ktéremu podwiecona byla praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo
pod uwage, oprécz merytorycznej wartodci pracy, réwniez
samodzielnodé¢ i oryginalnodé ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny

i brazowy, wyréinienia oraz nagrody pieni¢ine ufundowane przez
Ministerstwo Edukacji Narodowej.

11. Ogloszenie wynikéw finalu nastepuje w trakcie Walnego
Zgromadzenia Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wsazyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrét awycieskiej pracy beda,
opublikowane w miesigeczniku Delta.

18. Komisje Konkursu oraz Jury Konkursu powoluje Zarzad
Gléwny PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego Delty.



