SPIS TRESCI

NUMERU 9(208)

Czy astronom nie lubi
koloréw?
Tomasz Kwast

Whbrew zdrowemu rozsadkowi
Tomasz Hofmokl

Uwiezienie kwarkdéw
Stanislaw Mréwczyrski

Zadania

Korespondencja komputerowa

Od kiedy i dlaczego istnieje =
Marek Kordos

Patrz w niebo

Wzér na pole kola

Lemat Spernera,
punkty stale i algebra
Janusz Dronka,
Jarostaw Gérnick:

Klub 44
Epsilon

W nastepnym numerze:

Rozmowa o drednich

str. 1

str. 1

str. 4
str. 6
str. 6

str. 7
str.10
str.10

str.11
str.14
str.17

sDelta”
matematyczno-fizyczno-astronomiczny
miesiecznik popularny

Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego
Towarzystwa Fizycznego i Polskiego
Towarzystwa Astronomicznego
wydawany przy poparciu
Ministerstwa Edukacji Narodowej

Komitet Redakeyjny:

Andrzej Bialynicki-Birula
Bogdan Cichocki

‘Roman Duda

Jan A. Gaj

Tomasz Hofmokl - wiceprzewodniczacy
Tadeusz Jarzebowski

Marecin Kubiak

Andrzej Makowski

Andrzej Pelczar

Zbigniew Plochocki

Zdzislaw Pogoda

Konrad Rudnicki

Zbigniew Semadeni

Grzegorz Sitarski

Jézef I. Smak

Kazimierz Stepiefi

Mieczyslaw Subotowicz

Andrzej Szymacha

Aniela Wolska

Andrzej Woszczyk

Wojciech Zakowski — praewodniczacy

WARUNKI PRENUMERATY

Redaguje kolegium w skladsie:

Krzysztof Biesaga

Krystyna Kordos — sekr. red.
Marek Kordos — red. nacs.
Pawel Krawczyk — z-ca red. nacz.
Tomasz Kwast

Stanislaw Mréwczyriski

Anna Rudnik

Joanna Udalska

Adres Redakcji:

Centrum Informatyczne UW
Krakowskie Przedmieécie 26/28
00-927 Warszawa

tel. 20-03-81 wewn. 841

Adres poczty komputerowej
(E-mail address):
DELTA@PLEARN.BITNET

Wydaweca:

Uniwersytet Warszawski
Krakowskie Przedmieécie 26 /28
00-927 Warszawa

Naklad 10 000 egz.
Wydrukowano

w Zakladach Graficznych

w Warszawie, ul. Srebrna 16

Sklad systemem TEX
wykonala redakcja.

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane 8a tylko na okresy kwartalne.

2. Cena prenumeraty na [ kwartal 1992 r. wynosi 8 400,— zl.

3. Prenumerata ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyisza; w przypadku
zlecenia dostawy drogs lotnicza — koszt dostawy lotniczej w pelni pokrywa

prenumerator.
4. Wplaty na prenumerat¢ przyjmuja:

- oddzialy RSW wladciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora
— odbioru zamdéwionych egzemplarzy dokonuje prenumerator w wyznaczonych
punktach sprzedaiy lub w inny, uzgodniony sposéb,

— urzedy pocztowe i listonosze — od prenumeratordw z terendéw wiejskich
lub innych miejscowodci, w ktérych nie ma oddzialéw RSW, a w miastach
tylko od oséb niepelnosprawnych — poczta zapewnia dostawe zamdwionych
egremplarsy pod wekazany adres pod warunkiem uiszczenia dodatkowej
oplaty za kaidy doreczany egzemplarz — oplata wynosi 500, z1 od

egremplarza,

— Centrala Kolportaiu Prasy i Wydawnictw, 00-958 Warszawa, konto
PBK XIII Oddzial Warszawa 370044-1195-139-11 - tylko od prenumeratordw

zlecajacych dostawe za granice.
5. Terminy przyjmowania prenumeraty:

- na kraj — do 20 XI na I kwartal roku nastepnego

do 20 II na II kwartal

do 20 V na III kwartal

do 20 VIII na IV kwartal
- na zagranice —

do 31 X na I kwartal

oraz do 1 dnia kaidego miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty roku bieiacego.

Cena 1 egzemplarza =1 2 800,—



Czy astronom nie lubi koloréw?

Tomasz KWAST

Przez wiele lat astronomia bardzo dobrze radzila sobie

bez klisz czulych na barwy. Informacje o wygladszie nieba

w rozmaitych zakresach §wiatla uzyskiwano na podstawie kilku
zdjeé czarnobialych, ale wykonanych przez odpowiednie filtry
przepuszczajace Swiatlo o zadanej barwie. Rzecz jasna, pojawienie
si¢ dostatecznie czulych klisz barwnych ogromnie sprawe uproscito
i to, co dawniej mozna bylo wywnioskowaé dopiero z serii zdjeé,
teraz mozna jui zobaczyé od jednego rzutu oka. Na wspélczesnych
zdjeciach barwnych od razu widaé, ze gwiazdy sa kolorowe (efekt
temperatury), ie rozproszone mglawice gazowe sa na ogél czerwone
(bo éwieci tam gléwnie wodér w linii H, ), se galaktyki spiralne maja
czerwiefisze czedci centralne, a bardziej niebieskie ramiona (efekt
wystepowania réznych populacji gwiazd), ze mglawice planetarne
83 czesto kolorowe (bo éwieca tam rézne atomy o réznych stopniach
wzbudzenia), ze kolorowe sa planety i ich satelity itd.

Tomasz HOFMOKL 2‘-‘ o

Czesto zdarza an slysseé zdanie ie coé
jest niemozliwe, bo jest sprzeczne :
ze zdrowym rozsadkiem. Mogloby si¢

. wydawad, ze ten :clrowy rozsadek jbst

" ostatecznym kryterium prawdziwodci

wypowiadanych sadéw. Co wiecej, .
opieranie si¢ na nim éwiadczy o ogromnym |
zaufaniu do potegi ludzkiego rozumu.
Zaufanie to jest szczegélnie silne u ludzi
mlodych, ktérzy ufaja (i stusznie) potedze
logicznego rozumowania zapominajac

Tak wiec barwa w astronomii jest réwniez naukowa informacja.
W jednym jednak przypadku astronom koloréw nie lubi, mianowicie,
gdy przejawiaja si¢ jako aberracja chromatyczna. Zjawisko to polega
na tym, se kasda soczewka oprécz zalamywania promieni powoduje

rozszczepienie dwiatla bialego. Soczewke mozna wszak uwazal za
uklad nieskorczenie wielu pryzmatéw. Rozszczepienie jest wiec

nieuniknione, a skutkiem jest fakt, ze np. obiektyw lunety w innym

miejscu skupia promienie niebieskie niz czerwone (rys. 1) i jeseli
przy ogladaniu gwiazdy nastawi si¢ okular na ostroéé dla ogniska
niebieskiego, to widaé gwiazde z czerwona obwédka — i odwrotnie.

ognisko czerwone

ognisko niebieskie

obiektyw okular

Rys. 1. Schemat najprostszej lunety.

Jak 5 tym walczyé? Jeden sposéb zaradzenia zhu znajdziemy od
razu, gdy prxypomnimy sobie podstawowy wzér soczewkowy

(1 ~-n (541,

gdzie f oznacza ogniskowa, soczewki, n — wspélczynnik
zalamania szkla, r; i r; — promienie krzywizny powierzchni
soczewki. Dla ustalonego ksztaltu soczewki ogniskowa jest *
funkcja wspélczynnika zalamania réinego dla réinych czestodci
promieniowania. Zréiniczkowawszy stronami wzér (1) wzgledem
dlugodci fali dostajemy

d /1 dn /1 1 1 dn
i l(7) =BG e

- (i w tym miejscu popelniaja blad),*

e nalezy sprawdzi¢ réwnies poprawnoéé
wyjdciowych przeslanek. Wiedzie to
czesto do wypowiadania kategorycznych
8adéw, ktére nie zawsze 83 prawdziwe. .
A to z kolei prowadzi niekiedy do réznego
rodzaju kryzyséw; cay to kryzysu wiary ?
u Indzi wychowanych w duchu okreélonej
relign, czy teido gwaltownych zmian
w pogladach spolecznych lub politycznych.
W wymienionych dziedzinach bardzo
trudno jest podejmowat racjonalna
dyskusje, poniewas wykazanie falszywodci
przyjetych przestanek moze nie byé '
wecale latwe. Nie tymi tei dziedzinami
cheialbym zajal gie w moich wykiadach,
ktdre zatytutlowalem Whrew zdrawemu
rozagdkows. :

Jestem fizykiem i zajmuje si¢ fizyka
najdrobniejszych skladnikéw materii,
tak zwang fizyka czastek elementarnych. '
Jestem fizykiem dodwiadczalnym,
to znaczy, fe odpowiedzi na postawione
pytania szukam przede wazystkim

w wynikach doéwiadczenia; moina to
ujat bardziej gérnolotnie, e pytania

te zadaje samej przyrodszie. Trzeba
moze powiedzie¢ od razu, e bede méwil
o odpowiedziach, jakich udziela przyroda |
nie mnie osobiécie. Byloby to ogromne,
piramidalne samochwalstwo. Jest rzecza
oczywista, e wyniki, o ktérych bede  §
wspominal w toku prezentowanego cyklu
wykladéw Whrew zdrowemu rozsqdkows,
zostaly otrzymane przez bardzo wielu
badaczy w calej historii rozwoju nauki.




Widaé, ze aby ogniskowe dla réznych barw byly mozliwie najbardziej
zblizone, ogniskowa w ogéle musi by¢ jak najwieksza. W ten

sposéb walczyl z aberracja chromatyczna m.in. Heweliusz, budujac
nieslychanie dlugie teleskopy.

Tak swany zdrowy rozsadek ksztaltuje
sie na podstawie dodwiadczef z iycia
codziennego, zjawisk obserwowanych
bezpodrednio w otaczajacym nas éwiecie.
Jest rzecza oczywista, ie czedciej mamy
-okazje obserwowaé spadek rzuconego
kamienia niz kwantowe zachowanie sie
elektronu.' Na podstawie tych wladnie

' codziennych obserwacji wytwarzamy sobie,
najczedciej bezwiednie, przekonanie o tym,
co jest mozliwe, a co nie. Inaczej méwiac,
cb jest zgodne ze zdrowym rozsadkiem,

a co jemu przeczy. W badaniach
naukowych, dzieki odpowiednim
urzadzeniom, moiemy obserwowad
zjawiska, z ktérymi nie spotykamy sie

na co dzied. Niektdre z tych zjawisk

zdaja sie przeczyé naszemu poczuciu,

co jest moiliwe. Obserwacja ich stanowi
najcenniejsza podniete do weryfikowania
naszego pogladu na otaczajacy éwiat i przy
okaszji uczy nas pokory. Nie wsazystko,

co jest sprzeczne ze zdrowym rozsadkiem,
jest rzeczywidcie niemoiliwe. Przykladem
takiego zjawiska, ktére w sposéb

oczywisty wydaje aie na pierwszy rzut oka
niemoiliwe, jest interferencja elektronu
samego ze soba. Oméwie to zjawisko

w jednym z dalszych wykiadéw. Teraz, dla
podkreélenia jego zaskakujacego przebiegu,
przedstawie je przez analogie.

Zgodzimy sie chyba, e nie jest to sposéb zadowalajacy. Na szczescie
okolo 1730 r. w Anglii wpad} kto$ na pomysl zbudowania obiektywu
lunety z dwéch soczewek z réinych gatunkéw szkla. By zrozumieé
ten pomysl, trzeba przypomnieé jeszcze jeden zasadniczy wzér na
ogniskowa F' ukladu dwéch soczewek rozdzielonych odleglodcia A:
) 1 2oy dusbedso

Foofroovfad shifa
Obiektyw ma stanowié zwarta caloéé, niech wiec A=0, a wtedy
majac dwie soczewki mozemy doprowadzié do pokrycia sie ognisk
dla dwéch barw. Wtedy bowiem ma byé

Y ooy (1Y __dm dng
d(?)*o‘d(h)+d(h) oDt - 0f

Widaé, ze aby ostatnia suma dala zero, jedna z ogniskowych

musi by¢ ujemna. Dlatego taki obiektyw, zwany achromatem,
sklada sie z jednej soczewki skupiajacej i jednej rozpraszajacej

(rys. 2). Pokrycie si¢ ognisk dla dwéch tylko barw daje, wbrew
pozorom, calkiem niezla jakodé obrazu. Oczywiécie, obiektywy
teleskopéw profesjonalnych sa budowane z wiekszej liczby soczewek.
Réwniez bardzo skomplikowane sa obiektywy mikroskopdw

i aparatéw fotograficznych, poniewas musza byé wolne nie tylko od
aberracji chromatycznej, lecz i od innych wad soczewek, ktére silnie
przejawiaja si¢ przy duzej zbieznosci wiazki §wiatla przechodzacej
przez taki uklad.

Prosze sobie wyobrazié nastepujaca
sytuacje. Jested samotnie w pomieszczeniu,
w ktérym jest dwoje drzwi. Aby byé
jeszcze bardsziej precyzyjnym, powiem,
ie 83 tam dwa otwory drzwiowe odlegle
od siebie i nie stykajace sie. Nie ma
wiec mowy o podchwytliwym stawianiu
problemu, na przyklad przez proponowanie
jednego otworu dwudrzwiowego.
Mamy wiec pomieszczenie o dwéch nie
stykajacych sie otworach. Proponuje
wykonanie nastepujacego zadania:
wyjéé przes oba otwory jednoczednie nie
rosdzielajac sie przy tym na dwie czeéci.
Csy to moiliwe? W oparcin o nasze
codzienne dodwiadczenia, czyli w ramach
zdrowego rozsadku jest to zadanie
bezsensowne do tego stopnia, e nie
warte nawet powainego zastanawiania
si¢. A jednak ... Elektron potrafi to
wykonaé, a praynajmniej zachowuje sie
tak, jakby to wykonywal. Mamy na to
dowody eksperymentalne. Okazuje sie,
ie nasz zdrowy rozsadek moge prowadszi
. do falszywych wnioskéw, jeseli zastosujemy
go w sytuacji skrajnie nietypowej dla gycia
codsiennego. Co wigcej, nie poirafimy
- wyobrasié sobie, jak to elektron robi, aby
praejéé praes dwa otwory réwnoczeénie
bedac pray tym caastka niepods

ognisko wspodlne
dla promieni czerwonych
i niebieskich

Rys. 2. Bleg éwiatla w achromacie,.

Uszyskawszy achromatyczny obraz w ognisku lunety naleiy go teraz
obejrzeé przez achromatyczny okular. W zasadzie moie nim byé
analogiczny uklad dwéch soczewek o odpowiednio dobranej lacznej
ogniskowej F

ogniskowa obiektywu)

powiekszenie lunety = =
ogniskowa okularu

Przyjelo sie stosowal jédnak inna konstrukcje, mianowicie s dwéch
soczewek z tego samego szkla, za to przy A#0. Wzér (2) daje teraz
warunek achromatyzacji

LY omald LY Balit el
4(5)=0=4(7)+2(3)-G) -2 (G)
skad po podstawieniach wg (1a) mamy

d!’ll + dng - A (dm dng )
(m-1)fi (n2-1)fa fifa :

ni—1 ng—1




Jezeli ma byé ny = ng = n, to

dn ( 1 e i) _.A  2dn , ~ Mausimy zmieni nasz poglad na éwiat,
n—1\fi f fifa ‘n—1 ~ a tym samym wzbogacié rozumienie
skad _ - proceséw, jakie zachodza w prayrodsie.
et h+ /e Do tego doéwiadcszenia wrécimy w jednym
TS 2 dalszych wykladéw. Wybralem je tutaj
Jak widaé, achromatyczny okular mozna zbudowaé na mnéstwo ~ jako prayklad, aby zilustrowaé, co mam na
sposobéw. Najpopularniejsze sa dwa typy. Tzw. okular Huygensa - myéli méwiac o procesach praeblegajacych

| wbrew zdrowemu rozsadkowi. Zaskakujace
- wyniki doéwiadczen spotykamy zarbwno
~ w fizyce klasycanej, jak i we wepélczesnej,
“chociai trzeba prayznaé, e w tej ostatniej
jest ich naprawde bardzo duio. Nie ma
“w tym nic dziwnego, do wynikéw fizyki
klasycznej kdaiyliéniy sie jui przyzwyczaié.
Weszly jui one, moina si¢ tak wyrazi¢,
s - do skarbnicy dodwiadczenia dycia ;
/{\\,_,/’—” codziennego i wobec tego stanowia jeden
£ 2z elementéw budujacych zdrowy rozsadek.
3 f}‘ W fizyce klasycznej zaskakuje nas na ogét
przebieg zjawiska, mimo Ze jest on logiczna
’ konsekwencjs podstawowych zasad,
~ do ktérych jestedmy przyzwyczajeni i kidre
. ‘akceptujemy jako zgodne ze zdrowym
ognisko obiektywu -rozsadkiem. W fizyce wspélczesne]
wyjaénienie przebiegu zjawiska wymaga
‘niekiedy zrewidowania podstawowych
zasad lub po;eé i jest znacznie trudniejsze
~ do zaakceptowania. Oczywidcie,
trudniejsze tylko dla nas, bowiem fo,
co nazywamy fizyka wspdlczeana, znown
stanie sie 7a jakié czas { izyka klasyczna,
. zgodna, ze zdrowym rozsadkiem,

ma fy : A: fo=3:2:1, przy czym soczewka o dluiszej ogniskowej
jest po stronie obiektywu lunety.

S

Rys. 3. Okular Huygensa.

W drugim, zwanym okularem Ramsdena, jest fi : A: fo=1:1:1.

ognisko obiektywu : W dnlszej cmm wykiadu sa.frsy‘ma.m
sig na zjawisku oczywistym dla kazdego:
zastanéwmy sie, czy rozumiemy rzut
kamieniem. Bierzemy kamied do reki,
- krétki za.mafch‘ ramieniem i kamient
- leci. Cay jest w tym cod, co moze nas
smmpokolé ‘czego nie rozumiemy?
'~ dzié chyba nie. Za czasbw Arystotelesa
: sytuacja byla cokolwiek odmienna.
 Nasze pojecia o otaczajacym éwiecie
~ czerpiemy nie t;y!kos whasnych obserwacji
i dodwiadczen, ale korzystamy z dorobku
~ pokolefi praekazywanego lepiej Jub gorzej
- W procesie. za‘rga.msow;me; edukacji, cayli
Rys. 4. Okular Ramsdena. - na ogdl ze szkoly. Nic wiec dziwnego, ie
',,sd.rowy rossa,dek” wspélcsesnego ucznia

Kazdy z nich ma swoje wady i zalety. Okular Huygensa ma wieksze
pole widzenia, ale efektywne ognisko obiektywu znajduje sie miedzy
soczewkami okularu i trudno tam zamontowaé np. mikrometr. Nie
ma tego problemu w okularze Ramsdena, bo ognisko lezy tu na
sewnatrz okularu, za to skoro seczewki sa w odleglosci ogniskowej,
to widaé osiadajacy na nich kurz; by tego uniknaé, dobiera sie

je nie calkiem &ciéle wedlug proporcji 1:1:1. Inne lepsze okulary

sa udoskonalonymi wariantami tych dwéch. Latwo domysdleé

sig, ze np. kazda soczewke okularu mozna sporzadzi¢ jako maly
achromat, wtedy proporcje odleglosci moga by¢ inne, a okular bedzie
mial inne cechy pozyteczne w specjalnych zastosowaniach. Rzecz
jasna, bedzie wtedy odpowiednio drozszy.




gasada ruchu. Prowadzac dalej rozwagania
stawiamy pytanie, od czego zaleiy
predkodé (v) poruszajacego sie ciata?
Zgodsimy sie sapewne bez trudu, e im
wieksza dziala sila, tym szybciej obiskt sie
porusza. Prosze mi tu wybaczyé, je méwie
niedcidle, a nawet wrecz blednie, ale staram
sie odtworzyé tok rozumowania w tej
dsiedzinie myélicieli starogytnych, ktéray
opierali sie, czasem nawet niedwiadomie,
na doéwiadczeniach dnia codziennego.

Idac ta droga réwniei zapewne zgodzimy
si¢, 3e im wieksze opory ruchu, tym
mniejaza jest predkoéé. Zapisujac to,

co powiedzialem, wzorem matematycznym
oirsgymamy zaleinoéé zwang czasem
prawem ruchu Arystotelesa. To nic,

ie jest ona nieprawdziwa, ale za to jest
sgodna g powierzchownymi obserwacjami.
Prowadémy wiec dalej nassze rozwagania

i sajmijmy sie wapomnianym jus rzutem
kamieniem. Dopéki kamien styka sie

% rsucajaca reka, nie widaé wiekszych
probleméw. Na kamieri dziala sila reki.
Kamieri porusza si¢ coraz szybciej w miare
samachu reka, ale w pewnej chwili odrywa
si¢ od dloni. I co wtedy? Na kamieri nie
dziala jus #zdna sila, a jednak sie porusza.
Co lub kto powoduje ten ruch? Przes
wiele wiekéw ze smiennym powodzeniem
usitlowano zrozumieé, dlaczego kamieft
rzucony porusza sie, chociaz kaidy
wiedzial, Ze mozZna rzucié kamieniem.

Rzut taki wydawal sie byé sprzeczny

ze zdrowym rozsadkiem i prébowano
uratowaé sytuacje tworzac, miedzy innymi,
teorie wiréw powietrza, ktére popychaly
kamien.

W poczatkach 1630 roku uczony wloski
Galileo Galilei ukoficzyl dzielo Dialog

o dwu najwainiesszych ukladach fwiata:
ptolemeuszowym i kopernikowym, ktére

to dzielo, oglednie méwiac, mialo mu
przynieéé wiele klopotéw. Rozmowy
Dialogu tocza sie w Wenecji, w palacu
Sagreda. W usta Filipa Salvatiego
kiadzie Galileusz wlasne poglady.
Przedstawicielem starych pogladéw jest
Simplicio, ktéry dziedziczac imie znanego
komentatora Arystotelesa z VI wieku

po Chrystusie usiluje wytrwale bronié
straconych pozycji. W jednym 2z dialogéw
znajdujemy prébe dawnego wyjadnienia,
dlaczego rzucone cialo porusza sie po
oderwaniu od reki.

Simplicio:[...] W calym waszym wywodzie
wprowadziliseie zalozenie, z ktdrym w szkole
perypatetykéw (tu dodam od siebie, e tak
nazywano uczniéw Arystotelesa, a potem
powstaly stad caly kierunek filozoficzny)

Uwiezienie kwarkow
Stanistaw MROWCZYNSKI

Kwarki to skladniki czastek elementarnych nalezacych do grupy hadrondw.
Wsepblna cecha hadronéw jest to, ze podlegaja tzw. oddzialywaniom silnym
jadrowym lub krécej oddzialywaniom silnym. Przykladami hadronéw

83 protony i neutrony tworzace jadra atomowe oraz liczne spoéréd

czastek produkowanych w zderzeniach dostatecznie szybkich jader.

Kwarki obdarzone 83 tadunkami kolorowymi, analogicznymi do ladunkéw
elektrycznych. Hipoteza uwiezienia stwierdza, ze w przyrodzie istnieja
tylko takie uklady kwarkowe, ktére 83 kolorowo neutralne lub inaczej i

— biale. Z hipotezy tej w szczegblnoéci wynika, Ze nie mozna wyizolowad

z hadronu pojedynczego kwarka, gdyz jest on kolorowy. Zauwaimy,

ie nieco zblifona sytuacja zachodzi i w przypadku ukladéw rzadzonych
oddzialywaniami elektromagnetycznymi. Obiekty obdarzone ladunkami
elektrycznymi daia do tworzenia systeméw elektrycznie obojetnych, takich
jak atomy czy molekuly. ' Jednak w przypadku elektrodynamiki tworzenie
si¢ ukladéw neutralnych wyraza tylko pewna tendencje, natomiast
istnienie tylko obiektéw neutralnych kolorowo wydaje sie byé écisla zasada,.

Nie kaidy uklad kwatkowy moze byé kolorowo neutralny. Nie mozna,

na przyklad, utworzyé ukladu bialego z dwéch kwarkéw, choé jest to
motiliwe w przypadku kwarka i antykwarka. Uklad trzech kwarkéw moze
by¢ kolorowo neutralny. Okazuje sie, ze wszystkie dotychczas znane
hadrony, a jest ich kilkaset, moina podzielié na dwie grupy czastek - te
zbudowane z kwarka i antykwarka, swane mezonami i bariony, tworzone
przez trzy kwarki. Hipoteza uwiezienia nie wyklucza istnienia hadronéw
innych niz mezony i bariony, na przyklad kolorowo neutralnego ukladu
dwéch kwarkéw i dwéch antykwarkéw, jednak takie obiekty nie byly
obserwowane.

Natura oddzialywar silnych nie jest jeszcze calkiem poznana, wiec nie
moina 2 cala pewnoécia stwierdzié, jaki jest mechanizm uwiezienia
kwarkéw. Zaproponowano jednak kilka modeli, za pomoca ktérych moina
opisaé caly szereg wlasnodci hadronéw. Poniiej opisze krétko tzw. model
sirunowy, przy czym ogranicze si¢ do przypadku mezonéw.

Elekiromagnetycznym odpowiednikiem mezonu, czyli ukladu zlozonego
z kwarka i aniykwarka o dopelniajacych si¢ (do bialego) kolorach,

jest ukiad dwéch przeciwnych, a wiec przyciagajacych sie ladunkéw
elektrycznych. Linie pola elektrycznego takiego ukladu pokazane na
rysunku 1 wypelniaja cala przestrzen.

Rys. 1

Przypuszcza sig, e w przypadku pola wytworzonego przez tadunki
kolorowe, zwanego chromodynamicznym, préinia zachowuje sie tak

jak nadprzewodnik w stosunku do pola magnetycznego, vzn. stara sie
wypchnaé linie pola poza swéj obszar. Jedli tak dzieje sie w istocie,

to uktad linii pola chromodynamicznego kwarka i antykwarka wyglada jak
na rysunku 2, a zatem kwark i antykwark polaczone aq cienka struna.



Przyjmijmy, ze rozmiary poprzeczne struny sa wszedzie jednakowe

i niezaleine od jej dlugoéci. Wéwczas stwierdzimy, stosujac prawo
analogicsne do prawa Gaussa z elektrodynamiki, Ze gestodé strumienia
pola chromodynamicznego, a zatem i wielkodé pola, nie zaleia od diugosci
struny. Z tego wynika, Ze energia potencjalna oddzialywan miedzy
kwarkami wzrasta liniowo z odlegloécia miedzy nimi. Mamy wiec tutaj
sytuacje calkowicie inna, niz w elektrodynamice, gdzie, jak pamietamy,
energia potencjalna oddzialywania miedzy ladunkami nie roénie, lecz
zanika odwrotnie proporcjonalnie do ich wzajemnej odleglodci. Mozna to
wyrazi¢ inaczej méwiac, ie energia oddsialywania kwarkéw w mezonie jest
proporcjonalna do dlugoéci struny.

Rys. 2

Jak wspomnialem powyiej, hipoteza uwigzienia kwarkéw wyklucza

w szczegblnodci istnienie pojedynczych kwarkéw. W modelu struny
przyczyna tego faktu wyglada nastepujaco. Wyobrasmy sobie,

ze prébujemy, jak ludziki na rysunku 3, rozerwaé polaczone etruna kwark
i antykwark. Praca przy tym wykonywana bedzie zamieniaé si¢ w energie
wydluzajacej sig¢ struny. Jedli energia ta przekroczy wartodé energii
potrzebna do wytworzenia pary zloionej z kwarka i antykwarka, struna
zostanie rozerwana i powstana dwa kolorowo neutralne mezony.

Rys. 3

Uwiezienie kwarkéw w ukladach kolorowo neutralnych jest obecnie
jedynie hipoteza, choé bardzo dobrze ngruntowans. Roénie wéréd fizykéw
przekonanie, je sformulowana juz okolo 20 lat temu teoria oddzialywar
kwarkéw — chromodynamika kwantowa, 'wczeéniej czy pbiniej dostarczy
dowodu poprawnoéci tej hipotezy. MozZna réwnie oczekiwad, ze dowéd
wart bedzie Nagrody Nobla.

trudrw a:g pogori;u{ gdyz jest ono
najzupeiniej sprzeczne z Arystotelesem,

6 mianowicie przyjmujecie jako rzecz znang
1 oczywistq, ze cialo oddzielone od tego,
ktére je wyrzucalo, porusza si¢ w dalszym
ciggu ruchem udzielonym mu przez cialo

‘wyrzucajace. To pojecie udzielonej sily jest

réwnie dalekse od filozofii perypatetycanej,
jak przenocszente wlasciwodei jednego
preedmiotu na drugi. Filozofia ta, jak

wam 2apewne wiadomo, uczy, Ze cialo
wyrzucone jest przenoszone przez otaczajgey
je odrodek, a w danym przvpadku byloby nim
powietrze [ i

Simplicio mia.lby dzisiaj klopoty

z wyjaénieniem ruchu satelitéw w préini
okoloziemskiej, chociai moie zdolalby sie
wybronié stwierdzeniem, Ze satelity naleza
juz do éwiata nadksiezycowego, gdzie
obowiazuje inna fizyka, bo planety i ciala
niebieskie kraia po kolistych orbitach.

Nie musimy jednak wyreczaé Galileusza,
bowiem przez wypowiedzi Salvatiego

zbija on wywody Simplicia. Przytaczam
wywody Slmpllcm nie po to, aby sie z nich
natrzasaé, ale po to, aby ‘uzmystowi¢
Paiistwu, Ze nawet w najpmstssym,
wydawaloby sie, przypadku mozna bylo
mieé watpliwodci, cay aby raut kamieniem
nie przeczy sdrbwamu'réssadkowi.

- Podebne trudnoféici napotyka.no chcqc

wykazaé, de Ziemia obraca sie wokél osi
raz na dobe. W dziele O niebie (Peri

| Uranu) Arystoteles wpomina, 7e 83 tacy,

kkérsy utrzymujy, is Ziemia sig obraca,

| ale zaraz uzasadnia, dlaczego jest to
| niemoiliwe. Warto posnaé argumenty
. _uxasadniaja.ce, dlaczego Ziemia nie moze
 sie obracaé. Sa to przeciei argumenty
| wykasumce, e rzecsony obrét jest
~ sprzeczny ze xdrowym rozeadkiem.
_ Aryﬂtoteles zauwaga bowiem, Ze wezystkie
ciala w swobodnym spadku daza po
liniach prostych ku érodkowi Ziemi.

A to, ocsymécw, jest nie do pogodsenm
z ruchem obrotowym naszego globu.
Wyragnie pisze o tym Ptolemeusz

w klasycznej pracy Almagest poswieconej
astronomii geocentrycznej. Zgodnie

2 zasadami Arystotelesa: gdyby Ziemia
‘byla w ruchu wyprzedzalaby w&zyatkie

spadajgce ciala, a biorge pod uwage jej
ogromne rozmiary, wszystkie zwierzeta
i obiekty bylfyby pozostawione w tyle
plywajac w powsetrzu, a sama Ziemia
z powodu 2nacznej predkodet wypadlaby
ze Wszechdwiata. Widaé wyragnie,

. Ze koncepcje, dzié dla nas oczywiste,

kiécily sie ze zdrowym rozsadkiem

starozytnych do tego stopnia, ze albo
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Korespondencja komputerowa

Kiika miesiecy temu Centrum Informatyczne UW zostalc
podlaczone do sieci komputerowej EARN umeozliwiajace]
prawie natychmiastows tacznoéé z usytkownikami
komputeréw niemal na calym éwiecie. Redakcja Delty
réwnieg z tej sieci korzysta i, jak uwazny Caytelnik byl
moie spoatrzegh, w redakcyjnej stopce pojawil sie adres
komputerowy, Wladnie dzigki owej sieci otriymalidmy dwie
zamieszczone nizej notatki.

Sonda badawcza Magellan wystana z Ziemi w maju 1983
kragy od sierpnia roku 1990 woké! planety Wenus. Orbita
rakiety jest siinie wydtluzona elipsa, tak ze odlaglodé
Magellana od Wenus waha sie od 300 do 8500 k. Sonda
wyposazona jeat w radar umotzliwiajacy ,fctografowanie”
powierzchni planety popraez geste chmury pokrywajace
Wenus. I rzecaywidcis, ,,2djecia” przeslane przez Magellana
na Ziemie wygladaja tak, jakby zadnych chmur nie
bylo. W trakcie obecnej misji zostanie przebadane okolo
80% powierschni planety, a nastepne podréie uzupeinia
sperzadzona mape Wenus.

Jacek TUSZYNSKI, Pasadens, Kalifornia, USA

Wskazdéwka: Pojemnodé kondensatora walcowego wynosi C=

Zadania

Redaguje Rafal SZTENCEL

M 807. Udowodnié, Ze pole wielokata o érednicy 1 nie przekracza /4
(érednica, zbioru nazywamy kres gérny odleglodci punktéw nalezacych
do zbioru).

Rozwiazanie na str. 16

M 808. Przypuéémy, ge n chlopcéw ma dziewczyny, ponadto kaida
grupa k chlopcéw (gdzie 1 < k < n) ma co najmniej k dziewcazyn

(tzn. kaida z nich ma co najmniej jednego przyjaciela w wymienionej
grupie chlopcéw). Udowodnié, ze kaidy chlopiec moze oienié si¢ ze swoja
dziewczyna.

Rozwiazanie na str. 13

M 609. Na plaszczyZnie dane sy punkty A,,..., An. Udowodnié, e na
dowolnym okregu o promieniu 1 istnieje punkt B, dla ktérego

AiB+...+ A.B>n.

Rozwiazanie na str. 11
Redaguje Jarostaw i Krzysztof KULPA

¥ 317. Metalowa rurke o promieniu r; zanurzono pionowo w oleju

o gestodcei p i waglednej przenikalnodci elektrycznej e,. Do rurki i preta
o promieniu rg snajdhja,cego sie w drodku rurki przylozono napiecie U.
O ile podniesie si¢ poziom oleju w rurce?

3“”&&'08:-
e
r3

gdzie h oznacza diugodé kondensatora.
Rozwiazanie na str. 10

F 318. Miedzy okladki kondensatora plaskiego podlaczonego do
napiecia U dostal sie maly, metalowy, kulisty paproszek, w wyniku czego
przez kondensator zaczal plynaé prad I. Oszacowal gestodé paproszka,
jezeli wiadomo, 3e odleglodé miedzy okladkami kondensatora wynosi d.
Opory powietrza naleiy pominag.

Rozwiazanie na str. 10

Kilka lat temu astrofizycy odkryli tzw. pierdcienie
Einsteina. Istnienie takich pierdcieni zostalo przewidziane
ponad 50 iat temu na podstawie teorii grawitacji Einsteina.
Jeéli na drodze éwiatia (Iub fal radiowych) znajduje sig
ciezki obiekt (np. galaktyka lub czarna dziura), wtedy
tor éwiatla ulega zakrzywieniu na skutek grawitacyjnego
przyciagania tego obiektu i na niebie tworzy sig obraz
irédia dwiatla w formie plerdcienia. To tzw. soczewkowanie
grawitacyjne daje obraz powigkszony, co pozwala na
dokladniejeze zbadanie frédla éwiatla. Ale na podstawie
stopnia zakrzywienia toru éwiatla, tan. wielkodci
pierdcienia Einsteina, mozna réwniez ocenié mase
zastaniajacego obiektu, W ubieglym roku grupa Glena
Langstona z National Radio Astronomy Observatory
odkryla pierdciei Einsteina pochodzacy od jasnego,
niebieskiego kwazara znajdujacego sie w odleglodci okolo
2,8 miliardéw lat dwietinych od Ziemi. Mierzac jego
rozmiary oszacowano masg zaslaniajacej galaktyki na
okolo 300 miliardéw mas Slofica. Jesi to okolo 8 - 16 razy
wiecej niZ wynika to z bezpodredniej obserwacji gwiazd
tej galaktyki. Odkrywcy pierécienia Einsteina sugeruja,
wiec, ze zaslaniajaca galaktyka musi zawierad tzw. clemng
materi¢ — cayli materie nie emitujaca, obserwowalnego
promieniowania.

Jan KALINOWSKI, Monachium, RFN



Od kiedy i dlaczego istnieje =

Marek KORDOS

Archimedes staral sic moiliwie
dokladnie obliczy¢ w. Jego wynik byl
nastepujacy:
1137 1335
8060 <" <35z’
ceyli mniej wigcej

3, 1409096 <wr <3, 1428265,

a wiec dokladnodé byla duta
- prredzial ma dlugoéé niecale 0, 002.

Uy

Szerzej o metodzie wyczerpywania
pisalem w artykule Calka Eudoksosa
(Deita 7/1989.)

Tl [T

Latwo zauwazyé, ze nie ma nic nadzwy:zajnego w fakcie, ze stosunek dlugodci
okregu do jego frednicy jest taki sam dla’'wszystkich okregéw. Przeciez dowolne
dwa okregi 83 jednokladne, a jednokladnoéé zachowuje stosunek dlugodci.
Podobnie jest np. dla stosunku obwodu pieciokata foremnego do promienia
okregu opisanego na nim. Czemu wobec tego pierwszy z tych stosunkéw

- liczba 7 - jest wazna stalag matematyczna, a ten drugi stosunek nie?

Oto uzasadnienie pochodzace od Archimedesa (-287;-212), ktéry pierwszy
gwrécil uwage na doniosloéé liczby . Mianowicie licsba m pozwala prosto
wyrazi¢ nie tylko stosunek dlugodci okregu do jego promienia (wyrazany wzorem
27r), lecs takie stosunek pola kota do kwadratu jego promienia (co daje wzér
mr?), stosunek pola sfery do kwadratu jej promienia (co daje wzér 4mr?)

i stosunek objetodci kuli do szeécianu jej promienia (co daje wzér g—m"’).

Zauwasmy, ie 7 obslugujace jeden z tych wzoréw (obojetnie ktéry) to jakad
tam stala proporcjonalnodci. Cheac jednak w pozostalych wzorach napisaé n
trzeba udowodni¢, ie jest to to samo «, ta sama liczba. I takie wlagnie dowody
Archimedes przeprowadzil. Jako ,wyjéciowe” 7 wzial stosunek dlugosci okregu
do jego érednicy.

Dla uzasadnienia, ge 7 ,okregowe” jest réwne 7 ,kolowemu”, uiyt dwéch
sprytnych twierdsef o aproksymacji kola wielokatami:

Twierdzenie 1. Jedli pole |F| figury F jest mniejsze od pola kola K, to istnieje
taks wielokqt W wpisany w to kolo, ze |W|>|F|.

Twierdzenie 2. Jedl: pole figury F jest wieksze od pola kola K, to 1sinieje taki
wielokgt W opisany na tym kole, ze |W| < |F|.

Aby to udowodnié, nalety wykazad, e pole kola K moze by¢ dowolnie
przyblizone:

1° od dolu przez wielokaty wpisane w K,

2° od géry przez wielokaty opisane na K,

Istotnie, jefli dowolnie dobrze, to moie by¢ przyblizone lepiej niz |K|—|F| (czy
tez |[F|—|K|).

Aby to wykazaé, Archimedes uzyl metody wyczerpywania. Polega ona na tym,
ie dowolnie dobre przyblizenie pola jakiej$ figury S uzyskujemy wyjmujac z niej
figure U; (ktérej pole umiemy ustali¢) o polu wiekszym nis 5181, = pozostalodci
— figure Us (jw.) o polu wickszym niz polowa tego, co zostalo po poprzednim
wyjeciu, z pogostalusci — figure Us (jw.) itd. Tym przyblizeniem jest suma

IUII + 1Uzl +.o04 IUn!

Dlaczego jest ono dowolnie dobre? Bo
181, I8l IsI
2 4 8
Cala sztuka polega tylko na wykazaniu, ze w kaidym kroku wyjmujemy wiecej
niz polowe tego, co jeszcze zostalo — przeciei nie wiemy, jakie jest |S|.

Oto przyblizenie kola 2n-katami foremnymi. Zaczynamy od kwadratu. Dowdd,
e kwadrat wpisany w kolo to wiecej niz polowa tego kola, widaé na rysunku;
kwadrat opisany na kole ma pole dokladnie dwa razy takie, jak wpisany, a kolo
istotnie zawiera si¢ w tym wiekszym kwadracie.

IS > |UL| + |Uz| + |Us| ... > +...=18].

Ui to wladnie kwadrat. U to catery tréjkaty z kolejnego rysunku (nikt przeciez
nie sadal, by U; bylo w jednym kawalku). Rysujac styczna w wierzcholtku
tréjkata i odcinki prostopadle do podstawy w pozostalych wierzcholkach
otrzymujemy prostokat o polu dwa razy wiekszym od pola tréjkata, a wiec
wiecej niz dwa razy wiekszym od zawartego w tym prostokacie fragmentu
kola. Zatem [U2[>%(]S|—1U1'|). I t¢ operacje
) — : powtarzamy, bo uzasadnienie, e
= S S LS 10 Gl ..o~
jest takie samo, jak dla i=1.
Kolo udalo sie przyblizyé wielokatami wpisanymi w to kolo, a wiec twierdzenie 1
jest udowodnione.

7



Co jednak wyczerpywaé dla udowodnienia twierdzenia 27 Archimedes
wyczerpywal réznice miedzy kwadratem opisanym na kole i kolem. Kolejne

U; otrzymujemy jako sume ,rogéw” obcietych wzdluz stycznych w érodku

luku ograniczajacego kaidy z tréjkatéw krzywoliniowych, z jakich sklada sie
kazda kolejna pozostalo§é. Wystarczy zatem wykazal, ze obcinajac taki trojkat
obcinamy wiecej niz polowe rogu.

W tym celu potrzebne jest drobne twierdzenie pomocnicze:

Jezelt styczne do okregu w punktach A 1 B przecinajq ste w punkcie P, a punkt S
jest frodkiem mniejszego z {ukdw o koricach w punktach A 1+ B, to AS jest
dwusieczng kqta PAB.

Latwo je uzasadnié: kat SAB jest réwny katowi SBA (bo tréjkat ASB jest
réwnoramienny), ten zad katowi PAS (jako wpisany i dopisany oparte na tym
samym luku AS - oba s3 réwne polowie kata érodkowego opartego na tym
tuku).

Wréémy do obcinania rogéw. Na rysunku pole tréjkata QPR jest wigksze od
sumy pél tréjkatéw QAS i RBS. Dlaczego? Bo | A QPR|=|A-QPS|+

+| A RPS|. Tréjkaty QPS i QAS maja wspdlna podstawe. Wysokosé QPS

to PS, natomiast wysokodéé¢ QAS jest réwna ST. Ale PS>ST, bo dwusieczna
(w tréjkacie APT) dzieli praeciwlegly bok na odcinki proporcjonalne do
prayleglych do nich bokéw, a AP>AT. Stad | A QPS|>| A QAS|, co ze wzgledu
na symetrie rysunku koriczy uzasadnienie.

Na koniec wystarczy zauwazyé, e wyczerpywany tréjkat krzywoliniowy zawiera
sie istotnie w sumie tréjkatéw QPR, QAS i RBS.

Wyczerpaliémy zatem réznice kwadratu opisanego na kole i kola. Zatem réwniez
twierdzenie 2 jest prawdziwe.

Mozemy juz teraz przej$é¢ do dowodu zapowiedzianej réwnosdci 7 ,,okregowego”
1, kolowego”.

2Tr

WeZmy pod uwage kolo K i tréjkat prostokatny T' o jednej przyprostokatnej
réwnej r (promieniowi kola), a drugiej réwnej 2nr (dlugodci okregu). Jeéli
|K|>|T|, to istnieje (tw. 1) wielokat W wpisany w kolo i spelniajacy warunek
|W|>|T|. Obliczamy '

| 1 1
IWI = Ealhl + Eaghz FEE ‘2‘anhns

gdzie a; to boki wielokata W, a h; — ich odleglodci od érodka kola. Niech hpqz
oznacza najwieksza z liczb h;; wéwczas

1 1
W] < Ehmu (a1 +a2+...+an) < Er‘2m' = |T|.
Otrzymalismy sprzecznoéé. Mozliwos¢ |K|>|T| trzeba wiec odrzucié.

Przypuéémy z kolei, e |K|<|T|. Wéwczas (tw. 2) istnieje wielokat V opisany na
kole i spelniajacy warunek |V|<|T|. Tym razem

1 1 1
|V|=§rbl+§fb2++§?bm=

=%r-(b;+bz+---+bm)3‘ o7 2mr = [T

Znéw sprzecznoéé. Odrzucié trzeba zatem réwniez mozliwoéé | K|<|T|. Pozostaje

tylko |K|=|T|, a o to nam chodzilo. Liczba = we wzorze 2xr to ta sama liczba m,

€O we wzorze mre.



Zanim przejdziemy do dalszych utozsamiefi, zauwaimy, ze 7 we wzorach na
pole powierzchni bocznej walca (27rh) czy stozka (7rl), jak tei we wzorach na
objetosé walca (nr2h) i stozka (1ar2h) jest to samo, co we wzorach na dlugosé
okregu czy pole kola - wyprowadzenia zna kazdy ucsen szkoly &redniej (badi
tez powinien znaé). Do wzoréw zawierajacych ,,sprawdzone” = dopiszmy jeszcze
wzér na pole powierzchni bocznej stoika écietego: wi(ry+ro)=277l..

A teraz dowéd Archimedesa, ie 7 ,,okregowe” jest réwne 7 ,sferycznemu”.

Na sferze opiszemy walec. Ma on zatem promieri podstawy réwny r, a wysokosé
réwna 2r. Sprawdémy, ze jesli przetniemy dwiema plaszczyznami réwnoleglymi
do podstawy walca obie te powierzchnie, to obrecz wycieta z powierzchni walca
bedzie miala pole réwne polu powierzchni bocznej stozka Scietego stycznego do
sfery w polowie odlegloéci od plaszczyzn i ograniczonego tymi plaszczyznami.
Aby to wykazaé, poslusymy sie przekrojem osiowym walca (i, rzecz jasna, sfery).

R @ Z podobiefistwa tréjkatéw OPS i QPR (sa prostokatne i maja ZOPS=/QPR)

wynika, ze

5 D G N e L OPL R PY . P

Po v SRR
co zapisane w innych oznaczeniach daje
E
r- 8 x v -, cayli 2arh =227l
& 2

a to wladnie mielismy wykazac.

W tym miejscu Archimedes zauwaza, ze biorac podzial walca i sfery
plaszczyznami o bardzo malej odlegloéci uzyskujemy sytuacje, w ktérej rodzina
opisanych na sferze stozkéw Scietych dowolnie dokladnie przybliza te sfere.

Ale suma pél ich powierzchni bocznych jest zawsze — niezaleznie od tego, jakie
odleglodci plaszczyzn rozpatrujemy — réwna polu powierzchni bocznej calego
walca, czyli 47r2. Stad, poniewas niezaleznie od dokladnosci przyblizenia
otrzymujemy ten sam wynik, pole sfery jest réwne 4mr? i « ,sferyczne” jest
réwne 7 ,,okregowemu”.

Na koniec (w tej samej pracy, w ktérej snajduje sie przytoczone wyzej
rozwazanie dotyczace sfery, a mianowicie O kuli ¢ walcu) Archimedes dowodzi,
ze m ,kolowe” i w ,kuliste” sa réwne.

Tym razem narysujmy rozpatrywany wyzej walec obok
; kuli — obie bryly postawmy na jednej plaszczyinie.
A le W walcu wytnijmy jednak dwa stozki majace za
(777 v ) 7 o et " "
I/W}'/ ///,,/J////r podstawy — podstawy walca, a za wspSlny wierzcholek
E:

2277 ~ jego $rodek.

x

Przecinajac obie bryly plaszczyzna réwnolegla

do podstaw walca otrzymamy, odpowiednio, kolo

o polu 772 i pieréciefi kolowy o polu réwnym nr?—nz2.
Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa oba pola sa réwne.

Dalej Archimedes argumentuje tak: nalewajac do obu bryl wody (czyli bryly
traktujemy jak puste wewnatrz naczynia) w kazdym momencie, na kaidym
poziomie dolewamy jej tyle samo. Stad objetosé (= iloéé wody, jaka pomieszcza)
jest réwna. Ale dla walca z wycietymi stozkami obliczenie objetosci jest latwe:

22t =2pt
3 3
I tyle wynosi objetoéé kuli, co pokazuje, ze ,kuliste” = jest takie samo, jak trzy
pozostale.

Péiniej, ponad péltora tysiaca lat péiniej, znaleziono liczbe 7 jeszcze

w innych miejscach, a to dzieki stworzonej przez Newtona i Leibniza analizie
matematycznej. Zapewne jednak wcale by jej nie szukano, gdyby nie miala
ona ugruntowanej pozycji waznej stalej matematycznej, ktéra zapewnil jej
Archimedes.



ﬂ Patrz w niebo

Okolo 1610 r. Galileusz rozpoczal teleskopowe obserwacje nieba za pomoca pierwszych
Roswiasanie sadania F 817, Jeieli zbudowanych przez siebie lunet. Nic dziwnego, ze wladciwie gdziekolwiek spojrzal,

olej podniesie si¢ na - wysokod¢ h, to dokonywal odkrycia. Wéréd jego licznych odkryé jest tei stwierdzenie istnienia
energla ‘F;"la elektrycsnego werodnie piericieni Saturna, aczkolwiek w tym przypadku sprawa nie jest taka prosta.
e Mianowicie przez swéj bardzo niedoskonaly teleskop widzial Galileusz wprawdzie po

AE = %acu’ e %"l"‘_"{_"‘_”uﬂ_

T obu stronach tarczy Saturna jakied ,dodatki”, ale nie rozpoznal ich jako pierdcieni

S 3 JkR Sadoonst Tast ':lup Sl (dokonat tego Huygens ponad 40 lat p6iniej). Posunal si¢ nawet dalej w falszywym

je Al y kierunku i twierdzil, Ze widzial dwa satelity Saturna, a caly uklad tych cial nazywal

& o irmonlag - )it »planeta potréjna”. Pech chcial, ze po kilku latach owe domniemane satelity przestaly
o T PR byé widoczne i Galileusz w ogdle zwatpit w _swoje odkrycie. Teraz wiemy, ze bylo to
e AT ket p ke I';_“n sife skutkiem snales.ien.ia. sie Ziemi ak}arat .do!dad.nie w. pla.as;sytnie Pierﬂcieni;‘pmn:ta.rza
elohkadel shun. oleby, sie to w prsyl?lixemu co 15 lat. P‘mrécleme 83 bowiem tworem nlez;wykl.e cienkim,
A ich gruboéé nie prse!{ra.csa 1 -km i ogladane z krawed-si z c:d}e-gloécl 9,5 j.a. po prost.u
S L LR el przestaja by¢ na jakié czas widoczne nawet przez najpotezniejsze teleskopy. Ostatni raz
g bylo tak w marcu 1980 r.
€ (e, — 1)U?

pg(r] —r3)In Ik ) Jowisz wprawdzie nie ma tak gestych piericieni, ma za to cztery duze satelity widoczne
nawet w niewielkiej lunecie. Mozna by sie zastanowié, czy moiliwe jest ustawienie si¢
tych satelitéw na jednej prostej (dla obserwatora ziemskiego, oczywiécie). Problem
moze wygladaé na niepowazny, bo przeciei rozpoznajemy te satelity wladnie po tym,
Ze-ustawione 83 na jednej prostej — tylko ze w przyblizeniu. ,Dokladne” ich ustawienie
na jednej linii jest w zasadzie mozliwe, aczkolwi¢k malo prawdopodobne. Pierdcienie
Saturna s3 tworem plaskim z ogromna, dokladnoécia, natomiast cztery galileuszowe
satelity obiegaja Jowisza w plaszczyznach wyraZnie réinych. Nachylenia ich orbit
do plaszczyzny jowiszowego réwnika dla Io, Europy, Ganimedesa i Callisto wynosza

A@; odpowiednio 0704, 0747, 0721 i 0751. Réznice nie s3 wielkie, ale wystarczajace,

: by ewentualne prostoliniowe ustawienie sie satelitéw moglo byé tylko dzielem

RGNl SodRtite T aik. przypadku. Nie ma tu przeciez mowy o wspélnej plaszczyfnie. Absolutnie niezwyklym

Prey setknieciu s okladka paprosnek wydarzeniem byloby np. zakrycie jednego satelity przez innego, nie ma jednak co na to

zyskuje ladunek Q'i zaczyna poruszad liczyé — w kosmosie jest na to zbyt ,przestronnie”.

sie » przyspiesszeniem a w strone Tomasz KWAST
przeciwnej okladki. Natetenie

F =

ho=

pola elektrycznego wynosi E.'=E
orat EQ=am. Stad otrzymujemy

vQ : :
a= ey gdzie m jest masa paproszka.

Wzér na pole kola

Liczbe 7 okreslamy jako iloraz dlugoéci obwodu kola i jego érednicy. Wtedy obwéd
kola o promieniu R wynosi 2rR. Oto dowéd ,,bez stéw”, ktéry pokazuje, ie pole
takiego kola wynosi § = r- R*:

Czas ruchu do przeciwnej okladki
. at?
wyznaczamy z réwnania d=—, stad
oy [ 247m
QU

kondensator jest réwny

_e_./eU
ek s 2d¥m %

Niech potencjal jednej okladki 1
wynosi UU/2, drugiej —U/2. Niech r, / ; \
p oznaceaja odpowiednio promien
oras gestodd paprosska. I réwnodci
potencjaléw paproszka i jednej
% okladek moina wysnaczyé jego
ladunek

29,0k, - fuwatiyd "

r 2 4meg
atad

Ur
et o 8

Otrzymujemy

f Ulrl
=V ter’dim -

Podstawiajac

. Zatem prad plynacy przez

m= 3ﬂ'n'-“.p
3
dostajemy /
e v : /_ \
i ostatecznie / \

4 .
PO . 27 R
64mk?d I3d ”

4
I%d° Jarostaw GORNICKI
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Lemat Spernera, punkty stale i algebra

Janusz DRONKA, Jarostaw GORNICKI

ﬁ 1. Wstep

Roswigzanie sadania M 609. Niech Jodnym z wazniejszych kierunkéw rozwojowych XIX-wiecznej matematyki
GD bedsle dowolig Seeduicy, shsgm byla powstajaca wéwczas analysis silus zwana inaczej topologia. Zajmuje sie

Mamy i o
2=CD < CAy+ ALD ona wlasnodciami figur geometrycznych, ktére zachowuja sie nawet wtedy, gdy
2=CD < CAy+ A3D, deformujemy je tak znacznie, iZ traca one wsazelkie swoje wlasnodci metryczne
....................... i rzutowe.

2=CD < CAn+ AnD.

Dotiafac ¥ Sterdwicici atronang Wiele faktéw topologii jest tak wainych, ie matematykowi (i nie tylko) nie wypada ich

dostajemy nie znaé. Typowym przykiadem jest tu twierdzenie Brouwera z 1911 roku o punkcie
2n < (CA1+...+ CAu)+ stalym, ktére prezentujemy ponizej. Jest ono intuicyjnie zhacznie mniej oczywiste nii
P (AP Y ANDY. wigkszoéé faktéw topologicznych, ma réine dowody i znalazlo szereg zastosowan.
Dlatego jeden z koricédw drednicy 2. Lematy Spernera

spelnia warunek zadania.
Podzial tréjkata na skonczona liczbe mniejszych tréjkatéw w taki sposéb, aby przekréj
kazdych dwéch tréjkatéw podziatu byt ich wspéinym bokiem, wspélnym wierzcholkiem
lub zbiorem pustym, bedziemy nazywaé podzialem symplicjalnym — triangulacja.

¢ C C
A B A B A . Ll 9
podziaty symplicjalne ten g;ﬁgi?éjof;:‘ey Jest

Lemat 1 (Emanuel Sperner, 1928). Podzielmy symplicjalnie tréjkat A; A2 As.

Wierzcholki tréjkatéw podzialu tak ponumerujemy liczbami 1,2,2, ie

(#) A; ma numer 1, wierzcholek lezacy na boku A;A; ma numer ¢ lub 7, pozostale zad
wierzcholki maja dowolne numery.

Wiedy wérdd tréjkatéw podszialu istnieje taki, ktérego wierscholki maja numeracje
1,2;3.

Numeracjg spelniajaca warunek (+} nazywamy spernerowska.

v 2 R w2 F 2 Dowéd. Wierzcholki tréjkatéw podzialu numerujemy zgodnie z warunkiem ().

W rodzinie wszystkich bokéw tréjkatéw tego podzialu wyréiniamy te, ktérych
koficom przypisano dwie liczby: 11 2. Oznaczmy rodzing tych bokéw przez R.

W rodzinie R rozpatrzmy boki leiace na odcinku A;A;. Liczba u tych bokéw

jest nieparzysta (rysunek obok), co jako oczywista pozostawiamy bez dowodu.
Niech T bedszie tréjkatem podziatu, wtedy przez v(T) oznaczamy liczbe bokéw T
nalezacych do rodsiny R. Jeieli przes w(T) oznaczymy zbiér wartodci przyjmowanych
w wierzcholkach T, o latwo siwierdzimy zaleznodci:

1. jezeli w(T) = {1,2,3}, to o{T) = 1;

2. jezeli {1,2} C w(T) # {1,2,3}, to v(T) = 3;

3. jedeli {1,2} ¢ w(T), to v(T) =0.

Zatem, jedli r jest liczbg tréjkatéw podziain, kiére w wierzcholkach maja numeracje
1,2,3, to

r= z v(T) (mod2)

(liczby r i ) v(T') 8a obic parzyste bad# obie nieparzvste). W 3 v(T) kaidy z bokéw
rodziny R liczony jest jeden raz, gdy zawiera sie w odcinku A; A, i dwukrotnie
w pozosialych przypadkach. Mamy wiec

Z »(T) = u(mod2),
skad

r = u({moaz).

7 nieparsystoéci liczby © wynika nieparzystodé liczby r. W ten speséh pokazalidmy fakt
mocniejazy: liczba r tréjkatéow z podszialu symplicjalnego, ktérych wierscholki maja
numeracje 1,2, 3, jest nieparzysta.



Moiliwodé wyboru gwarantuje
twierdzenie Bolzano—Weierstrassa:

w kaidym ograniczonym ciagu punktéw
na'plasr.czy!.'nie istnieje podciag
zbieiny.

Ag Az

1

Wykorzystujac ten rezultat przedstawimy kolejny wynik Spernera zwany ,lematem
o zamocowaniu”.

Lemat 2 (E. Sperner, 1928). Jeieli tréjkat A1 A2As bedzie pokryty takimi zbiorami
domknietymi R,, Rz, R:, e

(#+) R; jest rozlaczny z bokiem przeciwleglym wierzchotkowi A;,

to istnieje taki punkt p € AA;1A2A4;:, 3e p€ Ri N R2 N Rs.

Dowdéd. Niech (£,) bedszie ciagiem dodatnich liczb rzeczywistych, zbieznym do zera.
Dla kaidego n tworzymy podzialy symplicjalne tréjkata A; Az As na tréjkaty Ai.") tak,
ie AT jest zawarty w kole o promieniu &, dla kaidego j. Wierzcholek tréjkata A_s-")
otrzymuje dowolny numer zbioréw Rg, do ktérych naleiy. Tego rodzaju numeracja jest
spernerowska. Z lematu 1 wynika, ze dla kaidego n w podziale symplicjalnym tréjkata
A1 Az A, istnieje tréikat B,C, D,, ktérego wierzcholki maja numeracje 1, 2,3. MoZemy
wybraé podciag (n:) tak, aby ciagi punktéw (B,,;) C R1, (Cn;) C Rz, (Dn;) € Rs byly
zbiezne do tego samego punktu p, ktéry ze wzgledu na domknietodé zbioréw pokrycia
nalezy do R; N R2 N Ha.

3. Twierdzenie Brouwera

Rozwaimy teraz tréjkat réwnoboczny. Udowodnimy

Twierdzenie 1 (Leitxen E. J. Brouwer, 1911). Dla kaidego ciaglego odwzorowania
f: A — A (domknietego tréjkata réwnobocznego w siebie) istnieje punkt staly, tzn.
taki punkt p € A, e f(p) = p.

Dowdd. Niech tréjkat réwnoboczny A ma wierzcholki A,, Az, As. Dla dowolnego
punktu z € A oznaczmy przez odpowiednio d;(z), d2(z), ds(z) odleglodci punkiu z od
bokéw AzAs, A1 Az, A1 Az. Zauwaimy, ie:

(1) da(a) + dafi) + dafz) = 23

, gdzie a jest dlugodcia boku tréjkata,

ﬁ, wyznaczaja taki punkt

(2) nieujemne liczby o, a2, as, takie, ie a1 + a2 + oz = 2

z €A, e di(z) =a;dlai=1,2,3.

Niech f: A — A bedzie odwzorowaniem ciaglym.
Zaléimy ponadto, ze f(z) # z dla kaidego z € A.
Mozemy wéwczas tréjkat pokryé zbiorami R;,

(f = 1, 2,3) utworzonymi nastepujaco: punkt z € A
nalezy do zbioru pokrycia o takim numerze 7, dla
ktérego

m (#xx)
i ré#nica

d;(f(z)) < d;(2)

Sposéb okreflenia przynaleinodci punktu z: w tréjkacie réwnobocznym
wysokofci wyznaczajg pewne kierunki. Zaznaczamy je w kole,
przencszac réwnolegle, jak na rysunku (b). Dziela one brzeg kola na
trzy réwne luki, ktére odpowiednio numerujemy. W kaidym punkcie

z € A zaczepiamy wektor o korficu w punkecie f(z) (rys. (a)). Nastepnie
przesuwajac ten wektor réwnolegle zaczepiamy go w punkcie O. Koniec
tak otrzymanego wektora rzutujemy radialnie (wzdluz promienia) na
brzeg kola. Numer luku, do ktérego naleiy tak otrzymany punkt, jest
numerem zbioru R;, do ktérego naleiy punkt =z.

Wéwozas:

dj(z) - d;(f())
jest mozliwie najwieksza.
W przypadku, gdy dla dwéch liczb j, k (7 # k)
gpeliony jest warunek (**#) oraz
d;(z) = d;(f(2)) = de(z) — de(f(2)),
punkt z zaliczamy tak do zbioru Ry, jak i do zbioru R.

— kaidy punkt tréjkata nalezy do co najmniej jednego zbioru z pokrycia,

— zbiory R; sa domkniete,

- zbiory R; sa rozlaczne z bokiem przeciwleglym wierzcholkowi A,
a co najwainiejsze Ry N Rz N Rz = § (dlaczego?). Otrzymana sprzecznoéé z lematem 2
gwarantuje prawdziwod¢ twierdzenia.

Wykazana wlasnoéé punktu stalego jest niezmiennikiem topologicznym, jeéli bowiem
ma ja tréjkat domkniety, to ma takze kaidy zbiér z nim homeomorficzny.

O figurze, ktéra ma te wlasnodé, ie

kaide ciagle przeksztalcenie w siebie
ma punkt staly méwimy, iz ma
wlasnodé punktu stalego.

Méwimy, #e dwa zbiory A i B sa
homeomorficzne, jedli istnieje ciagle
rétnowartodciowe odwrorowanie

h: A — h(A) = B majace ciagle
odwzorowanie odwrotne h™! : B — A.

Istotnie, niech ciaglte odwzorowania h: A — K, h™! : K — A ustalaja homeomorfizm
zbioru K z tréjkatem. Rozpatrzmy ciagle odwzorowanie F : K — K. Wykaiemy, e F
ma punkt staly. Otéz zlozenie

h'oFoh:A- A
ma punkt staly (na mocy twierdzenia Brouwera): z = (™" o F o h)(z). Zatem
h(z) = (ho h™" o F o h)(z) = F(h(z)),

co koticzy uzasadnienie.



Nie wszystkie podzbiory plaszczyzny maja taka mila wiasnoéé. Oto dwa przyklady:

i Prsyklad 1. Piericieri P

jest zbiorem domknietym,
ograniczonym o niepustym
wnetrzu. Ciagle odwzorowanie
antypodyczne f : P — P dane
wzorem f(a) = —a nie ma punktu
stalego.

Przyklad 2. Dla kota otwartego

4 C = {a : |a| < 1} odwzorowanie
[+ C — C dane wzorem
. f(a) = 4(a + e1), jest ciagle i nie
= e=(10) ma punktéw stalych.
1 x
@~ fla) Symbolem |a| oznaczamy odleglodé

(euklidesowa) punktu a od punktu
0= (0,0).

Musimy jednak zaznaczyé, e istnieja zbiory plaskie, ktére nie sa homeomorficzne
s tréjkatem (np. okrag warszaweki), a maja wiasnoéé punktu stalego (Delta 9/1980).

4. Zastosowania

Twierdzenie Brouwera znalazlo wiele zastosowan poza topologia, m.in. w teorii réwnan

rézniczkowych przy dowodszie istnienia rozwiazasi, w teorii ukladéw dynamicznych,

w analizie funkcjonalnej, w algebrze ... Oto jak moina je wykorzystaé do dowodu
nOkrag warszawski" (serpentyny zasadniczego twierdzenia algebry, dowiedzionego po raz pierwszy przez Gaussa

mEsGERomA, (i PraeR odpiwisdal w 1799 r., a wczedniej sformulowanego przez d’Alemberta w 1746 r.
fragment wykresu funkcji = + sin if,

z # 0). Kaide ciagle odwrorowanie

W s Wbkl My Twierdzenie 2. Kaidy wielomian zespolony stopnia wigkszego lub réwnego 1 ma

pierwiastek zespolony.

Dowdd. Rozwaimy wielomian zespolony

f(2)=2"+an-1-2""'+...4+a1 2+ a0, n >1, a;- zespolone.
Niech R = 2 + |ao| + |a1] + ... + |@n-1]| = 2. Funkecja g dana wzorem
iz i
5 ei()n—ner daz=r-e’0<r<1,
iy (2)
z dlal1<|z]<R

T Rn-1.gn-1
jest ciagla (). Przeksztalca ona kolo domknigte Kr = {z : [2| < R} w siebie. Istotnie,
gdy 0< |2/ <1, t0

£ f(z) |f(=)]

i lelsll= |2 e e L= LT et

[2|* + lan—1] - J2]" 7' + ...+ |ay] - 2] + |ao R-1
Roswiasanie sadania M 808. =14 = i | Rn—1 1 ! =19 Rn—1 < R.
Priypufémy, e twierdzenie jeat
prawdriwe dla wezystkich I < n. Gdy 1 < |2‘l <R, to
Udowodnimy, 2e jest prawdziwe dla n, P R"_l -1)- 2" —an-1- z"_l = =
i w ten sposéb prreprowadzimy dowdd 1g(z}l = [ R“"{(' ),,_1 &= IS ) Rn-1. 1 ln—l OJ <
indukcyjny (preypadek n = 1 nie jest £ zl
S— (R =1) R | a1l +lan-a| - gy + ... +]aol - ()"~
Preypadek 1. Istnieje grupa k < n < Rn—1 & Rn—1 =
chlopcéw, ktérzy maja dokladnie R R—2 9
k dziewczyn. Na mocy raloienia = R - Rn-1 - Rl =R- Rn-1 < R.

indukcyjnego moina kaidego z nich u 2 . . . . . i
odenit 3 dxliWitiyns, "Sauwaimy Téver, Zbiér Kgr jest homeomorficzny z tréjkatem, funkcja g jest ciagla, wigc na mocy

ie porostala grupa chlopcéw réwniei  twierdzenia Brouwera istnieje taki punkt z € Kg, e g(z) = z. Warunek ten

spelnia saloienie indukcyjne: gdyby  w oczywisty sposéb réwnowainy jest stwierdzeniu: istnieje takie z € Kg, ie f(z) =0.
bowiem tak nie bylo, to pewna grupa

s chlopcéw mialaby wtedy nie wiccej  Na zakoficzenie uwaga. Z dowodu tego twierdzenia wynika, ze w kole Kg istnieje

nit 1‘}1 d“;“‘“y" i ‘“““’*:‘W f“‘p“ pierwiastek wielomianu f(z). Rodzi to pytania:

s + k chlopcéw, maj + k- i s g ' . ¥ £ .

dmw”‘;np 2ol 1. Jaki jest najmniejszy promiefi kota o §rodku w punkcie zero zawierajacego wszystkie
pierwiastki wielomianu f(z)?

Praypadek 2. Kaida grupa k chiopedw 3. Jakie jest w ogdle najmniejsze kolo zawierajace wazystkie pierwiastki

ma co najmniej k + 1 dziewczyn; wtedy _ . .

zenimy jednego & chlopcéw 2 jego wielomianu f(Z)?

driewesyna. Posostali znéw spelniaja Kilka wynikéw z tego zakresu (cho¢ nie ostatecznych, jak sig wydaje) omawia

zaloienie indukcyjne, co koficzy dowdd A. Turowicz w Geometrit zer wielomiandw.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazas:
31 XII 1991

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylaé rozwiazania zadarf £ numeru n w terminie do korfica miesjaca

n + 3. Szkice rozswiazaf i amy w ze n + 4. Moina nadsyla¢ rozwiazania
caterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robi¢

co miesiac lub £ dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadar = matematyki i = fizyki nalezy
przesylaé w oddsielnych kopertach, umieszctajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 & dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspélczynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania » danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szcregblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Zadania 2 matematyki nr 225' 226 Redaguje Marcin E. KUCZMA

226. Wyznaczyé wszystkie funkcje f okreélone na zbiorze 226. Niech ao,a1,a3,... bedzie niemalejacym ciagiem liczb
liczb calkowitych nieujemnych, o wartodciach w tym dodatnich. Okreélamy ciag b1, b2,... wzorem:

samym zbiorze, spelniajace réwnanie

J(f(n))+ f(n)=2n+6 dla n=0,1,2,...

b,.=n—(°—°+“—‘+...+91‘—l).
ay az an

Udowodni¢, ze ciag (bn) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
gdy ciag (an) jest zbiezny.

Zadanie 326 zaproponowal pan Lukasz Wiechecki z Legnicy.

Rozwiazania zadaf z matematyki z numeru 5/1991
Przypominamy treéé zadan:

231. (a) W dcidle wypukly érodkowo-symetryczny zbiér na plaszczyinie wpisano wielokat
frodkowo-symetryceny. Dowiedé, ie drodki symetrii obu figur pokrywaja sig.

(b) Da¢ preyklad écifle wypuklego érodkowo-symetrycanego zbioru w przestrzeni oraz
wpisanego werl drodkowo-symetrycznego wielodcianu (nie zsdegenerowanego do wielokata) tak,
by frodki aymetrii obu figur nie pokrywaly sie.

233. Wysnacayé weaystkie co najwyiej dwucyfrowe licaby n o nastgpujacej wilasnodci: dla
dowolnej liczby naturalnej m, ktérej ostatnia cyfra jest jedynka, dwucyfrowa korficéwka liczby
A™ jest identyczna & n. (Uwaga: 3 = 03 itp.)

221. (a) Oznacemy odpowiednio preez S i O érodki symetrii danych figur: écisle wypuklego
gbioru Z oraz wpisanego wer wielokata W. Wybieremy dowolnga pare przeciwleglych

bokéw AB i CD wielokata W. Réwnoleglobok ABCD jest wpisany w figure Z, a2 §

jest jego érodkiem symetrii. Przypuéémy, ze O # S. Wéwceas jedna z przekatnych
rownolegloboku ABCD nie przechodsi preez O; bes straty ogdlnodci mozna przyjaé, se punkty
O i B letg po réinych stronach prostej AC (rys. 1). Oznaczajac przez A', B!, C' obrazy
punktéw A, B,C w symetrii srodkowej wegledem O otrzymujemy srodkowo-symetryczny
szedciokat ABCA'B'C' wpisany w Z i nie edegenerowany do czworokata (co wynika ze écistej
wypukloéci sbioru Z). Punkt D, jako symetryczny do B wegledem srodka odcinka AC,
powinien leze¢ wewngatre tego szedciokata (rys. 2) — nie moie wiec lezed na breegu figury Z;
sprzecznoéé. Zatem O = §.

(b) Niech g bedzie liczbg dodatnig réina od 1/2. Weimy pod uwage punkty

A= (-1,4,9), B = (g,-1,q), C =(q,9,-1),
A'= (ln_Qs_q)v B':("GJ-"Q]‘ Clr:{"QI_"Q:]]:
0 =(0,0,0), §=(1,1,1).

Najmniejszy zbidér wypukly zawierajacy punkty A, B,C, A', B!, C' jest wielodcianem;
oznacemy go przez W. Punkt O jest jego drodkiem symetrii. Plaszczyzna ABC (o réwnaiu
z+ y + z = 29 — 1 ni¢ preechodzi przex O, a wigc W nie degeneruje sie do wielokata.

W tréjwymiarowej preestrzeni kartegjariskiej weér
a((z,v,2), (u,v,w)) = Y|z —uP + |y — v|3 + |z — w|®

okredla metryke, a kaéda kula (w sensie tej metryki) jest zbiorem écisle wypuklym oraz
drodkowo-symetrycznym. Zauwaimy terag, ge

d(A,8) =d(B,5) =d(C,5) = {/10- 69 + 692 — 2¢3 =: r,

d(A",S)=d(B',8) =d(C",S) = {/2+6g+692 + 293 =: 1.

Jefli za ¢ preyjmiemy pierwiastek réwnania ¢ + 3¢ = 2, uzyskamy réwnoéé r = r'.
Wielodcian W jest wéwcras wpisany w pewng d-kule o érodku S, nie pokrywajacym
siez O,
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223. Ssukamy licsb naturalnych n < 100 spelniajacych dla kaidej liceby naturalnej k réwnanie
nl%+1 = n (mod 100), csyli

n(n!% — 1) = 0 (mod 100).
Zauwaimy, ge jeieli swiagzek ten zachodsi dla k=1, to sachodsi dla wseystkich k naturalnych
(bo liczba nl% — 1 dsieli si¢ praes n'? — 1). Zadanie sprowadsa si¢ do znalesienia wegystkich
licsb n=10z+y (z,y € {0,1,...,9}) takich, ie

10

(1) 0=n(n'®-1) = (10z + y) Z (l_o)(lﬂz)’"“‘f - l) = (10z + y)(y'° — 1) (mod 100).
i=o g

Gdy y € {2,3,7,8}, wowcsas y'® = 4 (mod 5), wiec prawa strona (1) nie dzieli si¢ przez 5;

brak roswiasai. Gdy y € {4,6}, wéwczas y'° — 1 = 76 (mod 100} i dla spelnienia zwigzku (1)

potrzeba i wystarcea, by n=10z+y bylo licgbg podzielng przes 4.

Gdy y € {1,9}, wéwcszas y'° — 1 = 0 (mod 100) wigc kaide z jest dobre.

Gdy y=>5, wowcsas y'®—1 = 24 (mod 100) i dla spelnienia (1) potrzeba i wystarcza,

by n=10z+5 bylo licsba podsielng preez 25.

Gdy y=0, wéwczas y'®—1 = 99 (mod 100} i (1) sachodsi tylko dla z=0.

Reasumujac: roswizsaniem réwnania sy wesystkie liceby n<100 majace postaé 105+1 lub
205+4 orasz liczby 00, 25, 75.

-44 CEIEH

daguy . BRO
Zadania z fizyki nr 123, 124 B ey AROJAN

123. Pudetko, z ktérego wychodza dwa przewody, zawiera
kondensator, opornik i cewke o pomijalnie malym oporze,
polaczone w nieznany sposéb. Po przyloieniu napigcia
stalego stwierdzono, ze opér pudetka wynosi 100 3, i taki
sam opér wykazuje ono w obwodzie pradu przemiennego
bardzo wielkiej czesiotliwodci. Po przyloieniu napiecia
sinusoidalnego modul impedancji (zawada) okazal sie
réwhy 50 {2 pray czestotliwodci 100 Hz i 80 (2 pray
czestotliwodci 200 Hz. Narysowad schemat obwodu

i wyznaczyé wartodei L i C.

124. Ciecz lepka wypelnia przesirzei pomiedzy dwoma
diugimi cylindrami obracajacymi si¢ wokd! wepdlnej

osi, przy czym wewnetrzny cylinder ma promien r;

i predkoéé katowa w), a zewnetrzny — promieni rp

i predkoéé katows wa. Jakim wzorem wyraza sig zaleznoéé
predkodci cieczy od odleglodci r od osi (r1<r<r;)? Prayjaé,
Ze przeplyw jest stacjonarny (niezaleiny od czasu)

i laminarny (tzn. ,warstwowy”, bez zawirowain).

Roswiasania sadat s fisyki s numeru 5/1991

Przypominamy tredé gadan:

119. Zrédlo punktowe S o dwiatlodci I znajduje sie w odleglodci z od soczewki skupiajacej
o ogniskowej f, za ktéra w odleglodci y leiy ekran prostopadly do osi optycznej. Znaledé
nateienie ofwietlenia powierschni ekranu (jej ofwietlonej czeéci).

130. Dane s8a gestodé cieczy p, jej napiecie powierschniowe o i masa kropli m. Osznaczmy
przes wq, maksymalng predkodé katowa, jaka moina nadaé tej kropli w stanie niewaikodci,
aby nie roszleciala sie. Wykazaé, te wy, jest proporcjonalna do \/?:; i obliceyé lub ocenié
orientacyjnie stala proporcjonalnodci.

119. Ponigsze rozwiazanie odnosi sie¢ do preypadku, gdy obraz rzeczywisty S' znajduje sie

preed ekranem (rys.1). Oznacemy powierzchnig soczewki przez A. Kat brylowy, jaki tworzy
wiazka wychodzaca e frédia S i wchodzaca do soczewki wynosi ‘ﬁ— , satem strumieri éwiatla
tej wiazki jest réwny -’;ﬁ- Po preejéciu prees socsewke wiagka skupia sie w punkcie S, ktérego
odleglodé z od soczewki jest dana wrorem

ol : e o
==+J'--!, ceyli z—z__f

Kat brylowy, wewnatre ktérego biegnie swiatlo po przejéciu przer soczewke, wynosi ;‘}

Dlatego ,2 punktu widzenia ekranu” mogemy potraktowaé S' jako #rédio punktowe
o dwiatlodei I’ swiazanej & I wsorem
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Roswiasanie sadania M 60T7.
Zalbéimy, co nie zmniejsza ogdlnodci, e
wielokat jest wypukly. Niech p bedzie
prosta rawierajaca jeden z bokéw

g - prostopadla do niej. Moina
teras podzielié wielokat na trdjkaty
pélprostymi ay, @z, ... . @n=by, ... bn

w taki sposéb, by kaida s pdlprostych
leiacych w gérnej pélplaszczydnie miala
swéj prostopadly odpowiednik w dolnej

i na odwrét
P=a,

A

a
2 a,

A
Ay J

2

A,

As=B, g=05

Stad ot;symujenw I' = If?/(z — f)? i nategenie oéwietlenia ekranu
E= r - TF2
v-2)?2 (vz-f(z+v))?’
W preypadku obrazu rzeczywistego za ekranem lub pozornego rozumowanie rézni sie tylko
kilkoma szczegdlami, a wynik koricowy jest identyceny. Obowiazuje on takse dla soczewki
rogpraszajacej — nalegy jedynie podstawié¢ ujemna wartodé f.

120. Pierwsey punkt jest banalnym preykladem zastosowania analizy wymiarowej, gdys
w zalegnodci
wm = f(m,o,p)
jedyna funkcja f spelniajacq zgodnodé wymiardw
kg kg
2=1(e35.2)

jest funkcja f = const - \/o/m (brak zale¢nosci od p). Wyznaczenie wartodci stalej jest
gnacenie trudniejsze. Ponizej podajemy skrétowy opis pewnej numerycznej metody znalezienia
ksgtaltu obracajacej sie kropli i obliczenia szukanej stalej.

Rozpatrujemy stan réwnowagi kropli w ukladzie obracajacym sie, w ktérym wystepuje

B;

B,
B,

odcinka OA;,
dzy a;

Niech r; oznacza dlugodé
a; — dlugodé kat mie
Pole wielokata wynosi

ORB;, a;
i ais

n-1

(3
P= - rifi4+ 1 8in o, +
2\ (5

1=1
n=1
Zﬂnn air 1}

+ 88541 810 Oy =
=1 <

n—1

1T
= 2 sin o (ryries + 808,41},

=1

ale na mocy nierdwnodci Schwartza

rifig1 + 8041 <

< \/:"-+ 224 /r3 +;.?__
o f iV i i1

frednica wielokata nie

Poniewai
prezekracza 1, prawa strona jest nie

wicksza niz 1.

Wtedy

n=1

Ponadto sin a; < ay, X a; € n/2, skad

=1

1 = ™

S gomit
Uwagea. Ocaywidcie, wynik
pozoataje w mocy dla dowolnej figury
o frednicy < 1. Trzeba wtedy obliczad
calki, ale dowéd jest znacznie prostszy

Jaki?

przyspieszenie odérodkowe w?r, zatem ,ciénienie odérodkowe” jest réwne pw2rdr, a po
scalkowaniu %pw’rz (gdzie r — odleglodé od osi obrotu). Cidnienie cieczy przy jej powierzchni
1 1 . .
réwnowaty sie ¢ ciénieniem blonki powierzchniowej, réwnym o (R_ -+ R_) , gdzie R; i Rg 83
1 2
to gléwne promienie kreywizny blonki. Bryle o symetrii obrotowej wokdl osi z prezedstawimy

w przekroju (rys.2), wtedy jeden z tych promieni jest promieniem krzywizny otrzymanej
krzywej, ceyli
1 _ do
El_ T ds’
gdzie da jest zmiana kierunku stycznej przy prezesunieciu ds wedlui kreywej. Drugi
¢ promieni jest ewiazany & kreywizng przekroju w plaszczygnie prostopadlej do rysunku
i wynosi R = r/sina (por. tez w poradnikach matematycenych weory opisujace kreywizne
powierzchni). Réwnanie opisujace ksztalt kropli ma zatem postac
da  sina
ds % r ) :
gdzie pg — cidnienie na osi. Wybrawszy wartodci parametréw po, p,w i o oraz krok ds mozemy
scalkowaé numeryceznie powygsze réwnanie od punktu r = a = 0 do ,réwnika” kropli, tzn.
punktu a = /2. (Nb. galeinosé a(r) mokna scalkowad analitycenie, ale i tak pozostanie do
scalkowania numerycznego z(r)). Calkujac obliczamy jednoczednie wielkodé 4 ) z;r;Ar;
— jest to podwojona objetodé czeéci zakreskowanej na rysunku 3, czyli objetodé ,brakujaca” do
walca.

¥
Po + Epw’r’ =o(

Z1

AT o ry r

Rys. 2 Rys. 3

Jedli na ,réwniku” mamy r = r; i 2 = z;, to mase kropli wyliczymy ze wzoru

m= p(Zﬂffz; — 4 E riziArg).
Tak wiec w naszej procedurze numerycznej masa jest funkcja pozostalych parametréw, w tym
cifnienia po, cho¢ z fizycznego punktu widzenia jest na odwrot: to po jest funkcja innych
pnrnmetrﬁw. w tym masy.
Jak wynika z analizy wymiarowej, kaztalt kropli i wazystkie jej cechy sa opisane przez jeden
bezwymiarowy parametr — innymi slowy, wystarcay zmieniaé np. parametr po, nadajac wartodci

jednostkowe parametrom w,o i p. Oznacza to, ie jednostka cidnienia jest pl"‘“ o”’u”’.
dlugodci p~ 1/3,51/3,-3/3 4 masy ow™?. Jefli wiec otrzymana masa ma wartodé ¢, to
-3 4 co
m=cow °, cyli w= —_
m

Rachunki numeryczne prowadzs do wniosku, e maksymalna wartodcia, ¢ jest 19,05, \/E= 4, 365.
Wartodé te osiaga sie przy po = —0, 55, wtedy r1 = 2,35, z; = 0, 49.
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Latwe czy trudne?

Przywykliémy do tego, Ze zazwyczaj zadania matematyczne
o prostym sformulowaniu maja proste rozwiazania.
Réwnies i na odwrét: zadania, ktére maja skomplikowane
sformulowania, w ktérych wystepuja skomplikowane
pojecia, zazwyczaj maja skomplikowane rozwiazania.

Tak jest zazwyczaj, ale czy zawsze?

Dzié pragne przedstawié zadanie, majace proste
sformulowanie, i jego rozwiazanie. Rozwiazanie krétkie,
ale wykorzystujace nieelementarne fakty z matematyki
wyiszej. Po kolei jednak. Zacznijmy od zadania.

Prostokgt P dzielimy na skoriczong liczbe mniejszych
prostokqtéw (w ten sposéb, Ze dowolne dwa z nich

mogq zahaczaé o siebie jedynie bokami — pordwnaj

2z rysunkiem). Zaldsmy, ze kazdy z mniejszych prostokatdw
ma przynajmniej jeden bok o diugodci bedgces liczbg
catkowitq. Udowodnié, ze prostokqt P ma bok o dlugosci
bedaces liczbg catkowitq.

Jedyne rozwiazanie, jakie znam, opiera sie na pojeciu
catki podwéjnej i to z funkcji o wartodciach zespolonych.
Nie wnikajac w szczegbly (ktére jednym Czytelnikom
moga sie wydaé zbyt trudne, a innym zbyt nudne)
ogranicze sie do dwéch informacji, ktére postuza mi do
przedstawienia rozwiazania zadania. Komplet wiadomoéci
na ten temat mozna znalefé¢ w podrecznikach akademickich
analizy matematycznej (np. F. Leja Rachunek réiniczkowy
i catkowy).

Calka podwéjna jest uogélnieniem ,zwyklej” catki na
funkcje dwéch zmiennych. Jezeli uznamy, ie obliczenie
nZwyklej? calki polega na wyznaczaniu pél pewnych figur
plaskich, to obliczeniu catki podwéjnej odpowiadaé bedzie
wyznaczanie objetodci pewnych obszaréw przestrzennych.
A oto zapowiadane informacje (pierwsza z nich wydaje
gie intuicyjnie uzasadniona, natomiast druga wyglada
grofniej).

(1) Jegeli P jest prostokatem oraz P=PU...UPp jest
podzialem tego prostokata na gkoficzona liczbe mniejszych
prostokatéw, a f : P—C jest funkcja ciagla o wartodciach
zespolonych, to

f/fdzdysz/fdzdy.
P L:lpk

(2) Jezeli P jest prostokatem o wierzchotkach w punktach
[zl,yl); (3!’.”2); (3‘2: 91)1 {3‘2’92)’ to

j [cos 2m(z + y) + isin 2m(z + y)]dzdy =
P
= - ;?[cos 2722 — co8 2wz, + i(sin 2wz — sin 2z )]
[cos 2mys — cos 2y, + i(sin 27wyz — ein 2my1)] .

7 wiasnoéci (2) wynika, ze prostokat P ma bok o dlugosci
bedacej liczba caltkowita wiedy i tylko wtedy, gdy

f (cos 27(z + y) + isin 27 (z + y))dzdy = 0.

P
Teraz juz twierdzenie zawarte w zadaniu jest prosta
konsekwencja wilasnodci (1).

Byé moie zadanie to ma rozwiazanie elementarne, a tylko
mnie nie udalo sie do tej pory takiego rozwiazania
znalefé. Dokladniej méwiac, nie tylko mnie, ale

réwniez wielu innym; zadanie interesowalo wiele oséb,

a nie wiem o nikim, kto potrafilby je zrobié bardziej
elementarnie. W czasie pewnej miedzynarodowej
konferencji matematycznej bylo tematem wielu dyskusji
kuluarowych.

Bardzo czesto mlodzi i pomystowi ludzie, nieobciageni
skomplikowana wiedza matematyczna, wykazuja sie
wielka pomyslowoécia przy rozwigzywaniu probleméw
matematycznych (jako przykiad niech postuiy zadanie
o izometrii — poréwnaj EPSILON nr 1 - ktérego nie
potrafilo rozwiazaé wielu zawodowych matematykéw,
a ktére rozwiazal student I roku). Moze komu§

z Czytelnikéw uda sie znalefé elementarne rozwiazanie
tego zadania. Jesli tak, redakcja EPSILONA bedzie
wdzieczna za przystanie.

Slawomir CYNK

Galeria Jednego Cytatu

— Oto przyklad przestrzeni, ktéra z jednej strony wyglada
prayzwoicie, a # drugiej...
b {z wykladu analizy funkcjonalnej)

O wybitnym, nietyjacym jus fizsyku krakowskim znana jest
autentyczna podobno historia.

W latach piefdziesiatych, gdy o zezwolenie na wyjazd za granice
bylo nieco trudniej nii dzi, profesorowi wraz z asystentem
udalo sie¢ wyjecha¢ na zagraniczna konferencje. Do Moskwy.
Zakwaterowano ich w hotelu.

Gdy tylko weszli do hotelowego pokoju, profesor stwierdzil:

~ Tu gdzied musi byé podsluch!

Zaczeli intensywnie szukaé podsluchu, na dcianach, w meblach,
l6ikach, jednakie bezskutecznie.

— Zwijamy dywan! - zdecydowal profesor. :

Po swinieciu dywanu ujrzeli na drodku pokoju metalow.

plyte, praymocowansa do podlogi piecioma poteinymi drubami.
Profesor mial w kieszeni marynarki rozmaite piéra, oléwki itp.;
znalazl sie tam i frubokret. Zaczeli zatem odkrecad plyte.
Odkrgeili pierwsza érube, druga, trzecia... Gdy odkrecili piata,
rozlegl sie ogromny huk.

W _pokoju pietro niiej sea.dl syrandol,

EPSJ_'LON — niezaleiny dodatek Delty. Redakcja: Krzysstof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Ananiasz Podmiechowski. Adres do korespondencji: K. Cigsielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-069 Krakéw, z dopiskiem ¢.
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