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Czy astronom nie lubi kolorów?
Tomasz KWAST

Przez wiele lat astronomia bardzo dobrze radzila sobie

bez klisz czulych na barwy. Informacje o wygladzie nieba
w rozmaitych zakresach swiatla uzyskiwano na podstawie kilku
zdjec czarnobialych, ale wykonanych 'przez odpowiednie filtry
przepuszczajace swiatlo o zadanej barwie. Rzecz jasna, pojawienie
sie dostatecznie czulych klisz barwnych ogromnie sprawe uproscilo
i to, co dawniej mozna bylo wywnioskowac dopiero z serii zdjec,
teraz mozna juz zobaczyc od jednego rzutu oka. Na wsp6lczesnych
zdjeciach barwnych od razu widac, ze gwiazdy sa kolorowe (efekt
temperatury), ze rozproszone mglawice gazowe sa na ogól czerwone
(bo swieci tam gl6wnie wOd6r w linii Ha), ze galaktyki spiralne maja

- czerwiensze czesci centralne,' a bardziej niebieskie ramiona (efekt
wystepowania róznych populacji gwiazd), ze mglawice planetarne
sa czesto kólorowe (bo swieca t.am r6zne atomy o róznych stopniach
wzbudzenia), ze kolorowe sa planety i ich satelity itd.

Tak wiec barwa w astronomii jest równiez naukowa informacja.
W jednym jednak przypadku astronom kolor6w nie lubi, mianowicie,
g~y przejawiaja. sie jako aberracja chromatyczna. Zjawisko to polega

na tym, ze k;l.Zdf' soczewka opr6cz zalamywania promieni powoduje
rozszczepienie swiatla bialego. Soc?lcwke mozna wszak uwazac za
uklad nieskonczenie. wielu pryzmatów. Rozszczepienie jest wiec
nieuniknione, a skutkiem jest fakt, ze np. obiektyw lunety w innym
miejscu skupia promienie niebieskie niz c;erwone (rys. 1) i jezeli
przy ogladaniu gwiazdy nastawi sie okular na ostrosc dla ogniska
niebieskiego, to widac gwiazde z czerwona obw6dka - i odwrotnie.

ognisko czerwone

I
ognisko niebieskie

Wbrew
zdrowemu
rozsadkowi

(Wedlug wykladów radiowych
z audycji IV programu - Widnokrag)

Widze, lecz nie wierz,
Georg Cantor (1845 - 1918

Tomasz HOFMOKL

Czesto zdarza sie slyszec zdanie, ze cos
jest niemozliwe, bo jest sprzeczne
ze zdrowym rozsadkiem. Mogloby sie
wydawac, ze ten zdrowy rozsadek jest
ostatecznym kryterium prawdziwosci
wypowiadanych sadów. Co wiecej,
opieranie sie na nim swiadczy o ogromnym
zaufaniu do potegi ludzkiego rozumu.
Zaufanie to jest szczególnie silne u ludzi
mlodych, którzy ufaja (i slusznie) potedze
logicznego rozumowania zapominajac
(i w tym miejscu popelniaja blad),'
ze nalezy sprawdzic rów-lliez poprawnosc
wyj~ciowych' przeslanek. Wiedzie to

czesto do wypowiadania kategOryCZnychjsadów, które nie zawsze sa prawdziwe.
A to z kolei prowadzi niekiedy do róznego
rodzaju kryzysów; czy to kryzysu wiary l
u ludzi wychowanych w duchu okreslonej
religii, czy tez-uo gwaltownych zmian
w pogladach spolecznych lub politycznych.
W wymienionych dziedzinach bardzo
trudno jest podejmowac racjonalna
dyskusje, poniewaz wykazanie falszywosci
przyjetych przeslanek moze nie byc
wcal~ latwe. Nie tymi tez dziedzinami
chcialbym zajac sie w moich wykladach,
które zatytulowalem Wbrew zdrowemu
ronadkowi.

Jestem fizykiem i zajmuje sie fizyka
najdrobniejszych skladników materii,
tak zwana fizyka czastek elementarnych.
Jestem fizykiem doswiadczalnym,
to znaczy, ze odpowiedzi na postawione
pytania szukam przede wszystkim
w wynikach doswiadczenia, mozna to
ujac bardziej górnolotnie, ze pytania
te zadaje samej przyrodzie. Trzeba
moze powiedziec od r,azu, ze bede mówil
o odpowiedziach, jakich udziela przyroda
nie mnie osobiscie. Byloby to ogromne,
piramidalne samochwalstwo. Jest rzecza
oczywista, ze wyniki, o których bede
wspominal w toku prezentowanego cyklu
wykladów Wbrew zdrowemu rozsadkowi,
zostaly otrzymane przez bardzo wielu
badaczy w calej historii rozwoju nauki.

Okular

1 dn
(n - 1)/ d>'

obiektyw

RY8. 1. Schemat najpro8t8zej lunety.

(1)

(la)

Jak z tym walczyc? Jeden sposób zaradzenia zlu znajdziemy od
razu, gdy przypomnimy sobie podstawowy wzÓr soczewkowy'

1 (1 1)- = (n - 1) - + - ,/ rl r2

gdzie / oznacza ogniskowa. soczewki, n - wspólczynnik
zalamania szkla, rl i r2 - promienie krzywizny powierzchni
soczewki. Dla ustalonego ksztaltu soczewki ogniskowa jest'
funkcja. wspólczynnika zalamania róznego dla róznych czestosci
promieniowania. Zrózniczkowawszy stronami wzÓr (1) wzgledem
dlugosci fali dostajemy

d (1) dn ( 1 1)d>' 7 = d>' rl + r2
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Tak zwany zdrówy rozsadek ksztaltuje,
sie na podstawie doswiadczen z zycia
codziennego, zjawisk obserwowanych
bezpo'rednio w otaczajacym nas swiecie.
Jest rzecza oczywista, ze czesciej mamy

.okazje obserwowac spadek rzuconego
kamienia nii kwantowe zachowanie sie
elektronu~' Na podstawie tych wlatinie
codziennych obserwacji wytwarzamy sobie,
najcze'ciej bezwiednie, przekonanie o tym,
co jest mozliwe, a co nie. Inaczej mówiac,
cb jest zgodne ze zdrowym rozsadkiem,
a co jemu przeczy. W badaniach
naukowych, dzieki odpowiednim
urzadzeniom, mozemy obserwowac
zjawiska, z którymi nie spotykamy sie
na co dzien. Niektóre z tych zjawisk
zdaja sie przeczyc naszemu poczuciu,
co jest mozliwe. Obserwacja ich stanowi
najcenniejsza podniete do weryfikowania
naszego pogladu na otaczajacy swiat i przy
okazji uczy nas pokory. Nie wszystko,
co jest sprzeczne ze zdrowym rozsadkiem,
jest rzeczywiscie niemozliwe. Przykladem
takiego zjawiska, które w sposób
oczywisty wydaje sie na pierwszy rzut oka
niemozliwe, jest interferencja elektronu
samego ze soba. Omówie to zjawisko
w jednym z dalszych wykladów. Teraz, dla
podkre'lenia jego zaskakujacego przebiegu,
przedstawie je przez analogie.

Prosze sobie wyobrazic nastepujaca
sytuacje. Jestes samotnie w pomieszczeniu,
w kt6rym jest dwoje drzwi. Aby byc
jeszcze bardziej precyzyjnym, powiem,
ze sa tam dwa otwory drzwiowe odlegle
od siebie i nie stykajace sie. Nie ma
wiec mowy o podchwytliwym stawianiu
problemu, na przyklad przez proponowanie
jednego otworu dwudrzwiowego.
Mamy wiec pomieszczenie <> dwóch nie
stykajacych sie otworach. Proponuje
wykonanie nastepujacego zadania:
wyjsc przez oba otwory jednoczesnie nie
rozdzielajac sie przy tym na dwie czesci.
CIY to mozliwe? W oparciu o nasze
codzienne doswiadczenia, czyli w ramach
Idrowego 'rozsadku jest to zadania
bezsensowne do tego stopnia, ze nie
warte nawet powaznego zastanawiania
sie. A jednak ... Elektron potrafi to
wykonac, a przynajmniej zachowuje sie
tak, jakby to wykonywal. Mamy na to
dowody eksperymentalne. Okazuje sie,
ze nasI zdrowy rozsadek moze prowadzic
do falszywych wniosk6w, jezeli zastosujemy
go w sytuacji skrajnie nietypowej dla zycia
codziennego. Co wiecej, nie potrafimy
wyobrazic sobie, jak to elektron robi, aby
prlejsc pnes dwa otwory równoczesnie
bedac przy tym czastka niepodzielna.
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Widac, ze aby ogniskowe dla róznych barw byly mozliwie najbardziej
zblizone, ogniskowa w ogóle musi byc jak najwieksza. W teJ).
sposób walczyl z aberracja chromatyczna m.in. Heweliusz, budujac
nieslychanie dlugie teleskopy.

Zgodzimy sie chyba, ze nie jest to sposób zadowalajacy. Na szczescie
okolo 1730 r. w Anglii wpadl ktos na pomysl zbudowania obiektywu
lunety z dwóch soczewek z róznych gatunk6w szkla. By zrozumiec
ten pomysl, trzeba przypomniec jeszcze jeden zasadniczy wz6r na
ogniskowa. F ukladu dw6ch soczewek rozdzielonych odlegloscia ~:

1 1 1 ~
(2) - = - + - - - .

F fI h fIh
Obiektyw ma stanowic zwarta. calosc, niech wiec ~=O, a wtedy
majac dwie soczewki mozemy doprowadzic do pokrycia sie ognisk
dla dw6ch barw. Wtedy bowiem ma byc

d (~) = O = d (~) + d (~) = dnI + dn2_F fI h (nI - 1)fI (n2 - 1)12 .
Widac, ze aby ostatnia suma dala zer'ó, jedna z ogniskowych
musi byc ujemna. Dlatego taki obiektyw, zwany achromatem,
sklada sie z jednej soczewki skupiajacej i jednej rozpraszajacej
(rys. 2). Pokrycie sie ognisk dla dwóch tylko barw daje, wbrew
pozorom, calkiem niezla. jakosc obrazu. Oczywiscie, obiektywy
teleskopów profesjonalnych sa budowane z wiekszej liczby soczewek.
Równiez bardzo skomplikowane sa obiektywy mikroskopów
i aparat6w fotograficznych, poniewaz musza byc wolne nie tylko od
aberracji chromatycznej, lecz i od innych wad soczewek, kt6re silnie
przejawiaja. sie przy duzej zbieznosci wiazki swiatla przechodzacej
przez taki uklad.

,
ognisko wspOlne

dla promieni czerwonychi niebieskich

Ry •. 2. Bieg 'wiatla w achromacie.

Uzyskawszy achromatyczny obraz w ognisku lunety nalezy go teraz

obejrze~ przez achromatyczny okular. W zasadzie moze nim byc
analogiczny uklad dwóch soczewek o odpowiednio dobranej lacznej
ogniskowej F

( .. ogniskowa obiektyWu)pOWiekszenIe lunety = . k kl'ogms owa o u aru

Przyjelo sie stosowac jednak inua konstrukcje, mianowicie z dwóch

soczewek z tego samego szkla, za to przy ~=FO. Wzór (2) daje teraz
warunek achromatyzacji

d (~) = O = d (~) + d (~) - ~ d (~) - ~ d (~)F fI h fI h h /t
skad po podstawieniach wg (la) mamy

dnI dn2 ~ (dnI dn2)(ni - 1)/t + (n2 - 1)12 = fIh nI - 1 + n2 - 1



Rys. 3. Okular Huygensa.

Musimy zmienic nasz poglad na swiat,
a tym samym wzbogacic rozumienie
proces6w, jakie zachodza w przyrodzie.
Do tega doswiadczenia wrocimy w jednym.
z dalszych wyklad6w. Wybralem je tutaj
jako przyklad, aby zilustrowac,'co mam na
myslfm6wiac o procesach przebiegajacych
wbrew zdrowemu rozsadkowi. Zaskakujace
wyniki doswiadczen spotykamy zar6wno
w fizyce klasycznej, j ak i we wsp6lczesnej,
chociaz trzeba przyznac, ze w tej ostatniej
jest ich naprawde bardzo duzo. Nie ma
w tym nic dziwnego, do wynik6w fizyki
klasycznej zdazylismy sie Juz przyzwycza.ic.
Weszly juz one, mozna sie tak wyrazic,
do skarbnicy doswiadczenia zycia
codziennego i wobec tego stanowia jeden
z elementów budujacych zdrowy rozsadek.
W fizyce klasycznej zaskakuje nas na og6l
przebieg zjawiska, mimo ze jest on logiczna
konsekwencja podstawowych zasad,
do których jestesmy przyzwyczajeni i kt6rp
akceptujemy jako zgodne ze zdrowym
rozsadkiem. W fizy.ce wspólczesnej
wyjasnienie przebiegu zjawiska wymaga
niekiedy zrewidowania podstawowych
zasad lub pojec i jest znacznie trudniejsze
do zaakceptowania. Oczywiscie"
trudniejsze tylko dla nas, bowiem to,
co nazywamy fizyka wspólczesna" znowu
stanie sie za jasis czas fizyka klasyczna,
zgodna ze. zdrowym rozsadkiem.

A 2dn

- Ith .n-l'

Jezeli ma byc nl = n2 = n, to

dn (1 1)n-l h+h

W drugim, zwanym okularem Ramsdena, jest It : A : h = 1 : 1 : 1.

2
ognisko obiektywu

skad

A=h+h.
2

Jak widac, achromatyc~ny okular mozna zbudowac na mn6stwo
sposob6w. Najpopularniejsze sa dwa typy. Tzw. okular Huygensa
ma h :A : h = 3 : 2 : 1, przy czym soczewka o dluzszej ogniskowej
jest po stronie obiektywu lunety.

ognisko obiektywu

Rys. 4. Okular Ramsdena.

Kazdy z nich ma swoje wady i zalety. Okular Huygensa ma wieksze
pole widzenia, ale efektywne ognisko obiektywu znajduje sie miedzy
soczewkami okularu i trudno tam zamontowac np. mikrometr. Nie
ma tego problemu w okularze Ramsdena, bo ognisko lezy tu na
zewnatrz okularu, za to skoro soczewki sa w odleglosci ogniskowej,
to widac osiadajacy na nich kurz; by tego uniknac, dobiera sie
je nie calkiem scisle wedlug proporcji 1:1:1. Inne lepsze okulary
sa udoskonalonymi wariantami tych dwóch. Lat",,'o domyslec
sie, ze np. kazda soczewke okularu mozna sporzadzic jako maly
achromat, wtedy proporcje odleglosci moga byc inne, a okular bedzie
mial inne cechy pozyteczne w specjalnych zastosowaniach. Rzecz
jasna, bedzie wtedy odpowiednio drozszy.

W dalszej czesci wykladu zatrzymam
sie na zjawisku oczywistym dla kazdego:
zastanówmy sie, czy rozumiemy rzut
kamieniem. Bierzemy kamien do reki,
krótki zamac)lramieniem i kamien
leci. Czy jes'; Ntym cos, co moze nas
zaniepokoic, czego nie rozumiemy?
- dzis chyba nie. Za czasów Arystotelesa
sytuacja byla cokolwiek odmienna.
Nasze pojecia o otaczajacym swiecie
czerpiemy nie tylko z wlasnych obserwacji
i doswiadczen, ale korzystamy z dorobku
pokolen przekazywanego lepiej lub gorzej
w procesie zorganizowanej edukacji, czyli
na ogól ze szkoly. Nic wiec dziwnego, ze
"zdrowy rozsadek'" wspólczesnego ucznia
liceum rózni sie od zdrowego rozsadku,
na przyklad, Arystotelesa, który urodzil
sie 384 lata przed Chrystusem. Arystoteles
obserwowal bardzo uwaznie otoczenie.
Stwierdzal oczywiste fakty: wóz jedzie,
jezeli ktos lub cos go ciagnie. Jezeli brak
sily pociagowej, wóz stoi. Trudniej ciagnac
po piasku niz po równej, plaskiej drodze.
W kazdym ruchu, twierdzi Arystoteles, sa
dwa glówne czynniki: sila napedzajaca (F)
i opór (R). Aby ruch mógl zaistniec, sila
napedzajaca musi byc-wieksza niz opór.
Stwierdzenie to mozna nazwac pierwsza
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zasada. ruchu. Prowadzac dalej rozwazania
stawiamy pytanie, od czego zalezy
predkosc (tI) poruszaja.cego sie ciala?
Zgodzimy sie zapewne bez trudu, ze im
wieksza dziala sila, tyin szybciej obiekt sie
porusza. Prosze mi tu wybaczyc, ze m6wie
niescisle, a nawet wrecz blednie, ale staram
sie odtworz~ tok rozumowania w tej
dziedzinie myslicieli starozytnych, kt6rzy
opierali sie, czasem nawet nieswiadomie,
na doswiadczeniach dnia codziennego.
Idl\C ta. droga. r6wniez zapewne zgodzimy
sie, ze im wieksze opory ruchu, tym
mniejsza jest predkosc. Zapisuja.c to,
co powiedzialem, wzorem matematycznym
otrzymamy zaleznosc zwana. czasem
prawem ruchu Arystotelesa. To nic,
ze jest ona nieprawdziwa, ale za to jest
zgodna z powierzchownymi obserwacjami.
Prowadtmy wiec dalej nasze rozwazania
i zajmijmy sie wspomnianym juz rzutem
kamieniem. Dop6ki kamien styka sie
I rzucajaca. reka., nie widac wiekszych
problem6w. Na kamien dziala sila reki.
Kamien porusza sie coraz szybciej w miare
zamachu reka, ale w pewnej chwili odrywa
sie od dloni. J co wtedy? Na kamien nie
dziala juz bdna sila, a jednak sie porusza.
Co lub kto powoduje ten ruch? Przez
wiele wiek6w ze zmiennym powodzeniem
usilowano zrozumiec, dlaczego kamien
rzucony porusza sie, chociaz kazdy
wiedzial, ze mozna rzucic kamieniem.
Rzut taki wydawal sie byc sprzeczny
ze zdrowym rozsa.dkiem i próbowano
uratowac sytuacje tworzac, miedzy innymi,
teorie wirow powietrza, kt6re popychaly
kamien.

w pocza.tkach 1630 roku uczony.wloski
Galileo Galilei ukonczyl dzielo Dialog
o dwu najwazr&iejul/ch ukladach 'wiata:

ptolemewzowl/m i kopernikowllm, które
to dzielo, oglednie mówiac, mialo mu
przyniesc wiele klopotów. Rozmowy
Dialogu tocza. sie w Wenecji, w palacu
Sagreda. W usta Filipa Salvatiego
kladzie Galileusz wlasne poglady.
Przedstawicielem starych pogladów jest
Simplicio, który dziedziczac imie znanego
komentatora Arystotelesa z VI wieku
po Chrystusie usiluje wytrwale bronic
straconych pozycji. W jednym z dialog6w
znajdujemy próbe dawnego wyjasnienia,
dlaczego rzucone cialo porusza sie po
oderwaniu od reki.

Uwiezienie kwarków
Stanialaw MRÓWCZYNSKI

Kwarki to skladniki czastek elementarnych nalezacych do grupy hadronów.

Wspólna. cecha hadron6w jest to, ze podlegaja tzw. oddzialywaniom silnllm

jadrolJ)l/m lub krócej oddzialllwaniom silnllm. Przykladami hadronów
sa protony i neutrony tworzace jadra atomowe oraz liczne sposród
czastek produkowanych w zderzeniach dostatecznie szybkich jader.
Kwarki obdarzone sa ladunkami kolorowymi, analogicznymi do ladunk6w
elektrycznych. Hipoteza uwiezienia stwierdza, ze w przyrodzie istnieja
tylko takie uklady kwarkowe, które sa kolorowo neutralne lub inaczej'
- biale. Z hipotezy tej w szczególnosci wynika, ze nie mozna wyizolowac
z hadronu pojedynczego kwarka, gdyz jest on kolorowy. Zauwazmy,
ze nieco zblizona sytuacja zachodzi i w przypadku uklad6w rzadzonych
oddzialywaniami elektromagnetycznymi. Obiekty obdarzone ladunkami
elektrycznymi daza. do tworzenia system6w elektrycznie obojetnych, takich
jak atomy czy molekuly.' Jednak w przypadku elektrodynamiki tworzenie
sie ukladów neutralnych wyraza tylko pewna. tendencje, natomiast
istnienie tylko obiekt6w neutralnych kolorowo wydaje sie byc scisla zasada.

Nie kazdy uklad kwatkowy moze byc kolorowo neutralny. Nie mozna,
na przyklad, utworzyc 'ukladu bialego z dwóch kwarków, choc jest to
mozliwe w przypadku kwarka i antykwarka.. Uklad trzech kwarków moze
byc kolorowo neutralny. Okazuje sie, ze wszystkie dotychczas znane
hadrony, a jest ich kilkaset, mozna podzielic na dwie grupy czastek - te
zbudowane z kwarka i antykwarka, zwane mezonami i bariony, tworzone
przez trzy kwarki. Hipoteza uwiezienia nie wyklucza istnienia hadron6w
innych niz mezony i bariony, na przyklad kolorowo neutralnego ukladu
dwóch kwarków i dwóch antykwarków, jednak takie obiekty nie byly
obserwowane.

Natura oddzialywan silnych nie jest jeszcze calkiem poznana, wiec nie
mozna z cala. pewnosci a.stwierdzic, jaki jest mechanizm uwiezienia
kwarków. Zaproponowano jednak kilka modeli, za pomoca. których mozna
opisac caly szereg wlasnosci hadron6w. Ponizej opisze kr6tko tzw. model
strunowy, przy czym ogranicze sie do przypadku mezon6w.

Elektromagnetycznym odpowiednikiem mezonu, czyli ukladu zlozonego
z kwarka i antykwarka o dopelniajacych sie (do bialego) kolorach,
jest uklad dwóch przeciwnych, a wiec przyciagajacych sie ladunk6w
elektrycznych. Linie pola elektrycznego takiego ukladu pokazane na
rysunku l wypelniaja. cala. przestrzen.

Rys, l

Simplicio:[ ... ] W .call/m wasZflm wl/wodzie
wprowadzili8cie zalozenie, z którym w szkole

perllpatetl/k6w (tu dodam od siebie, ze tak
nazywano uczni6w Arystotelesa, a potem
powstaly sta.d caly kierunek filozoficzny)

Przypuszcza sie, ze w przypadku pola wytworzonego przez ladunki
kolorowe, zwanego chromodllnamicmym, próznia. zachowuje sie tak
jak nadprzewodnik w stosunku do pola magnetycznego, tzn. stara sie
wypchna.c linie pola poza swój obszar. Jesli ,tak dzieje sie w istocie,
to uklad linii pola chromodynamicznego kwarka i antykwarka wyglada jak
na rysunku 2, a zatem kwark i antykwark polaczone sa, cienka fltruna.

~ k'~~.' •••••••••••.. ""'.,~: .•• _~.~.,,.....I;"...•~'#-~ •••.•••• ~N.~:_- -w<f<" ..••••
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Przyjmijmy, ze rozmiary poprzeczne struny sa wszedzie jednakowe
} niezalezne od jej dlugosci. Wówczas stwierdzimy, stosujac prawo
analogiczne do prawa Gaussa z elektrodynamiki, ze gestosc stru.mienia
pola chromodynamicznego, a zatem i wielkosc pola, nie zaleza od dlugosci
struny. Z tego wynika, ze energia potencjalna oddzialywan miedzy
kwarkami wzrasta liniowo z odlegloscia miedzy nimi. Mamy wiec tutaj
sytuacje calkowicie inna niz w elektrodynamice, gdzie, jak pamietamy,
energia potencjalna oddzialywania miedzy ladunkami nie rosnie, lecz
zanika odwrotnie proporcjonalnie do ich wzajemnej odleglosci. Mozna to
wyrazic inaczej mówiac, ze energia oddzialywania kwarków w mezonie jest
proporcjonalna do dlugosci struny.

f ~.~""";$
Rys. 2

Jak wspomnialem powyzej, hipoteza uwiezienia kwarków wyklucza
w szczególnosci istnienie pojedynczych kwarków. W modelu struny
przyczyna tego faktu wyglada nastepujaco. Wyobrazmy sobie,
ze próbujemy, jak ludziki na rysunku 3, rozerwac polaczoneo@truna kwark
i antykwark. Praca przy tym wykonywana bedzie zamieniac sie w energie
wydluzajacej sie struny. Jesli energia ta przekroczy wartosc energii
potrzebna do wytworzenia pary zlozonej z kwarka i antykwarka, struna
zostanie rozerwana i powstana dwa kolorowo neutralne mezony.

Rys. 3

Uwiezienie kwarków w ukladach kolorowo neutralnych jest obecnie
jedynie hipoteza, choc bardzo dobrze ugruntowana. Rosnie wsród fizyków
przekonanie, ze sformulowana juz okolo 20 lat temu teoria oddzialywan
kwarków - chromodl/namika kwantowa, wczesniej czy pózniej dostarczy
dowodu poprawnosci tej hipotezy. Mozna równiez oczekiwac, ze dowód
wart bedzie Nagrody Nobla.
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trudno sie pogodzic, gdl/z jest ono

najzupelniej sprzeczne z Arl/stotelesem,
a mianowicie przyjmujecie jako rzecz znana
i oczl/wista, ze cialo oddzielone od tego,
kt6re je wl/rzuca/o, porusza sie w dalszl/m

ciagu ruchem udzielonl/m mu przez cialo

wyrzucajace. To pojecie udzielonej sily jest
r6wnie dalekie od filozofii perypatetl/cznej,

jak przenoszenie wlasciwosci jednego
przedmiotu na drugi~ Filozofia ta, jak
wam zapewne wiadomo, uczu, ze cialo

wyrzucone jest przenoszone przez otaczajacy

je osrodek, a w danym przvpadku bylobU nim

powietrze / ... J

Simplicio mialby dzisiaj klopoty
z wyjasnieniem ruchu satelitów w prózni
okoloziemskiej, chociaz moze zdolalby sie
wybronic stwierdzeniem, ze satelity naleza
juz do swiata nadksiezycowego, gdzie
obowiazuje inna fizyka, bo planety i ciala
niebieskie kraza po kolistych orbitach.
Nie musimy jednak wyreczac Galileusza,
bowiem przez wypowiedzi Salvatiego
zbija on wywody Simplicia. Przytaczam
wywody Simplicia nie po to, aby sie z nich
natrzasac, ale po to, aby uzmyslowic
Panstwu, ze nawet, w najprostszym,
wydawaloby sie, przypadku mozna bylo
miec watpliwosci, czy aby rzut kamieniem
nie przeczy zdrowemu rozsadkowi.

Podobne trudl\..osci napotykano chcac
wykazac, ze Ziemia obraca sie wokól osi
raz na dobe. W dziele O niebie (Peri

Uranu) Arystoteles wpomina, ze sa tacy,
którzy utrzymuja, iz Ziemia sie obraca,
ale zaraz uzasadnia, dlaczego jest to
niemozliWe. Warto pozna~ argumenty
uzasadniajace, dlaczego Ziemia nie moze
sie obracac. Sa to przeciez argumenty
wykazujace, ze rzeczony obrót jest
sprzeczny ze zdrowym rozsadkiem.
Arystoteles zauwaza bowiem, ze wszystkie
ciala w swobodnym spadku daza po
liniach prostych ku srodkowi Ziemi.
A to, oczywiscie, jest nie do pogodzenia
z ruchem obrotowym naszego globu.
Wyraznie pisze o tym Ptolemeusz
w klasycznej pracy Almagest poswieconej
astronomii geocentrycznej. Zgodnie
z zasadami Arystotelesa: gdyby Ziemia
byla w ruchu wl/przedzalaby wszl/stkie

spadajace ciala, a biorac pod uwage jej
ogromne rozmiarl/, wszystkie zwierzeta

i obiektu bl/ll/by pozostawione w tyle
pll/wajac w powietrzu, a sama Ziemia

z powodu znacznej predkosci wl/padlaby

ze Wszechswiata. Widac wyraznie,
ze koncepcje, dzis dla nas oczywiste,
klócily sie ze zdrowym rozsadkiem
starozytnych do tego stopnia, ze albo



negowali istnienie zjawisk, które daly
sie negowac (ruch obrotowy Ziemi),
albo sta.rali sie znaletc dla nich takie
wy.tlumaczenie, kt6re nie naruszalo raz
przyjetych poglad6w. Zastan6wmy sie
nad tymi przykladami. Czy czasami nie
jestellmy i dzisia.j w podobnej sytuacji,
gdy m6wimy, ze coli jest niemozliwe. Nim
sie o czymIl wyrokuje, warto przedtem
odwolac sie do dollwiadczenia. A moie
niemozliwe jest mozliwe?

W nastepnym wykladzie zastanowimy
sie nad tym, jak m~zna przyspieszac nie
zwiekszajac predkolIci.

Zadania
Redaguje Rafal SZTENCEL-

M 601. Udowodnic, ze pole wielokata o srednicy l nie przekracza 1r/4

(srednica zbioru nazywamy kres górny odleglosci punktów nalezacych
do zbioru).
Rozwiazanie na str. 16

M 608. Przypuscmy, ze n chlopców ma dziewczyny, ponadto kazda
grupa k chlopców (gdzie 1 ~ k ~ n) ma co najmniej k dziewczyn
(tzn. kazda z nich ma co najmniej jednego przyjaciela w wymienionej
grupie chlopców). Udowodnic, ze kazdy chlopiec moze ozenic sie ze swoja
dziewczyna·
Ro~wiazanie na str. 13

M 609. Na plaszczyznie dane sa, punkty Al, ... , An. Udowodnic, ze na
dowolnym okregu o promieniu l istnieje punkt B, dla którego

AlB+ ... + AnB ~ n.
Rozwiazanie na str. 11

Redaguja Jaroslaw l Krzysztof KULPA

F lUT. Metalowa rurke o promieniu rl zanurzono pionowo woleju
o gestosci P i wzglednej przenikalnosci elektrycznej e,. Do rurki i preta
o promieni~ r2 znajdujacego sie w srodku rurki przylozono napiecie U.
O ile podniesie sie poziom oleju w rurce?

Wskazówka: Pojemnosc kondensatora walcowego wynosi C= 2~:~e,,
"

gdzie h oznacza dlugosc kondensatora.
Rozwiazanie na str. 10

F 318. I\.fiedzy okladki kondensatora plaskiego podlaczonego do
napiecia U dostal sie maly, metalowy, kulisty paproszek, w wyniku czego
przez l!;ondensator zaczal plynac prad l. Oszacowac gestosc paproszka,
jezeli wiadomo, ze odleglosc miedzy okladkami kondensatora wynosi d.
Opory powietrza nalezy pominac.
Rozwi~,za.niena str. 10

Korespondencja komputerowa
Kiika. miesiecy temu Centrum Informatyczne UW zostalo
podlaczone do sieci komputerowej EARN umozliwiajacej
prawie natychmiastowa lacznosc z uzytkownikami
komputerów niemal na. calym swiecie.'Redakcja. Delty

równiez z tej sieci ko.zysta. i, jak uwazny Czytelnik byc
moze spostrzegl, w r()dakcyjnej stopce pojawil sie adres
komputerowy. Wla8nie dzieki owej sieci otrtymalismy dwie
za.mieszcllone nizej notatki.

Sonda badawcza Magella.n wyslana z Ziemi w maju 1989
krazy od sierpnia roku 1990 wok6l planety Wenus. Orbita
rakiety jest silnie wydluzona, elipsa, tak ze odleglosc
Magellana od Wenus wa.ha sie od 300 do 8500 km. Sonda
wyposazona jest w r;.dar umozliwiajacy "fotografowanie"
powierzchni planety poprzez ge~te chmury pokrywajace
Wenus. I rzeczywiscie, "zdjecia" przeslane przez Ma.gellan3.
na Ziemie wygladaja ta.k, jakby zadnych chmur nie
bylo. W trakcie obecnej misji zostanie przebadane okolo
80% powierllchni pla.nety, a nastepne podróze uzupelnia
sporza,dzona mape Wenu.s.

Jacek TUSZYNSKl, Pasadena, Kalifornia, USA
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Kilka lat temu astrofizycy odkryli tzw. pierscienie
Einsteina. Istnienie takich pierscieni zostalo przewidziane
pona.d 50 lat temu na podstawie teorii grawitacji Einsteina.
Jesli na drodze swiatla (lub fa.l radiowych) znajduje sie
ciezki obiekt (np. galaktyka lub czarna dziura), wtedy
tor swiaaa ulega zakrzywieniu na skutek grawitacyjnego
przyciagania tego obiektu i na niebie tworzy sie obraz
zr6dla swiatla w formie pierscienia. To tzw. soczewkowanie
grawitacyjne daje obraz powiekszony, co pozwala na
dokladniejsze zbadanie zródla. swiatla. Ale na podstawie
stopnia zakrzywienia. toru swiatla, tzn. wielkosci
pierscienia Einsteina, mozna. równiez ocenic mase
za~laniajacego obiektu. W ubieglym roku grupa Glena
Langstona. z National Radio Astronomy Observatory
odkryla pierscien Einsteina pochodza,cy od jasnego,
niebieskiego kwazara znajdujacego sie w odleglosci okolo
2,8 miliard6w lat swietlnych od Zlemi. I\.fierzac jego
rozmiary oszacowano mase zaslaniajacej galaktyki n",

okolo 300 miliardów mas Slonca. Jest to okolo 8- 16 razy
wiecej niz wy.nika to z bezposredniej obserwa.cji gwiazd
tej galaktyki. Odkrywcy pierscienia Einsteina sugeruja
wiec, ze zaslaniajaca. galaktyka musi zawierac tzw. ciemna
materie - czyli materie nie emitujaca obserwowalnego
promieniowania.

Jan KALiNOWSKI, Monachium, RFN



Dla uzasadnienia, ze 1f' "okregowe" jest r6wne 1f' "kolowemu", uzyl dwóch
sprytnych 'twierdzen o aproksymacji kola wielokatami:

Twierdzenie 1. Jesli pole !FI figury F jest mniejsze od pola kola K, to istnieje

taki wielokat W wpisany w to kolo, ze IWI>!FI.
Twierdzenie 2. Jesli pole figury F jest wieksze od pola kola K, to istnieje taki

wielokat W opisany na tym kole, ze lWI < IFI.
Aby to udowodnic, nalezy wykazac, ze pole kola K moze byc dowolnie
przyblizone:
10 od dolu przez wielokaty wpisane w K,
2° od g6ry przez wielokaty opisane na K.
Istotnie, jesli dowoinie dobrze, to moze byc przyblizone lepiej niz IKI-IFI (czy
tez !Fl-IKI).
Aby to wykazac, Archimedes uzyl metody wyczerpywania. Polega ona na tym,
ze dowolnie dobre przyblizenie pola jakiejs figury S uzyskujemy wyjmujac z niej
figure Ul (kt6rej pole umiemy ustalic) o polu wiekszym niz ~ISI, z pozostalosci
- figure U2. (jw.) o poh wiekszym niz polowa tego, co zostalo p'o poprzednim
wyjeciu, z pozosta1:;sci - figure U3 (jw.) itd. Tym przyblizeniem jest suma

lUli + 1U21+ ... + IUnl·

Dlaczego jest ono dowolnie dobre? Bo

. ISI ISI ISI
ISI ~ lUli + 1U21+ 1U31.;t· .. ~ "2+ 4 + 8 + ... = ISI·

Cala sztuka polega tylko na wykazaniu, ze w kazdym kroku wyjmujemy wiecej
niz polowe tego, co jeszcze zostalo - przeciez nie wiemy, jakie jest ISI.
Oto przyblizenie kola 2n-ka.tami foremnymi. Zaczynamy od kwadratu. Dowód,
ze kwadrat wpisany w kolo to wiecej niz polowa tego kola, widac na rysunku;
kwadrat opisany na kole ma pole dokladnie dwa razy takie, jak wpisany, a kolo
istotnie zawiera sie w tym wiekszym kwadracie.

Ul to wlasnie kwadrat. U2 to cztery tr6jkaty z kolejnego rysunku (nikt przeciez
nie zadal, by Ui bylo w jednym kawalku). Rysujac styczna w wierzcholku
tr6jkata i odcinki prostopadle do podstawy w pozostalych wierzcholkach
otrzymujemy prostoka.t o polu dwa razy wiekszym od pola tr6jkata, a wiec
wiecej niz dwa razy wiekszym od zawartego w tym prostokacie fragmentu

kola. Zate~ 1U21>HISI-1U11). I te operacje

~ ~ powtarzamy, bo uzasadnienie, ze
1Ui+11>HISI-lUd-1U21-·· ·-lUiD
jest takie samo, jak dla i=1.

Kolo udalo sie przyblizyc wieloka.tami wpisanymi w to kolo; a wiec twierdzenie 1
jest udowodnione.o

Archimedes staral sie moiliwie
dokladnie obliczyc' ft'. Jego wynik byl
nastepujlloCY:

1137 1335
3 8069 < ft' < 3 9347 '

czyli mniej wiecej

3, 1409096 <ft'<3, 1428265,

a wiec dokladnoll'c' byla duza
- przedzial ma dlugoll'c' niecale 0',002.

Szerzej o metodzie wyczerpywania
pisalem w artykule Calka E.dokBoBa
(Delta 7/1989.)

Od kiedy i dlaczego istnieje 1r
Marek KORD OS Latwo zauwazyc, ze nie ma nic nadzwyczajnego w fakcie, ze stosunek dlugosci

okregu do jego srednicy jest taki sam dla' wszystkich okregów. Przeciez dowolne
dwa okregi sa jednokladne, a jednokladnosc zachowuje stosunek dlugosci.
Podobnie jest np. dla stosunku obwodu pieciokata foremnego do promienia
okregu opisanego na nim. Czemu wobec tego pierwszy z tych stosunków
- liczba 1f' - jest wazna stala matematyczna, a ten drugi stosunek nie?

Oto uzasadnienie pochodzace od Archimedesa (-287;-212), który pierwszy
zwrócil uwage na donioslosc liczby 1f'. Mianowicie liczba 1f' pozwala prosto
wyrazic nie tylko stosunek dlugosci okregu do jego promienia (wyrazany wzorem
21f'r), lecz takze stosunek pola kola do kwadratu jego promienia (co daje wzór
1f'r2), stosunek pola sfery do kwadratu jej promienia (co daje wzór 41f'r2)

i stosunek objetosci kuli do szescianu jej promienia (co daje wz~r ~1f'r3).

Zauwazmy, ze 1f' obslugujace jeden z tych wzorów (obojetnie który) to jakas
tam stala proporcjonalnosci. Chcac jednak w pozostalych wzorach napisac 1f'

trzeba udowodnic, ze jest to to samo 1f', ta sama liczba. I takie wlasnie dowody
Archimedes przeprowadzil. Jako "wyjsciowe" 1f' wzial stosunek dlugosci okregu
do jego srednicy.
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Co jednak wyczerpywac dla udowodnienia twierdzenia 2? Archimedes
wyczerpywal róznice miedzy kwadratem opisanym na kole i kolem. Kolejne
Ui otrzymujemy jako sume "rogów" obcietych wzdluz stycznych w srodku
luku ograniczajacego kazdy z trójkatów krzywoliniowych, z' ja~ich sklada sie
kazda kolejna pozostalosc. Wystarczy zatem wykazac, ze obcinajac taki trójkat
obcinamy wiecej niz polowe rogu.

W tym celu potrzebne jest drobne twierdzenie pomocnicze:

Jezeli styczne do okregu w punktach A i B przecinaja sie w punkcie P, a punkt S
jest srodkiem mniejszego z luków o koncach w punktach A i B, to AS jest
dwusieczna kata P AB.

Latwo je uzasadnic: kat S AB jest równy katowi S BA (bo trójkat AS B jest
równoramienny), ten zas katowi P AS (jako wpisany i dopisany oparte na tym
samym luku AS - oba sa równe polowie kata srodkowego opartego na tym
luku).

Wrócmy do obcinania rogów. Na rysunku pole trójkata QP R jest wieksze od
sumy pól trójkatów QAS i RBS. Dlaczego? Bo 16 QPRI=16"QPSI+

+16 RPSI. Trójkaty QPS i QAS maja wspólna podstawe. Wysokosc QPS
to PS, natomiast wysokosc QAS jest równa ST. Ale PS>ST, bo dwusieczna
(w trójkacie APT) dzieli przeciwlegly bok na odcinki proporcjonalne do
przyleglych do"nich boków, a AP>AT. Stad 16 QPSI>I f::.,. QASI, co ze wzgledu
na symetrie rysunku konczy uzasadnienie.
Na koniec wystarczy zauwazyc, ze wyczerpywany trójkat krzywoliniowy zawiera
sie istotnie w sumie trójkatów Q P R, Q AS i RBS.

Wyczerpalismy zatem róznice kwadratu opisanego ·na kole i kola. Zatem równiez
twierdzenie 2 jest prawdziwe.

Mozemy juz teraz przejsc do dowodu zapowiedzianej równosci 'Tr"okregowego"
i "kolowego".

21Tr

a,

~-!

Wezmy pod uwage kolo K i trójkat prostokatny T o jednej przyprostokatnej
równej r (promieniowi kola), a drugiej równej 2'Trr (dlugosci okregu). Jesli
IKI>ITI, to istnieje (tw. 1) wielokat W wpisany w kolo i spelniajacy warunek
IWI>ITI. Obliczamy

111
lWI = -alhl + -a2h2 + ... + -anhn,222

gdzie ai to boki wielokata W, a hi - ich odleglosci od srodka kola. Niech hmax
oznacza najwieksza z liczb hi; wówczas

1 1
lWI::; 2hmax " (al + a2 + ... + an) < 2r" 2'Trr= ITI·

Otrzymalismy sprzecznosc. Mozliwosc IKI>ITI trzeba wiec odrzucic.

Przypuscmy z kolei, ze IKI<ITI. Wówczas (tw. 2) istnieje wielokat V opisany na
kole i spelniajacy warunek IVI<ITI. Tym razem

1 1 1
IVI =-r" bl + -r" b2 + ... + -r" bm =2 2 2

1 1
=-r" (bl + b2 + ... + bm) > -r· 2'Trr= ITI.22"

Znów sprzecznosc. Odrzucic trzeba zatem równiez mozliwosc IKI<ITI. Pozostaje
tylko IKI=ITI, a o to nam chodzilo. Liczba'Tr we wzorze 2'Trrto ta sama liczba 'Tr,
co we wzorze 'Trr2•
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Zanim przejdziemy do dalszych utozsamien, zauwazmy, ze 1f' we wzorach na
pole powierzchni bocznej walca (21f'rh) czy stozka (1f'rl), jak tez we wzorach na
objetosc walca (1f'r2h) i stozka (l1f'r2h) jest to samo, co we wzorach na dlugosc
okregu czy pole kola - wyprowadzenia zna kazdy uczen szkoly sredniej (badz
tez powinien znac). Do wzorów zawierajacych "sprawdzone" 1f' dopiszmy jeszcze
wzór na pole powierzchni bocznej stozka scietego: 1f'l(rl +r2)=21f'rl ..

A teraz dowód Archimedesa, ze 1f' "okregowe" jest równe 1f' "sferycznemu".

Na sferze opiszemy walec. Ma on zatem promien podstawy równy r, a wysokosc
równa 2r. Sprawdzmy, ze jesli przetniemy dwiema plaszczyznami równoleglymi
do podstawy walca obie te powierzchnie, to obrecz wycieta z powierzchni walca
bedzie miala pole równe polu powierzchni bocznej stozka scietego stycznego do
sfery w polowie odleglosci od plaszczyzn i ogra~iczonego tymi plaszczyznami.
Aby to wykazac, posluzymy sie przekrojem osiowym walca (i, rzecz jasna, sfery).

Z podobienstwa trójkatów OPS i QPR (sa prostokatne i maja LOPS=LQPR)
wynika, ze

~~ = ~~, czyli OP·PR=PS·QP,
co zapisane w innych oznaczeniach daje

h l l' h lr . -= r .-, czy l 21f'r = 21f'r ,
2 2

a to wlasnie mielismy wykazac.

W tym miejscu Archimedes zauwaza, ze biorac podzial walca i sfery
plaszczyznami o bardzo malej odleglosci uzyskujemy sytuacje, w której rodzina
opisanych na sferze stozków scietych dowolnie dokladnie przybliza te sfere.
Ale suma pól ich powierzchni bocznych jest zawsze - niezaleznie od tego, jakie
odleglosci plaSzczyzn rozpatrujemy - równa polu powierzchni bocznej calego
walca, czyli 41f'r2. Stad, poniew.az niezaleznie od dokladnosci przyblizenia
otrzymujemy ten sam wynik, pole sfery jest równe 41f'r2 i 1f' "sferyczne" jest
równe 1f' "okregowemu".

Na koniec (w tej samej pracy, w której znajduje sie przytoczone wyzej
rozwazanie dotyczace sfery, a mIanowicie O kuli i walcu) Archimedes dowodzi,
ze 1f' "kolowe" i 1f' "kuliste" sa równe.

Tym razem narysujmy rozpatrywany wyzej walec obok
kuli - obie bryly postawmy na jednej plaszczyznie.
W walcu wytnijmy jednak dwa stozki majace za
podstawy -- podstawy walca, a za wspólny wierzcholek
- jego srodek.

Przecinajac obie bryly plaszczyzna równolegla
do podstaw walca otrzymamy, odpowiednio, kolo
o polu 1ir2 i pierscien kolowy o polu równym 1f'r2-1f'X2 .

Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa oba pola sa równe.

Dalej Archimedes argumentuje tak: nalewajac do obu bryl wody (czyli bryly
traktujemy jak puste wewnatrz naczynia) w kazdym momencie, na kazdym
poziomie dolewamy jej tyle samo. Stad objetosc (= ilosc wody, jaka pomieszcza)
jest równa. Ale dla walca z wycietymi stozkami obliczenie objetosci jest latwe:

2 1 2 4 31f'r • 2r - 2 . - . 1f'r . r = -1f'r .
3 3

I tyle wynosi objetosc kuli, co pokazuje, ze "kuliste" 1f' jest takie samo, jak trzy
pozostale.

Pózniej, ponad póltora tysiaca lat pózniej, znaleziono liczbe 1f' jeszcze
w innych miejscach, a to dzieki stworzonej przez Newtona i Leibniza analizie
matematycznej. Zapewne jednak wcale by jej nie szukano, gdyby nie miala
ona ugruntowanej pozycji waznej stalej matematycznej, która zapewnil jej
A.rchimedes.



Roawl"aanle aadanla F 817'. Jezeli
olej podnieoie oie na' wyookolc h.
energia pola elektrycznego wzrolnie
o wartol~

AE = ~AGU' = ~ 2"h.o(., - 1) U'.
2 2 In!.1.

"
Sila, Z jaka podno8zony jeot 8lup oleju
je8t r6wna

F = AE = ".0(.' - l)U'
h In!.1."

Sila ta jeot r6wnowazona przez 8ile
ciezkolci 8lupa olej u,

Q = pg"(r~ - r~)h.

Porownujac obie 8ily otrzymujemy

h _ .0(., - l)U'
- pg(r~-ri)1n?,-

Roawl"aanle aadanla F 818.
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d08tajemy

1= U' f;;{;. 8-
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Patrz w niebo
Okolo 1610 r. Galileusz rozpoczal teleskopowe obserwacje nieba za pomoca pierwszych
zbudowanych przez siebie lunet. Nic dziwnego, ze wlasciwie gdziekolwiek spojrzal,
to dokonywal odkrycia. Wsród jego licznych odkryc j,est tez stwierdzenie istnienia
pierscieni Saturna, aczkolwiek w tym przypadku sprawa nie jest taka prosta.
Mianowicie przez ew6j bardzo niedoskonaly teleskop widzial Galileusz wprawdzie po
obu stronach tarczy Saturna jakies "dodatki", ale nie rozpoznal ich jako pierscieni
(dokonal tego Huygens ponad 40 lat pózniej). Posunal sie nawet dalej w falszywym
kierunku i twierdzil, ze widzial dwa satelity Saturna, a caly uklad tych cial nazywal
"planeta potrójna". Pech chcial, ze po kilku latach owe domniemane satelity przestaly
byc widoczne i Galileusz w ogóle zwatpil w swoje odkrycie. Teraz wiemy, ze bylo to
skutkiem znalezienia sie Ziemi akurat dokladnie w plaszczyznie pierscieni; powtarza
sie to w przyblizeniu co 15 lat. Pierscienie sa bowiem t~orem niezwykle cienkim,
ich grubo'sc nie przekracza l km i ogladane z krawedzi z odleglosci 9,5 j.a. po prostu
przestaja byc na jakis czas widoczne nawet przez najpotezniejsze teleskopy. Ostatni raz
bylo tak w marcu 198Qr.

Jowisz wprawdzie nie ma tak gestych pierscieni, ma' za to cztery duze satelity widoczne
nawet w niewielkiej lunecie. Mozna by sie zastanowic, czy mozliwe jest ustawienie sie
tych satelitów na jednej prostej (dla obserwator~ ziemskiego, oczywiscie). Problem
moze wygladac na niepowainy, bo przeciez rozpoznajemy te satelity wlasnie po tym,
ze· ustawione sa na jednej prostej - tylko ze w przyblizeniu. "Dokladne" ich ustawienie
na jednej linii jest w zasadzie mozliwe, aczkolwiE!kmalo prawdopodobne. Pierscienie
Saturna sa tworem plaskim z ogromna dokladnoscia, natomiast cztery galileusz owe
sa.telity obiegaja Jowisza w plaszczyznach wyraznie róznych. Nachylenia ich orbit
do plaszczyzny jowiszowego równika dla lo, Europy, Ganimedesa i Callisto wynosza
odpowiednio O~04, 0~47, 0~21 1 0~51. R6znice"nie sa wielkie, ale wystarczajace,
by ewentualne prostoliniowe ustawienie sie satelitów moglo byc tylko dzielem
przypadku. Nie ma tu przeciez mowy o wspólnej plaszczyznie. Absolutnie niezwyklym
wydarzeniem byloby np. zakrycie jednego satelity przez innego, nie ma jednak co na to
liczyc - w kosmosie jest na to zbyt "przestronnie".

Tomasz KWAST

Wzór na pole kola
Liczbe 71' okreslamy jako iloraz dlugosci obwodu kola i jego srednicy. Wtedy obwód
kola o promieniu Rwynosi 271'R. Oto dowód "bez slów", który pokazuje, ze pole
takiego kola wynosi S = 71' • R2:

Jaroslaw GÓRNICKI
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Lemat Spernera, punkty stale

Janusz DRONKA,

1. Wstep

i algebra
Jaroslaw GÓRNICKI

Ro.wi".anie .adania M 609. Niech
CD bedzie dowolna §rednica. okregu.
Mamy

2 = CD { CAl + AlD.
2 = CD ~ CA. + A.D.

2 = CD ~ CA" + A"D.
Dodajac te nierówno§ci stronami
dostajemy

2n~ (CAl+ ... +CA,,)+

+ (AlD + ... + A"D).
Dlatego jeden z konców §rednicy
spelnia warunek zadania.

Jednym z wazniejszych kierunków rozwojowych XIX-wiecznej matematyki
byla powstajaca wówczas anall/sis sitw zwana inaczej topologia. Zajmuje sie
ona wlasnosciami figur geometrycznych, które zachowuja sie nawet wtedy, gdy
deformujemy je tak znacznie, iz traca one wszelkie swoje wlasnosci metryczne
i rzutowe.

Wiele faktów topologii jest tak waznych, ze matematykowi (i nie tylko) nie wypada ich
nie znac. Typowym przykladem jest tu twierdzenie Brouwera z 1911 roku o punkcie
stalym, które prezentujemy ponizej. Jest ono intuicyjnie znacznie mniej oczywiste niz
wiekszosc fa.któw topologicznych, ma rózne dowody i znalazlo szereg zastosowan.

2. Lematy Spernera
Podzial trójkata na skonczona liczbe mniejszych trójkatów w taki sposób, aby przekrój
kazdych dwóch trójkatów podzialu byl ich wspólnym bokiem, wspólnym wierzcholkiem
lub zbiorem pustym, bedziemy nazywac podzialem symplicjalnym - triangulacja.

A

c

8 A

podzialy symplicjalne

c

B.

c

Al •••••• '8
ten podziaL nie jest

symplicjalny

,
A,>

, 2~ 2 ,

lz:zzzti
1 2 1 2

~A2

Lemat 1 (Emanuel Sperner, 1928). Podzielmy symplicjalnie trójkat AlA2Aa.
Wierzcholki trójkatów podzialu tak ponumerujemy liczbami 1,2,3, ze

(*) ~i ma numer i, wierzcholek lezacy na boku AiAj ma ~umer i lub f, pozostale zas
wierzcholki maja dowolne numery.

Wtedy wsród trójkatów podzialu istnieje taki, którego wierzcholki maja numeracje
1,2,3.

Numeracje spelniajaca warunek (*) nazywamy spernerowska.

Dow6d. Wierzcholki trójkatów podzialu numerujemy zgodnie z warunkiem (*).
W rodzinie wszystkich boków trójkatów tego podzialu wyrózniamy te, których
koncom przypisano dwie liczby: 1 i 2. Oznaczmy rodzine tych boków przez R..
W rodzinie R. rozpatrzmy boki lezace na odcinku ArA2' Liczba u tych boków
jest nieparzysta (rysunek obok), co jako oczywiste pozostawiamy bez dowodu.
Niech T bedzie trójkatem podzialu, wtedy przez 'II(T) oznaczamy liczbe boków T
nalezacych do rodziny R. Jezeli przez w(T) oznaczymy l.bi6r wartoElci przyjmowanych
w wierzcholkach T, to latwo stwierdzjmy zaleznosci:
l. jezeli w(T) = {l, 2, 3}, to v(T) = 1;
2. 'jezeli {l,2} C w(T) =I {l, 2, 3}, to v(T) = 2;
3. jezeli {1,2} rt. w(T), to tI(T) = O.

Zatem, jesli l" jest liczba trójkatów podzia.lu, które w wierzcholkach maja numeracje
1,2,3, to

r == L'II(T) (mod2)

(liczby r i I: II(T) sa obie pa:rzyste badz obie nieparzyete). W LII(T) kazdy z boków
rodziny R liczony jest jeden raz, gdy zawiera file VI odcinku AlA2 i dwukrotnie
w pozostalych przypadkach. Mamy wiec

L II(T) == u(mod2).
skad

r == u(~od2).

Z nieparzystosci liczby u wynika nieparzystosc liczby r. W ten spoBób pokazalismy fakt
mocniejazy: liczba. r trójkat6w z podzialu symplicjalnego, których wierzcholki maja
numeracje 1, 'Z, 3, jest nieparzysta.
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dj(z) - dj(J(z))

jest mozliwie najwieksza.
W przypadku, gdy dla dw6ch liczb j, k (j =l k)

spelniony jest warunek (***) oraz

dj(z) - dj(J(z)) = d,,(z) - d,,(J(z)),

punkt z zaliczamy tak do zbioru Rj, jak i do zbioru R",

Rozwazmy teraz tr6jkat r6wnoboczny. Udowodnimy

Twierdzenie l (Leihen E. J. Brouwer, 1911). Dla kazdego ciaglego odwzorowania
I: 6 -+ 6 (domknietego tr6jkata r6wnobocznego w siebie) istnieje punkt staly, tzn.
taki punkt p E 6, ze I(p) = p.

Dowód. Niech tr6jkat r6wnoboczny 6 ma wierzcholki Al, A2, Aa. Dla dowolnego

punktu z E 6 oznaczmy przez odpowiednio dl (z), d2(z), da(z) odleglosci punktu z od
bok6w A2Aa, AIAa, AIA2' Zauwazmy, ze:

(1) !h(z) + d2(z) + da (z) = a· -/3, gdzie a jest dlugoscia boku tr6jka.ta,2

(2) nieujemne liczby al, a2, aa, takie, ze al + a2 + aa = a-/3, wyzn'aczaja taki punkt2
z E 6, ze di(Z) = ai dla i = 1,2,3.

Niech 1:6 -+ 6 bedzie odwzorowaniem ciaglym.

Zalózmy ponadto, ze I(z) =l z dla kazdego z E 6.
Mozemy w6wczas tr6jkat pokryc zbiorami Il;,
(i = 1,2,3) utworzonymi nastepujaco: punkt z E 6
nalezy do zbioru pokrycia o takim numerze j, dla
kt6rego

(***) dj(J(z)) ~ dj(z)
i r6znica

Lemat 2 (E. Sperner, 1928). Jezeli tr6jkat AIA2Aa bedzie pokryty takimi zbiorami
domknietymi RI, R2, Ra, ze

(**) Il; jest rozlaczny z bokiem przeciwleglym wierzcholkowi Ai,

to istnieje taki punkt p E 6AIA2Aa, ze p E RI n R2n Ra.

Dowód. Niech (En) bedzie ciagiem dodatnich liczb rzeczywistych, zbieznym do zera.

Dla kazdego n tworzymy podzialy symplicjalne trÓjkata AIA2Aa na tr6jkaty 6}"1 ta.k,

ze 67 jest zawarty w kole o promieniu En dla kazdego j. Wierzcholek tr6jkata 6 (nIJ
otrzYIp.uje dowolny numer zbior6w R", do kt6rych nalezy. Tego rodzaju numeracja jest
spernerowska. Z lematu 1 wynika, ze dla kazdego n w podziale symplicjalnym tr6jkata
AIA2Aa istnieje trójkat BnGnDn, którego wierzcholki maja numeracje 1,2,3. Mozemy

wybrac podciag (ni) tak, aby ciagi punktów (Bn,) C RI, (Gn,) C R2, (Dn,) C Ra byly
zbiezne do tego samego punktu p, kt6ry ze wzgledu na domknietosc zbior6w pokrycia
nalezy do RI n R2 n Ra.

Wykorzystujac ten rezultat przedstawimy kolejny wynik Spernera zwany "lematem
o zamocowaniu".

3. Twierdzenie Brouwera

b)

Mozliwolfc wyboru gwarantuje
twierdzenie Bolzano- Weierstrassa:

w kazdym ograniczonym ciagu punktów
na plaszczyinie istnieje podciag
zbiezny.

Sposób okrelflenia przynaleznolfci punktu x: w trójkacie równobocznym
wysokolfci wyznaczaj" pewne kierunki. Zaznaczamy je w kole,
przenoszac równolegle, jak na rysunku (b). Dziel" one brzeg kola na
trzy równe luki, które odpowiednio numerujemy. W kazdym punkcie
z E C. zaczepiamy wektor o koncu w punkcie I(z) (rys. (a)). Nastepnie
przesuwajac ten wektor równolegle zaczepiamy g<;>w punkcie O. Koniec
tak otrzymanego wektora rzutujemy radialnie (wzdluz promienia) na
brzeg kola. Numer luku, do którego nalezy tak otrzymany punkt, jest
numerem zbioru Ri, do którego nalezy punkt x.

A,

o figurze, która ma te wlasnoU, ze
kazde ci"gle przeksztalcenie w siebie
ma punkt staly mówimy, iz ma
wlasnolfc punktu stale go.

Mówimy, ze dwa zbiory A i B sa
homeomorficzne, jelfli istnieje ciagle
r6znowartotciowe odwzorowanie
h: A -+ h(A) = B majace ciagle
odwzorowanie odwrotne h-I: B -+ A.

WÓWGzas:

- kazdy punkt tr6jkata nalezy do co najmniej jednego zbioru z pokrycia,
- zbiory Il; sa domkniete,
- zbiory Il; sa rozlaczne z bokiem przeciwleglym wierzcholkowi Ai,
a co najwazniejsze RI n R2 nRa = 0 (dlaczego?). Otrzymana sprzecznosc z lematem 2
gwarantuje prawdziwosc twierdzenia.

Wykazana wlasnosc punktu stalego jest niezmiennikiem topologicznym, jesli bowiem
ma ja tr6jkat domkniety, to ma takze kazdy zbi6r z nim homeomorficzny.

Istot~ie, niech ciagle odwzorowania h: 6 -+ K, h-l: K -+ 6 ustalaja homeomorfizm
zbioru K z trójkatem. Rozpatrzmy ciagle odwzorowanie F : K -+ K. Wykazemy, ze F
ma punkt staly. Otóz zlozenie •

h-IoFoh:6-+6

ma punkt staly (na mocy twierdzenia Brouwera): z = (h-lo F o h)(z). Zatem

h(z) = (h o h-lo F o h)(z) = F(h(z)),

co konczy uzasadn ienie.



Nie wszystkie podzbiory plaszczyzny maja taka mila wlasnosc. Oto dwa przyklady:

y

p = K2 -K,

Ki ={a lal':; i)

x

Przyklad l. Pierscien P
jest zbiorem domknietym,
ograniczonym o niepustym
wnetrzu. Ciagle odwzorowanie
antypodyczne 1:p -+ P dane
wzorem I(a) = -a nie ma punktu
stalego.

Przyklad 2. Dla kola otwartego
C = {a : lal < l} odwzorowanie
1: C -+ C dane wzorem
I(a) = Ha+ ell, jest ciagle i nie
ma punktów stalych.

Symbolem lal oznaczamy odleglo'~
(euklidesowa) punktu a od punktu
0=(0,0).

4. Zastosowania
Twierdzenie Brouwera znalazlo wiele'zastosowan poza topologia, m.in. w teorii równan
rózniczkowych przy dowodzie istnienia rozwiazan, w teorii ukladów dynamicznych,
w analizie:funkcjonalnej, w algebrze ... Oto jak mozna je wykorzystac do dowodu
zasadniczego twierdzenia algebry" dowiedzionego po raz pierwszy przez Gaussa
w 1799 r., a wczesniej sformulowanego przez d'Alemberta w 1746 r.

Twierdzenie 2. Kazdy wielomian zespolony stopnia wiekszego lub równego 1 ma
pierwiastek zespolony.

Dowód. Rozwazmy wielomian zespolony

I(z) = zn + an-l . zn-l + ... + al . z + ao , n ;:::1, aj - zespolone.

Niech R = 2 + laol + lali + ... + lan-ll ;:::2. Funkcja g dana wzorem

{ j(z) _ i9

Z - R --l '( -1)9 dla z - r . e , O ~ r ~ 1,
g(z) = n. e' n r

. Z - Rn~(~ln-l dla 1 < Izl ~ R
jest ciagla (!). Przeksztalca ona kolo domkniete KR = {z : Izl ~ R} w siebie. Istotnie,
gdy O ~ Izl ~ l, to

Ig(z)1 = Iz - I(z) I < 1+ I/(z)1 <Rn-l . ei(n-l)9r - Rn-l-

< 1 + 1zll\+ lan_ll·lzln-l + ... + lall'lzl + laol < 1 R - 1 < R.- Rn-l - + Rn-l -
Gdy 1 < Izl ~ R, to

I (z)1= Iz _ I(z) 1= I(Rn-l - 1) . zn - an-l . zn-l - ... - aol <g Rn-l . zn-l· Rn-l . Izln-l

< (Rn-l _ 1)' R + lan-ll + lan-21' rh+ ... + laol' (rht-1 <
Rn-l Rn-l

R R-2 2
<R---+--=R---<R- Rn-l Rn-l Rn-l - .

Zbiór KR jest homeomorficzny z trójkatem, funkcja g jest ciagla, wiec na mocy
twierdzenia Brouwera istnieje taki punkt z E KR, ze g(z) = z. Warunek ten
w oczywisty sposób równowazny jest stwierdzeniu: istnieje takie z E KR, ze 1(2) = O •

Musimy jednak zaznaczyc, ze istnieja zbiory plaskie, które nie sa homeomorficzne
z trójkatem (np. okrag warszawski), a maja wlasnosc punktu stalego (Delta 9/1980).

Na zakonczenie uwaga. Z dowodu tego twierdzenia wynika, ze w kole KR istnieje
pierwiastek wielomianu I(z). Rodzi to pytania:
1. Jaki jest najmniejszy promien kola o srodku w punkcie zero zawierajacego wszystkie
pierwiastki wielomianu I(z)?

Przypadek 2. Kazda grupa lo chlopców 2. Jakie jest w ogóle najmniejsze kolo zawierajace wszystkie pierwiastki
ma co najmniej lo + l dziewczyn; wtedy • l . 1()1zenimy jednego z chlopców z jego w~eomlan~ z .
dziewczyna. Pozostali znów spelniaja Kilka WYnIkówz tego zakresu (choc nIe ostatecznych, Jak Sie wydaje) omaWIa
zalozenie indukcyjne, co konczy dow6d. A. Turowicz w Geometrii zer wielomianów.

Ro.wl".anle .adanla M 608.
Przypu'~my, te twierdzenie jest
prawdziwe dla wnyotkich I < n.
Udowodnimy, ze"jeot prawdziwe dla n,
i w ten sposób przeprowadzimy dowód
indukcyjny (przypadek n = l nie jest
trudny).

Przypadek 1. Istnieje grupa lo < n

chlopców, którzy maja dokladnie
lo dziewczyn. Na mocy zalozenia
indukcyjnego mozna kazdego z nich
ozeni~ z dziewczyn!\- Zauw,ai.my teraz,

te pozostala grupa chlop'J'lSwrówniez•pelnia zalozenie indukcyjne: gdyby
bowiem tak nie bylo, to pewna grupa
, chlopców mialaby wtedy nie wiecej
niz, - l dziewczyn i istnialaby grupa
, + lo chlopców, majaca, + lo - l
dziewczyn.

"Okrag warszawski" (serpentyny
utworzone sa przez odpowiedni
fragment wykresu funkcji x >-+ sin .l,
x #- O). Kazde ciagle odwzorowani:I :1II -> 1II ma punkt staly.
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wyd2tialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Termin nadsylania ro.zwi""an:
31 XII 1991 Skrót regulaminu

Kazdy mo.ze nadsyla<! ro.zwi""ania zadali z numeru n w terminie do. ko.nca miesiaca
n + 3. Szkice ro.zwi""ali zamieszczamy w numerze n + 4. Mo.zna nadsyla<! ro.zwiazania
csOterech, trzech, dwóch lub jednego. zadania (kazde na cddzielnej kartce), mo.zna to. ro.bi<!
co. miesiac lub z do.wo.lnymi przerwami. Ro.zwiazania zadali z matematyki i z fizyki nalezy
przesyla<! w cddzielnych kcpertach, umieszczajac na kcpercie do.pisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali cd Odo. 1 z do.kladno.~cia do. 0,1. Ocene mno.zymy
przez wspólczynnik torudno.~cidanego. zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S o.znacza sume
o.cen za ro.zwiazania tego. zadania, a N - liczbe o.sób, które nadeslaly ro.zwiazanie cho<!by
jednego. zadania z danego. numeru w danej ko.nkurencji (M lub F) - i tyle punktów o.trzymuje
nadsylajacy. Po. zgro.madzeniu 44 punktów, w do.wo.lnym czasie i w którejkclwiek z dwóch
ko.nkurencji (M lub F), zo.staje o.n czlo.nkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do. po.no.wnego.udzialu. Trzykro.tne czlo.nko.stwo.- to. tytul Weterana.
Szczególo.wy regulamin zo.stal wydrukcwany w numerze 7/1990.

Zadania z matematyki nr 225, 226 Redaguje Marcin E. KUCZMA

22ó. Wyzna.czyc wszystkie funkcje f ekreslene na. zbierze
liczb ca.lkewitych nieujemnych, e wartoscia.ch w tym
sa.mym zbierze, spelnia.jace równanie

f(!(n)) + f(n) = 2n + 6 dla. n = 0,1,2,,,.

226. Niech ao., Gl, G2, ••• bedzie niema.lejacym ciagiem liczb
deda.tnich. Okreslamy ciag bl, b2, ••• wzerem:

b (Go. Gl Gn-l)
n=n- -+-+ ...+-- .

Gl G2 Gn

Udewednic, ze ciag (bn) jest zbiezny wtedy i tylko. wtedy,
gdy ciag (Gn) jest zbiezny.

221. (a' Oznaczmy edpewiednie przez S i O sredki symetrii danych figur: scisle wypuklego.
zbieru Z eraz wpisanego. wen wielekata W. Wybierzmy dewelna pare przeciwleglych
beków AB i CD wielekata W. Równeleglebek ABCD jest wpisany w figure Z, a S
jest jego. sredkiem symetrii. Przypuscmy, ze O ~ S. Wówczas jedna z przekatnych
rewneleglebeku ABCD nie przechedzi przez Oj bez straty ególnesci mezna przyjac, ze punkty
O i B leza po. róznych strenach prostej AC (rys. 1). Oznaczajac przez A',B',C' ebrazy
punktów A, B, C w symetrii sredkewej wzgledem O etrzymujemy sredkewo-symetryczny
szesciekat ABCA' B'C' wpisany w Z i nie zdegenerewany de czwerekata (Co.wynika ze scislej
wypuklesci zbieru Z). Punkt D, jako. symetryczny de B wzgledem sredka edcinka AC,
pewinien lezec wewnatrz tego. szesciekata (rys. 2) - nie meze wiec lezec na brzegu figury Zj
sprzecznesc. Zatem O = S.
(b) Niech q bedzie liczba dedatnia rózna ed 1/2. Wezmy ped uwage punkty

A= (-l,q,q), B = (q,-l,q), C = (q,q,-l),
A' = (l, -q, -q), B' := (-q,l, -q), C' = (-q, -q,l),
0=(0,0,0), S = (1,1,1).

Najmniejszy zbiór wypukly zawierajacy punkty A,B,C,A',B',C' jest wielescianemj
eznaczmy go. przez W. Punkt O jest jego. sredkiem symetrii. Plaszczyzna ABC (e równaiu
z + II + z = 2q - 1 niErprzechedzi przez O, a wiec W nie degeneruje sie de wielekata.

W trójwymiarewej przestrzeni kartezjanskiej wzór

d((Z,II, z), (u,v, w)) = Vlz - ul3 + 111- vl3 + Iz - wl3

ekresla metryke, a kazda kula (w sensie tej metryki) jest zbierem scisle wypuklym eraz
sredkewo-symetrycznym. Zauwazmy teraz, ze

d(A,S) = d(B,S) = d(C, S) = {ho - 6q + 6q2 - 2q3 =: r,

d(A', S) = d(B', S) := d(C', S) = V2 + 6q -+ 6q2 + 2q3 =: r' .
Jesli za q przyjmiemy pierwiastek równania q"3+ 3q = 2, uzyskamy równesc r = r'.
Wielescian W jest wówczas wpisany w pewna d-kule e sredku S, nie pekrywajacym
sie z O.

c

Rys" l

Rys. 2

Zada.nie 226 uprepenewal pan Lukasz Wiechecki z Legnicy.

Rozwiaza.nia. za.da.nz matema.tyki z numeru 5/1991
Przypemina.my tresc uda.n:

~:U.(a) W gcigle wypukly gro.dko.wo.-symetryczny zbiór na plas~czytnie wpis~no. wie10.kat
gro.dko.wo.-symetryczny. Do.wieic, ze gro.dki symetrii o.bu figur pckrywaja sie·
(b) Dac przyklad gdgle wypukle go.ho.dkowo.-symetrycznego. zbio.ru w przestrzeni o.raz
wpisanego. weli gro.dko.wo-symetrycznego. wlelo.gcianu (nie zdegenero.wanego. do. wie10.kata) tak,
by gradki symetrii abu figur nie pakrywaly sie.

~~:l.Wyzntl.czy<!wnystkie co. najwyzej dwucyfrawe liczby n a nastepujacej wlasno.gci: dla
dawo.lnej liczby naturalnej m, której ostatnia cyfra jest jedynka, dwucyfro.wa ko.nc6wka liczby
nm jest identyczna z n. (Uwaga: 3 = 03 itp.)
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222. Szukamy licsb naturalnych" < 100 spelniajacych dra kazdej liczby naturalnej k r6wnanie
"J01.+1 == " (mod lOO). csyIi

"(n1111. _ I} == O (mod lOO).

Zauwaimy, ze jeseli i\wiar;ek ten r;ac:hodD dla 1=1, to uchodzi dla wszystkich k natur.alnych
(bo lfczba niDA:- 1 dzieli sie pan "ID' - li). Zadanie Bpl!&wadzasie: do znalezienia wszystkich
licab n=lO:z+, (:z.Il E {O.l •..•• !)}l takich, ie •

(10. )

(1) 0== n(nlO - 1) = (10z + 11') L C:1(10zJiflil0~i - l . == (loz + ,),(,10 - l) (mod 100) .'. ,
1=0

Gdy, E {2,!, 7,8}. wÓ..-c:na 1'19 == 4 (mod S), wiec prawa. strona (l) nie dzieli sie przez 5;
brak roswil\Slln. Gdy., E {4, 6}, W6WUiaBfII10 - l =- 'liS (mad 100) i dla spelnienia zwiazku (l)
potrzeba iwystarcza, by n= 10%+, bylo liciba podziel'nrt p~ 4-
Gdy V E {1,9'},. w6wczas lfl.O - 1 =- El'(mod UlO) wiec: kaide :z:jeat dobre.
G.dy 11=5, wowaas .,10_1 =- %4 (mod 100) i dla. spelnienia (l}. potneba i wystarcza,
by n=10z+S bylo liaiba podzielna przez 2&.
Gdy ,=0, wówczas ,10_1 == 99: (mod lOO) i €l) r;ac:hoasi t.ylko dla z=O.

Reasumujac: roswiau.niem J!ównama sa, w·s,e,pUie liczby n<lOO ma.i,ac:epostac 10j±11ub
2Oi±4 oraz liczby 00, 2S, 15.

!=44
~ ~

'11)'1
:1 l

Zadania z fizyki nr 123, 124
1:l3. Pudelko, z którego wychodza dwa przewody, zawiera
kondensator, opornik i cewke o pomijalnie malym oporze,
polaczone w nieznany sposób. Po przylozeniu napiecia
stalego stwierdzono, ze opór pudelka wynosi 100 n, i taki
sam opór wykazuje ono w obwodzie pra,du przemiennego
bardzo wielkiej czestotliwosci. Po przylozeniu napiecia
sinusoidalnego modul impedancji (zawada) okazal sie
równy 50 n przy czestotliwosci IDOHz i 80 n przy
czestotliwosci 200 Hz. Narysowac schemat obwodu
i wyznaczyc wartaki L i C.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

1:l4.. Ciecz lepka. wypelnia przestrzen pomiedzy dwoma
dlugimi cylindrami obracaja,cymi sie wokól wspólnej
osi, przy czym wewnetrzny cylinder ma promien rl
i predkosc katowa Wl, a zewnetrzny - promien r:l
i predkosc ka,towa W2. Jakim wzorem wyraza sie zaleznosc
predkosci cieczy od odleglosci r od osi (rl <r<r:l)? Przyjac,
ze przeplyw jest stacjonarny (niezaleiny od c~asu)
i laminarny (tzn. "warstwowy", bez zawirowan).

Roswl~sanla sada6 s fbykl s numeru 5/1991

Przypominamy treafc zadan:

119. tr6dlo punktowe S o «wiatlo«ci I znajduje oie w odlegloofci '" od ooczewki okupiajacej
o ogniskowej /. za która w odlegloofci 11 lezy ekran prostopadly do ooi optycznej. ZnaleU
natezenie oofwietlenia powierzchni ekranu (jej oofwietlonej cze«ci).

120. Dane 00. geotoof~cieczy p, jej napiecie powierzchniowe (1' i m•••a kropli m. Oznaczmy
przez "'m makoymalna predkoof~ katowa, jaka moina nada~ tej kropli wotanie niewazkoofci,

aby nie rozleciala oie. Wykazae!. ze "'m jeot proporcjonalna do yf!; i obliczye! lub ocenie!
orientacyjnie stala proporcjonalnoofci.

5

~

Ryo.l

t ~

5'

y

119. Ponizsze rozwiazanie odnosi sie do przypadku, gdy obraz rzeczywisty S' znajduje sie
przed ekranem (ry8.1). Oznaczmy powierzchnie soczewki przez A. Kat brylowy, jaki tworzy
wiazka wychodzaca ze tr6dla S i wchodll'aca do soczewki wynosi s~ , zatem strumien swiatla

tej wiazki je8t r6wny ~:. Po przejsciu prZez 80czewke wiazka skupia sie w punkcie S' J którego
odlegl04c z od 80czewki jest dana wzorem,

l l l . fz- + - = -, czyh z = -­
z z f z-f

Kat brjlowy, wewnatrz kt6rego biegnie swiatlo po przejsciu przez soczewke, wyno8i ~.
Dlatego lIZ punktu widzenia ekranu· mozemy potraktowac S' jako tr6dlo punktowe
o swiatlosci l' zwiazanej z l wzorem

lA l'A
;i'--;2
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Roswl"sanle sadania M 607.
Zalózmy, co nie z.nlniejaza ogólnol!ci, ze
wielok,\t jest wypukly. Niech p b~dzie
prost'\ zawieraj1\C'\ jeden z boków,
q - prostopadla do niej. Mozna
teraz podzielic wielok,\t na trójka.ty
p6lprostynli al, a2"" l an.=b1.·.·, bn.
w taki sposób, by kazda z pólprostych
leza.cych w górnej pólplaszczyznie miala
swój prostopadly odpowiednik w dolnej
i na odwrót.

=0

Stad ot~ymujemy I' = 112 /(z - !)2 i natezenie oswietlenia ekranu

_ I' _ 112E----------.
(II - z)2 (IIZ - I(z + 11))2

W przypadku obrazu rzeczywistego za ekranem lub pozornego rozumowanie rózni sie tylko
kilkoma szczególami, a wynik koncowy jest identyczny. Obowiazuje on takze dla soczewki
rozpraszaj acej - nalezy jedynie podstawic ujemna wartosc I·

120. Pierwszy punkt jest banalnym przykladem zastosowania analizy wymiarowej, gdyz
w zaleznosci

~m = I(m,u, p)

"iedyna funkcja 1 spelniajaca zgodnosc wymiarów

!= 1 (k kg~)s g, s2' m3

jest funkcja 1= const· vu/m (brak zaleznosci od p). Wyznaczenie wartosci stalej jest
znacznie trudniejsze. Ponizej podajemy skrótowy opis pewnej numerycznej metody znalezienia
ksztaltu obracaj acej sie kropli i obliczenia szukanej stalej.

Rozpatrujemy stan równowagi kropli w ukladzie obracajacym sie, w którym wystepuje
przyspieszenie odsrodkowe w2r, zatem "cisnienie odsrodkowe" jest równe pw2rdr, a po

scalkowaniu! pw2r2 (gdzie r - odleglosc od osi obrotu). Cisnienie cieczy przy jej powierzchni

równowazy sie z cisnieniem blonki powierzchniowej, równym u (...!... + ...!...), gdzie RI i R2 saRI R2
to glówne promienie krzywizny blonki. Bryle o symetrii obrotowej wokól osi z przedstawimy
w przekroju (rys.2), wtedy jeden z tych promieni jest promieniem krzywizny otrzymanej
krzywej, czyli

l da
li; - ds '

gdzie da jest zmiana kierunku stycznej przy przesunieciu ds wzdluz krzywej. Drugi
z promieni jest zwiazany z krzywizna przekroju w plaszcz)U!nie prostopadlej do rysunku
i wynosi R2 = r/sina (por. tez w poradnikach matematycznych wzory opisujace krzywizne
powierzchni). Równanie opisujace ksztalt kropli ma zatem postac

l 2 2 (da sin a)
Po + - pw r = u - + -- ,. 2 ds r

gdzie Po - cisnienie na osi. Wybrawszy wartosci parametrów. Po, p, w i u oraz krok ds mozemy
scalkowac numerycznie powyzsze równanie od punktu r = a = O do "równika" kropli, tzn.
punktu a = 11'/2. (Nb. zaleznosc a(r) mozna scalkowac analitycznie, ale i tak pozostanie do
scalkowania numerycznego z(r)). Calkujac obliczamy jednoczesnie wielkosc 411'EZiriAri
- jest to podwojona objetosc czesci zakreskowanej na rysunku 3, czyli objetosc "brakujaca" do
walca.

Rys. 3

zz

Rys. 2

Niech r. oznacza dlugosc odcinka OA"
" - dlugosc OB" a. - ka.t mi~dzy a,
i ai+1. Pole wielok,\ta wynosi

,,-ll".2 ~ sm a.(r.r'+l + ·.·.+d,
i=1

ale na mocy nier6wnosci Schwartza

r.ri+l + -'_"_+1 ~

~vrl + alvr?+l + 1J~+1'

Poniewai srednica wieloka.ta nie
przekracza 1, prawa strona jest nie
wi~k8Za niz 1.

,,-l

+ L ""+1 sin a.)
.=1

,,-l

P = ~(L r,r'+l sin a.+
t=1

Wtedy
,,-l

P < !. " sin aj.-2~
i=1

,,-l
Ponadto sina; ~ aj, E aj ~ fr/2, ska.d

1=1

p<!..~=~.
- 2 2 4

Uwaga. Oczywill'cie, wynik
pozo.staje w mocy dla dowolnej figury
O srednicy ~ 1. Trzeba wtedy obliczac
calki, ale dow6d jest znacznie prostszy.
Jaki?

Jesli na "r6wniku" mamy r = r1 i %= %10to mas~ kropli wyliczymy ze wzoru

m = p(2frr~%1 - 4frL rj%i~r;).

Tak wiec w naszej procedurze numerycznej masa jest funkcja. pozostalych parametr6w, w tym
cisnienia Po, choc z fizycznego punktu widzenia jest na odwrot: to Po }est funkcja innych
parametr6w, w tym masy.

Jak wynika z analizy wymiarowej, ksztalt kropli i wszystkie jej cechy sa. opisane przez jeden
bezwymiarowy parametr - innymi slowy, wystarczy zmieniac np. pa.rametr PO, nadajac wartosci
jednostkowe parametrom w, f7 i p. Oznacza to, ze jednostka. cisnienia jest pl/3 f72/3 W2/3,
dlugoll'ci p-l/3f71/3W-2/3, a masy f7w-2• Jell'li wiec otrzymana masa ma warto,(c c, to

-2 l' . ~m = CfrW czy 1 W = V ;;.
Rachunki numeryczne prowadza do wniosku, ze maksymalna. wartoll'cia c jest 19,05, ,jC = 4,365.
Wartoll'c te osiaga sie przy Po = -0,55, wtedy rl = 2,35, %1= 0,49.
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bLJlli===q
(1) Jezeli P jest prostokatem. oraz P=P1U ... UPm jest
podzialem tego prostoka,ta na skonczona, liczbe mniejszych
prostoka,tów, a f: P-+C jest funkcja ciagla, o wartosciach
zespolonych, to

(z wykladu analiz"y funkcjonalnej)

Latwe czy trudne?
Pr-zywyklismy do tego, ze zazwyczaj zadania matematyczne

o prostym sformulowaniu maja proste rozwiazania.
Równiez i na odwrót: zadania, które maja skomplikowane
sformulowania, w których wystepuja skomplikowane

pojecia, zazwyczaj maja skomplikowane rozwiazania.
Tak jest zazwyczaj, ale czy zawsze?

Dzis pragne przedstawic zadanie, majace proste
sformulowanie, i jego rozwiazanie. Rozwiazanie krótkie,

ale wykorzystujace nieelementarne fakty z matematyki
wyzszej. Po kolei jednak. Zacznijmy od zadania.

Prostokat P dzielimy na skonczona liczbe mniejszych

prostokat6w (w ten spos6b, ze dowolne dwa z nich
moga zahaczac o siebie jedynie bokami - por6wnaj

z rysunkiem). Zal6zmy, ze kazdy z mniejszych prostokat6w

ma przynajmniej jeden bok o dlugosci bedacej liczba
calkowita. Udowodnic, ze prostokat Pma bok o dlugosci
bedacej liczba calkowita·

Jedyne rozwiazanie: jakie znam, opiera sie na pojeciu
calki podwójnej i to z funkcji o wartosciach zespolonych.
Nie wnikajac w szczególy (które jednym Czytelnikom
moga sie wydac zbyt trudne, a innym zbyt nudne)
ogranicze sie do dwóch informacji, które posluza mi do

przedstawienia rozwiazania zadania. Komplet wiadomosci
na ten temat mozna znalezc w podrecznikach akademickich

analizy matematycznej (np. F. Leja Rachunek r6miczkowy

i calkowy).

Calka podwójna jest uogólnieniem "zwyklej" calki na
funkcje dwóch zmiennych. Jezeli uznamy, ze obliczenie
"zwyklej" calki polega na wyznaczaniu pól pewnych figur

plaskich, to obliczeniu calki podwójnej odpowiadac bedzie
wyznaczanie objetosci pewnych obszarów przestrzennych.
A oto zapowiadane informacje (pierwsza z nich wydaje
sie intuicyjnie uzasadniona, natomiast druga wyglada

grozniej).

Galeria JednegoCytatu

- Oto przyklad przestrzeni. która z jednej strony wyglada
przyzwoicie, a z drugiej ...

II f dx dy = t II f dx dy .
P k=1 Pk

(2) Jezeli P jest prostoka,tem o wierzcholkach w punktach

(Xl, yI), (Xl' Y2), (X'2, Yl), (X2' 112), to

II [cos 27l'(X+ y) + i sin 27l'(x + y)]dxdy =
P

= -~[cos 27l'X2- cos 27l'Xl + i(sin 27l'X2- sin 21rxI)]·47l'

·[cos 27l'Y2- cos 27l'Yl + i(sin 27l'Y2- sin 27l'yI)] .

Z wlasnosci (2) wynika, ze prostokat P ma bok o dlugosci
bedacej liczba calkowita wtedy i tylko wtedy, gdy

II (cos 27l'(x +'y) + i sin 27l'(x + y))dxdy = O.
P

Teraz juz twierdzenie zawarte w zadaniu jest prosta
konsekwencj li, wlas~sci (1).

Byc moze zadanie to ma rozwiazanie elementarne, a tylko
mnie nie udalo sie do tej pory takieg~ rozwiazania
znalezc. Dokladniej mówiac, nie tylko mnie, ale
równiez wielu innym; zadanie interesowalo wiele osób,
a nie wiem o nikim, kto potrafilby je zrobic bardziej
elementarnie. W czasie pewnej miedzynarodowej
konferencji matematycznej bylo tematem wielu dyskusji
kuluarowych.

Bardzo czesto mlodzi i pomyslowi ludzie, nieobciazeni
skomplikowana wiedza matematyczna, wykazuja sie
wielka pomyslowoscia przy rozwiazywan.iu problemów

matematycznych (jako przyklad niech posluzy zadanie

o izometrii - porównaj EPSIL ON nr l - którego nie
potrafilo rozwiazac wielu zawodowych matematyków,
a które rozwiazal student I roku). Moze komus
z Czytelników uda sie znalezc elementarne rozwiazanie
tego zadania. Jesli tak, redakcja EPSILONA bedzie
wdzieczna za przyslanie.

Slawomir CYNK

O wybitnym, niezyjacym juz fizyku krakowskim znana jest
autentyczna podobno historia.
W latach pie~dziesiatych, gdy o zezwolenie na wyjazd za granice
bylo nieco trudniej niz dzig, profesorowi wraz z asystentem
udalo sie wyjecha~ na zagraniczna konferencje. Do Moskwy.
Zakwaterowano ich w hotelu.
Gdy tylko WEszlido hotelowego pokoju, profesor stwierdzil:
- Tu gdzie g musi by~ podsluch!
Zaczeli intensywnie 8Zuka~ podsluchu, na lfcianach, w meblach,
lózkach, jednakze bezskutecznie.
- Zwijamy dywan! - zdecydowal profesor.
Po zwinieciu dywanu ujrzeli na grodku pokoju metalowa
plyte, przymocowana do podlogi piecioma poteznymi grubami.
Profesor mial w kieszeni marynarki rozmaite pióra, olówki itp.;
znalazl sie tam i grubokret. Zaczeli zatem odkreca~ plyte.
Odkrecili pierwsza lfrube, druga, trzecia ... Gdy odkrecili piata,
rozlegl sie ogromny huk.
W pokoju pietro nizej spadl zyrandol.

EPSILON - niezalezny dodatek Delty. Redakcja: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Ananiasz Polf~iechowski. Adres do korespondencji: K. Cil'sielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krak6w, z dopiskiem •.

17


