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Dwa zegarki
•1 calkiem powazna fizyka

Pawel KRA WCZYK

Czestym elementem filmów sensacyjnych jest scena nastawiania
zegarków na te sama godzine, czyli, jak mówimy fachowo, ich
synchronizacji. Gdy wszyscy posiadacze zegarków znajduja sie
razem, jest to dziecinnie proste. Czy mozna jednak calkowicie
zsynchronizowac dwa zegarki odlegle od siebie? Aby odpowiedziec
na to pytanie, wczujmy sie w role pilotów kosmicznych, blizniaków
Jacka i Placka, siedzacych za sterami swych rakiet, znajdujacych
sie na przeciwleglych krancach rozleglego kosmodromu. Dostali <>ni
odpowiedzialne zadanie doswiadczalnego sprawdzenia szczeg6lnej
teorii wzglednosci. Nasi piloci maja wystartowac dokladnie
w tym samym momencie i utrzymujac caly czas szyk liniowy
(rakieta Jacka z przodu, rakieta Placka dokladnie za nia - patrz
rysunek) i stala odleglosc leciec pelna moca silników przez 24
godziny czasu pokladowego. Po wylaczeniu silników bracia
maja por6wnac wskazania swych zegark6w. Zakladamy, ze ruch
z wlaczonymi silnikami odbywa sie z przyspieszeniem, po ich
wylaczeniu zas ze stala predkoscia. Zadanie wydawalo sie trywialne:
cóz prostszego jak utrzymac stala odleglosc, gdy dysponuje
sie, jak na blizniaków przystalo, identycznymi rakietami. Ale,
o zgrozo, bracia wykryli podczas radiowej pogawedki tuz przed
startem, ze zegarek Jacka pokazuje 11: 29, a Placka - 11 : 30.
- Nastaw swój zegarek na 11: 30, Jacku - powiedzial Placek -

i wszystko bedzie w porzadku.
- To na nic - odpowiedzial Jacek - nasza rozmowa przenoszona jest

przez fale radiowe, które potrzebuja troche czasu, aby dotrzec od
ciebie do mnie. W ten spos6b mój zegarek wskazywalby zawsze
nieco wczesniejsza godzine niz twój.

- Ech - westchnal Placek - gdyby bylo wiecej czasu, po prostu
przyszedlbym do ciebie i latwo moglibysmy zsynchronizowac nasze
zegarki.

- Zapominasz, ze czas plynie inaczej w poruszajacych sie ukladach
odniesienia. Wracajac do swojej rakiety popsulbys synchronizacje.

Geometria
czasoprzestrzeni
Marek KORD OS

Wspólczesni twierdzili, ze Einstein byl
miernym, zeby nie powiedziec marnym,
matematykiem. Bylo to paradoksalne,
albowiem od niego wlasnie pochodzi
koncepcja, ze struktura fizyki teoretycznej,
nowoczesnej fizyki teoretycznej, jest
taka sama jak struktura matematyki.
Pojecia, jakimi zajela sie fizyka teoretyczna'
przelomu stuleci, maja matematyczny
charakter, sa bowiem niezmienne
- twierdzil Einstein. Fizyka zaczela
zajmowac sie wtedy czasteczkami,
atomami, czastkami elementarnymi.
Czasteczki, powiedzmy, wody sa"jednakowe
tak bardzo, jak moga jednakowe byc tylko
np. trójkaty równoboczne. Co wiecej,
po rozbiciu ich na czesci i ponownym
polaczeniu otrzymamy dokladnie to,
co bylo na poczatku. Pozwala to na
konstruowanie idealnie scislych (a nie tylko
w przyblizeniu, jak bylo dotad) modeli
matematycznych. Einstein utozsamia
model matematyczny z teoria fizyczna.
Fizyka teoretyczna staje sie tym samym
specyficzna galezia matematyki.

W tym momencie Jacek uswiadomil sobie, ze pomysl Placka ze
spacerem nie byl taki zly. Trzeba tylko, zeby Placek zostawil swój
zegarek i w momencie wyjscia rzucil nan okiem.

- Podróz do mnie - pomyslal Jacek - zajelaby mu czas l:i.t

i z powrotem tyle samo. Wystarczyloby, zeby' bedac u mnie
zapamietal wskazanie mojego zegarka, a po powrocie do siebie
sprawdzil, ile czasu trwala ta wyprawa. Powinien natychmiast
nastawic swój zegarek na zapamietana godzine plus polowa czasu
trwania wycieczki. Tak, to jest wlasnie to.

Jacek natychmiast wyjasnil swoje rozumowanie Plackowi:
- Wprawdzie nie ma czasu na spacery, ale mozemy zalatwic to

za pomoca swiatla. Ma to te dodatkowa zalete, ze w dowolnym
ukladzie odniesienia swiatlo porusza sie zawsze ze stala predkoscia
i czas jego przejscia od ciehie do mnie i z powrotem bedzie na
pewno taki sam. Wyslij wiec do mnie impuls swiatla, a ja go

CU=[
Xp

~

kierunek ru chu '3

Nic wiec dziwn~go, ze gdy Einstein
sformulowal teorie oddzialywan cial
poruszajacych sie, zwana szczególna teoria
wzglednosci, sprawe znalezienia dla niej
odpowiedniego modelu matematycznego
uznal za pierwszoplanowa. Jednak rózni,
"pozyczani" przewaznie od Hilberta,
mlodzi asystenci-matematycy traktowali
wspólprace z Einsteinem jak panszczyzne
i nie nalezalo sie spodziewac po nich,
ze to oni potrzebny model skonstruuja.
W Getyndze, gdzie Einstein (pracujacy
w biurze patentowym w Zurichu) szukal
partnerów naukowych, dzialal 15 lat
starszy od Einsteina wybitny geometra
Herman Minkowski. Einstein byl zreszta
studentem Minkowskiego na politechnice
w Zuris:;hu. I wlasnie Minkowskiego
potrafil Einstein pozyskac dla idei
poszukiwania modelu matematycznego dla
szczególnej teorii wzglednosci.
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Ksztalt zaproponowanego przez
Minkowskiego modelu matematycznego
staje sie bardziej zrozumialy, gdy
przyjrzec sie koncepcjom, jakie poprzednio
Minkowski lansowal.

Najwieksza popularnosc i znaczenie
mialy tzw. metryki Minkowskiego.
Sa to sposoby mierzenia odleglosci
w przestrzeni afinicznej, to znaczy
uogólnienia euklidesowego sposobu
mierzenia odleglosci, ale takie, które
nie powoduja zmiany liniowej struktury
przestrzeni: proste sa nadal zwyklymi
prostymi, plaszczyzny - zwyklymi
plaszczyznami itd.

Otrzymane w ten sposób nowe geometrie
zrobily juz okolo 1900 roku znaczna
furore w matematyce, choc nie wiedziano
wtedy dokladnie, jak dalekie sa one od
euklidesowego pierwowzoru (ostatecznie
okreslil to w latach dwudziestych Radon)
i jak bardzo sa mu bliskie (tu ostateczny
rezultat uzyskal w latach czterdziestych
John). Nie bylo tez jeszcze analizy
funkcjonalnej (stworzonej w latach
trzydziestych glównie za sprawa Banacha),
w której geometrie Minkowskiego sa
bardzo waznym narzedziem badawczym
(tzw. ciala. cechujace).

Ogólna idea tych geometrii - struktura
liniowa jak najbardziej "zwyczajna",
wzieta z geometrii euklidesowej i nie
naruszajace tej struktury zaburzenie
struktury metrycznej - jest idea, z której
wywodzi sie równiez i czasoprzestrzen.
Czasoprzestrzen, czyli wlasnie poszukiwany
przez Einstein,a model matematyczny
szczególnej teorii wzglednosci.

odbije za pomoca lustra. Gdy impuls dotrze do mnie, nastawie
swój zegarek na punkt 11: 50. Gdy ty zobaczysz odbity przeze
mnie sygnal, nastaw swój zegarek na godzine pózniejsza o polowe
czasu, jaki uplynal miedzy wyslaniem a odbiorem sygnalu.
Wystartujemy, gdy nasze zegarki pokaza dokladnie 12: OO!

Stalo sie tak, jak mówil Jacek. Zegary zostaly doskonale
zsynchronizowane i start nastapil równoczesnie.
- Uf, problem mamy z glowy - stwierdzil Placek. - Swietnie to

rozwiazales. Jak juz jestes taki sprytny, to powiedz mi jeszcze,
jaki sens ma caly ten eksperyment. Nasze rakiety sa identyczne.
Caly czas poruszamy sie z identycznymi predkosciami i podlegamy
tym samym przyspieszeniom. W naszych sytuacjach nie ma
zadnych róznic. Nasza podróz ma sie zakonczyc, gdy twój zegar
i mój zegar wskaza ponownie dokladnie godzine 12: 00. Co wiec
moga, pokazywac, gdy je porównamy po zakonczeniu? Oczywiscie,.
zawsze te sama, godzine. Szkoda paliwa i naszego wysilku na takie
eksperymenty.

- Nie masz racji, bracie - odpowiedzial Jacek. - Gdy wysiadziemy
z rakiet, ja, który znajduje sie z przodu, bede starszy, a mój
zegarek wskaze godzine pózniejsza niz twój. Popatrz na nasza
sytuacje z punktu widzenia obserwatora pozostajacego na
kosmodromie. Wyobraz tez sobie, ze aby porównac wskazania
naszych zegarów, wysylam do ciebie regularnie co sekunde
impuls swietlny. Ustalilismy juz przeciez, ze poslugujac sie
impulsami swietlnymi realizujemy najlepszy z istniejacych
sposobów porównywania zegarów. Poniewaz twoja rakieta porusza
sie w kierunku mojej z przyspieszeniem, wiec dla obserwatora
na kosmodromie bedzie oczywiste, ze impuls swietlny zawsze
przebedzie droge krótsza niz ta, która dzielila nasze rakiety
w chwili jego wyslania. A zatem, bedziesz ~dbierac moje impulsy
swietlne w odstepach krótszych niz wtedy, gdybysmy poruszali
sie bez przyspieszenia. Stosujac nasza procedure synchronizacji
zegarków stwierdzisz, ze w chwili przybycia kazdego z impulsów
musisz odrobine posunac swój zegarek do przodu. Oznacza to,
ze pózni sie on w stosunku do mojego zegara. Mówiac jeszcze
inaczej, czas w twojej rakiecie, Placku, plynie wolniej niz w mojej!

Praca Minkowskiego wprowadzajaca
to pojecie zostala napisana w 1908,
a wydrukowana w 1909 roku - roku
smierci Minkowskiego. Stworzylo to
zdumiewajace zjawisko - geometria
czasoprzestrzeni praktycznie nigdy nie
sta.la sie obiektem intensywnych badan
matematyków, uprawiali ja wlasciwie
wylacznie fizycy i to pragmatycznie:
badano tylko te jej wlasnosci, które maja
klarowna interpretacje fizyczna.

t = t,

O tej czesci teorii czasoprzestrzeni jest
mowa w innych artykulach w tym numerze
Delty. Tu chcialbym przedstawic spojrzenie
na nia jako na obiekt matematyczny.
Aby uproscic sobie zadanie, bede mówil
o "czasoprostej" , a wiec przestrzeni
dwuwymiarowej, której struktura
liniowa jest identyczna jak plaszczyzny
euklidesowej, ale stosunki metryczne sa
tu bardzo odmienne.

2

Impuls ~wiet1ny wysiany przez Jacka w chwili t = tl i odebrany przez Placka
w chwili t = t2 przebyl dystans mniejszy niz odlegloM d miedzy rakietami.
R6znica Ll.dr6wna jest drodze przebytej przez rakiete Placka w czasie t2 - tl·
Gdyby predkogci byly znacznie mniejsze niz predkogc ~wiatla c, a przyspieuenie
stale i wynosilo a, moglib~my napisac

C(t2 - ttl '" d - ~(t2 - ttl2,2

czyli
1 ad2

t2 -t, '" -(d- -j.c 2c2

Wz6r ten pokazuje. ze r6zne tempo uplywu czasu w rakietach Jacka i Placka
pojawia sie tylko, gdy a fe O.



- Nie, to niemozliwe! Warunki naszego lotu sa takie same.
A zatem i czas musi plynac w takim samym tempie. Twoje
rozumowanie ...

Zostawmy naszych sprzeczajacych sie blizniaków i spróbujmy sami
rozstrzygnac ich spór. Nasza decyzja bedzie zgola salomonowa:
obaj maja racje. Chociaz od chwili uruchomienia silników do chwili
ich zgaszenia obydwaj bracia odmierza ten sam czas, to jednak
w ostatecznym rozrachunku Jacek okaze sie starszy. To sprzeczne
ze zdrowym rozsadkiem, zawola moze Czytelnik. Otóz nie, bowiem
moze sie zdarzyc - i wlasnie zdarzy sie - ze koniec pracy silników
nie bedzie równoczesny. Jacek wylaczy silniki i jeszcze przez chwile
bedzie mial okazje obserwowac prace silników w rakiecie swego brata
- blizniaka. Do takiego rozwiazania przekonuje nas zastosowanie
transformacji Lorentza. Transformacja ta, bedaca podstawa
sformulowania szczególnej teorii wzglednosci, wiaze polozenie i czas

(x, t), mierzone w pewnym ukladzie inercjalnym (np. zwiazanym
z kosmodromem) z polozeniem i czasem (x', t/) mierzonymi
w innym ukladzie inercjalnym (np. w ukladzie, w którym rakiety
blizniaków znajda sie w spoczynku po zakonczeniu pracy silników),
poruszajacym sie wzgledem ukladu wyjsciowego z predkoscia u
w kierunku osi x:

Tutaj c jest predkoscia swiatla, a
1

(2) l=y1_u2/c2'
Stosujac transformacje Lorentza do chwil t J i tp zatrzymania sie
silników Jacka i Placka dostaniemy

(3) t~= I (tJ - c~ X J)' t~ = I (tp - c~ x p) .

Odejmujac stronami te równosci i korzystajac z tego, ze dla
obserwatora zwiazanego z kosmodromem obaj bracia wylaczaja
silniki w tym samym czasie (tJ = tp), a odleglosc ich rakiet jest stala
i wynosi d = x J - X p' dostaniemy

u
(4) t' - t' = l-d.p J c2

A zatem rzeczywiscie - w koncowym ukladzie inercjalnym Jacek

zatrzymal sie o I cV2 d wczesniej niz Placek. O tyle tez bedzie starszy
Jacek od swego brata.

Dziwne, prawda? Ale najdziwniejsze jest to, ze eksperyment,
jaki przypadl w udziale naszym blizniakom, zostal juz wlasciwie
zrealizowany i to 30 lat temu. No, oczywiscie, nie za pomoca
rakiet. Skorzystano z zasady równowaznosci, która glosi, ze efekty
pól grawitacyjnych i sil bezwladnosci sa lokalnie nierozróznialne.
Przyspieszajace rakiety zastapiono wiec ziemskim polem
grawitacyjnym, a zamiast porównywania wskazan zegarów mierzono
czestosci tej samej wiazki swietlnej w dwóch róznych punktach,
których wysokosci róznily sie o d. Pozostawiam Czytelnikowi
w charakterze prostej lamiglówki wykazanie, ze w tym przypadku
wzór (4) - r nalezy interpretowac jako predkosc spadku swobodnego
z wysokosci d - mozna przepisac w postaci

I/d "" 1 _ gd
1/0 - c2 '

gdzie I/h oznacza czestosc swiatla mierzona na wysokoscih, a g jest
przyspieszeniem grawitacyjnym. W doswiadczeniu, o którym mowa,

czynnik ~ wynosil okolo 10-15. Technika pozwalajaca na pomiar
tak fantastycznie malych róznic czestosci jest równie interesujaca
jak opisany powyzej problem. Ale to, niestety, juz zupelnie odrebna
historia.

z + !I = b lub z - !I = b,

dla dowolnego b.

wiec

la,a] o la, aj = aZ - aZ = O =

= a2 - (_a)Z = [a, -aj o la, -aJ.
A proste izotropowe to wszystkie proste
o równaniach

Pierwsze wazne spostrzezenie to fakt,
ze istniej a, wektory (a w konsekwencj i
i proste maja,ce ich kierunek),
które sa same do siebie prostopadle
- w matematyce nazywa sie je
izotropowymi. Istotnie: takimi sa, wektory
[a, aj i [a, -aj. Sprawdzmy. Skoro

W przestrzeni o wiekszej liczbie
wymiarów odpowiedni wybór to
Q'11=a2'= ... =O'n.-l.n.-1 =1, ann.= - 1,
a pozostale a'j równe ~erU.

W tej konwencji czasoprosta Minkowskiego
bedzie opisana przez ustalenie, ze Qll=l,
QZZ= - l, QIZ=QZ1=O.

vow=

-v.lw<===}vow=O,

który to warunek ma sens równiez, gdy
dlugosci wektorów v i w nie sa, liczbami
rzeczywistymi lub sa, równe zeru.

= QllZl!ll + Q12Z1!l2 + Q21Z2!11 + Q22ZZ!lZ

Widac wiec, ze konkretny wzór
otrzymujemy przez okreslenie
wspólczynników Qij. Taki iloczyn skalarny
wia,ze sie z dlugosci a, za pomoca definicji

Ilvll=---------------
= YQllZI + (QIZ + Q2I)ZlZZ + QZZX~ =

= Yvov.

Latwo zauwazyc, ze dla Qll=Qzz=1
i QIZ=QZ1=O otrzymujemy zwykly,
euklidesowy iloczyn skalarny i zwykla"
euklidesowa, dlugosc. Równiez latwo
wymyslic takie wspólczynniki Qij, by dla
nich niektóre wektory nie mialy dlugosci
(bo pod pierwiastkiem znajdzie sie liczba
ujemna).

Ci Czytelnicy, którzy pamietaj a, szkolna,
geometrie analityczna" nie zdziwia, sie,
ze za pomoca iloczynu skalarnego okresla
sie kat miedzy wektorami wzorem

vow

cos L(v,w) = lIvII' liwII'

co w szczególnosci pocia,ga za soba
warunek

Stosunki metryczne okresla sie czesto
przez podanie tzw. iloczynu skalarnego,
tj. wyrazenia przypisuj acego parze
wektorów v= [ZI,Z2] i w= [!ll,!l2] liczbe
rzeczywista wedlug przepisu

x' = I (x - ut) ,(1)
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Nastepne spostrzezenie dotyczy wygladu
okregów. Okrag to zbiór punktów
jednakowo oddalonych od danego punktu.
Ma wiec równanie

IIz - sil = lip - sil·

Rozpisujac to na wspólrzedne mamy

(Zl - S.)2 - (Z2 - S2)2 =
= (Pl - S.)2 - (P2 - S2)2 = A.

Równanie to na ogól opisuje hiperbole.

x
Nie otrzymujemy hiperboli, gdy p = • lub
odcinek p. jest izotropowy - wtedy jest to para
prostych izotropowych.

Widac, ze przez srodek kazdego okregu
przechodzi bardzo wiele prostych nie
przecinajacych go. Moral stad taki,
ze dany odcinek mozna odkladac tylko na
niektórych prostych - na innych sie nie da.

W artykule Szybciej ••ii llDiaUo mozna znaleic
rysunek bardzo podobny do powyiszego.
Warto jednak pamieta{, ze r6zne okregi tylko
na czaaoprostej sa tego samego rodzaju.
Czytelnik zechce sprawdzi{, ze juz na
czaaoplaszczylnie wyglad okregu zalezy
od znaku.1.. Jedne sa hiperboloidami
dwupowlokowymi, inne jednopowlokowymi.
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Ruch peryastronu (peryhelium)
Tadeusz JARZEBOWBKI
Jeszcze w latach szescdziesiatych ogólna teoria wzglednosci
Einsteina, czyli teoria grawitacji, zajmowali sie raczej matematycy;
dzis tematyka ta pojawia sie w pracach eksperymentalnych,
interesuja sie nia astrofizycy obserwatorzy. Odkrywa sie w kosmosie
obiekty, stanowiace wspaniale "laboratoria grawitacyjne" (patrz
artykul pod takim tytulem w Delcie 10/1990), które stwarzaja
mozliwosci obserwowania przewidywanych przez teorie zjawisk.

W tym artykule blizej o jednym z tych zjawisk, o przesuwaniu sie
punktu peryhelium (w stosunku do którego, w przypadku krazenia
wokól gwiazdy, uzywane jest okreslenie: peryastron).

To, ze ciala niebieskie wzajemnie sie obiegaja po orbitach
eliptycznych, wiemy od czasów Kepiera, tj. od juz blisko czterech
stuleci. Zdawaloby sie, ze jezeli nie dzialaja zadne sily zewnetrzne,
to w takim odosobnionym ukladzie orbita powinna byc niezmienna
zarówno pod wzgledem ksztaltu, rozmiarów jak i orientacji.
Tak przynajmniej wyobrazal to sobie odkrywca prawa ciazenia
powszechnego - Newton; do takiego wniosku prowadziloby tez
zreszta elementarne rozumowanie.

Te niezmiennosc zakwestionowal jednak Einstein. Dla ilustracji
problemu wezmy pod uwage wynikajacy ze szczególnej teorii
wzglednosci fakt wzrostu masy wraz z predkoscia. A wiadomo,
ze predkosc ciala na orbicie eliptycznej jest zmienna.· W przypadku
Ziemi oscyluje ona miedzy 29,3 a 30,3 km/s. Z ta najwieksza
predkoscia biegnie Ziemia, gdy jest najblizej Slonca, tj. w peryhelium
(co ma miejsce okolo 3 stycznia). A zatem w styczniu masa Ziemi
bylaby wieksza! Czegos takiego Newton nie przewidywal.

Wlasciwa interpretacja zjawiska, o którym chcemy mówic, opiera
sie na ogólnej teorii wzglednosci. Wystepuje tam pojecie krzywizny
przestrzeni. W sasiedztwie duzych mas czasoprzestrzen ulega
zakrzywieniu. Ilustruje to rysunek 1, gdzie tym masywnym cialem
jest Slonce, wokól którego krazy planeta. Otóz z teorii tej wynika,
ze os orbity nie zachowuje stalego polozenia, lecz powinna obracac
sie w kierunku obiegu planety (rys. 2). Pociaga to, oczywiscie, za
soba jednoczesne przesuwanie sie punktu peryhelium.

ORBI TA MERKUREGO
'-..

PERYHELIUM

MERKUREGO

StONCE

Rys. 1. W myil og6lnej teorii wzglednosci przestrzen w sasiedztwie obiekt6w
o duzych masach ulega zakrzywieniu. Ten fakt tlumaczylby systematyczne
skrecanie osi orbity obiegajacego ciala - jak to ukazuje rysunek 2.
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Zjawisko to powinno wystapic najwyrazniej w przypadku Merkurego,
jako ze planeta ta znajduje sie naj blizej Slonca i elipsa, po jakiej
biegnie dosc wyraznie rózni sie od okregu. Teoria wskazuje, ze
w ciagu stu lat peryhelium Merkurego zmieni swe polozenie o 43".
Dla Wenus, Ziemi i Marsa otrzymamy tu odpowiednio liczby 9", 4"
i 1", zas dla planet dalszych beda to juz tylko niemierzalne ulamki
sekund.

I

/.

Rys. 2. O€ keplerowskiej elipsy nie zachowuje stalego polozenia, lecz obraca
sie z wolna w swej plaszczyinie. Planeta nie biegnie zatem po elipsie, lecz po
krzywej otwartej, wypelniajacej obszar zawarty miedzy dwoma okregami, których
promienie odpowiadaja najmniejszemu i najwiekszemu oddaleniu od Slonca.

Merkury jest wiec w tym aspekcie najciekawszy. Problem
"peryhelium Merkurego" byl jednym z najwazniejszych tematów
naszego stulecia.

Z obserwacyjna weryfikacja zjawiska sa tu jednak trudnosci. Skoro
uklad Slonce - Merkury nie jest odosobniony, nalezy uwzglednic
zaburzenia wywolywane przez inne planety. Otóz po dokonaniu
tego typu obliczen - opartych na mechanice Newtona - okazuje sie,
ze po uwzglednieniu wszelkich wplywów innych obiektów pozostaje
rozbieznosc: wlasnie o owe 43 sekundy na setke lat. Chcialoby
sie tylko przyklasnac Einsteinowi, gdyby nie pewne ale. Szkopul
bowiem w tym, ze takie skrecanie osi orbity planety mogloby
tez byc nastepstwem splaszczenia Slonca (pojawilby sie w takim
przypadku tzw. grawitacyjny moment kwadrupolowy). Niestety,
stopnia splaszczenia naszej gwiazdy nie mozna, jak dotad, wyznaczyc
z wystarczajaca dokladnoscia. Nie ma wiec do dzis stuprocentowej
pewnosci, ze przewidywana przez Einsteina wedrówka peryhelium
Merkurego zostala potwierdzona.

I oto w atmosferze takiej rozterki, Anno Domini 1974, pojawia sie na
arenie astronomicznych sensacji inny uklad dwóch cial niebieskich,
gdzie dyskutowany tu efekt wystepuje w calej krasie i gdzie nie
ma juz watpliwosci co.do einsteinowskiego rodowodu zjawiska.
Nazwa nowo odkrytego beniaminka brzmi troche niezbyt swojsko:
PSR 1913+ 16. To parka gwiazd znajdujacych sie w gwiazdozbiorze
Orla - ale niech nikt nie próbuje szukac ich na niebie. Swa obecnosc
ujawniaja one w zakr~sie fal radiowych i to bardzo skromniutko,
jako ze dzieli nas od nich odleglosc az okolo pietnastu tysiecy lat
swietlnrch.

Sa to qwie gwiazdy neutronowe, z których jedna jest pulsarem
o okresie rotacji 0,06 sekundy. Obiegaja sie nawzajem (mówiac
poprawniej: obiegaja wspólny srodek masy) w ciagu 7 godzin
i 45 minut po mocno eliptycznych orbitach (mimosród e = 0,617).
Powinnismy zdawac sobie sprawe, iz tak Krótki okres, zwlaszcza
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Odcinki zatem podzielily sie nam na trzy
klasy: odcinki izotropowe (kazdy z nich ma
dlugosc zero!), odcinki bardziej nachylone
do pierwszej osi (i dajace sie miedzy soba
porównywa4) i odcinki bardziej nachylone
do drugiej osi (tez porównywalne, lecz nie
porównywalne z poprzednimi).

Przyjrzyjmy sie jeszcze katom prostym.
Wzór na prostopadlosc ma postac

XIYl = XzYz,

z czego wynika, ze wektorem prostopadlym
do [a, bj jest wektor [b, aj i wszystkie
równolegle do niego. Oznacza to, ze na
euklidesowym obrazku dwie proste na
czasoprostej sa prostopadle wtedy i tylko
wtedy, gdy dwusieczne utworzonego przez
nie kata sa izotropowe. A wiec jeden kat
prosty moze zawierac mniejszy od niego
kat prosty o tym samym wierzcholku.

Wektory, którc zostaly narysowane równej
dlugo€ci, sa prostopadle.

Odnoszac to do slawnej aksjomatyki
Euklidesa mozna powiedziec, ze tym razem
skonstruowano geometrie, w której laie piaty
aksjomat, lecz czwarty (gloszacy, ze dowolne
dwa katy proste sa równe) zostal naruszony.



Aby uzasadnic zarzut, ze uprawianie
takiej geometrii przez fizyków zaweza
obraz, trzeba przejsc do interpretacji
fizycznej pojec czasoprostej (czy ogólniej:
czasoprzestrzeni). Jesli wyobrazimy
sobie, ze jedna z osi reprezentuje
(jednowymiarowa) przestrzen, a druga
czas, oraz ze jednostki dobrano w ten
sposób, by odcinek odpowiadajacy
1 sekundzie na drugiej osi byl euklidesowo
równy odcinkowi, który na pierwszej osi
odpowiada 300 000 km, to interpretacja
prostych narysowanych na czasoprostej
jest oczywista - to historie ukladów
inercjalnych. Tak! Prosta jest bowiem
przy tej umowie wykresem ruchu
jednostajnego.

/
///

/
/

/
~

Na obra7.ku widac histori~ punktu
poruszaj acego si~ ze stala pr~dkoscia po
pierwszej osi w kierunku zgodnym z jej
orientacjl\. W chwili t = O punkt byl w XQ.

Latwo jednak zauwazyc, ze sa wsród nich
takie, które opisuja ruch z predkoscia
wieksza od predkosci swiatla. Przyjmujac
(geometrycznie nie dajacy sie uzasadnic)
postulat, ze uklad inercjalny w kazdym
innym ukladzie inercjalnym ma predkosc
nie wieksza od predkosci swiatla,
ograniczamy zbiór interesujacych
fizyka prostych tylko do tych, które sa
bardziej nachylone do drugiej osi. Albo
równowaznie - interesowac nas beda tylko
odcinki o dlugosci urojonej.

Idac dalej i zadajac, by kazdy uklad (juz
niekoniecznie inercjalny) poruszal sie
wolniej niz swiatlo, z kazdym punktem
wiazemy figure zlozona ze wszystkich
punktów, mogacych nalezec do historii
ukladu, który znalazl sie (gdzies, kiedys)
w naszym punkcie. Figura ta nazywa sie
stozkiem przeszlosc-przyszlosc.

6

w przypadku obiegajacych sie gwiazd, wskazuje na ich bliskosc; ich
wzajemne oddzialywanie grawitacyjne musi byc zatem znaczne.

Jesli Einstein mial racje, to osie orbit powinny podlegac
systematycznemu skrecaniu, a tempo zmian powinno tu byc bardzo
wyraziste. Teoria podaje nastepujaca zaleznosc

dw 64G2/3 M2/3

dt - ~- (1- e)P5/3 '

gdzie M oznacza sume mas obydwu cial, zas P okres ich wzajemnego
obiegu.

Aby uswiadomic sobie wielkosc tej zmiany kierunku osi, dw/dt,
dokonajmy prostego porównania z danymi dla ukladu Slonce ­
Merkury. Okres obiegu tej planety wynosi 88 dni, tu zas mamy
p = 0,323 dnia; stosunek okresów obiegu ma sie zatem jak
1 do 272. Po podniesieniu do potegi 5/3 pojawia sie w mianowniku
liczba az 11 tysiecy razy mniejsza niz w przypadku Merkurego.
Uwzgledniajac jeszcze róznice w masach i mimosrodach otrzymujemy
wynik dosc zaskakujacy. Jezeli bowiem w przypadku Merkurego
orbita skreca sie o nieco ponad cztery dziesiate sekundy na rok, to
tu powinno byc okolo cztery stopnie na rok!

Tak wynika z obliczen, a co wynika z obserwacji?

Promieniowanie radiowe tego ukladu gwiazd neutronowych
obserwuje sie juz od kilkunastu lat. Dzieki temu, ze jeden ze
skladników jest pulsarem emitujacym rytmiczne sygnaly, mozliwe
jest wszechstronne badanie ruchów tych gwiazd. Otóz stwierdzono,
ze od czasu odkrycia tego ukladu osie orbit zdazyly skrecic
sie o ponad 60°; o taki sam kat przesunely sie zatem punkty

peryastronu (rys. 3). Tempo tego relatywistycznego skrecania osi,
wyznaczone na podstawie danych obserwacyjnych z lat 1974 - 1989,
wynOSI

dw . kdt = 4, 2266 stopm na ro .

Dokladnosc pomiarów jest bardzo wysoka; blad dopiero na piatym
miejscu po przecinku.

--

PERYASTRON

Rys. 3. W ukladzie podwójnym PSR 1913+16 orb:ta kazdej z gwiazd ulegla
w ciagu pi~tnastu lat skr~ceniu o okolo 60°.

Nawi~my raz jeszcze do Merkurego. Jak latwo obliczyc, na obrót
, orbity tej planety o kat pelny nalezaloby czekac az 3 miliony lat.

Tu natomiast obrót orbity o 360° nastepuje po kazdych 85 latach
- miesci sie zatem prawie w granicach zycia jednego czlowieka.

Jak widzimy, w obszarach o silnym polu grawitacyjnym odstepstwa
od praw fizyki Newtona sa bardzo wyrazne. Jaskrawym tego
przykladem jest ta niezwykla parka z pulsarem PSR 1913+ 16.



Jesli punkty A i B spot katy sie kicclys.
bylo to nie pózniej niz w chwili tl; jesli sie
kiedys spotkaja. b<;dzic to nie wczesniej niz
w chwili t,.

W c?asoprostej stozek przeszlosc-przyszloU
to kat. alc na?wa ?ostala wzieta

z .cza;s0plasr.cr.Y7.ny -- tanl rzeczywiscie jest to
zWY<'7,ajny stn7J'k.

Istotnie - wykres ruchu z predkosciami
mniejszymi od predkosci swiatla ma zawsze
styczne sposród fizycznie dozwolonych
prostych - nigdy wiec poza stozek
prze~zlQsc-przyszlosc nie wyjdzie.

x

Od razu widac, ze znakomita wiekszosc
krzywych z fizycznego punktu widzenia

nie ma sensu (wiekszosc w tym znaczeniu,
ze losujac z rodziny krzywych jedna

zazwyczaj trafimy na taka bez sensu).

I to niezaleznie od tego, czy bedziemy

sie interesowac tym, co jest wyzej (czyli
w przyszlosci ukladu znajdujacego sie

w naszym punkcie), czy tez tym, co nizej

(czyli w przeszlosci).

Przesledzmy argumenty przeciw tachionom.

Argument 1. Predkosc swiatla ma wartosc skonczona

(okolo 300 000 km/s). Mozna jednak poslugiwac sie do opisu ruchu
zmienna inna niz predkosc, np. zmienna y, po angielsku zwana rapidity,

a przez niektórych po polsku chyzoscia lub pospiesznoscia, która

z predkoscia v wiaze sie w sposób nastepujacy
1 c + v(1) y = -ln--2 c - v

Pospiesznosc swiatla jest nieskonczona i pytanie, czy moga istniec
obiekty o wiekszej pospiesznosci, pozbawione jest sensu. Zmienna

okreslona równaniem (1) ma istotnie kilka zalet. Jesli predkosc jest
mala w porównaniu z predkoscia swiatla, wówczas v ~ yc. Skladanie
pospiesznosci odbywa sie jak skladanie nierelatywistycznych predkosci,

co zwykle bardzo upraszcza rozwazania. Jednak stosowanie zmiennej (1)
w niczym nie rozwiazuje problemu istnienia tachionów, jedynie pytanie

nalezy postawic inaczej. A mianowicie: czy istnieja obiekty, których
pospiesznosc jest zespolona?

Argument 2. Jak wiadomo, energia i ped czastki o masie m poruszajacej
sie z predkoscia v wyrazaja sie nastepujacymi wzorami

2

(2) E = mc ,p = mv ,
viI - V2/C2 viI - V2/C2

z których wynika, ze nie mozna przyspieszyc czastki do predkosci wiekszej
niz c, gdyz wymagaloby to przejscia przez nieskonczenie wysoka bariere
energii przy v=c. Niektórzy wyciagaja z tego wniosek, ze tachiony istniec
nie moga. Przypomina to jednak rozumowanie pewnego staroindyjskiego
medrca, który uwazal, ze nikt nie zyje na pólnoc od Himalajów, gdyz
czlowiek nie zdola przejsc przez tak wielkie góry. Medrzec nie zauwazyl,
ze ludy zamieszkujace Azje Srodkowa bynajmniej nie musialy sie
przeprawiac przez Himalaje. Podobnie moze sie miec rzecz z tachionami.

Byc moze one istnieja, lecz zawsze poruszaja sie z predkosciami wiekszymi
niz c, a zatem sa za bariera predkosci swiatla. Zauwazmy, ze podobna
sytuacje mamy z fotonami, które zawsze poruszaja sie z predkoscia c
i spowolnic ich nie sposób.

Fundamentem, na którym zbudowana jest szczególna teoria wzglednosci,
jest postulat o niezmienniczosci predkosci swiatla, tzn. przyjmuje sie,
ze wartosc predkosci swiatla, oznaczana tradycyjnie litera c, jest taka
sama we wszystkich ukladach odniesienia. Pojawia sie naturalne pytanie:

czy moga istniec obiekty zwane tachionami (od greckiego raxv\ - szybki)
poruszajace sie szybciej niz swiatlo? Wiekszosc fizyków uwaza, ze nie
moga i dlatego przyjmuja, iz predkosc swiatla jest nie tylko predkoscia
niezmiennicza, ale i maksymalna. Sa tez jednak tacy, jak autor tego
artykulu, którzy sadza, ze istnienia tachionów wykluczyc calkowicie nie
mozna.

Szybciej niz swiatlo?
Stanislaw MRÓWCZYNSKI

Latwo mozna sobie wyobrazic, jak zmodyfikowac wzory (2), by opisywaly
energie i ped tachionu, tzn. gdy v>c. A mianowicie

2

(3) E = m_c__ , p = mv#/c2 - 1 vlv2/c2-1
Rysunek przedstawia zaleznosc energii i pedu od predkosci.

a b c

.,Fizyczna" interpret3.<,j:\ tej historii:
opisywany punkt od chwili tl do t,
równoczesnie byl w czterech, a czasem w trzech
miejscach, przy czym w a, b i c spotkal sie
saJU ze soba; poruszal sie przy tynl w czasie
zarówno w przód, jak i w tyl.

vc

I

J~m
o

p

mc

vc
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Mówiac o interpretacji fizycznej
czasoprostej nie sposób pominac sprawy
zmiany ukladu wspólrzednych (stosowne
wzory w innych artykulach w tym
numerze). Chodzi mianowicie o to, jak
bedzie wygladal uklad wspólrzednych
zwiazany z innym niz ten, w którym
zaczelismy rysowac, ukladem inercjalnym.
Dla obserwatora spoczywajacego
w poruszajacym sie (dla nas) ukladzie
inercjalnym historia tego ukladu to tylko
uplyw czasu. Druga os ukladu juz mamy.
A pierwsza? - oczywiscie - bedzie do
niej prostopadla (co juz wiadomo, jak
narysowac). Nic nadzwyczajnego.

Ciekawie zrobi sie jednak, gdy spróbujemy
zorientowac sie, jak dlugie sa wektory osi.
Rysujac rzut prostokatny na osie oraz
"czasoprostowe" okregi (tj. euklidesowe
hiperbole) stwierdzimy, ze odleglosc
przestrzenna konca i poczatku wektora
pierwszej osi jest mniejsza, niz byla.
Podobnie bedzie z wektorem drugiej osi
nowego ukladu. Zjawiska te zwane sa
skróceniem Lorentza i dylatacja czasu;
stanowia one wdzieczny obiekt ukladania
przez fizyków róznych zaskakujacych
zadan.

AA' to skrocenie Lorentza, BE' - dylatacja
Cf,38U.
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Dla porównania przedstwilismy równiez odpowiednie zaleznosci dla
bradionów (od greckiego f3 pa.ó vs- - powolny) - tak nazwano obiekty
wolniejsze niz swiatlo. Widzimy, ze tachion ma minimalna, zerowa energie,
gdy porusza sie z nieskonczona predkoscia, ped jest równy wówczas mc.
Gdy predkosc tachionu zbliza sie do predkosci swiatla, energia i I{ed daza
do nieskonczonosci.

Mamy wiec tutaj sytuacje analogiczna do tej z bradionami, z tym
ze energie nalezy zamienic z pedem, predkosc zerowa zas z predkoscia
nieskonczona. Zauwazmy równiez, ze gdy predkosc tachionu jest duzo
wieksza niz c, mozemy wyrazenia (3) przyblizyc, podobnie jak przyblizamy
wzory (2) w granicy nierelatywistycznej, tzn. gdy v«c. W obu
przypadkach odpowiada to sytuacji malych energii, tzn. ~-m«m.
Kwadrat czterowektora pedu, okreslany jako E2_p2c2, równy je!lt dla
bradionu m2c4. W przypadku tachionów natomiast E2_p2c2=_m2c4.
Mozna wiec mówic, ze tachion to czastka o urojonej masie. Nie prowadzi
to jednak do zadnych paradoksów. Masa odpowiada energii w ukladzie,
gdzie czastka spoczywa. Nie mozemy jednak przejsc do takiego ukladu
odniesienia, poniewaz musielibysmy przejsc wspomniana bariere predkosci
swiatla. Latwo natomiast wykazac, ze czastka bedaca tachionem
w ukladzie, w którym na przyklad Ty, Czytelniku, spoczywasz, jest
bradionem dla hipotetycznego obserwatora, który poruszalby sie wzgledem
Ciebie z predkoscia wieksza niz c.

Transformacja Lorentza, która wiaze energie i ped danej czastki w róznych
inercjalnych ukladach odniesienia (poruszajacych sie wzgledem siebie
z predkoscia nie wieksza niz c), zachowuje wspomniany powyzej kwadrat
czteropedu. Oznacza to, ze przy przechodzeniu od jednego do drugiego
ukladu odniesienia punkt (E, p) bedzie przesuwal sie wzdluz hiperboli
wyznaczonej równaniem E2_p2c2=m2c4 dla bradionu i ,E2_p2c2=_m2c4
dla tachiQn\i~Hiperbole takie zaznaczono na rysunku.

E

p

Rys, 2

Jak widac, bradion majacy dodatnia energie w jednym ukladzie
odniesienia, ma dodatnia energie we wszystkich innych ukladach.
W przypadku tachionów natomiast znak energii moze byc rózny w róznych
ukladach odniesienia. Poniewaz czastki o ujemnej energii odpowiadaja
antyczastkom, dwaj obserwatorzy o odpowiednio dobranej predkosci
wzglednej postrzegaliby ten sam tachion, jeden jako czastke, drugi zas
jako antyczastke. W przypadku bradionów taka mozliwosc nie istnieje.
Przedstawiona wlasnosc tachionów wykorzystamy przy analizowaniu
najpowazniejszego argumentu przeciw istnieniu tachionów, tzw. paradoksu
przyczynowego.

Argument 3. Rozwazmy dwa poruszajace sie wzgledem siebie uklady
odniesienia S i S' oraz dwóch obserwatorów zwiazanych z tymi ukladami.
Obserwator z ukladu S wysyla tachion do obserwatora z S'. Ten po
odebraniu go wysyla drugi tachion do obserwatora w S. Mozna tak
dobrac predkosci tachionów i wzgledna predkosc ukladów (te ostatnia
mniejsza niz c), ze drugi tachion przybedzie do obserwatora w S, zanim
pierwszy tachion zostal wyemitowany. Przedstawiona sytuacje, okreslana
jako paradoks przyczynowy, ilustruje rysunek 3, gdzie (t,x) i (t',x')
oznaczaja wspólrzedne czasowe i przestrzenne, odpowiednio w S i S'.
Przyczyne nachylenia osi ukladu S' (obserwowanego z ukladu S) wyjasnia
artykul Geometria czasoprzestrzemi.



Zródlem paradoksu jest to, ze tachion poruszajacy sie do przodu w czasie
w jednym ukladzie odniesienia (tutaj w ukladzie, w którym zostal
wyslany) moze poruszac sie do tylu w czasie w innym ukladzie odniesienia
(w naszym przypadku w ukladzie, gdzie jest odbierany).

x

Rys. 3

Istnienie opisanego paradoksu sformulowanego juz w 1917 roku,
naruszajacego zasade przyczynowosci stwierdzajaca, ze przyczyna zawsze
poprzedza skutek, spowodowalo brak zainteresowania tachionami az do lat
szescdziesiatych, kiedy zaproponowano rozwiazanie paradoksu. W owym
czasie zreszta pojawil sie dopiero termin tachion.

Rozwiazanie paradoksu opiera sie na obserwacji, ze tachion poruszajacy
sie do tylu w czasie niesie ujemna energie. Dzieje sie tak dlatego,
ze czterowektor polozenia (t, x) transformuje sie tak samo jak wspomniany
powyzej czterowektor pedu (E, p). W zwiazku z tym zaproponowano
przyjecie nastepujacego postulatu, zwanego postulatem reinterpretacji:
Tachion z ujemna energia poruszajacy sie do tylu w czasie jest
antytachionem poruszajacym sie do przodu w czasie.

Wrócmy jednak do geometrii. Zapytajmy
o najoszczedniejszy uklad pojec, za pomoca,
którego mozna by taka geometrie
uprawiac.

Pytania tego rodzaju wchodza w sklad malo
od pewnego czasu modnej galezi matematyki
- podstaw geometrii. Tutaj pisze na ten temat,
bo uzyskany rezultat ma - w kontekscie fizyki
- glebszy sens .

. Okazuje sie, ze uklad taki tworza
wspólliniowosc punktów i przynaleznosc
pary punktów do jednej prostej
izotropowej. Aby sie o tym przekonac,
wystarczy stwierdzic, ze za ich pomoca
mozna opisac przystawaI\ie odcinków.
A mozna. Jest to jednak dosc trudne
zadanie ... z geometrii euklidesowej.
Nizej drobniejsza czcionka podany jest
schemat dowodu z informacjami, jak kazdy
z Czytelników móglby go uzupelnic. Tym,
którzy nie maja ochoty na takie figle,
proponuje ten fragment opuscic.

Najpierw przyponulicnie twierdzenia
o dwusiec7.nych:
Dwusieczna kata wewnetrznego (zewnetrznego)
tr6jkata dzieh" wewnetrznie (zewnetrznie)
przeciwlefjy bok na czesci proporcjonalnc
do przyleglych do nici;l. boków tr6jkata.

Zastosujmy teraz postulat reinterpretacji do rozwiazania paradoksu
przyczynowego. Jak wynika z rysunku 3, dla kazdego z obserwatorów
jeden tachion porusza sie do przodu w czasie, drugi zas do tylu. Jesli
przyjac postulat reinterpretacji, to kazdy z obserwatorów bedzie widzial
w swoim ukladzie odniesienia tachion i antytachion, oba poruszajace sie do
przodu w czasie, jak to pokazuja rysunki 4a i 4b, gdzie falka zaznaczono
reinterpretowany tachion.

E

AB _ DB _ EB
AC - DC-Ef

cDB

Twierdzenie to wchodt.i w sklad
obowiazujacego w klasach Inatenlatyczno­
fizycznych liCCUIll progralnu nauczania.
Nast.~pne twierdzenie juz takie nie jest.
lakkolwiek dobierzemy do tr6jkata ABG punkty
P, Q, R, S spelniajace warunki

IJmste PS i QR przechodul przez B,
- proste P R i QS przechodza przez G,
- prosta RS przechodzi przez punkt przeciecia
dwusiecznej kata BA G z bolciem BG,
to prosta PQ przejdzie przez punkt przeciecia
dwusiecznej kata zewnetrznego trojkata ABG
przy wierzcholka A z prosta BG.
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Rys. 4

Kazdy z obserwatorów bedzie uwazal, ze to on wyslal oba tachiony.
Poniewaz w zadnym z ukladów nie ma zwiazków przyczynowych miedzy
aktami emisji tachionu i antytachionu, zasada przyczynowo8ci nie jest
zlamana.

Cena za rozwiazanie paradoksu jest wysoka. Co jest przyczyna, a co
skutkiem mozna okreslic jedynie w danym ukladzie odniesienia. To, co
nazywamy przyczyna w jednym ukladzie odniesienia, moze byc skutkiem
w innym. Zasada przyczynowosci traci swój absolutny charakter, lecz
stosowana musi byc róznie w róznych ukladach odniesienia. Nie jest
to jednak nieszczescie. Jak wiemy, teoria wzglednosci usunela z fizyki
absolutny czas i absolutna przestrzen, wiec i relatywizacja pojec przyczyny
i skutku wydaje sie byc w duchu teorii wzglednosci. Niestety, pojawia
sie powazniejszy problem, tzw. paradoks wolnej woli. Rzecz w tym,
ze zastosowanie postulatu reinterpretacji do rozwiazania paradoksu

B

Dow6d tego twierdzenia polega na
zastosowaniu do tr6jka,ta B SG twierdzenia
Cevy. twierdzenia Menelaosa i podanego wyzej
t.wierdzenia o dwusiec7.nych.
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Tcraz mozemy bez trudu podanymi wyzej
Arodkanli rozpoznawac na C2'.asoprostej jej katy
proste.

o

przyczynowego, ilustrowanego rysunkami 3 i 4, prowadzi do sytuacji,
w której wyslanie antytachionów przez obu obserwatorów staje sie aktem

niezaleznym od ich woli. Pozostaje kwestia indywidualnego poczucia
zdrowego rozsadku, czy taka sytuacja jest do zaakceptowania, czy nie.

Postulat reinterpretacji przywrócil zainteresowanie tachionami. Wykonano
nawet kilka eksperymentów, w których próbowano je zarejestrowac.
Niestety, bez skutku. Nie udalo sie równiez skonstruowac chociazby

modelu poprawnego formalnie, który opisyv:alby oddzialywanie tachionów
z bradionami, a wiec z materia nas otaczajaca. A moze tachiony z taka
materia po prostu nie oddzialuja. Wówczas i paradoks przyczynowy
nie zachodzi, tachiony zas sa absolutnie niewykrywalne, choc mozna by
myslec, ze istnieje jakis tachionowy wszechswiat. Jesli jednak cos jest
absolutnie niewykrywalne, przestaje byc obiektem zainteresowania fizyki,
która swe teorie konfrontuje z obserwacjami. Tak czy inaczej, zajmowanie
sie tachionami nie jest pozbawione sensu, gdyz rozwija wyobraznie, tak
potrzebna przy studiowaniu teorii wzglednosci.

Przecinamy oba ramiona weryfikowanego kata
i jedna z prostych izotropowych wychodzacych
z jego wierzcholka O prosta l otrzymujac
punkty P, Q i R. Nastepnie obieramy
poza prosta l dowolny punkt A i laczymy
go z P, Q i R. Na odcinku AR obieramy
punkt B i laczymy go prostymi z Q i P.
Oznaczmy przeciecie BQ z AP przez C
i BP z AQ przez D. Czytelnik bez trudu
z podanych wyzej twierdzen wyprowadzi
fakt, ze badany kat jest prosty wtedy i tylko
wtedy, gdy prosta CD i drugie ramie kata
przetna sie na prostej l. Powinien tylko
pamietac', ze dwusieczne kata wewnetrznego
i zewnetrznego sa prostopadle, a proste
izotropowe w naszym modelu r6wniez sa
prostopadle. Zadania
A oto ciag dalszy. Poniewaz struktura liniowa
czasoprostej jest taka sama jak plaszczyzny
euklidesowej, wiec pojecia r6wnoleglobok.
przesuniecie czy §rodek odcinka sa na
nich jednakowe. Aby sprawdzic', czy dane
odcinki s/\ w sensie czasoprostej tej samej
dlugo§ci, wystarczy przesunac jeden z nich
tak, by mialy wsp6lny koniec. uzupelnic je
do r6wnolegloboku i przekonac' sie, czy jest
rombem, czyli czy ma prostcpadle (w sensie
czasoprostcj) pf7.ek"tnc a to jui. umiemy.

Podany dowód przenosi sie praktycznie
bez zmian na czasoprzestrzen dowolnego
wymiaru. Ale jaki jest z niego pozytek?

Zwrócmy uwage, ze oba pojecia
wystarczajace do opisania czasoprzestrzeni
maja sens fizyczny. Punkty wspólliniowe
to punkty nalezace do historii jednego
ukladu inercjalnego. Punkty nalezace
do prostej izotropowej to punkty z historii
jednego promienia swiatla.

o

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 312. W szklanej plytce poruszajacej sie z relatywistyczna predkoscia tJ

biegnie swiatlo z predkoscia u zgodnie z kierunkiem ruchu plytki. Oblicz
wspólczynnik zalamania plytki.
Rozwiazanie na str. 12

F 313. Z rakiety zblizajacej sie do planety wyslano czerwony sygnal
o dlugosci fali >'0=760 nm. Zarejestrowany w rakiecie odbity sygnal

mial dlugosc fali >'1=380 nm (fiolet). Oblicz predkosc rakiety wzgledem
planety.
Rozwiazanie na str. 12

F 314. Oblicz, o jaka wielokrotnosc k masy Ziemi zmniejszyla sie
masa Slonca w trakcie jego istnienia, tj. przez czas okolo 6 mld lat.
Zalóz, ze temperatura powierzchni Slonca równa T~6000 K nie ulegla

zasadniczym zmianom. (Masa Ziemi jest równa m=6 . 1024 kg, a promien
Slonca R=6,95 . 108 m.)
Rozwiazanie na str. 12

F 315. Neutralna czastka rozpada sie na dwa kwanty "f biegnace pod

katem 1200 wzgledem siebie i majace jednakowe czestosci. Oblicz predkosc
rozpadajacej sie czastki.
Rozwiazanie na str. 13

F 316. Oblicz minimalna energie (zw. progowa) fotonu, który moze
wywolac produkcje pary e+e- na spoczywajacym elektronie.
Rozwiazanie na str. 13
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Teoria wzglednosci
na Uniwersytecie Warszawskim

Stanislaw L. BAZANSKI

Powojenna historia badan nad teoria wzglednosci i pokrewnymi jej
dziedzinami fizyki teoretycznej w Warszawie zaczela sie, w zasadzie,
w roku 1950 z chwila powrotu do Polski prof. Leopolda Infelda,
wslawionego przez prace nad zagadnieniem ruchu w ogólnej teorii
wzglednosci, opublikowane wspólnie z Einsteinem. W pierwszym
roku po swym powrocie prof. Infeld zorganizowal przy ówczesnym
Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii Uniwersytetu Warszawskiego
Instytut Fizyki Teoretycznej (1FT), w którym zaczely sie tworzyc
grupy badawcze specjalizujace sie w podstawowych galeziach
fizyki, w tym takze grupa szczególnie interesujaca sie badaniami
samego Infelda. W grupie tej najpierw kontynuowane byly prace
nad tematyka wniesiona przez prof. Infelda. W miare uplywu
czasu i dojrzewania naukowego poszczególnych badaczy tematyka
ta ulegala ewolucji i obejmowac zaczela nowe dziedziny, które
wyrosly z teorii wzglednosci badz byly z nia zwiazane, a c:zesto
obejmowane sa wspólna nazwa klasycznej teorii pola. W dalszej
czesci tego artykulu postaram sie przyblizyc Czytelnikowi niektóre
z zagadnien, które stanowily lub stanowia przedmiot badan w tej
dziedzinie w 1FT. W ciagu czterdziestu lat, jakie uplynely od chwili
zalozenia Instytutu, zagadnienia te byly przedmiotem badan
uprawianych przez pokazna liczbe osób, które wniosly liczacy
sie wklad do tej dziedziny nauki, uzyskujac przy tym stopnie
i tytuly naukowe. Trudno by bylo wszystkich ich tu wymienic.
Samodzielnymi pracownikami naukowymi, zatrudnionymi obecnie
w 1FT UW i prowadzacymi miedzy innymi badania nad ogólna
teoria wzglednosci i klasyczna teoria pola, sa profesorowie Andrzej
Trautman, Jerzy Plebanski, Marek Demianski, Wojciech Kopczynski,
dr. hab. Jacek Tafel oraz autor niniejszego artykulu.

Ogólna teoria wzglednosci jest fizyczna teoria przestrzeni i czasu.
Posluguje sie ona dosc zlozonym aparatem matematycznym i uchodzi
za teorie trudna. Jej istote mozna pokusic sie przedstawic bez
odwolywania sie do zbyt skomplikowanych pojec, a wiec dosc
niedokladnie, w sposób nastepujacy. Przestrzen i czas, które
stanowia swego rodzaju jednosc zwana czasoprzestrzenia, pod
wplywem materii zmieniaja swe wlasnosci, zmieniaja swa geometrie.
Geometria pustej czasoprzestrzeni, bez materii, jest geometria
znaleziona w 1907 r. przez H. Minkowskiego. Geometria zwyklej
trójwymiarowej przestrzeni zwiazanej z czasoprzestrzenna geometria
Minkowskiego jest znana ze szkoly geometria Euklidesa. Geometria
rzeczywistej czasoprzestrzeni wykazuje pewne odstepstwo od
geometrii Minkowskiego, zwane krzywizna czasoprzestrzeni.
To odstepstwo, czyli krzywizna czasoprzestrzeni, jest zmienne
w czasie i przestrzeni. Teoria pozwala wyznaczyc krzywizne
czasoprzestrzeni w zaleznosci od pewnych wlasnosci materii
za pomoca równan znalezionych w 1915 r. przez Einsteina. Krótko
mówiac, materia okresla geometrie swiata. Jednak w warunkach
spotykanych np. na Ziemi odstepstwo geometrii zwyklej przestrzeni
spowodowane krzywizna czasoprzestrzeni jest tak male, ze geodeci
z powodzeniem moga poslugiwac sie geometria Euklidesa.
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Zatem pojecia uklad inercjalny i promien
swiatla moga byc jedynymi pojeciami
czasoprzestrzeni. Cala fizyka w szczególnej
teorii wzglednosci okazala sie geometria,
a cala geometria czasoprzestrzeni - fizyka.

Fakt opisany wyzej nie byl znany
Einsteinowi. Tym wiekszym podziwem
napawaja jego dalsze prace, które juz
bezposrednio zmierzaly do utozsamienia
geometrii swiata z jego fizyka, a które sa
znane jako ogólna teoria wzglednosci.

Ale to juz inna historia.
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Jednak geometria geodetów to tylko geometria przestrzeni, a nie
czasoprzestrzeni. Istnienie krzywizny czasoprzestrzeni, nawet w warunkach
spotykanych na Ziemi, przejawia sie natomiast poprzez ruch cial. Z równan
Einsteina wynikaja równania ruchu cial, przy czym w zakrzywionej
czasoprzestrzeni ciala swobodne nie poruszaja sie ruchem jednostajnym po
liniach prostych. Czyli nie tylko materia okres1a geometrie swiata, lecz takze
geometria swiata dyktuje materii, jak ma sie poruszac. W pewnym sensie
jest to intuicyjnie oczywiste; ruchem jedno~tajnym po linii prostej toczyc sie
moze kulka po gladkiej poziomej powierzchni plaskiej, ale juz nie po gladkiej
powierzchni pofaldowanej. Jednak z przyczyn, których tu nie bedziemy rozwijac,
analogia ta jest bardzo niedokladna. Natomiast w ogólnej teorii wzglednosci
nie odwolujac sie do zadnych intuicji mozna pokazac, ze np. nasza Ziemia tak
zmienia geometrie otaczajacej ja czasoprzestrzeni, iz cialo swobodne, a wiec
takie, na które nie dzialaja zadne sily, wypuszczone w poblizu Ziemi z pewna
predkoscia, spada na nia po krzywej balistycznej. I podobnie, w czasoprzestrzeni
otaczajacej Slonce ciala swobodne poruszac sie beda po torach planet. Czyli
to, co kiedys Newton uwazal za przejaw dzialania na odleglosc tajemniczej sily
grawitacji, jest po prostu przejawem geometrycznych wlasnosci czasoprzestrzeni
okreslonych lokalnie w otoczeniu poruszajacych sie cial. W ogólnej teorii
wzglednosci nie ma sily ciazenia, jedynie lokalna geometria czasoprzestrzeni
okresla taki, a nie inny ruch cial.
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W pierwszym okresie badan nad teoria wzglednosci w 1FT zajmowano sie
glównie problemem ruchu cial. W okresie tym Infeld i jego uczniowie wyswietlili
i uproscili caly szereg spraw zwiazanych z tym zagadnieniem. Wyjasniono do
konca ogólna zaleznosc logiczna miedzy równaniami Einsteina, które mówia, jaka
jest geometria czasoprzestrzeni w otoczeniu poruszajacych sie cial, a równaniami
ruchu tych cial. Miedzy innymi, poslugujac sie metoda przyblizen sformulowana
jeszcze w roku 1938 przez Einsteina, Infelda i Hoffmana, znaleziono poprawki
wynikajace z teorii wzglednosci, tzw. poprawki relatywistyczne, do dynamiki
ukladu cial oddzialujacych grawitacyjnie. Innymi slowy, chociaz scisle rzecz
biorac, nie ma sily grawitacji, a ruch cial np. w ukladzie planetarnym jest
przejawem takiej a nie innej geometrii czasoprzestrzeni w otoczeniu tych
cial, to w okreslonych warunkach i w opisie przyblizonym teoria prowadzi
do dynamiki newtonowskiej ukladu cial oddzialujacych klasycznymi silami
grawitacji, a w dokladniejszych przyblizeniach, silami uzupelnionymi
o odpowiednie poprawki relatywistyczne, potwierdzane przez bardziej dokladne
pomiary. Ten okres badan jest w zasadzie od dawna zakonczony, a wklad
wniesiony do nich przez grupe badaczy w Warszawie zostal podsumowany
w monografii napisanej przez Infelda i Plebanskiego. Wypracowane jednak
wtedy metody sa dosc podstawowe i od czasu do czasu do nich sie powraca.
Powrotem takim byly np. prace przeprowadzone okolo roku 1974 przez
M. Demianskiego poswiecone ruchowi czarnych dziur.

Z problemem ruchu wiaze sie inny, bardzo wazny problem teorii wzglednosci
- zagadnienie promieniowania grawitacyjnego. Juz w roku 1918 Einstein
zauwazyl, badajac wlasnosci teorii bedacej pewnym przyblizeniem jego ogólnej
teorii wzglednosci, ze uklad cial oddzialujacych grawitacyjnie, a wiec np. uklad
planetarny lub uklad dosc blisko siebie polozonych gwiazd zachowuje sie
podobnie jak uklad elektronów w antenie nadajnika lub w ciele swiecacym.

L Taki uklad promieniuje grawitacyjnie. Promieniowanie to wykazuje pewne
podobienstwo do promieniowania elektromagnetycznego, ale istnieja tez powazne
róznice wynikajace z zasadniczej odmiennosci teorii Maxwella opisujacej
zjawiska elektromagnetyczne i teorii Einsteina zjawisk grawitacyjnych. Przede
wszystkim jednak nie ma do dnia dzisiejszego bezposredniego doswiadczalnego
potwierdzenia wystepowania promieniowania grawitacyjnego w przyrodzie, choc
istnieja powazne poszlaki, oparte na wieloletniej obserwacji pulsara podwójnego
PSR 1913+ 16, wskazujace na istnienie tego zjawiska. W okresie kiedy Einstein
teoretycznie przewidzial wystepowanie promieniowania grawitacyjnego, nie bylo
jednak rzecza do korl.cawyjasniona, z powodu pewnych komplikacji
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uhyt"k masy Slonca. Z drugiej strony
znajae powi('rzchni~ $l<uica 5=411'"n"J

oraz. czas tl przez jaki swiC'('ilo.
wypronli('niowall~ elu'rgie luozeluy
obliczyc zakladajac, •." SlOlke jest
cialeJll doskonale C7.arnYU1. Stos·.lJ~c
prawo Stefaua-Boltzluauna lualuy

Mc' = O'T'4"R't.

gd~ie 0'=5,67.10-8 W/m'K'. Sta,d
M O'T'4"R't

k = - =
m

Podstawiaj<\(' wiclko~ki li(·7.how('
otrzyuluj<'IUY k~150.
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Rozwiazanie zadania F 816.
Stosujac zasade 1.achowania energii
i pedu dla rozpadajacej sie czastki
manlY

m,oc~

E = VI _ (n' = 2hv,

mo hv Q

P = VI _ Ur = 27 cos 2'
gdzie mo. tJ oznaczaja n13se
i predkosc rozpadajacej sie cl,astki,
v - czeStOtliWOlfc kwantów ,,/, a - kat
miedzy nitui.

0<=120°

Dzielac powyzsze równa.nia stronami
ot rzym ujemy:

a 1
tJ = C cos - = -c.

2 2

Rozwiazanie zadania F 816.
Najmniejsza sumaryczna. energie
beda mialy czastki (e+, e- , e-) lecac ••
w fednym kierunku z tymi s3Inymi
predkosciami. Napiszmy zasade
zachowania pedu i energii dla chwil
przed i po zderzeniu:

hv
- =3p,
c

moc' + lw = 3E,

gdzie p, E oznaczaja ped oraz energie
jednej z czastek po zderzeniu, mo
zas mase spoczynkowa elektronu.

Podstawiajac z pierwszego równania
energie fotonu hv do drugiego
otrzymujemy

3E = 3pc + moc' ,

(E moc')' _ , ,--3- -pc.
Wykorzystujac relacje miedzy energia

i pedem E'-p'c'=m~c· dostaniemy

E = ~moc'3

Stad hv=3E-·moc'=4moc'.

teoretycznych, czy jest ono pewna cecha teorii pojawiajaca sie wskutek
przyjetego schematu opisu, czy tez jest zjawiskiem obiektywnym, niezaleznym
od przyjetego sposobu obserwacji. Bylo to zródlem kontrowersji, która zostala
rozstrzygnieta dopiero okolo roku 1960. Dzis wiemy, ze teoria przewiduje,
iz uklad cial poruszajacych sie stale w ograniczonym obszarze przestrzeni
powoduje powstanie na zewnatrz ukladu zaburzen krzywizny czasoprzestrzeni,
tzn. powoduje zmiane wielkosci mierzacych lokalne odstepstwo geometrii
czasoprzestrzeni od geometrii Minkowskiego. Zaburzenia te rozchodza
sie w przestrzeni na zewnatrz ukladu, oddalajac sie od niego z predkoscia
swiatla, a sam ruch ukladu zmienia sie, przy czym w niektórych sytuacjach
ciala tworzace uklad zaczynaja na siebie spadac. Ta propagacja zaburzen
krzywizny czasoprzestrzeni to wlasnie promieniowanie grawitacyjne. Jedna
z cech je charakteryzujacych jest specyficzna struktura krzywizny w obszarach
przestrzeni bardzo dalekich od ukladu promieniujacego. Struktura ta jest
opisana w tzw. twierdzeniu o odlupywaniu sie krzywizny.

Powyzszy obraz teoretyczny promieniowania grawitacyjnego jest ogólnym
podsumowaniem wielu prac prowadzonych w licznych osrodkach na swiecie.
Dla nas jest rzecza wazna, ze powazny udzial w tych pracach mialy badania
prowadzone swego czasu w 1FT Uniwersytetu Warszawskiego. Pierwsze
sformulowanie twierdzenia, które z fizycznego punktu widzenia przekazywalo
tresci podobne do twierdzenia o odlupywaniu sie krzywizny, choc w jego
pierwotnym sformulowaniu pojecie krzywizny nie wystepowalo, zostalo podane
w roku 1960 przez A. Trautmana. W 1FT w Warszawie znaleziono tez caly
szereg scislych rozwiazan równan Einsteina, które opisywaly szczególne
przypadki promieniowania grawitacyjnego i nie pozostawialy watpliwosci,
ze zgodnie z ogólna teoria wzglednosci promieniowanie grawitacyjne jest
zjawiskiem fizycznym istniejacym niezaleznie od przyjetego sposobu opisu
teoretycznego. Przede wszystkim zaliczaja sie do tych rozwiazan niektóre
z nalezacych do slynnej klasy rozwiazan znalezionej przez Robinsona
i Trautmana, a ponadto niektóre z licznych rozwiazan znalezionych przez
M. Demianskiego i J. Plebanskiego. Stosunkowo niedawno A. Trautman wraz
z amerykanskim fizykiem I. Robinsonem ponowili badania nad znaleziona przez
nich w 1962 r. klasa rozwiazan i pokazali, ze czasoprzestrzenie z tej klasy sa
reprezentacjami pewnej nowej geometrii, która nazwali geometria optyczna.
Obecnie kilku uczniów prof. Trautmana kontynuuje badania nad róznorodnymi
wlasciwosciami tej geometrii i jej zwiazkami z ogólna teoria wzglednosci.

Istnieje kilka sposobów, które z teoretycznego punktu widzenia nadaja sie do
ewentualnego wykrywania promieniowania grawitacyjnego. Jednym z nich
jest obserwacja ruchu bardzo bliskich sobie cial i wystepujacych miedzy
nimi sil przyplywowych. W mechanice ogólnej teorii wzglednosci zjawisko to
jest opisywane za pomoca tzw. równan dewiacji geodezyjnej. W ostatnich
kilku latach badania nad dynamika zwiazana z tymi równaniami prowadzil
w Warszawie S. Bazanski, który miedzy innymi znalazl nowa, bardziej efektywna
metode rozwiazywania równan dewiacji. Aktualnie w 1FT prowadzone sa tez
badania nad teoretycznymi podstawami niektórych optycznych metod detekcji
promieniowani\!- grawitacyjnego.
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Klub 44

!=44
Terl.l111l lladsylania rozwi<:\Z311:

30 XI 1991

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z IlUIlleru n w ternlinie do konca Illiesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczalny w nUlllerze n + 4. Mozna uadsyJaf rozwiazauia
Cl.terech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), moi.na to rohic
('o Illiesiac lub z dowolnYlui przerwalui. Rozwiazania zadal'!. z luatc.luatyki i 'l. fizyki ualcz.y
(lr7.esylac w oddzielnych kopertach, umieszo.ajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladno~cia do 0,1. Oune mnozymy
przez wsp6lczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gd7.ie S 07.11aO.asume
l)cen 702·rozwiazania tego 1.aUallia, a N liczbe osób, które nadeslaly rozwia:t.auie cho<'by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punkt6w otn.ymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczeg610wy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Zadania z matematyki nr 223, 224 Redaguje Marcin E. KUCZMA

223. W trójkacie ABC kat wewnetrzny przy
wierzcholku C ma miare trzykrotnie wieksza niz kat
wewnetrzny przy wierzcholku A, Dowiesc, ze wysokosc
opuszczona z wierzcholka C jest krótsza niz polowa
boku AB.

224. Liczba naturalna n > l jest dzielnikiem liczby p-l,
gdzie p jest dzielnikiem pierwszym licz by n3 -1. Znalezc

zwiazek miedzy p i n (w postaci równosci wielomianowej).

Zadanie 224 zaproponowal pan Henryk Pawlowski
z Torunia.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1991
Przypominamy tresc zadan:

~(k-l)"~19. Niech x.,= ~ k- dla n=2, 3, 4, ...
k=]

jest zbiezny?

Czy ciag (x •• /n)

220. W tr6jka,t ABC wpisano okrag 8tyczny do haków tego
tr6jka,ta w punktach P, Q, R. Miary kat6w tr6jkata ABC
r6wne sa Ol, p, "(; miary kat6w tr6jka,ta PQR wynosza Ol', p',
-r'. Dowiesc, ze

sin er ~in {3 siU1 ::; sin u' siu p' si'u "fI.

(2)
n

natomiast 2: bnk jest suma Riemanna funkcji ciaglej
k=l

dla dostatecznie duzych n; wynika to ze zwiazków (5), bowiem
m jest ustalone. Równosc (2) jest tym samym udowodniona.
Zauwazmy teraz, ze

220. Mozemy przyjac, ze punkty P, Q, R leza odpowiednio
na bokach BG, GA, AB, oraz ze a, 13, "f, a', 13', "f' sa
odpowiednio miarami katów A, B, G, P, Q, R rozwazanych
trójkatów. Mamy wiec równosc

n n

Xn '\' ""';- L-t ank - L-, ank ;
k=2 k=l

f(x) = {~-IIZ

(6)

dla X E (O; 1) ,
dla x = O,

odpowiadajaca podzialowi przedzialu (O; l) na n równych czesci.
l

Graniczna wartoscia tej sumy (przy n -> (0) jest calka f f(x)dx.
o

Na mocy (l), (2) i (6) ta sama liczba jest tez granica badanego
ciagu (xn/n). Jej przyblizona wartosc: 0,1484955 ... (Liczba
ta dopuszcza i inne przedstawienia calkowe, ale nie wyraza sie
przez funkcje elementarne i znane stale.)

Wobec tego

1( 1 I)n
ank < bnk < - 1 - - + -n k k2

lim '\' Cnk = O.n-()() L..,;
k=l

W nierównosci 1 - t < e-t < 1 - t + t2 (dla t>O) podstawiamy
t=l/ k i podnosimy wszystkie trzy czlony do n-tej potegi.
Otrzymujemy zwiazki

219. Badany ciag jest zbiezny. Dowód: przyjmijmy

1 ( 1) n 1 -nik(1) ank = - 1 - - , bnk = -e ,Cnk = bnk - ankn k n
dla n ~ k ~ 1. Wykazemy, ze

Stad

(3) 0< Cnk < <I>(13k) - <I>(ak) ,

. In 1 l I
gdZIe <I>(t) = -t , ak = 1- -, 13k = 1- - + - .n k k k2

Zgodni"! z twierdzeniem Lagrange'a, <I>(13d - <I>(ak) =
= (1/ k2)<I>'( €) = €n-l / k2 dla pewnego €E( ak; 13k)' Stad i z (3)

l ( l 1 ) n-l(4) O < C k < - 1 - - + ­" k2 k k2

L Cnk < L Cnk + L k\ < L Cnk + e < 2e
k=l k=l k=m+l k=l

ostatnia relacja graniczna wynika dla k~2 z oszacowania (4),
a dla k=l - wprost z definicji (l).

00

Ustalmy e>O oraz taka liczbe naturalna m, ze 2: 1/k2<e
k=",+l

(mozemy to zrobic, bo szereg 2: 1/k2 jest zbiezny). Zatem

(5) oraz lim cnk = O (dla kazdego k); 180° =tLBPRI + ILRPQI + ILQPGI =

l l
=2(180° - 13) + a' + 2(180° - "f).

Stad a'=(13 + "f)/2, a zatem

. , . (13 "f) . 13 "f 13 . "f >
S1l1 a = S1l1 - + - = 5111 - cos -- + cos - S1l1 -

2 2 2 2 2 2-

.13 "I 13·"1/'13'5111 - COS - cos - S1l1 - = V S1l1 S1l1 "I2 2 2 2

i analogicznie sin 13'~~sin "f sin~, sin "I'~ vsin asin 13· Mnozac
stronami te trzy nierównosci uzyskujemy teze zadania.
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Redagufe Jerzy B. BROJANZadania z fizyki nr 121, 122

121. Astronauci podrózujacy rakieta w przestrzeni kosmicznej nagle wykrywaja pocisk
znajdujacy sie w odleglosci r i poruszajacy sie wprost w ich kierunku z predkoscia
(wzgledna) tJ. Pocisk nie ma napedu i jest zaprogramowany tak, ze wybucha w chwili
najwiekszego zblizenia do rakiety. W jakim kierunku astronauci powinni skierowac
dysze silnika, aby minimalna odleglosc od pocisku miala wartosc maksymalna?
Przyjac, ze rakieta z wlaczonym silnikiem porusza sie ze stalym przyspieszeniem a.
Zalózmy teraz, ze pocisk nie wybucha, ale wysyla promienie "t. Czy opisany powyzej
optymalny kierunek dyszy gwarantuje takze pochloniecie najmniejszej dawki?

122. W obwodzie przedstawionym
na rysunku wszystkie zaróweczki sa
jednakowe. Jakim wzorem wyraza sie
zaleznosc pradu przeplywajacego przez
zaróweczke od przylozonego napiecia,
jesli zaróweczka A pali sie tak samo
jasno jak B, przy kazdym nastawieniu
potencjometru?

., , , ,- -
I I

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1991
Przypominamy trelfc zadan:
117. Jaka jest maksymalna mozliwa wartoU sprawnosci
przekladni slimakowej (rys.). jesli wspólczynnik tarcia zebów jest
równy f?

118. W przedstawionym obwodzie suwak przesuwano wzdlu1.
opornika R3 - R. do uzyskania minimum dtwieku. Wykazac,
ze na og6l dtwiek nie zanika calkowicie przy zadnym polozeniu
suwaka. Jaki warunek UlUBi byc spelniony, aby dtwiek zaniki'!

118. Gdy glosnik nie daje zadnego sygnalu, nie przeplywa
przez niego zaden prad i nie ma tez na nim zadnego napiecia,
tzn. napiecia w górnej galezi równaja sie odpowiednim
napieciom w dolnej galezi:

kola - F%Ax. Stosunek tych dwóch wyrazen jest sprawnoscia
przekladni '1.

F%Ax cos 4>- h sin 4> sin 4> sin 24>+ h(cos 24>- l)
'1 - --- - ------ . -- - ---------

- FyAII - sin 4>+ h cos 4> cos 4>- sin 24>+ h(cos 24>+ l)
Sprawnosc jest tym wieksza, im mniejsze jest h, zatem
w optymalnym przypadku 8=0, h=f. Aby obliczyc optymalna
wartosc 4>,korzystnie jest przeksztalcic

-'!.L = sin24> + f(cos24> + l)1-'1
i teraz przyrównac pochodna wzgledem 4>do zera. Ostatecznie

otrzymujemy tg24>= -} i

.J1+i2 - f

.J1+i2 + f'
'1maz =

(2)

(1)

UL1R1 = UR, , UL,R, = UR •.

Znikanie napiecia na glosniku zachodzi tylko wtedy, gdy
powyzsza równosc dotyczy zarówno amplitud, jak i faz napiec.
Zastosujmy wiec metode liczb zespolonych i podstawmy
zespolone zawady cewek i podzielmy równania stronami

Llwi + RI = Ra
L2wi + R2 R.

Rozpatrujac oddzielnie czesc rzeczywista i urojona lewej strony
dochodzimy do warunku

LI = RI = Ra
L2 R2 R.

Konieczny jest wiec nie tylko dobór odpowiednich wartosci
Ra i R., lecz takze spelnienie lewej równosci (2) (oczywiscie,
równanie (1) moze byc spelnione takze przy Rl = R2 = O).

11'T. Przyjmijmy, ze os obrotu pierwszego kola (napedowego)
pokrywa sie z osia x. a os obrotu drugiego kola - z osia II;

wtedy w punkcie zazebienia zeby pierwszego kola poruszaj a sie
w kierunku osi II. a zeby drugiego - w kierunku osi x. Oznaczmy
przez n jednostkowy wektor prostopadly do plaszczyzny
zetkniecia sie zebów obu kól:

n= (cos8cos4>, cos8sin4>, sine),

tzn. kat 4>wskazuje nachylenie zebów w plaszczyznie XII.

a kat e opisuje odchylenie w kierunku trzeciej osi z. Jesli
Ali oznacza male przesuniecie zebów pierwszego kola, a Ax
- drugiego. to wektor przesuniecia wzglednego (poslizgu) bedac
róznica wektorowa tych przesuniec jest dany wyrazeniem

t = (Ax, -Ali, O)

i musi byc prostopadly do wektora n. Stad
Ax
- = tg4>.
Ali

Sile wzajemnego oddzialywania zebów F = (F%, Fy, F.) mozemy
rozlozyc na skladowa normalna Fn = (F· n)n i skladowa
styczna F.t = F - F n. Poniewaz F.t jest równolegla do
wektora t, wiec sila ta nie ma skladowej z, czyli F. = (F· n)n •.
Korzystajac z tego zwiazku mozemy obliczyc dlugosc wektorów
Fn i F.t eliminujac z równan F•.

Fn = IF. ni = jF%n% + Fynyl, F.t = IFyn% - F%nyl
vn2+n2 vn2+n2:c y z y

Stosunek F.t/Fn jest wspólczynnikiem tarcia f. Gdy
pierwsze kolo jest napedowe, a drugie odbiera energie, nalezy
podstawiajac tu otrzymane wyrazenia na Fn i F.t pominac
moduly. Dalsze przeksztalcenia prowadza do wzoru

F-F cos 4>- h sin 4> d' h _ f
% - Y • gZie - --

sin 4>+ h cos 4> cos e

(przekladnia moze dzialac tylko wtedy, gdy licznik jest dodatni).
Praca kola napedowego jest równa FyAII, a praca drugiego
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Slawomir CYNK

Indukcje wsteczna mozna stosowac do dowodu wielu
innych twierdzen. Moze Czytelnikom uda sie znalezc jakies
ciekawe przyklady?

a to chcielismy wykazac.

Dokladne wykazanie, ze z poczynionych uwag wynika

prawdziwosc twierdzenia, pozostawiamy dociekliwemu
Czytelnikowi. Zauwazmy, ze druga czesc dowodu
mozna poprowadzic w inny sposób; zamiast wykazywac,
ze z prawdziwosci twierdzenia dla n wynika prawdziwosc
twierdzenia dla 2n, wystarczy wykazac, ze z prawdziwosci
twierdzenia dla n wynika prawdziwosc twierdzenia dla
jakiejkolwiek liczby naturalnej wiekszej od n (np. dla

n + 5, l7n3 + 26n2 + 32 czy n! + 1991).

li
,;"
11"-'-'-'-'··

11

ltd,.;.:::,

. H·t!l

L' --

- 'To wszyst/(g 6arazo cie/(gwe, Pitagorasie, ale czy azie/(J

temu znajae ja/(!jS prace?

2~al ..•.. a2" < _C_I_+_'_'_' _-t_. _c"_ <- n

< bl+ ... +b"
n

Zalózmy teraz, ze twierdzenie jest prawdziwe dla pewnej
liczby n. Zbadamy jego prawdziwosc dla liczby 2n.

Niech al, ... , a2" beda liczbami dodatnimi. Przyjmijmy
a2k-1 + a2k ----- .

bk= 2 ' Ck=y'a2k-1 . a2k, dla k=l, 2, ... , n.
Wiemy, ze Ck ~ bk dla k = 1, ... ,n.

Zauwazmy, ze 2~al"'" a2" = {/'CI ..... c".
Poniewaz twierdzenie jest prawdziwe dla n, wiec

CI + ... + c" Z d .~CI"'" c"~-----. atem po sumowuJacn
otrzymujemy

Niech al, a2 beda. liczbami dodatnimi. Wiemy,

ze (y'al- y'a2)2 ~ O, czyli po prostych przeksztalceniach

al +a2~2~, a to po podzieleniu przez 2 daje zadana
nierównosc.

al + ... + a" ~ {/'al ..... a,,_1 . a".n

Wiemy, ze al ..... a"-l = a~-I ,
l· al + ... + a" ,./ "-I hczy l -----> V a" . a" = a", co po prostycn -

przeksztalceniach daje nam zadana nierównosc.

Oczywiscie, taka indukcja wsteczna nie dowodzi
prawdziwosci twierdzenia dla dowolnej licz by naturalnej,
a jedynie tego, ze jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla
pewnej liczby naturalnej, to i dla wszystkich liczb od niej
mniejszych. Mozemy wiec wykonywac drobne kroczki
do tylu. Potrzebna nam jest jeszcze mozliwosc robienia

duzych kroków w przód, czyli wykazanie, ze istnieja.
dowolnie duze liczby naturalne, dla których twierdzenie

jest prawdziwe. W naszym przypadku najlatwiej jest
sprawdzic implikacje T" => T2". Nie mozemy jednak
zapomniec o pierwszym kroku - sprawdzmy zatem

prawdziwosc twierdzenia dla n = 2.

Korzystajac z prawdziwosci twierdzenia. dla n mozemy

napisac:

Jeden krok w przód, kilka do tylu ...
Swietnie znana ze szkoly zasada indukc;'i matematyczne;'
mówi, ze jesli w twierdzeniu o liczbach naturalnych
spelnione sa. dwa warunki:
1) twierdzenie prawdziwe jest dla no,
2) z prawdziwosci twierdzenia Tk wynika prawdziwosc

twierdzenia Tk+I('Vk ~ no), to twierdzenie T" prawdziwe
jest dla dowolnego n wiekszego lub równego no.

Zasada ta ma wiele odmian (np. gdy pokazujemy
implikacje Tk :::}Tk+~, pierwszy krok trzeba wtedy
sprawdzic dla dwóch kolejnych liczb). Chcialbym tu
przedstawic jedna z rzadziej spotykanych odmian indukcji,
tzw. indukcje wsteczna.

Jej glówna mysl polega na zastapieniu implikacji
Tk=>Tk+1 implikacja. Tk=>Tk-l' Niekiedy jest to znacznie
latwiejsze niz postepowanie zgodne ze "zwykla" zasada
indukcji. Przykladem twierdzenia, dla którego tak jest,
jest nierównosc Cauchy-Riemanna (miedzy srednia
arytmetyczna a geometryczna).

Jezeli al, a~, ... ,a" sa liczbami rzeczywistymi dodatnimi, to

1'1 < al + ... + a"Val' .•.. a" _ -----. n
Udowodnic te nierównosc za pomoca "zwyklej" indukcji

nie jest latwo. Natomiast nietrudno jest wykazac, ze
z prawdziwosci twierdzenia dla n wynika prawdziwosc
twierdzenia dla n-l.
Niech bowiem al, ... ,a,,_1 beda liczbami dodatnimi.

Przyjmijmy

EPSILON .. ninalef.l1Y dodatek Delty. Redakcja: Krzysztof Ciesielski (naczelny). Danuta Ciesielska. Slawomir Cynk. Zdzislaw Pogoda,
Ananias,. Posmiechowski. Ad ••," ,lo korespolldel1cji: K. Ciesielski, Iu"tytut Matematyki UJ, Reymonta 4. 30-059 Krak6w. z dopiskiem ~.
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Swietliste luki wokól gromad galaktyk:
2242-02 w gwiazdozbiorze Wodnika - zdjecie z lewej strony
i Abell 370 w gwiazdozbiorze Wieloryba - zdjecie powyzej.

Patrz w niebo
Ponad dziesiec lat temu zauwazone zostaly pierwsze slady dziwnych swietlistych
luków wokól niektórych gromad galaktyk. Dokladniejsze obejrzenie ich struktury
stalo sie mozliwe znacznie pózniej, dopiero po zastosowaniu kamer CCD (zdjecia).
Obserwacje takie zostaly wykonane przy okazji badan jasnosci powierzchniowych
galaktyk prowadzonych w Kitt Peak National Observatory (USA).

Uderzajaca jest regularna budowa tych luków -: sa to niemal idealne luki okregów,
których srodek pokrywa sie z przypuszczalnym. srodkiem masy gromady. Jasnosci
luków sa porównywalne z jasnosciami samych galaktyk. Gdyby mialy byc nimi
obiekty materialne lezace w takiej wlasnie odleglosci, co towarzyszace im gromady,
to bylyby to chyba najwieksze w ogóle twory we Wszechswiecie swiecace swiatlem
widzialnym. Na podstawie rozmiarów katowych i odleglosci gromad ich rozmiary
oceniono na 100 kpc.

Podstawowym wydawal sie byc problem, jak mozna uzyskac taka regularnosc struktury
przy tak ogromnych rozmiarach. Nikt nie byl w stanie wyjasnic, jak luki moga
zachowywac swój ksztalt w skomplikowanym polu grawitacyjnym gromady galaktyk.
Przez dluzszy czas nie byly znane widma tych obiektów wskutek ich zbyt niskiej
jasnosci obserwowanej - dalo sie tylko zauwazyc, ze sa one bardziej niebieskie od
galaktyk gromady. Sugerowaloby to, ze jezeli skladaja sie z gwiazd, to z gwiazd
mlodych. Rozwazano tez inna jeszcze mozliwosc, mianowicie ze luki swieca wskutek
zjawiska synchrotronowego, tzn. swieca w nich szybkie elektrony poruszajace sie w polu
magnetycznym (podobnie jak to ma miejsce np. w mglawicy Krab). Bylo to jednak
zastapienie jednych zagadek innymi, nadal bowiem tajemnicza p\>zostala przyczyna
tak regularnej struktury pola magnetycznego, a doszedl problem, skad mialyby sie tam
wziac szybkie elektrony.

Wydaje sie, ze wszystkie klopoty z interpretacja luków znikaja po przyjeciu
zalozenia, ze w ogóle nie sa one tworami materialnymi, lecz efektem soczewkowania
grawitacyjnego. Do dzis znaleziono wiecej przykladów tego zjawiska i w zasadzie
wszystkie obrazy daja sie wymodelowac uginaniem sie swiatla jakiegos odleglego
obiektu w polu grawitacyjIl!ym gromady galaktyk. Byloby to zatem w ogromnej skali
zachodzace zjawisko znane dotychczas tylko jako przesuniecia polozen gwiazd, gdy ich
swiatlo przechodzi w poblizu Slonca (efekt ogólnej teorii wzglednosci zaobserwowany
po raz pierwszy podczas zacmienia Slonca w 1919 r.).

Tomasz KWAST
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