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Dwa zegarki i calkiem powazna fizyka

Pawet KRAWCZYK

Czestym elementem filmdéw sensacyjnych jest scena nastawiania
zegarkéw na te sama godzine, czyli, jak méwimy fachowo, ich
synchronizacji. Gdy wszyscy posiadacze zegarkéw znajduja sie
razem, jest to dziecinnie proste. Czy mozna jednak caltkowicie
zsynchronizowaé dwa zegarki odlegle od siebie? Aby odpowiedzied
na to pytanie, wczujmy sie w role pilotéw kosmicznych, bliniakéw
Jacka i Placka, siedzacych za sterami swych rakiet, znajdujacych

sie na przeciwleglych kraficach rozleglego kosmodromu. Dostali oni

odpowiedzialne zadanie dodwiadczalnego sprawdzenia szczegdlnej

teorii wzglednosci. Nasi piloci maja wystartowaé dokladnie

w tym samym momencie i utrzymujac caly czas szyk liniowy

(rakieta Jacka z przodu, rakieta Placka dokladnie za nia — patrz

rysunek) i stala odleglod¢ lecieé pelna moca silnikéw przesz 24

godziny czasu pokladowego. Po wylaczeniu silnikéw bracia

maja poréwnaé wskazania swych zegarkéw. Zakladamy, Ze ruch

z wlaczonymi silnikami odbywa si¢ z przyspieszeniem, po ich

wylaczeniu zas ze stala predkoécia. Zadanie wydawalo sie trywialne:

c6z prostszego jak utrzymaé stala odleglodé, gdy dysponuje

si¢, jak na bliniakéw przystalo, identycznymi rakietami. Ale,

o zgrozo, bracia wykryli podczas radiowej pogawedki tuz przed

startem, ze zegarek Jacka pokazuje 11:29, a Placka — 11:30.

— Nastaw swéj zegarek na 11:30, Jacku — powiedzial Placek -

i wszystko bedzie w porzadku.

- To na nic — odpowiedzial Jacek — nasza rozmowa przenoszona jest
przez fale radiowe, ktére potrzebuja troche czasu, aby dotrzeé od
ciebie do mnie. W ten sposéb mdj zegarek wskazywalby zawsze
nieco wczedniejsza godzine niz twdj.

- Ech - westchnal Placek — gdyby bylo wiecej czasu, po prostu
przyszedibym do ciebie i latwo moglibysmy zsynchronizowad nasze
gegarki.

— Zapominasz, ze czas plynie inaczej w poruszajacych sie ukladach
odniesienia. Wracajac do swojej rakiety popsulbys synchronizacje.

B
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kierunek ruchu

W tym momencie Jacek uswiadomil sobie, e pomyst Placka ze
spacerem nie byl taki zly. Trzeba tylko, zeby Placek zostawil swéj
zegarek 1 w momencie wyjécia rzucil nan okiem.

- Podréz do mnie — pomysélal Jacek — zajelaby mu czas At
iz powrotem tyle samo. Wystarczyloby, zeby bedac u mnie
zapamietal wskazanie mojego zegarka, a po powrocie do siebie
sprawdzil, ile czasu trwala ta wyprawa. Powinien natychmiast
nastawi¢ swéj zegarek na zapamietana godzine plus polowa czasu
trwania wycieczki. Tak, to jest wladnie to.

Jacek natychmiast wyjagnil swoje rozumowanie Plackowi:

~ Wprawdzie nie ma czasu na spacery, ale mozemy zalatwi¢ to
za pomoca $wiatla. Ma to te dodatkowa zalete, ze w dowolnym
ukladzie odniesienia éwiatlo porusza sie zawsze ze stala predkodcia
i czas jego przejécia od ciehie do mnie i z powrotem bedzie na
pewno taki sam. Wysdlij wiec do mnie impuls §wiatla, a ja go

Geometria

czasoprzestrzeni

Marek KORDOS

Wapblczedni twierdzili, ze Einstein byl
miernym, zeby nie powiedzieé marnym,
matematykiem. Bylo to paradoksalne,
albowiem od niego wladnie pochodzi
koncepcja, ze struktura fizyki teoretycznej,
nowoczesnej fizyki teoretycznej, jest

taka sama jak struktura matematyki.
Pojecia, jakimi zajela sie fizyka teoretyczna’
przetomu stuleci, maja matematyczny
charakter, s3 bowiem niezmienne

~ twierdzil Einstein. Fizyka zaczela
zajmowad sie wtedy czasteczkami,
atomami, czastkami elementarnymi.
Czasteczki, powiedzmy, wody sa jednakowe

tak bardzo, jak moga, jednakowe byé tylko

np. tréjkaty réwnoboczne. Co wigcej,

po rozbiciu ich na czeéci i ponownym
polaczeniu otrzymamy dokladnie to,

co bylo na poczatku. Pozwala to na
konstruowanie idealnie écisltych (a nie tylko
w przyblizeniu, jak bylo dotad) modeli
matematycznych. Einstein utoZsamia
model matematyczny z teoria fizyczna.
Fizyka teoretyczna staje sie tym samym
specyficzna galezia matematyki.

Nic wiec dziwnego, ie gdy Einstein
sformulowal teorie oddzialywar cial
poruszajacych sie, zwana, szczegblng teoria
wzglednodci, sprawe znalezienia dla niej

| odpowiedniego modelu matematycznego

uznatl za pierwszoplanowsa. Jednak réini,
»poiyczani” przewainie od Hilberta,

* mlodzi asystenci-matematycy traktowali
| wspblprace z Einsteinem jak pafiszczyzne
. 1 nie nalezalo sie spodziewaé po nich,

. e to oni potrzebny model skonstruuja.

W Getyndze, gdzie Einstein (pracujacy
w biurze patentowym w Zurichu) szukat

| partneréw naukowych, dzialal 15 lat

starszy od Einsteina wybitny geometra
Herman Minkowski. Einstein byl zressta

. studentem Minkowskiego na politechnice

w Zurichu. I wlaénie Minkowskiego
potrafil Einstein pozyskaé dla idei

| poszukiwania modelu matematycznego dla
| szczegblnej teorii wzglednosci.




Kaeztalt zaproponowanego przez
Minkowskiego modelu matematycznego
staje si¢ bardziej zrozumialy, gdy
przyjrzeé sie koncepcjom, jakie poprzednio
Minkowski lansowal.

Najwieksza popularnoéé i znaczenie
mialy tzw. metryki Minkowskiego.

Sa to sposoby mierzenia odleglodci

w przestrzeni afinicznej, to znaczy
uogélnienia euklidesowego sposobu
mierzenia odleglodci, ale takie, ktére
nie powoduja zmiany liniowej struktury
przestrzeni: proste sa nadal zwyklymi
prostymi, plaszczyzny — zwyklymi
plaszezyznami itd.

Otrzymane w ten sposéb nowe geometrie
zrobily juz okolo 1900 roku znaczna,
furore w matematyce, choé nie wiedziano
wtedy dokladnie, jak dalekie s3 one od
euklidesowego pierwowzoru (ostatecznie
okreslil to w latach dwudziestych Radon)
i jak bardzo sa mu bliskie (tu ostateczny
rezultat uzyskal w latach czterdziestych
John). Nie bylo tei jeszcze analizy
funkcjonalnej (stworzonej w latach
trzydziestych gléwnie za sprawa Banacha),
w ktérej geometrie Minkowskiego sa
bardzo wainym narzedziem badawczym
(tzw. ciala cechujace).

Ogélna idea tych geometrii — struktura
liniowa jak najbardziej ,zwyczajna”,
wzieta z geometrii euklidesowej i nie
naruszajace tej struktury zaburzenie
struktury metrycznej — jest idea, z kidrej
wywodzi sie réwniez i czasoprzestrzen.
Czasoprzestrzen, czyli wlasnie poszukiwany
przez Einsteina model matematyczny
szczegolnej teorii wzglednodci.

Praca Minkowskiego wprowadzajaca
to pojecie zostala napisana w 1908,

a wydrukowana w 1909 roku - roku
émierci Minkowskiego. Stworzylo to
zdumiewajace zjawisko — geometria
czasoprzestrzeni praktycznie nigdy nie
stala sie obiektem intensywnych badan
matematykéw, uprawiali ja wlasciwie
wylacznie fizycy i to pragmatycznie:
badano tylko te jej wiasnodci, ktére maja
klarowna interpretacje fizyczna.

O tej czedci teorii czasoprzestrzeni jest
mowa w innych artykutach w tym numerze
Delty. Tu chcialbym przedstawié spojrzenie
na nig jako na obiekt matematyczny.

Aby uproécié sobie zadanie, bede méwil

o ,czasoprostej”, a wiec przestrzeni
dwuwymiarowej, ktérej struktura

liniowa jest identyczna jak plaszczyzny

# euklidesowej, ale stosunki metryczne sa

4 tu bardzo odmienne.

odbije za pomoca lustra. Gdy impuls dotrze do mnie, nastawie
swéj zegarek na punkt 11:50. Gdy ty zobaczysz odbity przeze
mnie sygnal, nastaw swéj zegarek na godzine pééniejsza o polowe
czasu, jaki uplynal miedzy wyslaniem a odbiorem sygnatu.
Wystartujemy, gdy nasze zegarki pokaia dokladnie 12:00!

Stalo sie tak, jak méwil Jacek. Zegary zostaly doskonale

zsynchronizowane i start nastapil réwnoczeénie.

— Uf, problem mamy z glowy — stwierdzil Placek. - Swietnie to
rozwiazaleé. Jak jus jeste$ taki sprytny, to powiedz mi jeszcze,
jaki sens ma caly ten eksperyment. Nasze rakiety sa identyczne.
Caly czas poruszamy sie z identycznymi predkosciami i podlegamy
tym samym przyspieszeniom. W naszych sytuacjach nie ma
zadnych réznic. Nasza podréi ma sie zakoriczyé, gdy twdj zegar
i méj zegar wskaza ponownie dokladnie godzine 12:00. Co wigc
moga pokazywaé, gdy je poréwnamy po zakoiiczeniu? Oczywidcie,
zawsze te sama godzine. Szkoda paliwa i naszego wysiltku na takie
eksperymenty.

— Nie mass racji, bracie — odpowiedzial Jacek. — Gdy wysiadziemy
z rakiet, ja, ktéry znajduje sie z przodu, bede starszy, a moj
zegarek wskaze godzine pééniejsza niz twdj. Popatrz na nasza
sytuacje z punktu widzenia obserwatora pozostajacego na
kosmodromie. WyobraZ tez sobie, ze aby poréwnaé wskazania
naszych zegaréw, wysylam do ciebie regularnie co sekunde
impuls §wietlny. Ustaliliémy juz przeciez, ze poslugujac sie
impulsami éwietlnymi realizujemy najlepszy z istniejacych
sposobéw poréwnywania zegaréw. Poniewas twoja rakieta porusza
sie w kierunku mojej z przyspieszeniem, wiec dla obserwatora
na kosmodromie bedzie oczywiste, ze impuls wietlny zawsze
przebedzie droge krétsza niz ta, ktéra dzielila nasze rakiety
w chwili jego wyslania. A zatem, bedziesz odbieraé moje impulsy
éwietlne w odstepach krétszych niz wtedy, gdyby$Smy poruszali
sie bez przyspieszenia. Stosujac nasza procedure synchronizacji
zegarkéw stwierdzisz, ze w chwili praybycia kaidego z impulséw
musisz odrobine posunaé swéj zegarek do przodu. Oznacza to,

e péini sie on w stosunku do mojego zegara. Méwiac jeszcze
inaczej, czas w twojej rakiecie, Placku, plynie wolniej niz w mojej!

> ; -1:_ ‘_\‘: fats
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Impuls §wietlny wyslany przez Jacka w chwilit = t; i odebrany przez Placka

w chwili t = t3 przebyl dystans mniejszy niiz odleglod¢ d miedzy rakietami.
Réinica Ad réwna jest drodze przebytej przez rakiete Placka w crasie t3 — ;.
Gdyby predkodci byly znacznie mniejsze nii predkodé §wiatla ¢, a prayspieszenie
stale i wynosilo a, moglibydfmy napisaé

@
c(ta —t1) 2 d— ~(ta - 1%
czyli
ad? )
BER
W zér ten pokazuje, ze réine tempo uplywu czasu w rakietach Jacka i Placka
pojawia sie tylko, gdy a # 0.

1
tg—t;ﬁ’—(d'—
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— Nie, to niemozliwe! Warunki naszego lotu sa takie same.
A zatem i czas musi plynaé w takim samym tempie. Twoje
rozumowanie . . .
Zostawmy naszych sprzeczajacych sie bligniakéw i sprébujmy sami
rozstrzygnaé ich spér. Nasza decyzja bedzie zgola salomonowa:
obaj maja racje. Chociaz od chwili uruchomienia silnikéw do chwili
ich zgaszenia obydwaj bracia odmierza ten sam czas, to jednak
w ostatecznym rozrachunku Jacek okaze si¢ starszy. To sprzeczne
ze zdrowym rozsadkiem, zawola moze Czytelnik. Ot6z nie, bowiem
moze sie zdarzyé — i wlaénie zdarzy si¢ — ze koniec pracy silnikéw
nie bedzie réwnoczesny. Jacek wylaczy silniki i jeszcze przez chwile
bedzie mial okazje obserwowaé prace silnikéw w rakiecie swego brata
- blizniaka. Do takiego rozwiazania przekonuje nas zastosowanie
transformacji Lorentza. Transformacja ta, bedaca podstawa
sformulowania szczegblnej teorii wzglednodci, wiaze polozenie i czas
(z,t), mierzone w pewnym ukladzie inercjalnym (np. zwiazanym
z kosmodromem) z polozeniem i czasem (z',t') mierzonymi
w innym ukladzie inercjalnym (np. w ukladzie, w ktérym rakiety
bligniakéw znajda sie w spoczynku po zakoriczeniu pracy silnikéw),
poruszajacym si¢ wzgledem ukladu wyjéciowego z predkodcia v
w kierunku osi z:

(1) ' = q(z — vt), t'='y(t—-c%z) .

Tutaj ¢ jest predkodcia $wiatla, a
1

Stosujac transformacje¢ Lorentza do chwil ¢, i ¢, zatrzymania sie
silnikéw Jacka i Placka dostaniemy

(3) t = (t, = c%:cJ) , tho=n (t,, 2 Cizz,,) :
Odejmujac stronami te réwnosci 1 korzystajac z tego, ze dla
obserwatora zwiazanego z kosmodromem obaj bracia wylaczaja
silniki w tym samym czasie (t, = t.), a odleglos¢ ich rakiet jest stala
iwynosi d =z, — z,, dostaniemy

v
(4) t'P "—t:, :'}fE,Z-d.

A zatem rzeczywidcie — w koricowym ukladzie inercjalnym Jacek
satrzymal sie o 7 5d wczesniej niz Placek. O tyle tez bedzie starszy
Jacek od swego brata.

Dziwne, prawda? Ale najdziwniejsze jest to, ze eksperyment,
jaki przypadl w udziale naszym bliZniakom, zostal juz wlasciwie
grealizowany i to 30 lat temu. No, oczywiscie, nie za pomoca
rakiet. Skorzystano z zasady réwnowaznodci, ktéra glosi, ze efekty
pél grawitacyjnych i sil bezwladnosci sa lokalnie nierozréznialne.
Przyspieszajace rakiety zastapiono wiec ziemskim polem
grawitacyjnym, a zamiast poréwnywania wskazaii zegaréw mierzono
czestodci tej samej wiazki $wietlnej w dwéch réznych punktach,
ktérych wysokodcei réznily sie o d. Pozostawiam Czytelnikowi
w charakterze prostej lamigléwki wykazanie, e w tym przypadku
wzér (4) — r nalezy interpretowaé jako predkodé spadku swobodnego
z wysokodci d — mozna przepisa¢ w postaci

B 1- g_;i

Vo C
gdzie v, oznacza czestodé swiatla mierzona na wysokosci h, a g jest
przyspieszeniem grawitacyjnym. W doswiadczeniu, o ktérym mowa,
czynnik 5‘,—1 wynosil okolo 10715, Technika pozwalajaca na pomiar
tak fantastycznie malych réznic czestosci jest réwnie interesujaca
jak opisany powyzej problem. Ale to, niestety, juz zupelnie odrebna
historia.

1

Stosunki metryczne okreéla sie czesto
przez podanie tzw. iloczynu skalarnego,
tj. wyraZenia przypisujacego parze
wektoréw v= [z, z2] i w= [y1,y2] liczbe
rzeczywista wedlug przepisu

VoW =

=a1121y1 +o12Z1y2 + a21%2Y1 + X22Z2Y2
Widaé wiec, ze konkretny wzdér
ofrzymujemy przez okreslenie
wepdlczynnikéw ay;. Taki iloczyn skalarny
wiaze sie z dlugodcia za pomoca definicji

lIvll =
= \/ﬂllzf + (ai2 + az1)2122 + @223 =

=yVYov.

Latwo zauwazyé, ze dla aj1=az2=1

i aja=0ag;=0 otrzymujemy zwykly,
euklidesowy iloczyn skalarny i zwykla,
euklidesowsa dlugodé. Réwniez latwo
wymysli¢ takie wspélezynniki a;;, by dla
nich niektére wektory nie miaty diugodci
(bo pod pierwiastkiem znajdzie sig liczba
ujemna).

Ci Czytelnicy, ktérzy pamietaja szkolna
geometrie analityczna, nie zdziwig sie,
ze za pomoca iloczynu skalarnego okresdla
sie kat miedzy wektorami wzorem

vow
(Iv]] - lwll *
co w szczegdlnodei pociaga za soba,
warunek

cos £(v,w) =

viwsEsrvow=0,

ktéry to warunek ma sens réwniez, gdy
dlugosci wektoréw v i w nie 83 liczbami
rzeczy wistymi lub sa réwne zeru.

W tej konwencji czasoprosta Minkowskiego
bedzie opisana przez ustalenie, e a;;=1,
age= — 1, a12=a21=0. .

W przestrzeni o wiekszej liczbie
wymiaréw odpowiedni wybér to
GI1=G33= ... =Qpn_1,n-1=1, Gppn= — 1,
a pogostale a;; réwne zeru.

Pierwsze waine spostrzezenie to fakt,

e istnieja wektory (a w konsekwencji

i proste majace ich kierunek),

ktére sa same do siebie prostopadle

- w matematyce nazywa sie je

izotropowymi. Istotnie: takimi sa wektory

[a,a] i [¢,—a]. SprawdZmy. Skoro
VOW=1I:¥1 — ZTa¥z,

wiec

[a,a] o [a,a] =a® —a®=0=

= a® — (—a)? = [a,~a] o [a, —a].
A proste izotropowe to wszystkie proste
o réwnaniach
z+y=b lub z—-y=b,
dla dowolnego b.




Nastepne spostrzezenie dotyczy wygladu
okregéw. Okrag to zbiér punktéw
jednakowo oddalonych od danego punktu.
Ma wiec réwnanie

iz — sl =llp - sll-
Rozpisujac to na wspéirzedne mamy
(21 = 81}2 — (z2 - vsz)2 =
=(p1—81)" = (p2 — 82)* = A.
Réwnanie to na ogé! opisaje hiperbole.

Nie otrzsymujemy hiperboli, gdy p = # lub
odcinek pa jest izotropowy — wtedy jest to para
prostych izotropowych.

Widaé, ze przez érodek kaidego okregu
przechodzi bardzo wiele prostych nie
przecinajacych go. Moral stad taki,

ze dany odcinek mozna odkladaé tylko na
niektérych prostych — na innych sie nie da.

W artykule Szybeies niZ fwiatlo moina znalefé
rysunek bardzo podobny do powyiszego.
Warto jednak pamietaé, ie réine okregi tylko
na czasoprostej sa tego samego rodzaju.
Cszytelnik zechce sprawdzié, ie jui na
crasoplassczyfnie wyglad okregu zaleiy

od znaku A. Jedne sa hiperboloidami
dwupowlokowymi, inne jednopowlokowymi.

Ruch peryastronu (peryhelium)
Tadeusz JARZEBOWSKI

Jeszcze w latach szedédziesiatych ogélna teoria wzglednodci
Einsteina, czyli teoria grawitacji, zajmowali sie raczej matematycy;
dzié tematyka ta pojawia si¢ w pracach eksperymentalnych,
interesuja sie nia astrofizycy obserwatorzy. Odkrywa sie¢ w kosmosie
obiekty, stanowiace wspaniale ,laboratoria grawitacyjne” (patrz
artykul pod takim tytulem w Delcie 10/1990), ktére stwarzaja
mozliwoéci obserwowania przewidywanych przez teorie zjawisk.

W tym artykule blizej o jednym z tych zjawisk, o przesuwaniu sie
punktu peryhelium (w stosunku do ktérego, w przypadku krazenia
wokdl gwiazdy, uzywane jest okredlenie: peryastron).

To, ze ciala niebieskie wzajemnie si¢ obiegaja po orbitach
eliptycznych, wiemy od czaséw Keplera, tj. od juz blisko czterech
stuleci. Zdawaloby sie, ze jezeli nie dzialaja zadne sily zewnetrzne,
to w takim odosobnionym ukladzie orbita powinna byé niezmienna
zaréwno pod wzgledem ksztaltu, rozmiaréw jak i orientacji.

Tak przynajmniej wyobrazal to sobie odkrywca prawa ciazenia
powszechnego — Newton; do takiego wniosku prowadziloby tez
zreszta elementarne rozumowanie.

Te niezmiennoéé zakwestionowal jednak Einstein. Dla ilustracji
problemu weimy pod uwage wynikajacy ze szczegblnej teorii
wizglednosci fakt wzrostu masy wraz z predkoscia. A wiadomo,

ze predkosdé ciala na orbicie eliptycznej jest zmienna.. W przypadku
Ziemi oscyluje ona miedzy 29,3 a 30,3 km/s. Z ta najwicksza
predkodcia biegnie Ziemia, gdy jest najblizej Sloiica, tj. w peryhelium
(co ma miejsce okolo 3 stycznia). A zatem w styczniu masa Ziemi
bylaby wigksza! Czegoé takiego Newton nie przewidywal.

Wlasdciwa interpretacja zjawiska, o ktérym chcemy méwié, opiera
si¢ na ogdlnej teorii wzglednosci. Wystepuje tam pojecie krzywizny
przestrzeni. W sasiedztwie duzych mas czasoprzestrzen ulega
zakrzywieniu. Ilustruje to rysunek 1, gdzie tym masywnym cialem
jest Sloiice, wokél ktérego krazy planeta. Otdz z teorii tej wynika,
ze of orbity nie zachowuje stalego polozenia, lecz powinna obracaé
sie w kierunku obiegu planety (rys. 2). Pociaga to, oczywiscie, za
soba jednoczesne przesuwanie si¢ punktu peryhelium.

ORBITA MERKUREGO

PERYHELIUM

MERKUREGO

StONCE

Rys. 1. W mydl ogélnej teorii wzglednosdci przestrzeri w sasiedzstwie obiektéw
o duzych masach ulega zakrzywieniu. Ten fakt tlhumaczylby systematyczne
skrecanie osi orbity obiegajacego ciala — jak to ukazuje rysunek 2.



Zjawisko to powinno wystapié najwyrasniej w przypadku Merkurego,
jako Ze planeta ta znajduje sie najblizej Slorica i elipsa, po jakiej
biegnie do$¢ wyragnie rézni sie od okregu. Teoria wskazuje, ze

w ciagu stu lat peryhelium Merkurego zmieni swe polozenie o 43" .
Dla Wenus, Ziemi i Marsa otrzymamy tu odpowiednio liczby 9", 4"

i 1", za$ dla planet dalszych beda to juz tylko niemierzalne utamki
sekund.

Rys. 2. Of keplerowskiej elipsy nie zachowuje stalego poloienia, lecz obraca

si¢ z wolna w swej plassczyZnie. Planeta nie biegnie zatem po elipsie, lecz po
krzywej otwartej, wypelniajacej obszar zawarty miedzy dwoma okregami, ktérych
promienie odpowiadaja najmniejszemu i najwickszemu oddaleniu od Slofica.

Merkury jest wiec w tym aspekcie najciekawszy. Problem
pperyhelium Merkurego” byl jednym z najwazniejszych tematéw
naszego stulecia.

Z obserwacyjna weryfikacja zjawiska sa tu jednak trudnosci. Skoro
uklad Slofice — Merkury nie jest odosobniony, nalezy uwzglednié
zaburzenia wywolywane przez inne planety. Ot6z po dokonaniu
tego typu obliczeit — opartych na mechanice Newtona — okazuje sie,
ze po uwzglednieniu wszelkich wplywéw innych obiektéw pozostaje
rozbieznoéé: wilasnie o owe 43 sekundy na setke lat. Chcialoby

sie tylko przyklasnaé Einsteinowi, gdyby nie pewne ale. Szkopul
bowiem w tym, ze takie skrecanie osi orbity planety mogloby

tez by¢ nastepstwem splaszczenia Slorica (pojawilby si¢ w takim
przypadku tzw. grawitacyjny moment kwadrupolowy). Niestety,
stopnia splaszczenia naszej gwiazdy nie mozna, jak dotad, wyznaczy¢
z wystarczajaca dokladnoscia. Nie ma wiec do dzi$ stuprocentowej
pewnodci, ze przewidywana przez Einsteina wedréwka peryhelium
Merkurego zostala potwierdzona.

I oto w atmosferze takiej rozterki, Anno Domini 1974, pojawia sie na
arenie astronomicznych sensacji inny uklad dwéch cial niebieskich,
gdzie dyskutowany tu efekt wystepuje w calej krasie i gdzie nie

ma juz watpliwodci co, do einsteinowskiego rodowodu zjawiska.
Nazwa nowo odkrytego beniaminka brzmi troche niezbyt swojsko:
PSR 1913+16. To parka gwiazd znajdujacych sie w gwiazdozbiorze
Orla — ale niech nikt nie prébuje szukaé ich na niebie. Swa obecnosé
ujawniaja one w zakresie fal radiowych i to bardzo skromniutko,
jako ze dzieli nas od nich odleglosé az okolo pigtnastu tysiecy lat
$wietinych.

Sa to dwie gwiazdy neutronowe, z ktérych jedna jest pulsarem

o okresie rotacji 0,06 sekundy. Obiegaja si¢ nawzajem (méwiac
poprawniej: obiegaja wspélny érodek masy) w ciagu 7 godzin

1 45 minut po mocno eliptycznych orbitach (mimoéréd e = 0,617).
Powinnismy zdawad sobie sprawe, iz tak krétki okres, zwlaszcza

5

Odcinki zatem podzielily sie nam na trzy
klasy: odcinki izotropowe (kazdy z nich ma |
dlugoéé zero!), odcinki bardziej nachylone =
do pierwszej osi (i dajace sie miedzy soba,
poréwnywac) i odcinki bardziej nachylone
do drugiej osi (tez poréwnywalne, lecz nie
poréwnywalne z poprzednimi).

—
-
-_——

Przyjrzyjmy sie jeszcze katom prostym.
Wzér na prostopadlodé ma postaé

1Y) = Z2Y2,
z czego wynika, Ze wektorem prostopadiym
do [a,b] jest wektor [b,a] i wszystkie
réwnolegte do niego. Oznacza to, Ze na
euklidesowym obrazku dwie proste na
czasoprostej sa prostopadle wtedy i tylko
wtedy, gdy dwusieczne utworzonego przez
nie kata sa izotropowe. A wiec jeden kat
prosty moze zawiera¢ mniejszy od niego
kat prosty o tym samym wierzcholku.

Wektory, ktére zostaly narysowane réwnej
dlugodci, sa prostopadle.

Odnoszac to do slawnej aksjomatyki
Euklidesa moéna powiedzieé, #e tym razem
skonstruowano geometri¢, w ktérej nie piaty
aksjomat, lecz cawarty (gloszacy, ze dowolne
dwa katy proste sa réwne) zostal naruszony.




® w przypadku obiegajacych sie gwiazd, wskazuje na ich bliskod¢; ich

& Aby uzasadnié zarzut, ze uprawianie wzajemne oddzialywanie grawitacyjne musi by¢ zatem znaczne.

& takiej geometrii przez fizykdéw zaweza

# obraz, trzeba przejéé do interpretacji
fizycznej pojeé czasoprostej (czy ogélniej:
czasoprzestrzeni). Jedli wyobrazimy
sobie, ze jedna z osi reprezentuje dw 64G2%2/3  M?2/3
(jednowymiarowa) przestrzef, a druga i (1—¢)P5/5 )
czas, oraz Ze jednostki dobrano w ten
sposéb, by odcinek odpowiadajacy
1 sekundzie na drugiej osi byl euklidesowo
réwny odcinkowi, ktéry na pierwszej osi Aby uéwiadomi¢ sobie wielkosé tej zmiany kierunku osi, dw/dt,
odpowiada 300 000 km, to interpretacja dokonajmy prostego poréwnania z danymi dla uktadu Slorice -
?rostych n.a.ryso\tan:'cl; 2o cz;:o:’rostej Merkury. Okres obiegu tej planety wynosi 88 dni, tu za§ mamy
Ji:sei:?liwclﬁta'ltak? PI:OS:::,e':st ;o?v\;em P = 0,323 dnia; stosunek okreséw obiegu ma sie zatem jak
prsyjtej imc')wie \;rykreseml suehu 1 do 272.’ Po pcl’dniesieniu d? .pot.cgi'5/3 pojawia si¢ w mianowniku
jednostajnego. liczba az 11 tysiecy razy mniejsza niz w przypadku Merkurego.

Uwzgledniajac jeszcze réznice w masach i mimosrodach otrzymujemy

E wynik dod¢ zaskakujacy. Jezeli bowiem w przypadku Merkurego

orbita skreca si¢ o nieco ponad cztery dziesiate sekundy na rok, to

tu powinno by¢ okolo cztery stopnie na rok!

Jedli Einstein mial racje, to osie orbit powinny podlegaé
systematycznemu skrecaniu, a tempo zmian powinno tu by¢ bardzo
wyraziste. Teoria podaje nastepujaca zaleinosé

gdzie M oznacza sume mas obydwu cial, zas P okres ich wzajemnego
obiegu.

Tak wynika z obliczei, a co wynika z obserwacji?

Promieniowanie radiowe tego ukladu gwiazd neutronowych
obserwuje sie juz od kilkunastu lat. Dazigki temu, ze jeden ze
skladnikéw jest pulsarem emitujacym rytmiczne sygnaly, mozliwe
jest wszechstronne badanie ruchéw tych gwiazd. Otéz stwierdzono,
A ek A fxf& od czasu odkrycia tego ukladu osie orbit %daiy}y skrecié
B othsainccvo fic s sty vradkadein po sie o ponad 60°; o taki sam kat przesunely sie zatem punkty
4 pierwszej osi w kierunku zgodnym z jej peryastronu (rys. 3). Tempo tego relatywistycznego skrecania osi,
g orisutaciy Wochwill .50 punkt Hyl w s wyznaczone na podstawie danych obserwacyjnych z lat 1974 — 1989,

Latwo jednak zauwazyé, Ze s3 wéréd nich wynosi
= takie, kt6re opisuja ruch z predkoscia
wieksza od predkosci §wiatla. Przyjmujac
{geom“w_“x“ie nie_d“‘j“_‘:y sie uzas.adnié] Dokladnosé pomiaréw jest bardzo wysoka; blad dopiero na piatym
Postulat, ze u.k}a!.d 1na_3rc.]alny w kazdym miejscu po przecinku.
innym ukladzie inercjalnym ma predkodé
nie wieksza od predkosdci §wiatta,
ograniczamy zbiér interesujacych
fizyka prostych tylko do tych, ktére sa,
bardziej nachylone do drugiej osi. Albo
_ réwnowagnie — interesowaé nas beda tylko
! odcinki o dlugoéci urojonej.

|| Idac dalej i zadajac, by kazdy uklad (juz
niekoniecznie inercjalny) poruszal sig
wolniej niz §wiatlo, z kazdym punktem
wiazemy figure zloZona ze wszystkich
punktéw, mogacych nalezeé do historii PERYASTRON ——
¥ ukladu, ktéry znalazt sie (gdzied, kiedy$)
8 w naszym punkcie. Figura ta nazywa sig
4 stozkiem przeszlodé-prayszlodé.

%f:— = 4,2266 stopni na rok.

wh orbity 1974

Rys. 3. W ukladzie podwéjnym PSR 1913416 orbita kaidej z gwiazd ulegla
w ciagu pietnastu lat skreceniu o okolo 60°.

Nawia®my raz jeszcze do Merkurego. Jak tatwo obliczy¢, na obrét
orbity tej planety o kat pelny nalezaloby czekaé az 3 miliony lat.
Tu natomiast obrét orbity o 360° nastepuje po kazdych 85 latach
— miesci sie zatem prawie w granicach zycia jednego czlowieka.

Jak widzimy, w obszarach o silnym polu grawitacyjnym odstepstwa
od praw fizyki Newtona sa bardzo wyraine. Jaskrawym tego
przykladem jest ta niezwykla parka z pulsarem PSR 1913+16.




S b' 3 17 & 3 ? .
zybciej niz swiatio? s— :
Sta,m'st‘aw MRO, WOZ YNSKI lstc:tl":.ie - Yvykres ruch}l 2 ’prledkoéciami ;
i mniejszymi od predkodci §wiatla ma zawsze §
Fundamentem, na ktérym zbudowana jest szczegdlna teoria wzglednosci, styczne spoéréd fizycznie dozwolonych
jest postulat o niezmienniczosci predkodci dwiatla, tzn. przyjmuje sie, prostych - nigdy wiec poza stozek
ze wartos¢ predkosci dwiatla, oznaczana tradycyjnie liters c, jest taka 8 przeszlodé-praysziodé nie wyjdzie.
sama we wszystkich ukladach odniesienia. Pojawia sie naturalne pytanie:
czy moga istnieé obiekty zwane tachionami (od greckiego Taxv¢ — szybki)
poruszajace sie szybciej niz swiatlo? Wiekszodé fizykéw uwaza, Ze nie
mogg i dlatego przyjmuja, iz predkodé édwiatla jest nie tylko predkodcia
niezmiennicza, ale i maksymalna. Sa tez jednak tacy, jak autor tego
artykuhu, ktérzy sadza, Ze istnienia tachionéw wykluczyé catkowicie nie
mozna.

Przedledimy argumenty przeciw tachionom.

Argument 1. Predkosé éwiatla ma wartodé skoficzong
(okolo 300 000 km/s). Mozna jednak poshigiwac sie do opisu ruchu
zmienng inna niz predkodé, np. zmienna y, po angielsku zwana rapidity,

a przez niektérych po polsku chyzoscig lub podpiesznosdcia, ktéra = Jectpunicts b spOCEh iy RIS KIREL S,
f§ bylo to nie pdfniej niz w chwili £;; jedli sie

2 predkodcia v wiage si¢ w sposSb nastepujacy kiedy$ spotkaja, bedzie to nie weznedniej niz

e | c+ v 8 w chwilits.
(1) Jms i -
Posdpiesznodé éwiatla jest nieskoriczona i pytanie, czy moga, istnied I to niezaleinie od tego, czy bedziemy
obiekty o wiekszej podpiesznodci, pozbawione jest sensu. Zmienna i sie interesowac tym, co jest wyiej (czyli
okreslona réwnaniem (1) ma istotnie kilka zalet. Jesli predkosé jest 4 W przyszlodci ukiadu znajdujacego sie
mala w poréwnaniu z predkodcia éwiatla, wéwczas v ~ yc. Skladanie w naszym punkcie), czy tei tym, co niZej
pospiesznoéci odbywa sie jak skladanie nierelatywistycznych predkosci, . (czyli w przeszlodci).
co zwykle bardzo upraszcza rozwazania. Jednak stosowanie zmiennej (1) R TR P i R
w niczym nie rozwiazuje problemu istnienia tachionéw, jedynie pytanie to kat, ale nazwa zostala wzigta
nalezy postawic inaczej. A mianowicie: czy istnieja obiekty, ktérych z czasoplaszezyzny - tam rzeczywidcie jest to
podpiesznoédé jest zespolona? zwyczajny stoick.

Argument 2. Jak wiadomo, energia i ped czastki o masie m poruszajacej
sie z predkodcia v wyrazaja, sie nastepujacymi wzorami
2
mc my
) - -

\ll—vsfcg’ g V1-v2fc?
z ktérych wynika, Ze nie mozna przyépieszyé czastki do predkosci wiekszej
niz ¢, gdyz wymagaloby to przejécia przez nieskoriczenie wysoka, bariere
energii przy v=c. Niektérzy wyciagaja z tego wniosek, ze tachiony istnieé By
nie moga. Przypomina to jednak rozumowanie pewnego staroindyjskiego [
medrca, ktéry uwazal, Ze nikt nie Zyje na péinoc od Himalajéw, gdyz

czlowiek nie zdola przejéé przez tak wielkie géry. Medrzec nie zauwaiyl, "

e ludy zamieszkujace Azje Srodkowa bynajmniej nie musialy sie Od razu widac, ze znakomita wigkszosé
przeprawiac przez Himalaje. Podobnie moze si¢ mieé rzecz z tachionami. krzywych z fizycznego punktu widzenia
By¢ moze one istnieja, lecz zawsze poruszaja, sie z predkodciami wiekszymi nie ma sensu (wiekszoé¢ w tym znaczeniu,
niz ¢, a zatem sa za bariera predkosci éwiatla. Zauwaimy, Ze podobna, ze losujac z rodziny krzywych jedna

sytuacje mamy z fotonami, ktére zawsze poruszaja, sie z predkoscia ¢ zazwyczaj trafimy na taka bez sensu).
i spowolni¢ ich nie sposéb. *

Latwo mozna sobie wyobrazi¢, jak zmodyfikowaé wzory (2), by opisywaly
energie i ped tachionu, tzn. gdy v>c. A mianowicie t2-

2
muv

mc B
i1 Jafeei

Rysunek przedstawia zaleinodé energii i pedu od predkosci.

(3) E=

| 1

i P |

| |

| |

| |

| |

| |

l : wFizyczna” interprefacja tej historii:

;__ Py i | opisywany punkt od chwili t; do t4

| —|r ‘‘‘‘ réwnoczefnie byl w caterech, a czasem w trzech
1 1 miejscach, pray caym w a, b i ¢ spotkal sie

i) v 0 G v sam ze soba; poruszal si¢ przy tym w czasie
zaréwno w przdéd, jak i w tyl




Mbéwiac o interpretacji fizycznej
czasoprostej nie sposéb pominaé sprawy
zmiany ukladu wspéirzednych (stosowne
wzory w innych artykulach w tym
numerze). Chodzi mianowicie o to, jak
bedzie wygladal uklad wspéirzednych

| zwiazany z innym niz ten, w ktérym
zaczeliémy rysowad, ukladem inercjalnym.
Dla obserwatora spoczywajacego

w poruszajacym si¢ (dla nas) ukladzie
inercjalnym historia tego ukladu to tylko
| uplyw czasu. Druga, o§ ukladu juz mamy.
A pierwsza? — oczywidcie — bedzie do
niej prostopadia (co juz wiadomo, jak
narysowac). Nic nadzwyczajnego.

Ciekawie zrobi sie jednak, gdy sprébujemy
:_ zorientowal sie, jak dlugie sa wektory osi.
. Rysujac rzut prostokatny na osie oraz
| ,czasoprostowe” okregi (tj. euklidesowe
hiperbole) stwierdzimy, ze odleglosé
. przestrzenna korica i poczatku wektora
pierwszej osi jest mniejsza, niz byla.
Podobnie bedzie z wektorem drugiej osi
- nowego ukladu. Zjawiska te zwane s3,
skréceniem Lorentza i dylatacja czasu;
stanowia one wdzieczny obiekt ukladania
. przez fizykéw réznych zaskakujacych
zadad.

.~ AA' to skrécenie Lorentza, BB’ - dylatacja
. czasu.

(-]

1 Rys. 2

Dla poréwnania przedstwiliSmy réwniez odpowiednie zaleznoédci dla
bradionéw (od greckiego fpadv¢ — powolny) — tak nazwano obiekty
wolniejsze niz dwiatlo. Widzimy, Ze tachion ma minimalna, zerowga energie,
gdy porusza sie z nieskoficzona predkoscia, ped jest réwny wéwczas mc.
Gdy predkoé¢ tachionu zbliza sie do predkosci éwiatla, energia i ged daza
do nieskoiiczonoéci.

Mamy wigc tutaj sytuacje analogiczng do tej z bradionami, z tym

ze energie nalezy zamieni¢ z pedem, predkosé zerows zad z predkoscia,
nieskoriczona. Zauwaimy réwniez, ze gdy predkoéé tachionu jest duzo
wieksza niz ¢, mozemy wyrazenia (3) przyblizyé, podobnie jak przyblizamy
wzory (2) w granicy nierelatywistycznej, tzn. gdy v<c. W obu
przypadkach odpowiada to sytuacji malych energii, tzn. f}—m-@:m.

Kwadrat czterowektora pedu, okreslany jako E?—p2c?, réwny jest dla
bradionu m?c*. W przypadku tachionéw natomiast E*—p2?c?=—m?c*.
Mozna wiec méwic, ze tachion to czastka o urojonej masie. Nie prowadzi

| to jednak do Zadnych paradokséw. Masa odpowiada energii w ukladzie,

gdzie czastka spoczywa. Nie mozemy jednak przejé¢ do takiego ukladu
odniesienia, poniewaz musieliby§my przejéé wspomniana, bariere predkodci
éwiatla. Latwo natomiast wykazad, Ze czastka bedaca tachionem

w ukladzie, w kiérym na przykitad Ty, Czytelniku, spoczywasz, jest
bradionem dla hipotetycznego obserwatora, ktéry poruszalby sie wzgledem

. Ciebie z predkodcia wieksza niz c.

. Transformacja Lorentza, ktéra wiaze energie i ped danej czastki w réinych
' inercjalnych ukladach odniesienia (poruszajacych sie wzgledem siebie

z predkodcia nie wieksza niz c), zachowuje wspomniany powyzej kwadrat
czteropedu. Oznacza to, Ze przy przechodzeniu od jednego do drugiego
ukladu odniesienia punkt (E, p) bedzie przesuwat sie wzdluz hiperboli
wyznaczonej réwnaniem E*—p?c*=m?c* dla bradionu i E*—p*c*=—m?c*

| dla tachionys Hiperbole takie zaznaczono na rysunku.

Jak widaé, bradion majacy dodatnia energie w jednym ukladzie

. odniesienia, ma dodatnia energie we wszystkich innych ukiadach.

W przypadku tachionéw natomiast znak energii moze byé réiny w réinych
ukladach odniesienia. PoniewaZ czastki o ujemnej energii odpowiadaja
antyczastkom, dwaj obserwatorzy o odpowiednio dobranej predkodci

. wigledne] postrzegaliby ten sam tachion, jeden jako czastke, drugi zaé

jako antyczastke. W przypadku bradionéw taka mozliwodé nie istnieje.
Przedstawiona wlasnosé tachionéw wykorzystamy przy analizowaniu
najpowazniejszego argumentu przeciw istnieniu tachionéw, tzw. paradoksu
Przyczynowego.

. Argument 3. Rozwaimy dwa poruszajace sie wzgledem siebie uklady
. odniesienia S i §' oraz dwéch obserwatoréw zwiazanych z tymi ukladami.

Obserwator z ukladu S wysyla tachion do obserwatora z S'. Ten po
odebraniu go wysyta drugi tachion do obserwatora w §. Moina tak
dobraé predkodci tachiondéw i wzgledna predkodé ukladéw (te ostatnia
mniejsza niz c), ze drugi tachion przybedzie do obserwatora w S, zanim
pierwszy tachion zostal wyemitowany. Przedstawiona sytuacje, okresdlana
jako paradoks przyczynowy, ilustruje rysunek 3, gdzie (t,z) i (¢',z')
oznaczaja wspdlrzedne czasowe i przestrzenne, odpowiednio w S i §'.
Przyczyne nachylenia osi uktadu S' (obserwowanego z ukiadu S) wyjasnia
artykul Geometria czasoprzesirzema.



Zrédlem paradoksu jest to, Ze tachion poruszajacy sie do przodu w czasie
w jednym ukladzie odniesienia (tutaj w ukladzie, w ktérym zostal
wyslany) moze poruszaé si¢ do tylu w czasie w innym ukladzie odniesienia
(w naszym przypadku w ukladzie, gdzie jest odbierany).

Wréémy jednak do geometrii. Zapytajmy
' o najoszczedniejszy uklad pojeé, za pomoca
| ktérego mozna by taka geometrie

R : g setex . uprawiad.

K 3 3

Pytania tego rodzaju wchodza w sklad malo
od pewnego czasu modnej galeri matematyki
— podstaw geometrii. Tutaj pisze na ten temat,
. bo uzyskany rezultat ma — w kontekdcie fizyki
- glebazy sens.

. Okazuje sig, ze uklad taki tworza
wspdélliniowodé punktéw i przynaleinodé

| pary punktéw do jednej prostej

izotropowej. Aby sie o tym przekonaé,

wystarczy stwierdzié, ze za ich pomoca

mozna opisaé przystawanie odcinkéw.

A mozna. Jest to jednak dodé trudne

zadanie... z geometrii euklidesowej.

Nizej drobniejsza, czcionka podany jest

schemat dowodu z informacjami, jak kazdy

z Czytelnikéw mégiby go uzupelnié. Tym,

ktérzy nie maja ochoty na takie figle,

proponuje ten fragment opuscié.

Istnienie opisanego paradoksu sformutowanego juz w 1917 roku,
naruszajacego zasade przyczynowosci stwierdzajaca, Ze przyczyna zawsze
poprzedza skutek, spowodowalo brak zainteresowania tachionami az do lat
szedcdziesiatych, kiedy zaproponowano rozwiazanie paradoksu. W owym
czasie zreszta pojawil sie¢ dopiero termin tachion.

Rozwiazanie paradoksu opiera sig na obserwacji, ze tachion poruszajacy
si¢ do tylu w czasie niesie ujemna energie. Dzieje sie tak dlatego,

ie czterowektor polozenia (t,z) transformuje sie tak samo jak wspomniany
powyiej czterowektor pedu (E, p). W zwiazku z tym zaproponowano
przyjecie nastgpujacego postulatu, zwanego postulatem reinterpretacji:
Tachion z ujemna energia, poruszajacy sie do tyli w czasie jest
antytachionem poruszajacym sie do przodu w czasie.

Najpierw przypomnienie twierdzenia

o dwusiecznych:
. Dwusicczna kata wewngtrznego (zewnegtrznego)
trdjkata dzieli wewnetrznie (zewnegtrznie)
przeciwlegly bok na czefet proporcjonalne
do przyleglych do nich bokdw trdjkata.

Zastosujmy teraz postulat reinterpretacji do rozwiazania paradoksu
przyczynowego. Jak wynika z rysunku 3, dla kaZdego z obserwatoréw
jeden tachion porusza sie do przodu w czasie, drugi zas do tyhi. Jeéli
przyjaé postulat reinterpretacji, to kazdy z obserwatoréw bedzie widzial

w swoim ukladzie odniesienia tachion i antytachion, oba poruszajace sie do
przodu w czasie, jak to pokazuja rysunki 4a i 4b, gdzie falka zaznaczono
reinterpretowany tachion.

B D c E

. Twierdzenie to wehodzi w sklad

= obowiazujacego w klasach matematyczno-
fizycznych liceum programu nauczania.

| Nastepne twierdzenie juiz takie nie jest.
Jakkolwick dobierzemy do trdjkagta ABC punkty
= P,Q, R, 5 spelniajgee warunk:

- proste PS5 1 QR przechodzq przez B,

- proste PR i Q5 przechodzq przez O,

- prosta RS przechodzi przez punkt przecigcia

- dwusiecznej kata BAC z bokiem BC,

al P “ct=x b) ; Tt A s otz g
4 i
k
£
3
£
. to prosta PQ przejdzie przez punkt przecigcia E_

- dwusiecznej kata zewng¢trznego trojkata ABC
przy wierzcholke A z prostq BC.

Kazdy z obserwatoréw bedzie uwazal, ze to on wystal oba tachiony.
Poniewaz w Zadnym z ukiadéw nie ma zwiazkéw przyczynowych miedzy
aktami emisji tachionu i antytachionu, zasada przyczynowosci nie jest
zlamana.

Cena za rozwiazanie paradoksu jest wysoka. Co jest przyczyna, a co
skutkiem mozna okresli¢ jedynie w danym ukladzie odniesienia. To, co
nazywamy przyczyna w jednym ukladzie odniesienia, moze byé skutkiem
w innym. Zasada przyczynowosci traci swéj absolutny charakter, lecz
stosowana musi by¢ réznie w réznych ukladach odniesienia. Nie jest

to jednak nieszczedcie. Jak wiemy, teoria wzglednodci usunela z fizyki
absolutny czas i absolutna, przestrzefi, wiec i relatywizacja pojeé przyczyny
i skutku wydaje sie byé w duchu teorii wzglednosci. Niestety, pojawia

sig powainiejszy problem, tzw. paradoks wolnej woli. Rzecz w tym,

ze zastosowanie postulatu reinterpretacji do rozwiazania paradoksu

Dowdéd tego twierdzenia polega na
zastosowaniu do tréjkata BSC twierdzenia
Cevy, twierdzenia Menelaosa i podanego wyiej
twierdzenia o dwusiecznych.

L N e T
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Teraz mofemy bez trudu podanymi wykej
irodkami rozpoznawad na crasoprostej jej katy
proste.

Przecinamy oba ramiona weryfikowanego kata
i jedna z prostych izotropowych wychodzacych
2 jego wierzcholka O prosta | otrzymujac
punkty P, @ i R. Nastepnie obieramy

poza prosta | dowolny punkt A i laczymy

goz P, Qi R. Na odcinku AR obieramy
punkt B i laceymy go prostymiz Q i P.
Owznaczmy przeciecie BQ z AP przez C

i BP 2 AQ przez D. Czytelnik bez trudu

% podanych wyiej twierdzerd wyprowadszi

fakt, ze badany kat jest prosty wtedy i tylko
wtedy, gdy prosta CD i drugie ramie kata
przetna sie na prostej . Powinien tylko
pamigtad, ke dwusieczne kata wewnetrznego

i zewnetrznego sa prostopadle, a proste
izotropowe w naszym modelu réwnies sa
prostopadle.

A oto ciag dalszy. Poniewas struktura liniowa
czasoprostej jest taka sama jak plaszczyzny
euklidesowej, wiec pojecia réwnoleglobok,
przesuniecie czy frodek odcinka sa na

nich jednakowe. Aby sprawdzié, czy dane
odcinki sa w sensie czasoprostej tej samej
dlugodci, wystarczy przesunaf jeden z nich
tak, by mialy wspélny koniec, uzupelnié je
do réwnolegloboku i praekonad sie, czy jest
rombem, czyli cay ma prostopadle (w sensie
czasoprostej) prrekatne  a to jui umiemy.

Podany dowdd przenosi sie praktycznie
bez zmian na czasoprzestrzefi dowolnego
wymiaru. Ale jaki jest z niego pozytek?

Zwréémy uwage, ze oba pojecia
wystarczajace do opisania czasoprzestrzeni
maja sens fizyczny. Punkty wspdlliniowe
to punkty nalezace do historii jednego
ukladu inercjalnego. Punkty nalezace

do prostej izotropowej to punkty z historii
jednego promienia $wiatla.
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przyczynowego, ilustrowanego rysunkami 3 i 4, prowadzi do sytuacji,

w kiérej wyslanie antytachionéw przez obu obserwatoréw staje sie aktem
niezaleznym od ich woli. Pozostaje kwestia indywidualnego poczucia
zdrowego rozsadku, czy taka sytuacja jest do zaakceptowania, czy nie.

Postulat reinterpretacji przywrécit zainteresowanie tachionami. Wykonano
nawet kilka eksperymentéw, w ktérych prébowano je zarejestrowad.
Niestety, bez skutku. Nie udalo sie réwniez skonstruowad chociazby
modelu poprawnego formalnie, ktéry opisyvalby oddzialywanie tachionéw
z bradionami, a wiec z materia nas otaczajaca. A moze tachiony z taka
materia po prostu nie oddzialuja. Wéwczas i paradoks przyczynowy

nie zachodzi, tachiony za$d sa absolutnie niewykrywalne, choé mozna by
mysled, ie istnieje jakid tachionowy wszechswiat. Jedli jednak cod jest
absolutnie niewykrywalne, przestaje byé obiektem zainteresowania fizyki,
ktéra swe teorie konfrontuje z obserwacjami. Tak czy inaczej, zajmowanie
sie tachionami nie jest pozbawione sensu, gdyz rozwija wyobraznie, tak
potrzebna przy studiowaniu teorii wzglednodei.

Redaguje Jarostaw KULPA

F 312. W szklanej plytce poruszajacej sie z relatywistyczna predkoscia v
biegnie éwiatlo z predkodcia u zgodnie z kierunkiem ruchu plytki. Oblicz
wspélczynnik zalamania plytki.

Rozwiazanie na str. 12

F 313. Z rakiety zblizajacej sie do planety wysiano czerwony sygnat

o dlugodci fali Ap=T760 nm. Zarejestrowany w rakiecie odbity sygnal
mial dlugoéé fali A; =380 nm (fiolet). Oblicz predkosé rakiety wzgledem
planety.

Rozwiazanie na str. 12

F 314. Oblicz, o jaka wielokrotnoéé k masy Ziemi zmniejszyla sie

masa Slofica w trakcie jego istnienia, tj. przez czas okolo 6 mld lat.

Zaléi, e temperatura powierzchni Slorica réwna Ta:6000 K nie ulegta
zasadniczym zmianom. (Masa Ziemi jest réwna m=6 - 10?* kg, a promieni
Stofica R=6,95 - 10° m.)

Rozwiazanie na str. 12

F 315. Neutralna czastka rozpada sie na dwa kwanty « biegnace pod
katem 120° wzgledem siebie i majace jednakowe czestodci. Oblicz predkodé
rozpadajace] sie czastki.

Rozwiazanie na str. 13

F 316. Oblicz minimalng energie (zw. progowa) fotonu, ktéry moze
wywolaé produkcje pary ete™ na spoczywajacym elektronie.
Rozwiazanie na str. 13



Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy

Teoria wzglednosci
na Uniwersytecie Warszawskim

Stanistaw L. BAZANSKI

Powojenna historia badan nad teoria wzglednosci i pokrewnymi jej
dziedzinami fizyki teoretycznej w Warszawie zaczela sie, w zasadzie,
w roku 1950 z chwila powrotu do Polski prof. Leopolda Infelda,
wslawionego przez prace nad zagadnieniem ruchu w ogélnej teorii
wzglednoéci, opublikowane wspdlnie z Einsteinem. W pierwszym
roku po swym powrocie prof. Infeld zorganizowal przy éwczesnym
Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii Uniwersytetu Warszawskiego
Instytut Fizyki Teoretycznej (IFT), w ktérym zaczely sie tworzyé
grupy badawcze specjalizujace sie w podstawowych galeziach

fizyki, w tym takze grupa szczegdlnie interesujaca si¢ badaniami
samego Infelda. W grupie tej najpierw kontynuowane byly prace
nad tematyka wniesiona przez prof. Infelda. W miare uplywu

czasu i dojrzewania naukowego poszczegblnych badaczy tematyka
ta ulegala ewolucji i obejmowaé zaczela nowe dziedziny, ktore
wyrosly z teorii wzglednosdci badZ byly z nia zwiazane, a czesto
obejmowane sa wspélna nazwa klasycznej teorii pola. W dalszej
czeéci tego artykuhu postaram sie przyblizyé Czytelnikowi niektére
z zagadnieni, ktére stanowily lub stanowia przedmiot badan w tej
dziedzinie w IFT. W ciagu czterdziestu lat, jakie uplynely od chwili
zalozenia Instytutu, zagadnienia te byly przedmiotem badan
uprawianych przez pokaZna liczbe oséb, ktére wniosly liczacy

sie¢ wklad do tej dziedziny nauki, uzyskujac przy tym stopnie

i tytuly naukowe. Trudno by bylo wszystkich ich tu wymienié.
Samodzielnymi pracownikami naukowymi, zatrudnionymi obecnie

w IFT UW i prowadzacymi miedzy innymi badania nad ogélna
teoria wzglednoéci i klasyczna teoria pola, sa profesorowie Andrzej
Trautman, Jerzy Plebanski, Marek Demiariski, Wojciech Kopczynski,
dr. hab. Jacek Tafel oraz autor niniejszego artykuhu.

Ogdlna teoria wzglednosci jest fizyczna teoria przestrzeni i czasu.
Postuguje sie ona doéé zlozonym aparatem matematycznym i uchodzi
za teorie trudna. Jej istote mozna pokusié sie przedstawié bez
odwolywania si¢ do zbyt skomplikowanych pojeé, a wiec doéé
niedokladnie, w sposéb nastepujacy. Przestrzen i czas, ktére
stanowia swego rodzaju jedno$é zwana czasoprzestrzenia, pod
wplywem materii zmieniaja swe wlasnoéci, zmieniaja swa geometrie.
Geometria pustej czasoprzestrzeni, bez materii, jest geometria
znaleziona w 1907 r. przez H. Minkowskiego. Geometria zwyklej
tré6jwymiarowe]j przestrzeni zwiazanej z czasoprzestrzenna geometria
Minkowskiego jest znana ze szkoly geometria Euklidesa. Geometria
rzeczywistej czasoprzestrzeni wykazuje pewne odstepstwo od
geometrii Minkowskiego, zwane krzywizna czasoprzestrzeni.

To odstepstwo, czyli krzywizna czasoprzestrzeni, jest zmienne

w czasie i przestrzeni. Teoria pozwala wyznaczyé krzywizne
czasoprzestrzeni w zaleznoéci od pewnych wlasnodci materii

za pomoca réwnain znalezionych w 1915 r. przez Einsteina. Krétko
méwiac, materia okresla geometrie §wiata. Jednak w warunkach
spotykanych np. na Ziemi odstepstwo geometrii zwyklej przestrzeni
spowodowane krzywizna czasoprzestrzeni jest tak male, ze geodeci
z powodzeniem moga poslugiwac sie geometria Euklidesa.
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Zatem pojecia uklad inercjalny i promiesi
$§wiatla moga by¢ jedynymi pojeciami
czasoprzestrzeni. Cala fizyka w szczegdlnej
teorii wzglednoéci okazala sie geometria,

a cala geometria czasoprzestrzeni - fizyka.

Fakt opisany wyzej nie byl znany
Einsteinowi. Tym wiekszym podziwem
napawajg jego dalsze prace, ktore juz
bezpoédrednio zmierzaly do utozsamienia
geometrii §wiata z jego fizyka, a ktére sg
znane jako ogélna teoria wzglednoéci.

Ale to juz inna historia.
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Jednak geometria geodetéw to tylko geometria przestrzeni, a nie
czasoprzestrzeni. Istnienie krzywizny czasoprzestrzeni, nawet w warunkach
spotykanych na Ziemi, przejawia si¢ natomiast poprzez ruch cial. Z réwnan
Einsteina wynikaja réwnania ruchu cial, przy czym w zakrzywionej
czasoprzestrzeni ciala swobodne nie poruszaja sie ruchem jednostajnym po
liniach prostych. Czyli nie tylko materia okresla geometrie Swiata, lecz takze
geometria Swiata dyktuje materii, jak ma sie poruszaé. W pewnym sensie

jest to intuicyjnie oczywiste; ruchem jednostajnym po linii prostej toczyé sie
moze kulka po gladkiej poziomej powierzchni plaskiej, ale juz nie po gladkiej
powierzchni pofaldowanej. Jednak z przyczyn, ktérych tu nie bedziemy rozwijaé,
analogia ta jest bardzo niedokladna. Natomiast w ogélnej teorii wzglednosci
nie odwohijac sie do zadnych intuicji mozna pokazaé, ze np. nasza Ziemia tak
zmienia geometrie ctaczajacej ja czasoprzestrzeni, iz cialo swobodne, a wiec
takie, na ktére nie dzialaja zadne sily, wypuszczone w poblizu Ziemi z pewna
predkoscia, spada na nia po krzywej balistycznej. I podobnie, w czasoprzestrzeni
otaczajacej Slorice ciala swobodne poruszaé sie beda po torach planet. Czyli

to, co kiedy$ Newton uwazal za przejaw dzialania na odleglos$¢ tajemniczej sily
grawitacji, jest po prostu przejawem geometrycznych wlasnosci czasoprzestrzeni
okreslonych lokalnie w otoczeniu poruszajacych sie cial. W ogdlnej teorii
wzglednodci nie ma sily ciazenia, jedynie lokalna geometria czasoprzestrzeni
okreéla taki, a nie inny ruch cial.

W pierwszym okresie badan nad teoria wzglednosci w IFT zajmowano sie
gléwnie problemem ruchu cial. W okresie tym Infeld i jego uczniowie wyswietlili
i uprodcili caly szereg spraw zwiazanych z tym zagadnieniem. Wyjasniono do
korica ogélna zaleznoéé logiczna miedzy réwnaniami Einsteina, ktére méwia, jaka
jest geometria czasoprzestrzeni w otoczeniu poruszajacych sie cial, a réwnaniami
ruchu tych cial. Miedzy innymi, poslugujac sie metoda przyblizei sformulowana
jeszcze w roku 1938 przez Einsteina, Infelda i Hoffmana, znaleziono poprawki
wynikajace z teorii wzglednosdci, tzw. poprawki relatywistyczne, do dynamiki
ukladu cial oddzialujacych grawitacyjnie. Innymi slowy, chociaz $cisle rzecz
biorac, nie ma sily grawitacji, a ruch cial np. w ukladzie planetarnym jest
przejawem takiej a nie innej geometrii czasoprzestrzeni w otoczeniu tych

cial, to w okreslonych warunkach i w opisie przyblizonym teoria prowadzi

do dynamiki newtonowskiej ukladu cial oddzialujacych klasycznymi sitami
grawitacji, a w dokladniejszych przyblizeniach, silami uzupelnionymi

o odpowiednie poprawki relatywistyczne, potwierdzane przez bardziej dokladne
pomiary. Ten okres badan jest w zasadzie od dawna zakoriczony, a wkiad
wniesiony do nich przez grupe badaczy w Warszawie zostal podsumowany

w monografii napisanej przez Infelda i Plebariskiego. Wypracowane jednak
wtedy metody sa doéé podstawowe i od czasu do czasu do nich si¢ powraca.
Powrotem takim byly np. prace przeprowadzone okolo roku 1974 przez

M. Demianskiego poswiecone ruchowi czarnych dziur.

Z problemem ruchu wiaze sie inny, bardzo wazny problem teorii wzglednosci

— zagadnienie promieniowania grawitacyjnego. Juz w roku 1918 Einstein
zauwazyl, badajac wlasnodci teorii bedacej pewnym przyblizeniem jego ogdlnej
teorii wzglednosci, ze uklad cial oddzialujacych grawitacyjnie, a wiec np. uklad
planetarny lub uklad dos$¢ blisko siebie polozonych gwiazd zachowuje sie
podobnie jak uklad elektronéw w antenie nadajnika lub w ciele §wiecacym.

- Taki uklad promieniuje grawitacyjnie. Promieniowanie to wykazuje pewne

podobienstwo do promieniowania elektromagnetycznego, ale istnieja tez powazne
réznice wynikajace z zasadniczej odmiennosci teorii Maxwella opisujacej
zjawiska elektromagnetyczne i teorii Einsteina zjawisk grawitacyjnych. Przede
wszystkim jednak nie ma do dnia dzisiejszego bezposredniego doswiadczalnego
potwierdzenia wystepowania promieniowania grawitacyjnego w przyrodzie, choé
istnieja powazne poszlaki, oparte na wieloletniej obserwacji pulsara podwdéjnego
PSR 1913+16, wskazujace na istnienie tego zjawiska. W okresie kiedy Einstein
teoretycznie przewidzial wystepowanie promieniowania grawitacyjnego, nie bylo
jednak rzecza do kotica wyjasniong, z powodu pewnych komplikacji
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Rozwigzanie zadania F 815.
Stosujac zasade nachowania energii
i pedu dla rozpadajacej sic czastki
mamy

— = 2hv,

gdzie my, v oznaczaja mase

i predkodé rozpadajacej sie czastki,

v — crestotliwodé kwantdw v, a - kat
miedsy nimi.

iy
c

a=120°

hY.
c

Dzielac powyisze réwnania stronami
otrzymujemy:

L4
U= CCO8 — = =C.
2

Roswigsanie sadania F 816,
Najmniejsza sumaryczng energie

beda mialy czastki (e?, e”,e” ) lecace
w jednym kierunku z tymi samymi
predkodciami. Napisamy zasade
zachowania pedu i energii dla chwil
przed i po zderzeniu:

h
— = 3p,
I

!ngcg + hv = 3E,

gdzie p, E oznaczaja ped oraz energie
jednej z czastek po zderzeniu, mg

zad mase gpoczynkows elektronu.
Podstawiajac z pierwszego réwnania
energie fotonu hr do drugiego
otrzymujemy

3E = 3pc + m(,cz.

2
E — T_‘lﬁj) :pzcgl
3

Wykorzystujac relacje miedzy energia

i pedem E?—p?c?=mjc! dostaniemy
|

]
= —=mopc" .
3

(o]

Stad hv=3E -moc?=4mgc?.

teoretycznych, czy jest ono pewna cecha teorii pojawiajaca sie wskutek
przyjetego schematu opisu, czy tez jest zjawiskiem obiektywnym, niezaleznym
od przyjetego sposobu obserwacji. Bylo to Zrédlem kontrowersji, ktéra zostala
rozstrzygnieta dopiero okolo roku 1960. Dzié§ wiemy, Ze teoria przewiduje,

iz uklad cial poruszajacych sie stale w ograniczonym obszarze przestrzeni
powoduje powstanie na zewnatrz ukladu zaburzef krzywizny czasoprzestrzeni,
tzn. powoduje zmiane wielkodci mierzacych lokalne odstepstwo geometrii
czasoprzestrzeni od geometrii Minkowskiego. Zaburzenia te rozchodza

sie w przestrzeni na zewnatrz ukladu, oddalajac sie od niego z predkodcia
$wiatla, a sam ruch ukladu zmienia sie, przy czym w niektérych sytuacjach
ciala tworzace uklad zaczynaja na siebie spadaé. Ta propagacja zaburzen
krzywizny czasoprzestrzeni to wlasnie promieniowanie grawitacyjne. Jedna

z cech je charakteryzujacych jest specyficzna struktura krzywizny w obszarach
przestrzeni bardzo dalekich od ukladu promieniujacego. Struktura ta jest
opisana w tzw. twierdzeniu o odlupywaniu sie krzywizny.

Powyzszy obraz teoretyczny promieniowania grawitacyjnego jest ogélnym
podsumowaniem wielu prac prowadzonych w licznych oérodkach na éwiecie.
Dla nas jest rzecza waina, ze powazny udzial w tych pracach mialy badania
prowadzone swego czasu w [FT Uniwersytetu Warszawskiego. Pierwsze
sformulowanie twierdzenia, ktére z fizycznego punktu widzenia przekazywalo
tresci podobne do twierdzenia o odlupywaniu sie krzywizny, choé w jego
pierwotnym sformulowaniu pojecie krzywizny nie wystepowalo, zostalo podane
w roku 1960 przez A. Trautmana. W IFT w Warszawie znaleziono tez caly
szereg $cislych rozwiazan réwnan Einsteina, ktére opisywaly szczegélne
przypadki promieniowania grawitacyjnego i nie pozostawialy watpliwodci,

ze zgodnie z ogblna teoria wzglednodci promieniowanie grawitacyjne jest
zjawiskiem fizycznym istniejacym niezaleznie od przyjetego sposobu opisu
teoretycznego. Przede wszystkim zaliczaja sie do tych rozwiazai niektére

z nalezacych do stynnej klasy rozwiazan znalezionej przez Robinsona

i Trautmana, a ponadto niektére z licznych rozwiazan znalezionych przez

M. Demiariskiego i J. Plebanskiego. Stosunkowo niedawno A. Trautman wraz
z amerykariskim fizykiem I. Robinsonem ponowili badania nad znaleziona przez
nich w 1962 r. klasa rozwiazan i pokazali, ze czasoprzestrzenie z tej klasy sa
reprezentacjami pewnej nowej geometrii, ktéra nazwali geometria optyczna.
Obecnie kilku uczniéw prof. Trautmana kontynuuje badania nad réznorodnymi
wlasciwosciami tej geometrii i jej zwiazkami z ogélna teoria wzglednosci.

Istnieje kilka sposobéw, ktére z teoretycznego punktu widzenia nadaja sie do
ewentualnego wykrywania promieniowania grawitacyjnego. Jednym z nich
jest obserwacja ruchu bardzo bliskich sobie cial i wystepujacych miedzy

nimi sil prayplywowych. W mechanice ogélnej teorii wzglednoéci zjawisko to
Jjest opisywane za pomoca tzw. réwnan dewiacji geodezyjnej. W ostatnich
kilku latach badania nad dynamika zwiazana z tymi réwnaniami prowadzil
w Warszawie S. Bazaiiski, ktéry miedzy innymi znalazt nowa, bardziej efektywna
metode rozwiazywania réwnan dewiacji. Aktualnie w IFT prowadzone sa tez
badania nad teoretycznymi podstawami niektérych optycznych metod detekcji
promieniowania grawitacyjnego.
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylaé rozwiazania zadad z numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazal zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylad rozwiazania
® czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartee), moina to robidé

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadani = matematyki i z fizyki nalezy

preesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub

ey Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Oceng mnoiymy
przez wspblezynnik trudnofci danego zadania: WT = 4 — 35 /N, gdzie S5 oznacza sume
. ocen ze roswiazania tego zadania, a N — liczbe 0séb, ktére nadeslaly roswiazanie chocby

jednego zadania 2 danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktow, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 1991

konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Traykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Zadania z matematyki nr 223, 224

223. W tréjkacie ABC kat wewnetrzny przy
wierzcholku C ma miare trzykrotnie wieksza niz kat
wewnetrzny przy wierzchotku A. Dowiegd, ze wysokosé
opuszczona z wierzcholka C jest krétsza niz polowa
boku AB.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1991
Przypominamy tredé zadan:

n

B k—1\"

219. Niech z,= E (_k_) dla n=2,3,4,... Czy ciag (za/n)
k=12

jest zbhieiny?

219. Badany ciag jest zbiezny. Dowdd: przyjmijmy
1 i 5 ade 1

(1) ape = — (1 = —) s Sap=—eME et an
n k n

dlan > k > 1. Wykazemy, ze

2 li =0.
( ) n]—-mmkzcnk
=]

W nieréwnodci 1 —t < et < 1— ¢+ t? (dla t>0) podstawiamy
t=1/k i podnosimy wszystkie trzy czlony do n-tej potegi.
Otrzymujemy zwiazki

1 1 1™
ank<bnk<~«(l——+—-~) 5
n

k k2
Stad
(3) 0 < cnk < ¢(Bi) — d(ax),
- =Ll =g X S e
gdzie d:(t)-—-nt y, =1 e B =1 k+k2'

Zgodnie z twierdzeniem Lagrange’a, ¢(fx) — #(ak)
= (1/k?)¢'(€) = €™~ 1/k? dla pewnego £€(ay; Br). Stad iz (3)

1 1wkl

4 0% gy =S SR :
(4) ET e ( k kz)
Wobec tego

1
(5) 0< e < w  oras lim ¢, =0 (dla kaidego k) ;
ostatnia relacja graniczna wynika dla k>2 z oszacowania (4),
a dla k=1 - wprost z definicji (1).

oo
Ustalmy €>0 orae takg liczbe naturalng m, ze Z 1/k%<e
k=m+1
(mozemy to zrobi¢, bo szereg z 1/k? jest zhieiny). Zatem
n e n m
T
Z%k‘ﬂi Cnk + 2 k—2<i Cnk + € < 2¢
1 =1 k=1

k= k=m+1

Redaguje Marcin E. KUCZMA

224. Liczba naturalna n > 1 jest dzielnikiem liczby p—1,
gdzie p jest dzielnikiem pierwszym liczby n®—1. Znaleié
zwiazek miedzy p i n (w postaci réwnodci wielomianowej).
Zadanie 224 zaproponowal pan Henryk Pawlowski

z Torunia.

220. W tréjkat ABC wpisano okrag styczny do bokéw tego
tréjkata w punktach P, @, R. Miary katéw tréjkata ABC
réwne sa a, #, v; miary katéw tréjkata PQR wynosza a', g',

. Dowiedé, ie

sin e sin B siny < sina’ sin 8’ siny'.

dla dostatecznie duzych n; wynika to ze zwiazkdéw (5), bowiem
m jest ustalone. Réwnodé (2) jest tym samym udowodniona.
Zauwazmy teraz, ze

n n
Zn -
(6J S E Ak = § Ak ;
n
k=2 k=1

natomiast E b,k Jest sumga Riemanna funkcji ciagle]
k=1
== 1/3 .
f{z):{e dla z € (0;1),
0 dlaz=0,
odpowiadajaca podziatowi przedziatu (0;1) na n réwnych czesci.
1
Graniczng wartoscig tej sumy (przy n— oo) jest catka f f(z)d::.
0
Na mocy (1), (2) i (6) ta sama liczba jest tez granica badanego
ciagu (zn/n). Jej przyblizona wartosé: 0,1484955... (Liczba
ta dopuszcza i inne przedstawienia calkowe, ale nie wyraza sie
przez funkcje elementarne i znane stale.)

220. Mozemy przyjac, ze punkty P, Q, R leza odpowiednio
na bokach BC, CA, AB,oraz te a, 8, 7y, ', B', 7' s3
odpowiednio miarami katéw A, B, C, P, Q, R rozwazanych
tréjkatow. Mamy wiec rownosdé

180° =|/BPR|+ |LRPQ|+ |LQPC| =

1 1
:5(180" —-B)+a'+ 5(180" - 7).
Stad a'=(# + v)/2, a zatem
g

sina’ = sin (E + 2) = :!inEccns1 -|'—u:oss—elin1 >
2 2 2 2 2

> 24/sin Ecctszr_c:osgsin1 = y/sin Bsiny
2z 2 2 2z
i analogicznie sin §'> \/;sin':rsin;, sinqy'>+/sin asin #. Mnozac

stronami te trzy nieréwnosci uzyskujemy teze zadania.




Zadania z fizyki nr 121, 122

Redaguje Jerzy B. BROJAN

121. Astronauci podrbzujacy rakieta w przestrzeni kosmicznej nagle wykrywaja pocisk
znajdujacy sie w odleglodci r 1 poruszajacy sie wprost w ich kierunku z predkosdcia
(wzgledna) v. Pocisk nie ma napedu i jest zaprogramowany tak, ze wybucha w chwili
najwiekszego zblizenia do rakiety. W jakim kierunku astronauci powinni skierowad
dysze silnika, aby minimalna odlegloéé od pocisku miata wartoéé maksymalna?
Przyjaé, ze rakieta z wlaczonym silnikiem porusza sie ze stalym przyspieszeniem a.

Zalézmy teraz, Ze pocisk nie wybucha, ale wysyla promienie 4. Czy opisany powyzej
optymalny kierunek dyszy gwarantuje takze pochloniecie najmniejszej dawki?

122. W obwodzie przedstawionym
na rysunku wszystkie zaréweczki sa A

jednakowe. Jakim wzorem wyraza si¢
zaleinodé pradu przeplywajacego przez
zaréweczke od przyloionego napiecia, =
jesli Zaréweczka A pali sie tak samo e

jasno jak B, przy kaidym nastawieniu

potencjometru?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1991
Przypominamy tredé zadan:

117. Jaka jest maksymalna moéiliwa wartodé sprawnodci
przekladni dlimakowej (rys.), jedli wapslezynnik tarcia zebéw jest
réwny 7

117. Przyjmijmy, ze os obrotu pierwszego kola (napedowego)
pokrywa sie z osig =, a of obrotu drugiego kola — z osig y;

wtedy w punkcie zaz¢bienia z¢by pierwszego kola poruszajg sie
w kierunku osi y, a zeby drugiego — w kierunku osi z. Oznaczemy
przez n jednostkowy wektor prostopadly do plaszczyzny
zetkniecia sie zebéw obu kél:

n = (cos® cos ¢, cos O sing, sinO),

ten. kat ¢ wskazuje nachylenie zebéw w plaszczyénie zy,
a kat © opisuje odchylenie w kierunku trzeciej osi z. Jesdli
Ay oznaceza male przesunigcie zebéw pierwszego kola, a Az
- drugiego, to wektor przesunigcia wzglednego (poslizgu) bedac
régnicg wektorows tych preesunigé jest dany wyrageniem
&= [b:) _'&yl D)

i musi by¢ prostopadly do wektora n. Stad

Az

2 = tgd .
Sile wzajemnego oddzialywania z¢béw F = (Fy, Fy, F;) mogemy
roeloiyé na skladows normalng Fn = (F - n)n i skladows
styceng Fyt = F — F,. Poniewag Fg¢ jest réwnolegia do
wektora t, wigc sila ta nie ma skladowej 2, czyli F; = (F-n)n..
Korzystajac z tego ewigzku mozemy obliczyé diugodé wektordw
Fn i Fgt eliminujac & réwnan F;.

|[Fena + Fyny| b, |Fynz — Fany| :

\/nZ +nl ’ V/n? +n?

Stosunek Fo¢/F, jest wspélczynnikiem tarcia f. Gdy
pierwsze kolo jest napedowe, a drugie odbiera energig, nalegy
podstawiajac tu otreymane wyrazenia na F, i Fy¢ pomingé
moduly. Dalsze przeksztalcenia prowadza do wzoru
Fooap SRt bling - Ll et

sing + hcos ¢ cos ©
(przekladnia moze dzialaé tylko wtedy, gdy licznik jest dodatni).
Praca kota napedowego jest réwna FyAy, a praca drugiego

Fn=|F n|= F,

15

118. W przedstawionym obwodzie suwak przesuwano wzdluz
opornika B3 — Ry do uzyskania minimum déwicku. Wykazac,
te na ogdl déwick nie zanika calkowicie przy iadnym poloieniu
suwaka. Jaki warunek musi by¢ spelniony, aby déwick zanikl?

kota — F;Az. Stosunek tych dwéch wyrazen jest sprawnodcia
przekladni n.

_ F;Az _ cos¢ —hsing sing _ sin2¢ + h(cos2¢é — 1)
N FyAy E sing + hcos¢ . cos ¢ " sin 2¢ + h(cos 2¢ + 1) 1
Sprawnocdé jest tym wigksza, im mniejsze jest h, zatem

w optymalnym przypadku ©=0, h=f. Aby obliczyé optymalng
wartos¢ ¢, korzystnie jest przeksztalcié

n

IA = sin2¢ + f(cos2¢ + 1)
-5

i teraz preyréwnaé pochodng wzgledem ¢ do zera. Ostatecznie
otrzymujemy tg2¢ = } i

Lf sy
'?mc::“"‘—v
Vit 12+

118. Gdy gloénik nie daje zadnego sygnalu, nie przeplywa
przez niego zaden prad i nie ma tez na nim zadnego napiecia,
tzn. napiecia w gérnej galezi réwnaja sie odpowiednim
napigciom w dolnej galezi:

UL;RI :URQI UL:R):U.R"
Znikanie napiecia na glodniku zachodzi tylko wtedy, gdy
powyzsza rownoéé dotyczy zaréwno amplitud, jak i faz napieé.
Zastosujmy wiec metode liczb zespolonych i podstawmy
gespolone zawady cewek i podzielmy réwnania stronami
(1) Llui+R1:Ei‘
Lowi + Ra R,

Rozpatrujac oddzielnie czeéé rzeczywistg i urojong lewej strony
dochodzimy do warunku
(2) % = % = ;’% _

2 2 4
Konieczny jest wiec nie tylko dobdr odpowiednich wartodci
R3 i Ry, lecz takze spelnienie lewej réwnosci (2) (oczywiscie,
réwnanie (1) moze by¢ spelnione takze prey R, = Rp; = 0).



Jeden krok w przéd, kilka do tyhu...

$wietnie znana ze szkoly zasada indukeji matematycznes

méwi, Ze jedli w twierdzeniu o liczbach naturalnych

spelnione sa dwa warunki:

1) twierdzenie prawdziwe jest dla no,

2) z prawdziwodci twierdzenia Tk wynika prawdziwodé
twierdzenia Tk+41(Vk > no), to twierdzenie T, prawdziwe
jest dla dowolnego n wiekszego lub réwnego ng.

Zasada ta ma wiele odmian (np. gdy pokazujemy
implikacje Tk => Tk+2, pierwszy krok trzeba wtedy
sprawdzié dla dwéch kolejnych liczb). Chcialbym tu
przedstawié jedna z rzadziej spotykanych odmian indukcji,
tzw. indukcje wsteczna,.

Jej gtéwna mysl polega na zastapieniu implikacji
Ty=>Ti+1 implikacja Tk =>Tk—,. Niekiedy jest to znacznie
latwiejsze niz postgpowanie zgodne ze ,zwykly” zasada
indukeji. Przykladem twierdzenia, dla ktérego tak jest,
jest nieréwnoéé Cauchy-Riemanna (miedzy érednia,
arytmetyczna a geometryczna).

Jezeli ay,a2,...,6, 8q liczbami rzeczywistymi dodatnimi, to

Vaq—..—a<al+-..+ﬂn

n

Udowodni¢ te nier6wnoéé za pomoca ,zwyklej” indukeji
nie jest latwo. Natomiast nietrudno jest wykazad, ze

z prawdziwodci twierdzenia dla n wynika prawdziwodé
twierdzenia dla n — 1.

Niech bowiem a;,...,an—1 bedg liczbami dodatnimi.
Przyjmijmy

Gr = P Bk
Korzystajac z prawdziwodci twierdzenia dla n mozemy
napisaé:

g1+ ...+ an

n

Wiemy, € @1 ...  Gn—y = al ™},

czyli MZ Y/ apr~! . a, = an, co po prostych
n
przeksztalceniach daje nam Zadana nieréwnodé.

> MBS Bael fBa

Oczywidcie, taka indukcja wsteczna nie dowodzi
prawdziwodci twierdzenia dla dowolnej liczby naturalnej,
a jedynie tego, Ze jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla
pewnej liczby naturalnej, to i dla wszystkich liczb od niej
mniejszych. Mozemy wiec wykonywaé drobne kroczki
do tyhi. Potrzebna nam jest jeszcze mozliwod¢ robienia.
duzych krokéw w przéd, czyli wykazanie, Ze istnieja,
dowolnie duze liczby naturalne, dla ktérych twierdzenie
jest prawdziwe. W naszym przypadku najlatwiej jest
sprawdzié implikacje Ty, = T2n. Nie mozemy jednak
zapomnieé o pierwszym kroku - sprawdiZmy zatem
prawdziwodé twierdzenia dla n = 2.

m

— To wszystko bardzo cieKawe, Pitagorasie, ale czy dzigki
temu znajde jakgs prace?

9.H. Webb

© The Mathematical Imtelligencer — przedruk za zgods Redakcji czasopisma.

Niech a,, a2 beda liczbami dodatnimi. Wiemy,

e (/a1 — .\/EE;I)2 > 0, czyli po prostych przeksztalceniach
a1+a2>2,/a1,az, a to po podzieleniu przez 2 daje zadana
nier6wnosc. :

Zaléimy teraz, ie twierdzenie jest prawdziwe dla pewnej
liczby n. Zbadamy jego prawdziwodé dla liczby 2n.

Niech a),...,a2n beda liczbami dodatnimi. Przyjmijmy
_OG2k—1 + G2k

b 3 s CR=y/0zk—1 - G2k, dla £=1,2,...,n.
Wiemy, e ck < bg dlak=1,...,n.
Zauwazimy, ze *{/a;-...-@2n = /€1 ... Cn-
Poniewaz twierdzenie jest prawdziwe dla n, wiec )
v I h—ﬁ-"fﬁ Zatem podsumowujac
otrzymujemy
2 1~ ves B%in S-CJ+-—”‘+C_RS
n
< by +...+bn = ay+...+aan
e n 2n !

a to chcieliSmy wykazad.

Dokladne wykazanie, Ze z poczynionych uwag wynika
prawdziwosé twierdzenia, pozostawiamy dociekliwemu
Cazytelnikowi. Zauwaimy, Ze druga, czedé dowodu

mozna poprowadzi¢ w inny sposéb; zamiast wykazywad,
ie z prawdziwodci twierdzenia dla n wynika prawdziwodé
twierdzenia dla 2n, wystarczy wykazaé, ze z prawdziwodci
twierdzenia dla n wynika prawdziwodé twierdzenia dla
jakiejkolwiek liczby naturalnej wiekszej od n (np. dla
n+5,17n° + 26n? + 32 czy n! + 1991).

Indukcje wsteczna mozna stosowaé do dowodu wielu
innych twierdzeri. Moze Czytelnikom uda sie znale#é jakied

i ?
ciekawe przyklady? Slawomir CYNK

EPSILON - niezaleiny dodatek Delty. Redakcja: Kraysztof Ciesielski (naczelny). Danuta Ciesielska, Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Ananiasz Pofmiechowski. Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4. 30-059 Krakéw. z dopiskiem &.
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Swietliste tuki woksl gromad galaktyk:
2242-02 w gwiazdozbiorze Wodnika — zdjecie & lewej strony
i Abell 370 w gwiazdoebiorze Wieloryba — zdjecie powyzej.

Patrz w niebo

Ponad dziesieé lat temu zauwazZone zostaly pierwsze dlady dziwnych éwietlistych
tukéw wokdt niektérych gromad galaktyk. Dokladniejsze obejrzenie ich struktury
stalo si¢ mozliwe znacznie pééniej, dopiero po zastosowaniu kamer CCD (zdjecia).
Obserwacje takie zostaly wykonane przy okazji badan jasnodci powierzchniowych
galaktyk prowadzonych w Kitt Peak National Observatory (USA).

Uderzajaca jest regularna budowa tych tukéw — sa to niemal idealne tuki okregdw,
ktérych érodek pokrywa sie z przypuszczalnym érodkiem masy gromady. Jasnoéci
lukéw sa porédwnywalne z jasnodciami samych galaktyk. Gdyby mialy byé nimi
obiekty materialne lezace w takiej wiadnie odleglodci, co towarzyszace im gromady,
to bylyby to chyba najwieksze w ogdle twory we Wszechdwiecie dwiecace dwiattem
widzialnym. Na podstawie rozmiaréw katowych i odlegloéci gromad ich rozmiary
oceniono na 100 kpc.

Podstawowym wydawal sie byé problem, jak mozna uzyskaé taka regularnoéé struktury
przy tak ogromnych rozmiarach. Nikt nie byl w stanie wyjadnié, jak tuki moga,
zachowywad swdj ksztalt w skomplikowanym polu grawitacyjnym gromady galaktyk.
Przez diluzszy czas nie byly znane widma tych obiektéw wskutek ich zbyt niskiej
jasnodci obserwowanej — dalo sie tylko zauwazyé, Ze sa one bardziej niebieskie od
galaktyk gromady. Sugerowaloby to, e jezeli skladaja sie z gwiazd, to z gwiazd
mlodych. Rozwazano tez inna jeszcze mozliwodé, mianowicie ze tuki éwieca wskutek
zjawiska synchrotronowego, tzn. §wieca w nich szybkie elektrony poruszajace sie w polu
magnetycznym (podobnie jak to ma miejsce np. w mglawicy Krab). Bylo to jednak
zastapienie jednych zagadek innymi, nadal bowiem tajemnicza pozostala przyczyna

tak regularnej struktury pola magnetycznego, a doszed! problem, skad mialyby sie tam
wzial szybkie elektrony.

Wydaje sie, ze wszystkie klopoty z interpretacjg lukéw znikaja po przyjeciu
zalozenia, ze w ogdle nie 83 one tworami materialnymi, lecz efektem soczewkowania
grawitacyjnego. Do dzié znaleziono wiecej przykladéw tego zjawiska i w zasadzie
wszystkie obrazy daja sie wymodelowad uginaniem sie dwiatla jakiegod odleglego
obiektu w polu grawitacyjnym gromady galaktyk. Byloby to zatem w ogromnej skali
zachodzace zjawisko znane dotychczas tylko jako przesuniecia polozen gwiazd, gdy ich
éwiatlo przechodzi w poblizu Slofica (efekt ogélnej teorii wzglednodci zaobserwowany
po raz pierwszy podczas za¢mienia Stofica w 1919 r.).
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