
SPIS TRESCI

W numerze 3(202)/1991 w artykule Andrzeja Schinzla Rekordy
i otwarte problemy w teorii liczb na stronie 3 drugie i trzecie zdanie
powinny brzmiec:

Wiadomo, ze jesli stala c ma zadana wlasnosc, to c < t
(J.H. Conway i R.K. Guy). Z drugiej strony wiadomo,

ze ar ~ e:) ·2-r (N.D. Elkies).

Ponadto niepoprawnie byly napisane nazwiska Mozzochi i Frye.
Przepraszamy.

~ARUNKIPRENUMERATY
1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na IV kwartal 1991 r. wynosi 7500,- zl.
3. Prenumerata ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza: w przypadku

zlecenia dostawy droga lotnicza - koszt dostawy lotniczej w pelni pokrywa
prenumerator.

4. Wplaty na prenumerate przyjmuja:
- oddzialy RSW wlagciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora

- odbioru zam6wionych egzemplarzy dokonuje prenumerator w wyznaczonych
punktach sprzedazy lub w inny, uzgodniony spos6b,

- urzedy pocztowe i listonosze - od prenumerator6w z teren6w wiejskich
lub innych miejscow~ci, w których nie ma oddzial6w RSW, a w miastach
tylko od os6b niepelnosprawnych - poczta zapewnia dt>stawe zam6wionych
egzemplarzy pod wskazany adres pod warunkiem uiszczenia dodatkowej
oplaty za kazdy doreczany egzemplarz - oplata wynosi 500,- zl od
egzemplarza,

- Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, 00-958 Warszawa, konto
PBK XIII Oddzial Warszawa 370044-1195-139-11 - tylko od prenumeratorow
zlecajacych dostawe za granice.

5. Terminy przyjmowania prenumeraty:
na kraj - do 20 XI na I kwartal roku nastepnego

do 20 II na II kwartal
do 20 V na III kwartal
do 20 VIII na IV kwartal

na zagranice - do 31 X na I kwartal
oraz do l dnia kazdego miesiaca poprzedzaj acego okres
prenumeraty roku biezacego.

Cena l egzemplarza zl :3800,-
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Spacerujacy matematyk

Zbigniew MARCINIAK

Gdy odbywam dlugie spacery, pewien fakt nieustannie zwraca
moja uwage. O ile zachowuje stala dlugosc kroku, wciaZ zdarza sie,
ze nastepuje na linie oddzielajace kolejne plyty chodnika. Dlaczego
tak sie dzieje?

Spr6bujmy sformulowac powyzsze zagadnienie jako problem
matematyczny. Zal6zmy, ze chodnik jest zbudowany z plyt
w ksztalcie prostokat6w, kazdy o dlugosci 1m. Kolejne plyty sa·
oddzielone waskimi przerwami. Aby podkreslic fakt, ze przerwy
sa rzeczywiscie waskie, ich szerokosc oznaczymy przez e. Zal6zmy
r6wniez, ze przed rozpoczeciem spaceru stoje w ten spos6b, iz czubki
moich but6w dotykaja przerwy miedzy plytami.

Oh

Aby uniknac niejednoznacznosci w definicji "nastepowania na linie" ,
wyraze ja w scisly sposób: nastepuje na linie tylko wtedy, gdy
czubek mojego buta dotyka jednej z przerw o szerokosci e. Pytanie:
czy moge tak dobrac dlugosc l mojego kroku, aby nie nastepowac
na linie?

Oczywiscie, l = 1jest wyborem najgorszym z mozliwych: w tej
sytuacji nastepuje na kazda linie. Wieksze liczby naturalne wcale nie
sa lepsze: w kazdym kroku bede nastepowal na linie. Zadna z liczb
wymiernych nie jest równiez dobrym wyborem: gdy bedzie to l? ,q

po kazdych q krokach równiez powtarza sie poprzedni przypadek.
A co stanie sie, gdy wybiore l niewymierne, np . ..fi?

Aby uproscic rozwazania, wyobrazmy sobie, ze chodnik zwinelismy

jak dywan.

Teraz wyglada on jak okrag, w którym wszystkie przerwy zajmuja.
te sama pozycje na obwodzie. Zaczynamy spacer. W czasie drogi
zaznaczamy na okregu kolejne slady Xl, X2 ••• czubków butów.
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Magia cykloid
Elzbieta BOBIK
Magiczne krazki
Od czasu do czasu pokazuja sie w sklepach
tzw. spirografy - zestawy sluzace
do rysowania ciekawych wykresów.
Niedawno znów pojawily sie one
w kioskach Ruchu, tym. razem pod nazwa
"magiczne krazki". Taki zestaw sklada sie
z dwóch krazków z wycietymi kilkoma
malymi otworkami i dwóch szablonów
w ksztalcie kwadratu z duzym wycietym
otworem (rysunek na tylnej okladce).

Aby sporzadzic rysunek, nalezy umiescic
krazek w otworze szablonu, a nastepnie
do otworka w krazku wlozyc koniec olówka
i dociskajac olówkiem krazek do sciany
otworu szablonu wykonywac krazkiem
ruchy kolowe (patrz rysunek na tylnej
okladce). Dobierajac rózne szablony mozna
otrzymac wiele ciekawych rysunków.

"Magiczne krazki" mozna równiez
sporzadzic samemu, wycinaj ac kazdy
element ze sklejki. W przypadku
trudnosci ze zrobieniem, zabków mozna
na brzeg kra~ka naciagnac zwykla gumke
aptekarska, która równie dobrze zapobiega
slizganiu sie krazka wewnatrz otworu.

Kazda krzywa rysowana za pomoca
"magicznych krazków" bedzie miescila sie
w pierscieniu, którego promienie nietrudno
okreslic.

Rys, l

W trakcie rysowania krazek toczy sie
wewnatrz otworu szablonu. Jesli przetoczy
sie jeden raz wzdluz swego obwodu,
otrzymamy kawalek krzywej. Nazwijmy
go galezia. Kazde nastepne przetoczenie
sie krazka to nastepna galaz krzywej.
Gdyby krazek po wykonaniu pewnej
liczby przetoczen znalazl sie ponownie
w p'1lolozeniupoczatkowym, wtedy kazda
nastepna galaz pokrywalaby sie z galezia
juz narysowana. Taka krzywa, która
od pewnej chwili zaczyna biec sama po
sobie, nazwijmy krzywa zamknieta. Krazek
wróci do swego polozenia poczatkowego
jedynie w tych przypadkach, gdy jego



obwód i obwód otworu szablonu beda
wielkosciami wspólmiernymi, tzn. gdy
bedzie istniala ich wspólna wielokrotnosc.
Jest to równowazne warunkowi,
ze stosunek dlugosci promienia krazka (r)
do dlugosci promienia otworu (R)
jest liczba wymierna. Jesli liczba ta
(po uproszczeniu) jest równa p/q, to q
obwodów krazka ma te sama dlugosc
co p obwodów otworu, wiec wykonujac q

przetoczen krazek obiegnie p razy
wnetrze otworu, zanim wróci do polozenia
poczatkowego. Tym samym krzywa
zatoczy q luków przecinajac sama siebie
w przynajmniej q(p - 1) punktach,
a nast~pnie zacznie biec po sobie samej.

A jezeli stosunek r / R jest liczba
niewymierna? Wtedy obwód krazka
i obwód otworu beda wielkosciami
niewspólmiernymi i krzywa nigdy sie
nie zamknie. Bedzie ona coraz gesciej
wypelniala pierscien, którym jest .
ograniczona, jednakze nigdy calkowicie go
nie wypelni. Zawsze zostanie nieskonczenie
wiele punktów, przez które krzywa jeszcze
nie przeszla. i nigdy nie przejdzie. Niemniej
krzywa predzej czy pózniej przyblizy sie
do kazdego z tych punktów na dowolnie
mala odleglosc. W jezyku topologii
oznacza to, ze zbiór punktów krzywej jest
gesty w zbiorze punktów pierscienia.

Wielkosci elementów zestawu "magicznych
kra,zków" sa, tak dobrane, ze kazda krzywa,
jaka, mozemy za ich pomoca narysowac,
jest krzywa, zamknieta,.

Przypuscmy, ze chcemy tak ulepszyc
zestaw, by móc rysowac krzywe o jeszcze
innych ksztaltach. Gdyby w tym celu
wycia,c dodatkowe otworki w kra,zkach,
to "nowe" krzywe nie róznilyby sie istotnie
od "starych" i, oczywiscie, nadal bylyby
zamkniete. Zeby zrozumiec dlaczego
tak bedzie, wyobrazmy sobie, ze otworki
zamiast na calej powierzchni kra,zka sa,
rozmieszczone tylko na jego promieniu.
Lezalyby one wtedy bardzo blisko
,jeden przy drugim" i dlatego wyciecie
otworków posrednich nie wzbogaciloby
zbytnio zestawu mozliwych do uzyskania
krzywych. Chyba ze dodatkowe otworki
umiescilibysmy na obu koncach promienia
kra,zka. Aby stwierdzic, jakie krzywe
wtedy otrzymamy, przeanalizujmy rysunek
z okladki. Przedstawione na nim krzywe
narysowano za pomoca jednego szablonu
i jednego krazka, przy czym 'koniec olówka
umieszczany byl w otworkach lezacych
coraz blizej srodka krazka. Obserwujac,
jak zmienia sie ksztalt krzywej, latwo
sobie wyobrazic krzywa narysowana, przez
otworek posredni i równie latwo odgadnac,
ze jesli umiescimy koniec olówka w srodku
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Teraz robimy tak.
Wybieramy liczbe
naturalna N spelniajaca

warunek l/N < e.
Dzielimy obw6d
naszego okregu na N
równych luków, kazdy

o dlugosci l/N m.

Poniewaz liczby Xl, X2 ••• sa niewymierne, zadna z nich nie wypadnie
na punkcie podzialu. Jak wynika z zasady szufladkowej Dirichleta,
istnieja punkty Xk, Xk+d, które leza na tym samym luku o dlugosci
mniejszej niz e. Wobec tego punkty Xk, Xk+d, Xk+2d, ..• daja podzial
calego okregu i to taki, ze dwa dowolne, kolejne punkty sa odlegle
o mniej niz e. W koncu jedna para punktów musi trafic w przerwe.

Zasada szulladkowa Dirichleta: rózmieszczamy n przedmiotów w m szulladach
- gdy n > m, to przynajmniej w jednej z szullad beda co najmniej dwa
przedmioty.

Tutaj: poniewaz punktow z; mozemy wziac dowolnie wiele, wiec - po pewnym
czasie - zaczniemy umieszczac je w przedzialach, w których juz poprzednio
znalazl sie jakis punkt.

W ten sposób dowiedlismy, ze jakiekolwiek wybierzemy l, zawsze
musimy nastepowac na jakies linie.

Powyzsza obserwacja ma wiele ciekawych zastosowan. Zachecamy
Czytelników do udowodnienia na przyklad, ze dowolny skonczony
ciag cyfr moze pojawic sie jako poczatek dziesietnego zapisu pewnej
potegi dwójki.

Zadania
M 604. Punkt P ma te wlasnosc, ze dla pewnego trójka,ta ABC pola
trójkatów ABP, BCP i CAP sa, równe. Wykazac, ze P jest srodkiem
ciezkosci (tj. punktem przeciecia srodkowych) tego trójkata.
Rozwiazanie na str. 8

M 605. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne przecinaja sie
w takim punkcie P, ze pola trójkatów ABP i CDP sa równe. Wykazac,
ze czworokat ten jest trapezem.
Rozwiazanie na str. 8

M 606. Punkt P ma te wlasnosc, ze dla pewnego wypuklego czworokata
ABCD pola trójkatów ABP,BCP,CDP i DAP sa równe. Wykazac,
ze jedna z przekatnych tego czworokata polowi druga.
Rozwiazanie na str. 11

Zadania matematyczne zostaly zaczerpniete z programu zajec z geometrii
na Trzyletnim Studium Zawodowym nauczycieli matematyki na Uniwersytecie
Warszawskim.

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 310. Kondensator polaczony szeregowo z oporem o rezystancji R
naladowano za pomoca baterii o napieciu U. Podczas ladowania na
oporze wydzielilo sie cieplo Q. Obliczyc poj emnosc kondensatora (opór
wewnetrzny baterii nalezy zaniedbac).
Rozwiazanie na str. 10

F 311. Z kranu, pionowo w dól wyplywa strumien wody.
Na odcinku 60 cm przekrój strumienia maleje o polowe. Obliczyc predkosc
wyplywu z kranu.
Rozwia,zanie na str. 10



Patrz w niebo

Potocznie mówi sie czasem, ze Wlomo gwiazdy jest jakby jej
paszportem, co ma oznaczac, ze paszport ten zawiera informacje
charakterystyczne akurat dla tej gwiazdy i nic poza tym.
Tymczasem tak nie jest. Nie zapominajmy bowiem, ze przestrzen
miedzy powierzchnia (fotosfera) gwiazdy a obserwatorem nie
jest pusta i rozproszona tam materia zawsze moze wzbogacic
widmo odleglej gwiazdy o linie widmowe nie majace z ta gwiazda
nic wsp6lnego. Tak np. w widmie Slonca (oczywiscie - innych
gwiazd takze, ale u Slonca najlatwiej to zauwaZYc) wystepuja linie
pochodzace od gazów ziemskiej atmosfery. Z kolei w widmach wielu
gwiazd obecne sa linie pochodzace od materii miedzygwiazdowej,
a zorientowano sie w tym na podstawie obserwacji widm gwiazd
podwójnych. Mianowicie, wskutek ruchu obiegajacych sie skladników
gwiazdy podwójnej ich promieniowanie musi podlegac zjawisku
Dopplera. W wyniku tego linie w widmach obu gwiazd musza
rytmicznie zmieniac swoje obserwowane dlugosci fal z okresem
r6wnym okresowi obiegu skladników - zjawisko to obserwuje sie
w licznych przykladach. Tymczasem okazalo sie, ze niektóre linie
nie biora udzialu w tych wahaniach, ich dlugosci fal sa niezmienne.
Zinterpretowano to wlasnie miedzygwiazdowym ich pochodzeniem
(Johannes Franz Hartmann, 1905) i fakt ten stal sie koronnym
dowodem istnienia rozproszonej materii miedzygwiazdowej.

Krótko mówiac: bez dokladniejszego zbadania nie ma wlasciwie
nigdy calkowitej pewnosci, ze dana linia widmowa pochodzi
z atmosfery gwiazdy. A moze to miec dosc waZne konsekwencje.
Nikogo nie dziwia linie miedzygwiazdowe w widmach gwiazd
polozonych w Drodze Mlecznej. Tymczasem juz satelity Copernicus
i !UE zaobserwowaly u pewnych goracych gwiazd lezacych w duzych
szerokosciach galaktycznych linie absorpcyjne wysoko zjonizowanego
wegla, tlenu i azotu swiadczace o temperaturze co najmniej
200 000 K. Zdawaloby sie, ze tez nic w tym nadzwyczajnego, bowiem
pierwiastki te w gwiazdach wystepuja, a w ich koronach panuje
temperatura jeszcze wyzsza.

Klopot w tym, ze w widmie np. korony slonecznej widac silne linie
wysoko zjonizowanego zelaza, niklu czy wapnia, a nie wspomnianych
wczesniej pierwiastków. Samo zreszta zestawienie pierwiastków C,
N, O kojarzy sie nam od razu z wnetrzem gwiazd - sa to wszak
pierwiastki katalizujace w goracych gwiazdach reakcje laczenia sie
wodoru w hel. Byc moze to wlasnie podsunelo badaczom mys1,
ze ten miedzygwiazdowy wegiel, tlen i azot pochodza z wnetrza
gwiazd i tak wysunieto hipoteze tzw. fontann galaktycznych.
Wedlug niej wybuchy supernowych powoduja. rozproszenie goracej
(wiele milionów stopni) materii gwiazdowej równiez daleko
poza plaszczyzne Galaktyki. Wyrzucona tam materia stygnie,
rozprasza sie i po czasie szacowanym na kilka milionów lat wraca
do plaszczyzny Drogi Mlecznej.

Rzecz jasna, pieknie byloby zobaczyc bezposrednia emisje
promieniowania przez ten gaz. I tak sie tez stalo. Aparatura
zbudowana przez Christophera Martina i Stuarta Bowyera

z Berkeley (Kalifornia) i zainstalowana na wahadlowcu Columbia
zarejestrowala emisyjne linie widmowe C, N, O, odpowiadajace
omawianym wyzej liniom absorpcyjnym, pochodzace z przestrzeni
miedzygwiazdowej nawet z okolic biegunów galaktycznych ..

Tomasz KWAST
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kra,zka.- wykreslimy okra,g, a.jesli na
brzegu kra,zka - krzywa" która ma ostrza
zamiast "petelek".

A jakie nowe kszta.lty krzywych
otrzymamy, gdy sporza,dzimy nowe kra,zki
i nowe szablony róznia,ce sie wielkoscia?
Jak juz zauwazylismy, na ksztalt krzywej
wplywaja nie wielkosci r i R, ale ich
stosunek. Dlatego zamiast wykonywac
nowe szablony i nowe krazki, wystarczy
wykorzystac którykolwiek z posiadanych
szablonów wykonujac jedynie dodatkowe
kra,zki (lub odwrotnie). Dobierajac r i R
tak, by stosunek r/R byl liczba wymierna
z przedzialu (0,1), mozemy dostac
krzywa zamknieta o dowolnej, z góry
zadanej, liczbie petli. Dla r/R równego °
lub 1dostajemy, oczywiscie, okregi,
a dle r / R bedacego liczba, niewymierna
z przedzialu (0,1), dostajemy krzywa
otwarta.

Rodzma'krzywych cykloidalnych

Wszystkie krzywe, kt6re mozemy otrzymac
za pomoca "magicznego krazka" , zajmuja
specjalne miejsce w matematyce. Wchodza
w sklad licznej rodziny krzywych zwanych
ruleta:rrll, tzn. krzywych, które dostajemy
w wyniku,toczenia sie jednej figury
po drugiej. Troche scislej, rulety sa to
trajektorie punktów sztywno zwiazanych
z jakas krzywa, toczaca sie po innej
krzywej. Np. trajektoria ogniska paraboli
tocza,cej sie po prostej jest tzw. linia
lancuchowa, majaca ksztalt luzno
zwisajacego dlugiego lancucha, którego
oba konce umocowane sa na tej samej
wysokosci.

krzywa
lanc.uchowa

Rys. 2

Trajektoria punktu prostej toczacej sie
po okregu jest tzw. ewoluta okregu.
W kinematyce znane jest twierdzenie,
które mówi, ze kazda krzywa otrzymana
za pomoca mechanizmu przegubowego jest
ruleta.

Rys. 3



hipocykloida

epicykloida

cykloida

Stanislaw MRÓWCZYNSKI

Pojecie prózni gra podstawowa role w kwantowej teorii pola
- teorii, która na obecnym etapie poznania struktury materii
dostarcza najbardziej podstawowego opisu dynamiki wszelkich
ukladów fizycznych. W powszechnym rozumieniu próznia to stan
doskonalej pustki. Jednak "pustka" jest trudna do okreslenia
w terminach fizycznych, wiec w kwantowej teorii pola przyjmuje sie,
ze prózni odpowiada stan o zerowej energii (dokladniej: o najnizszej
energii, gdyz energia jest zwykle okreslana z dokladnoscia do stalej
addytywnej) i zerowych ladunkach: elektry<.znym, leptonowym,
barionowym itd. Na pierwszy rzut oka takie okreslenie zdaje sie
wlasnie odpowiadac pustce, lecz dokladniejsze jego rozwazenie
pokazuje, ze w prózni moze jednak "cos'" byc.

Ponizej przedstawie bardzo uproszczony klasyczny
(tzn. niekwantowy) model, który jednak opisuje pewne cechy

realnej prózni. Wyobrazmy sobie pare zlozona z elektronu (e-)
i pozytonu (e'+). Poniewaz pozyton jest antyczastka elektronu,
calkowite ladunki pary - elektryczny i leptonowy, sa równe zeru.
Od czasu zapisania slynnej formuly E = mc2 wiadomo, ze masa
jest równowazna energii, a zatem wydaje sie, ze istnienie pary
e+ e- wymaga dostarczenia energii odpowiadajacej, co najmniej,
dwóm masom elektronu. Jednak elektron i pozyton majac

przeciwne ladunki elektryczne przyciagaja sie, wiec energia
ich elektromagnetycznego oddzialywania jest ujemna i moze
skompensowac energie potrzebna na generacje mas. W ukladzie
srodka masy pary, gdzie ped elektronu jest przeciwny do pedu
pozytonu, zadanie zerowej calkowitej energii pary wyglada
nastepujaco

e2
(1) 2Vm2 + p2 - - = O,r
gdzie m jest masa elektronu, p jego pedem, e zas ladunkiem
elementarnym; r jest odlegloscia miedzy elektronem i pozytonem.
Przyjelismy tutaj czesto stosowany w fizyce teoretycznej uklad
jednostek, w którym predkosc swiatla c i stala Plancka h sa równe
jednosci. Widzimy, ze dla dowolnie duzego p istnieje rozwiazanie
równania (1), gdyz czlon odpowiadajacy elektrostatycznemu
oddzialywaniu moze byc dowolnie duzy.

Próznia nie jest pusta

Przedstawione rozumowanie pokazuje, ze przestrzen wypelniona
parami e+ e-, które w teorii pola nazywa sie parami wirtualnymi,
moze odpowiadac stanowi o zerowej energii i ladunku, choc nie jest
"pusta". W teorii pola próznie mozna wyobrazac sobie wlasnie jako
uklad pojawiajacych sie i znikajacych par, kazda zlozona z czastki
i antyczastki.

x

Rys. 4

Szczególnymi pr"zypadkami rulet sa krzywe,
które powstaja w wyniku toczenia sie
okregu po okregu. Nazywaja. sie one
krzywymi cykloidalnymi. Jesli okrag T
toczy sie po wewnetrznej stronie okregu S
(tak, jak w przypadku "magicznego
krazka"), to kazdy punkt sztywno
zwiazany z okregiem T wykresla krzywa
zwana hipocykloid~. Jesli T toczy sie
po zewnetrznej stronie S, dostajemy
epicykloide. Jesli T toczy sie po prostej
(która moze byc traktowana jako okrag
o nieskonczenie duzym promieniu)
dostajemy cykloide.

/

Wszystkie krzywe, które powstaja
za pomoca. "magicznego krazka" , sa
hipocykloidami. Latwo wyobrazic sobie
analogiczne zestawy sluzace do kreslenia
epicykloid i cykloid.

Wszystkie krzywe cykloidalne moga
wystepowac w trzech odmianach:
skr6conej, zwycuJnej i wydlulonej,
w zaleznosci od tego, jak punkt P
kreslacy krzywa polozony jest wzgledem
okregu T. Jezeli P lezy wewnatrz
okregu T, dostajemy odmiane skrócona
(jak w "magicznym krazku"), jezeli na
okregu - zwyczajna, jezeli na zewnatrz
- ·wydluzona.

Epicykloidy i hipocykloidy wszystkich
trzech odmian zwane sa tez trochoidami.

cykloida skrócona cykloida zwyczajna

Rys. 5
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Z równania (1) wynika, ze maksymalna odleglosc miedzy elektronem
i pozytonem tówna

e2

(2) rmax = 2m '
jest osiagnieta wtedy, gdy p = O. Po podstawieniu wartosci masy
i ladunku elektronu otrzymujemy rmax = 1,4· 10-13 cm. Wielkosc
ta jest bardzo mala, lecz odpowiada wlasnie charakterystycznej skali
dlugosci w swiecie czastek elementarnych •.Przypomne, ze promien
protonu równy jest w przyblizeniu 10-13 cm. Oczekujemy wiec,
ze istnienie w prózni par wirtualnych moze wplywac na pewne
zjawis'h fizyczne. I tak sie dzieje w istocie.

Gdy pole elektromagnetyczne rozchodzi sie w prózni wypelnionej
parami e+e- , jest ono zmodyfikowane w stosunku do sytuacji,
w której pole rozchodzi sie w idealnej "pustce". (Ostatnie slowo
ujete jest w cudzyslów, gdyz, jak wynika z przeprowadzonego
rozumowania, pojecie pustki nie ma dobrego sensu fizycznego.)
Dzieje sie tak dlatego, ze pole elektryczne indukuje moment •
elektryczny wirtualnej pary - srednie polozenia elektronu i pozytonu
nie pokrywaja. sie, gdyz pole elektryczne dziala w przeciwnych
kierunkach na obdarzone przeciwnymi ladunkami elektron i pozyton.
Tak wiec próznia polaryzuje sie, czyli zachowuje sie jak osrodek
dielektryczny.

Efekty wynikajace z polaryzacji prózni sa bardzo male. Aby
uzmyslowic sobie, jak male, porównajmy momenty elektryczne
pary wirtualnej i typowej molekuly. Charakterystyczny promien d

molekuly wynosi 10-8 cm, wiec moment elektryczny molekuly
bedzie rzedu e . d, gdzie e jest ladunkiem elementarnym. Moment
elektryczny wirtualnej pary bedzie rzedu e . rmax. A zatem moment
pary jest sto tysiecy razy mniejszy niz moment typowej molekuly.
Pomimo to efekty polaryzacji prózni sa obserwowane doswiadczalnie.

Atom wodoru - uklad elektronu i protonu zwiazanych
przyciagajacym potencjalem Coulomba, jest opisywany przez
mechanike kwantowa., na gruncie której pokazano, ze tylko pewne
wartosci energii atomu sa dozwolone. Wartosci te, zwane poziomami
energii atomu wodoru, mierzone sa z ogromna. precyzja. Okazuje
sie, ze fakt istnienia wirtualnych par w prózni, a co za tym idzie,
efekt polaryzacji prózni, prowadzi do przesuniecia poziomów
energetycznych, na skutek modyfikacji potencjalu dzialajacego
miedzy elektronem i protonem. Potencjal ten przy wzroscie
odleglosci zmniejsza sie szybciej niz lir, poniewaz pole elektryczne
jest w prózni, jak i w innych osrodkach dielektrycznych, ekranowane.
Wspomniane przesuniecia poziomów energetycznych atomu wodoru
zostaly zmierzone i doskonale zgadzaja sie z wynikami teorii.

Ciekawi przedstawiciele rodziny
cykloid

Niektóre krzywe cykloidalne wyrózniaja
sie szczególnieciekawymi wlasnosciami.
Wsród epicykloid sa to kardioida
i nefroida, a wsród hipocykloid -
deltoid i asteroida (rys. 6). Wlasnosci
nefroidy (r/R = 1/2) wykorzystuje sie
w urzadzeniach optyc-znych,a kardioidy
(r / R ,,; 1) w urzadzeniach optycznych,
mimosrodowych i w przekladniach
zebatych. Deltoid (r/R = 1/3), zwany
tez trójkatem Steinera, jest figura,
w której obszarze mozna obrócic odcinek
o dlugosci 2r o kat pelny. Poczatkowo
sadzono, ze jest on najmniejszlI,spsród
figur o tej wlasnosci, ale okazalo sie,
ze mozna znalezc taka figure o dowolnie
malej powierzchni. Asteroida (r/R = 1/4)
natomiast slynna jest jako obwiednia
odcinka o dlugosci R/2, ktorego konce
slizgaja sie po dwóch prostopadlych
prostych.

Najbardziej jednak interesujaca jest chyba
cykloida, która zajmiemy sie pózniej.

Wsród trochoid duza popularnoscia
ciesza sie rozety trochoidalne i slimaki
Pascala. Rozety (rys. 6) sa to trochoidy,
dla których odleglosc punktu kreslacego
od srodka toczacego sie kola wynosi r + R.
Interpretowane sa tez jaKo trajektorie
punktu poruszajacego sie w sposób
harmoniczny (tam i z powrotem) po
prostej obracajacej sie ze stala predkoscia
wokól srodka wahan punktu. Slimaki
Pascala natomiast sa to epitrochoidy, dla
których r = R (czyli kardioidy zwyczajne,
skrócone i wydluzone). Wchodza one
w sklad trysektrys. Za pomoca cyrkla,
linijki i szablonu trysektrysy mozna
dokonac podzialu dowolnegokata na trzy
równe czesci (wiadomo, ze za pomoca
jedynie cyrkla i linijki nie jest to mozliwe).
Ksztalt slimaków Pascala nadaje sie tez
mimosrodom w semaforach, dzieki czemu
predkosc ruchu ramienia semafora jest
maksymalna w srodkowejfazie ruchu,

kardioida

Rys. 6

nefroida
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Rys. 7

a minimalna w poczatkowej i koncowej.
Tego rodzaju plynnosc ruchu zabezpiecza'
urzadzenie przed szybkim zuzyciem oraz
ulatwia przezwyciezenie sily bezwladnosci
i sily tarcia w chwili rozruchu.

Historia krzywych cykloidalnych

KrzywYmi cykloidalnymi interesowano
sie juz od dawna. Juz Arystoteles
(384-332 p.n.e.) zajmowal sie róznymi
paradoksami dotyczacymi toczenia sie
kola po prostej. Pózniej Apoloniusz
(okolo 262-200 p.n.e.) dla celów
astronomicznych badal wlasciwosci
ruchu zlozonego z ruchów kilku okregów
wzajemnie zwiazanych. Opierajac sie
na jego wynikach Hipparch (okolo 190­
okolo 125 p.n.e.) wprowadzil do opisu
ruchu planet orbity epicykloidalne.

Za czasów Hipparcha przewaznie sadzono,
ze planety poruszaja sie wokól Ziemi
z jednostajna predkoscia po orbitach
kolowych. Przeczyly temu jednak
obserwacje, które wykazaly, ze niektóre
planety (np. Mars i Wenus) w nieustannym
ruchu z zachodu na wschód poruszaja sie
raz wolniej, raz szybciej, ponadto co jakis
czas cofaja sie nieco na zachód, wykonuja
petle i dalej biegna ku wschodowi.
Wprowadzenie orbit epicykloidalnych
umozliwilo wytlumaczenie tego zjawiska,
poniewaz epicykloidy wydluzone maja
petle, na których, oczywiscie, zachodzi
ruch wsteczny.

Zaprezentowany w tym numerze artykul S. Mrówczynskiego Próznia nie
jest pusta pobudzil redakcje Delty do ozywionej dyskusji, u piszacego
zas te uwagi wywolal gwaltowny sprzeciw. Wobec niemoznosci
pogodzenia stanowisk dwóch reprezentantów fizyki w redakcyjnym gronie
postanowilismy - idac za sugestia Naczelnego - zaprezentowac poglady
obydwu stron. A zatem: NIE ZGADZAM SIE Z PREZENTOWANYM
MODELEM ZJAWISK ZACHODZACYCH W PRÓZNI. Zanim
przystapie do wyluszczania powodów mego sprzeciwu, chcialbym najpierw
wyjasnic, jak w ogóle mozliwa jest sytuacja, w której sposób opisu
zjawiska fizycznego zalezy od widzimisie osoby opisujacej: wszak fizyka
pretenduje do miana nauki scislej. Otóz kluczem do zrozumienia jest tu
slowo "model", swiadomie uzyte przeze mnie w wyróznionym zdaniu,
a pojawiajace sie takze w drugim akapicie tekstu mego (miejmy nadzieje
- chwilowego) adwersarza.

Czym jest model? Fizyka badajac nature nie jest na ogól w stanie sprostac
jej zlozonosci. Skazana jest na maksymalne upraszczanie okolicznosci
i sprowadzanie zjawisk do warunków laboratoryjnych. Ale nawet wówczas,
aby ujac opis rzeczywistosci w kluby pojec matematycznych, trzeba
uciec sie do pewnej idealizacji, konstrukcji myslowej, która oddaje
jedynie najistotniejsze cechy badanego. Ta konstrukcja to wlasnie model.
Spotykamy sie z nim juz od poczatków nauczania fizyki. Modelem obiektu
materialnego, którego rozmiary sa male w porównal'.iu z zakresem jego
ruchu, jest punkt materialny. Modelem ciezarka bujajacego sie na cienkiej
nitce jest wahadlo matematyczne. Znamy model gazu doskonalego, model
atomu Bohra-Rutherforda i wiele, wiele innych. Z zalozenia model nie
pretenduje do roli pelnego opisu modelowanego zjawiska: albo oddaje
tylko pewne jego cechy (model wahadla matematycznego opisuje ruch
ciezarka, ale nie mówi nic np. o jego wlasnosciach cieplnych), albo moze
byc stosowany tylko w pewnych, scisle sprecyzowanych warunkach
(model punktu materialnego opisuje ruch Ziemi wokól· Slonca, ale nie jej
ruch dobowy). Poniewaz w wielu przypadkach nie jest oczywiste, jakie
cechy rzeczywistosci sa istotne dla przebiegu zjawiska, a jakie nie, wiec
zbudowanie poprawnego modelu nie jest bynajmniej proste - fizyka
jest sztuka odrzucania tego, co mniej wazne. I wlasnie w tym
miejscu wkracza do fizyki pewna dowolnosc indywidualnego osadu; spory
o slusznosc tego czy innego modelu sa charakterystyczne dla dziedzin
fizyki znajdujacych sie w trakcie tworzenia.

Cóz wiec mam do zarzucenia modelowi prózni przedstawionemu przez
Staszka Mrówczynskiego? Otóz, moim zdaniem, poprawny model nie
moze byc wewnetrznie sprzeczny, a model, o którym mowa, kryterium
tego nie spelnia. Po pierwsze, równanie (1) nie jest prawdziwe! Zalozenie,
które leglo u podstaw równania (1), ze elektrony i pozytony oddzialuja
na siebie sila Coulomba jest sluszne jedynie w przypadku statycznym,
a nie wówczas, gdy obydwie czastki kraza wokól siebie z predkoscia bliska
predkosci swiatla. W tym przypadku zagadnienie staje sie niezmiernie
skomplikowane i w ogólnosci - nierozwiazywalne. Zastrzezenia dotyczace
równania (1) nie sa jednak decydujace. Równanie to, jak i wynikajacy
z niego wzór (2) dadza sie utrzymac, jesli znaki równosci zastapic
równosciami przyblizonymi lub równosciami co do rzedu wielkosci.

Czy próznia jest pusta?

orbila epic) kloidalnaorbita kolowa

Rys. 8
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Znacznie powazniejszy jest nastepujacy fakt: opieany stan nie jest stanem
prózni, gdyz jego energia nie jest najnizsza z mozliwych. Co wiecej,
nie jest to stan stabilny. Istotnie, elektron i pozyton poruszaja sie
z niezerowymi przyspieszeniami i - jak zwykle w takich przypadkach
- traca energie promieniujac fale elektromagnetyczne, by po bardzo
krótkim czasie spasc na siebie. Gdybysmy jednak obeszli i te trudnosc
postulujac istnienie pewnych dozwolonych orbit (nie podlegajacych
klasycznemu prawu promieniowania) tak, jak w modelu Bohra atomu, to
musielibysmy wziac jeszcze pod uwage i to, ze równanie typu (1) okresla
jedynie wklad do energii pochodzacy od energii oddzialywania elektronu
i pozytonu. Tymczasem w bilansie energii musimy uwzglednic takze
energie zawarte w polach elektrycznych wytworzonych przez obydwa
ladunki. Energie te sa nieskonczenie duze i fakt ten prowadzi nas do
nieuniknionego wniosku, ze poprawnym stanem prózni w fizyce klasycznej
jest stan pozbawiony jakichkolwiek obiektów materialnych - absolutna
pustka.

Inaczej jest jednak w fizyce kwantowej, w szczególnosci, jes1i odwolac
sie do kwantowej teorii pola. Tutaj czastki sa jedynie wzbudzeniami
wszechobecnych pól kwantowych, których usunac sie po prostu nie
da, nawet ze stanu o najnizszej mozliwej energii. Co wi~ej, jedno
z podstawowych praw fizyki kwantowej, zasada nieoznaczonosci, mówi
nam, ze pola kwantowe nigdy nie moga byc w doskonalym bezruchu, lecz
musza one fluktuowac. Fluktuacje te kreuja pary cza,stka - antycza,stka.
Dzieje sie to jednak na bardzo malych odleglosciach. Mozemy sie o tym
przekonac wypisujac zasade nieoznaczonosci w postaci

j'j,p . ~x ",-li

(~p i ~x to nieoznaczonosci pedu i polozenia). Dla pary wykreowanej
przez pole kwantowe nieoznaczonosci pedu i polozenia musza, byc
rzedu samych wielkosci i wobec faktu, ze ~p '" p '" mc, znajdujemy
charakterystyczny rozmiar pary

fi
~x '" -,mc

co w przypadku elektronu daje liczbe rzedu 10-11 cm (porównaj
z rmax '" 10-13 cm w modelu klasycznym). Zauwazmy, ze przy tym opisie,
stworzenie pary elektron-pozyton narusza - niewzruszone zdawaloby
sie - zasady zachowania energii i pedu. Dzieje sie to jednak nie tylko
na bardzo malych odleglosciach, ale równiez przez bardzo krótki czas
(przypomnijmy zasade nieoznaczonosci dla energii, ó.E . ~t '" fi). Natura
oszukuje wiec sama siebie, a udaje sie jej to, gdyz jest nieslychanie zreczna,
oszustka·

Kwantowa próznia jawi sie jako stan niezwykle niespokojny. W kazdym
jej milimetrze szesciennym rodza sie wcia,z i nieomal natychmiast gina,
niezliczone ilosci wirtualnych par. Podobnie jednak, jak w modelu
klasycznym, ich krótkotrwale istnienie prowadzi w obecnosci zewnetrznego
pola elektrycznego do pojawienia sie efektów polaryzacyjnych. I ten
wlasnie fakt opisywal poprawnie (choc tylko na poziomie jakosciowym)
model Staszka Mrówczynskiego. By nie byc zupelnie goloslownym,
przytocze wzór na potencjal ladunku punktowego otrzymany w kwantowej
teorii pola

e ( e2 e-2mr)(*) ~(r) ~;: 1+ 4ft (mr)3/2

(przyjalem tu jednostki, dla których fi = c = 1).

Czy próznia jest wiec pusta? Na pewno jest tak pusta, jak to tylko
mozliwe. Ale prawdziwa odpowiedz na to pytanie nie jest jednoznaczna
i zalezy od sposobu opisu oddzialywania. Przyjmuja,c wzór (*) za prawo
podstawowe doszlibysmy zapewne do przekonania, ze próznia jest zupelna,
pustka,. W pewnym sensie mozemy wiec mówic wymiennie albo o prostym
oddzialywaniu, albo o prostym stanie prózni. Pierwszy sposób opisu
rzeczywistosci wydaje sie byc duzo bardziej plodny poznawczo i z tego
powodu sklonni jestesmy uznac, ze próznia jednak pusta nie jest.

Pawel KRA WCZYK
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Dzisiaj wiadomo, ze planety kraza wokól
Slonca, a nie odwrotnie, orbity zas
maja, ksztalt elips, a nie kól. Gdyby
planety krwly wokól Slonca po torach
kolowych, to model Hipparcha bylby
idealnie poprawny. No, bo jesli za punkt
odniesienia przyja,c Ziemie, wówczas Slonce
wraz z planeta" która ma na swojej orbicie,
wiruja wokól Ziemi (rys. 9) i wtedy ruch
planety istotnie jest ruchem zlozonym
z ruchu p6 orbicie wokól Slonca (zwanej
deferentem) i ruchu Slonca po orbicie
wokól Ziemi (zwanej epicyklem). Oba
te ruchy zlozone razem daja ruch po
epicykloidzie, co bedzie jeszcze wyjasnione
pózniej ..

Juodel geoccnlTyczJlY

model helioeenLryczllY

Rys. "(1

Nad ulepszeniem modelu Hipparcha
pracowal Ptolemeusz (okolo 85-165).
Wprowadzajac mnóstwo dodatkowych
epicykli stworzyl model systemu
planetarnego tak dokladny,
ze przetrwal on ponad 16 stuleci,
az do czasu heliocentrycznego systemu
Kopernika (1473-1543). Ale nawet
Kopernik ulegl magii krzywych
cykloidalnych. Gdy pierwotny jego
model, zakladajacy orbity kolowe w ruchu
planet wokól Slonca okazal sie niezbyt
dokladny, zdecydowal sie powrócic do orbit
cykloidalnych, czesto tez z wielka, liczba
epicykli. Dopiero Kepler (1571-1630)
uwolnil system planetarny Kopernika od
krzywych cykloidalnych, zastepujac je
elipsami.

Kopernik poslugujac sie krzywymi
cykloidalnymi odkryl ciekawa ich wlasnosc.
Mianowicie mozna znalezc taki stosunek

promieni r/ R, ze krzywa cykloidalna
bedzie swoim ksztaltem przedstawiala
okrag - orbite planety, a nawet odcinek.
- tor ruchu komety. Wystarczy wziac
"magiczny krazek" , dla którego R = 2r.



Geometryczny dow6d pewnej nier6wnosci

Czy mozna wskazac geometryczna interpretacje (geometryczny dowód) tej
nierównosci?

cA

Niech IABI = x, IBCI = y, (x < y), IACI = x + y. Na odcinku AC, jako
na srednicy, rysujemy pólokrag i zaznaczamy odcinki OD..iAC, BE..iAC
(rysunek).

Pomiedzy srednimi: harmoniczna, geometryczna, arytmetyczna
i kwadratowa dwóch dodatnich liczb rzeczywistych x, y zachodzi
nastepujaca zaleznosc:

x+y ~min(x, y) ~..;x:y~-2- ~ V ~--2- ~ ma.x(x,y).

wiec IBEI2 = IEFI ·IEOI. Stad

_ IBEI2 _ X· li _ 2

IEFI - IEOI - :n - 1. 1.'2 oZ + II

W równoramiennym trójkacie AOE, BF Il' AE, wiec IABI < IEF/.
Z rysunku widac, ze

IABI ~ IEFI ~ IEBI ~ IDOl ~ IDBI ~ IBCI
(równosci maja miejsce tylko w przypadku, gdy x = y).

Jaroslaw GÓRNICKI

Oczywiscie, IODI= =p, IBEI = ..;x:y, IOBI = T' Ponadto

VI I 10/-2 +y2
IBDI = y'OD2 + OB2 = -(x + y)2 + -(y - x}2 = .4 4 2

Rysujemy teraz odcinek BF ..iOE. Poniewaz

IBOI_IEO/
IFOI -IBOI'

W zaleznosci od tego, w którym otworku
umiescimy koniec olówka, dostaniemy
dowolna elipse "szeroka" lub "waska",
a w granicznych przypadkach okrag
i odcinek.

Poniewaz ich pola sa r6wne, wiec

!..AP.B.P. sin a=!..GP.DP. sin a.
2 2

Stad

DA

AP GP
DP - BP

i trójkaty APD i GPB sa podobne
(bo maja tez jednakowy kat przy
wierzcholku P). W szczeg61nogci
LPAD = LPGB, co dowodzi
r6wnoleglogci AD i BG.

*
Ro ••wl" ••anle ••adania M 606.
Tr6jkaty ABP i GDP maja
jednakowy kat przy wierzcholku P
- oznaczmy go Q.

c

*
Ro ••wl" ••anle ••adan!a M 604.
Oznaczmy rzut prostokatny punktu
A na prosta BP przez A', a punktu G
- przez G'. Niech S bedzie punktem
przeciecia prostej BP z bokiem AG.
Poniewaz pola L:>.PBAi L:>.PBGsa
r6wne, wiec wysokotfci 0PU8zczone na
wsp61ny bok BP W tych tr6jkatach
tez beda r6wne.

Zatem AA' = GG' i wobec tego
tr6jkaty prostokatne AA'S i BB'S sa
przystajace (maja jeszcze r6wne katy
przy wierzcholku S). Stad AS = SG,
a wiec BP jest grodkowa. Podobpie
stwierdzamy, ze grodkowymi sa AP
iGP.

Rys. 10

Cykloida

Od XVI w. zaczelo sie bardziej intensywne
badanie krzywych cykloidalnych.
W xvn w. uwaga matematyków skupila
sie przede wszystkim na samej cykloidzie.
Z powodu pieknych wlasnosci zarówno
geometrycznych, jak i technicznych okazala.
sie ona wdziecznym przedmiotem badan
i szybko zyskala sobie duza popularnosc.

8



o pewnych funkcjach okresowych
i ich okresach podstawowych
Ewa DUDEK

Zacznijmy od pewnego zadania:
Udowodnij, ze jesli dla funkcji f, g: R -+ R istnieje a i- O, taicie, ze dla

wszystkich x ER: f(x + a) = g(x) oraz g(x + a) = - f(x), to f i g sa
okresowe.

Przypomnijmy: m6wimy, ze F: R -+ R jest okresowa wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje T i- O, takie, ze dla kazdego x E R zachodzi zwiazek:
F(x + T) == F(x); takie T nazywamy oH'esem funkcji F (najczesciej to
pojecie definiowane jest troche inaczej, ale w spos6b r6wnowazny).

Rozwiazanie zadania jest proste:
dla x E R mamy f(x + 4a)#= g(x + 3a) = - f(x + 2a) = -g(x + a) = f(x).
Liczba T = 4a i- O jest okresem funkcji I, g zas jako przesuniecie f
o wektor [-a,OI ma te same wlasnosci. Zauwazmy, ze przykladami funkcji
spelniajl\Cych zalozenia sa, sinus i cosinus (dla a = ~).
Zadanie rozwiazalismy i w zasadzie jego historia, a wraz z nia, niniejszy
artykul, moglyby sie tu urwac. Dlaczego wiec Czytelnik ma przed
soba, jeszcze spory kawalek tekstu? Z tej samej przyczyny, dla kt6rej
policjant, zauwazywszy zamaskowanego i obladowanego tobolkami
czlowieka opuszczajl\Cego w srodku nocy jakies mieszkanie przez balkon,
nie zadowala sie jedynie stwierdzeniem tego faktu, ale zatrzymuje
podejrzanego i zadaje mu pewne standardowe dla tych okollcznmfcl
pytania. Takimi pytaniami w sytuacji, w kt6rej "zlapiemy" funkcje
okresowa" sa,:
(I) czy ta funkcja ma okres podstawowy?
(II) jesli ma, to jaki?

Przypomnijmy, ze okresem podstawowym nazywamy (o ile istnieje)
najmniejszy sposr6d dodatnich okree6w. Funkcja okresowa moze miec
okres podstawowy (np. funkcje trygonometryczne) albo go nie miec
(np. dla kazdej funkcji stalej okresem jest kazda liczba r6zna od zera).
Znana jest ponadto bardzo prosta wlasnosc: niezerowa suma i r6znica

okres6w tez jest okresem. W szczeg6lnosci, jesli T jest okresem funkcji,
to sa, nimi r6wniez liczby: ±T, ±2T,...

Jak brzmi odpowiedz na pytania (I) i (II) w przypadku funkcji z zadania?
Zauwazmy, ze wystarczy zaja,c sie funkcja, I: R -+ R (g jest jej
przesunieciem, wiec ma analogiczne wlasnosci), dla kt6rej

(O) istnieje b > O (b = 2a), taicie, ze dla x ER: f(x + b) = - f(x)
(takich b moze byc wiele; zbi6r zlozony z nich wszystkich oznaczmy
przez B).

Spr6bujmy odpowiedziec na pytanie (II) przyjmujac, ze funkcja f
o wlasnosci (O) ma okres podstawowy To. Jak go wyznaczyc? Wiemy, ze

(i) istnieje Xo E R, takie, ze I(xo) i- O (w przeciwnym razie I bylaby
stala, tzn. nie mialaby okresu podstawowego);

(ii) zadne b E B nie je,t okre,em (bo dla Xo z punktu (i) mamy:
f(xo + b) = - f(xo) i- f(xo));

(Hi) dla kazdego b E B liczba 2b je,t okmem.

Ostatnia uwaga nasuwa pomysl: skoro szukamy n"'mnl~.zego
dodatniego okresu To, a wszystkie liczby 2b (b E B) ._ dodatnimi
okresami, to moze

(1 - hipoteza) To = min{2b: b E B} = 2· min B,

gdzie min B jest liczba, najmniej sza, w B? Co wystarczyloby wiedziec,
by m6c uzasadnic hipoteze (l)? Gdyby dla jakiegokolwiek bo E B bylo

(2) To = 2bo,

to juz byloby dobrze. Takie bo musi juz byc najmniejsze w B (dzieki (Hi)).

Jako pierwszy badaniem cykloidy zaja,l
sie Galileusz (1564- 1642). On nadal
jej nazwe, sformulowal jej definicje
i zaintersowal nia, innych matematyk6w.
Wazac figury wyciete z jednakowych
material6w odkryl, ze pole pod jedna,
galezia, cykloidy jest trzykrotnie wieksze
od pola kola generuja,cego te cykloide.
Matematyczny dow6d tego faktu
znaleziony zostal p6zniej przez Robervala
(1602-1675). W swoim dowodzie posluzyl
sie on krzywa, pomocnicza" kt6ra, nazwal
"towarzyszka, cykloidy". Konstruowal ja,
w ten spos6b, ze w kazdej chwili, kiedy
kolo toczylo sie po prostej, rzutowal punkt
kresll\Cy cykloide na pionowa, srednice kola.
Trajektorie tego rzutu nazwal wlasnie
"towarzyszka, cykloidy". Okazala sie ona
wykresem funkcji sinus i w taki wlasnie
spos6b w historii matematyki po raz
pierwszy pojawila sie sinusoida. Roberval
pokazal, ze pole kola generuja,cego jest
r6wne polu obszaru ograniczonego
cykloida, i jej "towarzyszka", a to z kolei
jeet r6wne polu obszaru ograniczonego
podstawa, cykloidy, jej "towarzyszka,"
i brzegiem kola generuja,cego wpisanego
w cykloide. Tym samym udowodnil,
ze pole pod cykloida, jest trzykrotnie
wieksze od pola kola generuja,cego te
cykloide (rys. 11). Tego samego dowiedli
r6wniez Kartezjusz (1596-1650) i Fermat
(1601-1665), kt6rzy zaciekle rywalizowali
z Robervalem w badaniu wlasnosci
cykloidy.

RY$·11

Ciekawe, ze pooobne twierdzenie
o polu jest prawdziwe dla dowolnego
wieloka,ta. foremnego toczacego sie
po prostej. Mianowicie pole pod
lama.nl\, At, A2, As, ..• , An jest trzykrotnie
wieksze od pola n-ka,ta generuja,cego te
lamana,.

R)'$; J,:Z

Roberval, Kartezjusz i Fermat znalezli
r6wniei metode konstruowania stycznej

i normalJleJ ~2..~kloid)' w. dowolnym jej



punkcie. Otóz normalna nalezy prowadzic
przez punkt stycznosci kola generujacego
- z prosta, po której ono sie toczy,
a styczna przez przeciwlegly temu
punktowi koniec srednicy.

'~
~lY9zna

Rys. 13

Wdziecznym przedmiotem badan okazaly
sie równiez bryly utworzone przez obrót
galezi cykloidy wokól podstawy lub
wokól prostej prostopadlej do podstawy
w jednym z jej konców (rys. 14). Ich
objetosci wynosza odpowiednio 511"2r3

i 1211"r3, a pola 63"'1I"r2 i 3211"2r2• Badane
byly przede wszystkim przez Robervala,

.Fermata i Pascala.

Rys. 14

Dalej, wiemy, ze liczby 2b - To (dla b E B) sa zerami lub dodatnimi
okresami, wiekszymi (dzieki (ii) róznymi) od To. Gdyby wiec liczba tej
postaci spelniala warunek

(3) 2b-To ~To,

to musialaby byc zerem, co oznaczaloby, ze 2b - To = 0, czyli To = 2b.

Zachodziby wiec upragniony zwiazek (2)! No dobrze, ale kiedy mozliwe
jest (3)7 Oczyw~scie, gdy dla pewnego b E B zachodzi b :$ To. Czy istnieje
takie b E B7 Spróbujmy uzasadnic to nie wprost. Przypuscmy, ze jest
przeciwnie:

(4 - hipoteza) dla kazdego b E B: b> To.

Wezmy jedno takie b E B i wykonajmy cos w rodzaju dzielenia z reszta
przez To, tzn. przedstawmy b jako b = kTo + q, gdzie k E {l, 2, ... } oraz
0:$ q < To (q to "reszta"). Zauwazmy, ze kTo jest okresem, q zas ma
ciekawa wlasnosc:

dla wszystkich x ER: f(x + q) = f(x + b - kTo) = f(x + b) = - f(x).

Po przypomnieniu sobie definicji zbioru B z punktu (O) stwierdzimy,
ze zachodzi jedno z dwojga:

q = Ojjest to jednak niemozliwe, bo wtedy b = kTo byloby okresem,
a nie jest (patrz (ii»j
q E B, ale q < To, a zgodnie z hipoteza (4) wszystkie elementy B sa
wieksze od To.

Przyjecie hipotezy (4) prowadzi - tak czy inaczej - do sprzecznosci. Stad
prawdziwosc jej zaprzeczenia. Istnieje zatem bo E B takie, ze bo :$ To.

To wystarcza, by zachodzilo (3) oraz (2), które dowodzi, ze hipoteza (l)
jest odpowiedzia na PYTANIE (II):

jesli f ma okres podstawowy, to jest nim To = 2: min B.

Zgodnie z przyjetym planem pozostaje udzielic odpowiedzi na
PYTANIE (I), czyli stwierdzic, czy wlasnosC (O) wymusza istnienie okresu
podstawowego. Przywolujac przyklad funkcji zerowej odpowiemy, ze NIE.
Sformulujmy wiec pytanie (I) inaczej:

(I') czy niezerowa funkcja o wlasnosci (O) musi miec okres podstawowy?

Odpowiedz nadal brzmi: NIE; odpowiedni przyklad nie jest jednak juz tak
prosty. Aby go skonstruowac wyróznimy dwa podzbiory R. Zbiór

def { k }X = 3n: k = 0, ±1, ... , n = O,l, ...

tworza liczby wymierne o mianown;' -'ch postaci 3n (n = O,l, ... )."
Zauwazmy, ze liczby caikowite (w tym l) leza, w X, oraz ze suma liczb z X
takze lezy w tym zbiorze. Drugi z zapowiedzianych zbiorów

def { l }Y = 2+z: zEX
jest przesunieciem X o ~.

Pascal (1623 - 1662) znalazl srodki
ciezkosci galezi cykloidy i obszaru pod
galezia cykloidy. Leza one na osi symetrii
cykloidy na wysokosciach odpowiednio ~r
i ~r ponad podstawa.

Pascal znalazl równiez pola pewnych
specjalnych fragmentów obszaru pod
cykloida i ich srodki ciezkosci, a takze
srodki ciezkosci pewnych fragmentów
opisywanych wyzej bryl. Dumny ze
swych osiagniec oglosil konkurs na
rozwiazanie tych i podobnych zadan.
Jednak problemy te byly jak na tamte
czasy ogromnie trudne i niewielu
sposród najwybitniejszych matematyków
uczestniczacych w konkursie moglo
poszczycic sie jakimkolwiek sukcesem.
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Rozwiazanie zadania F 810.
Niech q oznacza ladunek, jaki
zgromadzi sie na kondensatorze, a a
jego pojemnoll'c. Energia pobrana
z baterii r6wna sie Uq, natomiast
energia naladowanego kondensatora

jest r6wna ~Uq. R6znica powyzszych2
energii r6wna jest cieplu, jakie

wydzieli sie na oporze: Q = ~Uq.2
Poniewaz q = au, wiec otrzymujemy
a = 2Q.

U1

Rozwiazanie zadania F 811.
Niech So i S oznaczaj a przekr6j
strumienia w poblizu kranu

i w odlegloll'ci h = 60 cm ponizej
kranu. Predkoll'ci strumienia wody
niech wynosza odpowiednio Uo

i U. Poniewaz gestoll'c wody nie
zmienia sie, przez dany przekr6j
musi przeplywac w jednostce czasu

ta sama objetoll'c wody: dV = const,dt

ale dV = SU = SoUo. Uwzgledniajac,dt
ze S/So = 2 mamy U = 2Uo. Z zasady
zachowania energii mamy

mU2 mUS_
-2- - -2- - mgh.

Rozwiazujac ostatnie dwa r6wnania
otrzymujemy

Uo = vr:;. ""2 m/s.



Wkr6tce potem Wren (1632-1723) obliczyl,
ze dlugosc galezi cykloidy jest osmiokrotnie
wieksza od promienia kola generujacego.
Jego wynik wzbudzil wielka sensacje.
Po pierwsze dlatego, ze do tamtego
czasu matematykom udalo sie obliczyc
jedynie dlugosc okregu, paraboli i spirali.
Po drugie nikt nie wierzyl, ze dlugosc luku
krzywej moze byc wspólmierna z dlugoscia
odcinka prostej.

Jednym z wiekszych problem6w
XVII wieku bylo mierzenie dlugosci
geograficznej na pokladzie podrózujacego
statku. Potrzebny byl do tego dokladny
zegar i taki próbowano skonstruowat.
Galileusz zauwazyl, ze do mierzenia czasu
mozna by wykorzystac ruch wahadlowy,
a Huygens (1601-1665) kontynuujac
badania Galileusza skonstruowal pierwszy
zegar wahadlowy. Jednak zegar ten
nie byl doskonaly, gdyz z uplywem
czasu, gdy pod wplywem tarcia i oporu
powietrza amplituda wahan zmniejszala
sie, zmniejszal sie takze okres, tym
samym zegar zaczynal sie spieszyc.
Huygens wyliczyl, ze aby zapewnic
stalosc okresu, niezaleznie od amplitudy
(tzw. izochronizm), nalezaloby ze wzrostem
amplitudy zmniejszat dlugosc wahadla.
W tym celu w punkcie zawieszenia
wahadla zamocowal szczeki ograniczajace
dlugosc wahadla (rys. 15), nie wiedzial
jednak, jaki powinien byc dokladny ksztalt
tych szczek.

RY8. 15

Udalo mu sie natomiast wyliczyc,
po jakiej krzywej musi sie poruszac koniec
ograniczonego szczekami izochronicznego
wahadla. Ta krzywa - izochrona (Huygens
zwal ja tautochrona) - okazala sie
cykloida. fozostal jeszcze problem
wyznaczenia ksztaltu szczek. Do jego
rozwiazania wykorzystal Huygens
wynaleziona przez siebie wczesniej teorie
ewolwent. Ewolwenta krzywej jest,
potocznie rzecz ujmujac, trajektoria konca

IR

.111.111;.
0/9 1 IR

A

Warunki te nie 8308przeczne tylko
wtedy, gdy pro8te BK i DK lub
pro8te AL i GL pokrywaja 8ie, ale to
dowodzi tezy zadania (np. gdy pro8te
BK i DK pokrywaja 8ie, punkt K
lezy na BD).

przekatnej BD), z równogci p6l BGP
i GDP - ze lezy na GL.

C+ y= y

+ +y = X

C+X= X

t +x=y

'-----~."
CE X

ROJOwll\JOanleIladanla M 606.
Poniewaz pola trójkatów ABP i BGP
830równe, wiec punkt P mU8i leze~ na
prostej BK, gdzie K je8t grodkiem
przekatnej AG (porównaj rozwiazanie
zadania M 604).

B ~C//
/

//
//

/pA------ - ---t"'::--
Podobnie z równogci pil trójkatów
GDP i DAP wynika, ze P lezy na
DK, z równogci p6l ABP i DAP - ze
lezy na AL (gdzie L je8t grodkiem

(C) przy przesunieciu o !zbiór X przechodzi na Y, Y na X; zatem
R\(X UY) przechodzi na siebie.

Uzbrojeni po zeby w róznorakie wlasnosci X i Y mozemy w koncu podac
zapowiedziany przyklad. Jest nim nastepujaca funkcja:

{l; x E X
I(x) = -l; x E Y

O; xER\(XUY).

Jest to funkcja niezerowa, ponadto dla b = 4 sp'elnia warunek (O). Istotnie,
dla x E X, zgodnie z (C), 4 + x E Y, czyli I(x) = l, I(l + x) = -l;
ostatecznie I(x+ l) = -/(x). Dla x E Y i x E R\(XuY) postepujemy
podobnie. Równie szybko uzasadniamy, ze dowolne T E X\ {O} jest
okresem I. Dla <!-rgumentu x E Y mamy, dzieki (B), x + T E Y,
co oznacza, ze I(x) = -l = I(x +T); w pozostalych przypadkach
rozumowanie jest analogiczne. Wsród dodatnich okresów 1 znajduja sie:
l, i, 217"" , zatem 1 nie lIla okresu podstawowego.

Oto niektóre wlasnosci tych zbiorów:
(A) X n Y = 0 (gdyby z E X bylo postaci z = !+ x dla x E X,

to mielibysmy: != z - x E X; tak, oczywiscie, nie jest); zatem
rozbilismy R na trzy rozlaczne czesci: X, Y, R\(X UY);

(B) przy przesunieciu o liczbe ze zbioru X zbiory X i Y oraz R\(X UY)
"nasuwaja sie" kazdy na siebie (patr~: wlasnosci X i rysunek);
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SWOBODNIE ZAWIESZONY LANCUCH.
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Redaguje Jan GAJ

badanie wlasciwolfci krzywej lancuchowej.

Dzisiaj proponuje Ci, Czytelniku, badanie doswiadczalne
nieskomplikowanego ukladu fizycznego, jakim jest

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

Korespondencyjny Klub Fizyków

Wykonamy serie doswiadczen
polegajacych na odrysowaniu
ksztaltu zwisajacego lancucha
najlepiej na kartce papieru
milimetrowego lub - w razie
jego braku - kratkowanego.
Wazne jest przy tym, aby
papier umiescic tak, zeby linie
tworzace kratki biegly pionowo i
poziomo. Posluzymy sie do tego
pionem, czyli dowolnym drobnym
przedmiotem zawieszonym na
nitce. Na pionowej plaszczyznie
(scianie) znajdujemy dwa punkty
zaczepienia i zawieszamy na nich
lancuch, a nastepnie (pomagajac
sobie' pionem) umieszczamy
pod nim papier milimetrowy
i odrysowujemy na nim ksztalt
lancucha (patrz rysunek).

Doswiadczenie powtarzamy wielokrotnie dla róznych polozen punktów
zamocowania i róznych dlugosci lancucha. Na papierze zaznaczamy
osie wspólrzednych (z - poziomo, 11 - pionowo) i odczytujemy punkty
skladajace sie na krzywa lancuchowa (bo tak nazywa sie ta krzywa)
w dogodnych odstepach - na przyklad co 1 cm. Wygodnie jest wybrac
poczatek ukladu wspólrzednych w minimum krzywej. Mamy wiec
dwie formy zapisu krzywej lancuchowej: graficzna i liczbowa. Teraz
przystepujemy do czesci interpretacyjnej naszej pracy. Bedzie to

Praca eksperymentalna

Bedziemy badali ksztalt, jaki przyjmuje lancuch pod wplywem wlasnego
ciezaru. W praktyce najwygodniej posluzyc sie lancuszkiem o drobnych
ogniwach, nie za krótkim. Chodzi o to, aby o ksztalcie decydowal tylko
jego ciezar, a nie np. sztywnosc lub rozciagliwosc. Dlatego nie jest dobra,
na przyklad, zylka nylonowa, chyba ze cienka i obciazona nanizanymi na
nia koralikami.

Proponuje Ci, Czytelniku, znalezienie odpowiedzi na nastepujace pytania:
1. Czy krzywa lancuchowa jest symetryczna (wzgledem prostej pionowej

przechodzacej przez minimum)? Latwo to sprawdzic skladajac papier
z rysunkiem wzdluz pionowej linii przechodzacej przez minimum.

2. Czy rózne krzywe lancuchowe sa przystajace?
3. Czy rózne krzywe lancuchowe sa podobne?
4. Czy mozna wszystkie krzywe lancuchowe nal()zyc na siebie przez

zmiany skal na osiach z i 11, a jezeli tak, to jakie?
Wskazówka: odpowiedz na pytania 3 i 4 moze ulatwic przedstawienie
wykresu krzywej lancuchowej w skali podwójnie logarytmicznej (log 11

jako funkcja log z). Zycze pomyslnych badan i ustalenia odpowiedzi na
powyzsze, a takze i inne pytania.

Listy prosimy przysylac pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fizyk6w, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego,
ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa.

ewoluta cykloidy

S'

Ry •. 17

nitki odwijanej z tej krzywej (rys. 16).
Okazalo sie, ze jedna z ewolwent cykloidy
jest identyczna cykloida, wiec szczeki
musza równiez miec ksztalt cykloidy.
Ten fakt wskazal na inny sposób wyliczenia
dlugosci cykloidy, mianowicie dlugosc
polowy galezi cykloidy jest równa jej
podwojonej wysokosci, czyli 4r
(na rys. 16: AB = AB').

Huygens zauwazyl, ze izochronizm cykloidy
mozna tez interpretowac nieco inaczej .
Jesli mamy wyzlobienie w ksztalcie
tej krzywej, to niezaleznie od punktu,
z którego cialo zacznie sie staczac, dotrze
ono·do najniZszego punktu wyzlobienia po
uplywie tego samego czasu i zaden inny
ksztalt wyzlobienia nie bedzie mial tej
wlasnosci.

Rys. 16

Ksztalt cykloidy mozemy dzis odnalezc
takze w róznych konstrukcjach
architektonicznych. Juz Galileusz
proponowal nadac ksztalt tej krzywej
sklepieniom lukowym w katedrze
i lukom mostu, kierujac sie nie tylko
urokiem jej eleganckiego ksztaltu.
Przypuszczal bowiem, co udowodnil
dopiero de I'Hospital (1661-1704),
ze luk cykloidy jest lukiem najbardziej
wytrzymalym na obciazenie.

Kolejnym problemem postawionym przez
Galileusza bylo nastepujace zadanie:
Ze wszystkich mozliwych krzywych
laczacych dwa rózne punkty A i B, nie
lezace na tej samej wysokosci, wybrac te,
po której cialo zeslizguje sie z wyzszego
punktu do nizszego w najkrótszym
czasie (rys. 18). Taka krzywa, o ile
by ona istniala, nazwano brachistochrona
i rozpoczeto jej poszukiwania. Nie byl nia,
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Drobiazgi
W listopadzie 1980 r. amerykanska sonda kosmiczna Voyager 1 przeleciala
w poblizu Saturna. Wykonana po blisko dziesieciu latach analiza
sygnalów radiowych wyslanych przez Voyagera pozwolila uzyskac
kolejne potwierdzenie przewidywan ogólnej teorii wzglednosci. Sonda
wyposazona byla w specjalny nadajnik o czestotliwosci okolo 2,3 . 100 Hz,
mogacej zmieniac sie zaledwie o 5 czesci na 1012• Natomiast zmierzona
czestotliwosc sygnalów odbieranych na Ziemi zmniejszala sie w miare jak
Voyager 1 zblizal sie do Saturna, osiagnela minimum 12 listopada 1980 r.
- w dniu najwiekszego zblizenia, po czym znów zaczela wzrastac. Efekt
byl niezwykle maly - czestotliwosc spadla zaledwie o kilka hertzów.
Ale dokladnie tyle przewiduje ogólna teoria wzglednosci, w mysl której
fale radiowe traca nieco swojej energii na wydobycie sie z silnego pola
grawitacyjnego i w rezultacie ich czestotliwosc ulega zmniejszeniu.
Zjawisko to nosi nazwe grawitacyjnego przesuniecia ku czerwieni.

Niektóre sposoby oszczedzania energii moga byc nieslychanie proste.
Gdyby w samych tylko Stanach Zjednoczonych wszyscy kierowcy
napompowali opony swoich samochodów do najwiekszego dopuszczalnego
cisnienia, to dzienne zuzycie paliwa spadloby o okolo 100 000 barylek
(tj. '" 1,5 X 107 l) ropy!

Wiek XVII to data narodzin konkurencyjnej (przynajmniej wówczas)
do uniwersytetów organizacji uczonych - Akademii Nauk. Rzecz
ciekawa, ze wlasciwie tylko w Anglii nowa organizacje wspóltworzyli
profesorowie uniwersytetów - na kontynencie byli to prawie wylacznie
ludzie "z zewnatrz", czesto oficerowie. Ale nawet w Anglii Barrow,
Wallis, Boyle, Hooke, Halley, Newton zacza.tek pózniejszego Royal Society
organizowali tajnie - bylo to tzw. Niewidzialne Kolegium.

Suwajac po dwóch prostych skosnych trzecia prosta. w ten sposób, by byla
równolegla stale do tej samej plaszczyzny otrzymamy siodlo takie, jak do
jazdy konnej. Jesli masz siodlo pod reka, sprawdz, ze w kazdym miejscu
mozna tak na nim polozyc patyczek, by caly go dotykal.

Na kartce papieru rozmiesc
dowolnie pewna. liczbe odcinków,
dbajac jedynie o to, by stykaly
sie one tylko koncami. Twój
obrazek sklada sie z kilku spójnych
kawalków, z których kazdy wycina
z plaszczyzny pewna liczbe
obszarów. Oznaczamy:
K = liczba narysowanych odcinków, K = 13, W = 16, 0=2, S = 2

W = liczba wezlów (punkty styku i wolne konce odcinków)
O = liczba wycietych obszarów,
S = liczba czesci obrazka .
Niezaleznie od tego, co narysowales, zawsze otrzymasz W + O = K + S.
Dlaczego? Odpowiedi nie jest trudna. Powyzsza obserwacja prowadzi
do odkrycia nowych, glebokich wlasnosci geometrycznych.
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jak sie okazalo, ani odcinek prostej, ani
duzo "lepszy" od niego luk okregu.

Rys. 18

Tylko paru matematykom udalo sie znalezc
brachistochrone. Pierwszym z nich byl
Jan Bernoulli (1667-1748). Rozwiazanie
zaskoczylo wszystkich: jedyna. krzywa.
bedaca brachistochrona. okazala sie znów
cykloida.

Jan Bernoulli do rozwiazania problemu
wykorzystal wlasnosci promienia
swietlnego przechodza.cego od jednego
punktu do drugiego przez osrodek
o zmieniajacej sie gestosci. Promien
ten, oczywiscie, wybiera taka. droge,
kt6tej przebycie zajmie mu najmniej
czasu. Dlatego bra.chistochrone mozna
tez interpretowac jako droge promienia
swietlnego w osrodku o gestosci
zwiekszajacej sie w sposób regularny.

--------------- ------------------------- - - - - - - -- - - - - - - - -

Rys. 19

Po odkryciu tych wszystkich wlasnosci,
w XVII i XVIII wieku cykloida etala sie

,tak popularna, ze wzmianki o niej zaczely
eie pojawiac nawet w literaturze pieknej
(m.in. Podróze Guliwera Jonathana Swifta,
Zycie i myili JW Pana Tri6trama Shandy
Laurence'a Sterne'a).

Tymczasem dalsze badania wciaz ujawnialy
kolejne róznorodne wlasnosci cykloidy
i ich zastosowania. Do dzis cykloida
i jej odmiany spotykane sa. czesto
w rozmaitych zagadnieniach matematyki,
fizyki i techniki. Cykloida skrócona jest,
na przyklad, ksztaltem przekroju fali
w dostatecznie glebokim zbiorniku cieczy.

~-- - -----
... - .-. -' .. _ .. - _.-

.-: _ .. _ .. _. -., -*-----
Rys. 20



Jest tez torem ruchu srodka ciezkosci

ciezarka powodujacego ruch periodyczny
urzadzen dzialajacych tak, jak
"Wanka- Wstanka".

Klub 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
i Redakcji Delty

Przypominamy tresc zadan:

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/1991

C"ol6wka ligi 7,adalli()Wf'j
Klub 44 M

po \1w7.gl~dlli(,Iliu O('('IJ rOi',wir\i'.aJ~

I.adal\ 211 (WT=3.28) i 212 (WT=2.71)
7. nll1l1erll 10/1000

M",rillllZ Z"'ja.c PIUllZk,~w 4'1,05
T() !I) il.I 7. Grzt'Hi",k - Kr"kliw 41,48

Pl'7.(·myst<'l.w C;'a.I\zinski ~r()r1.i1. ~1. (('.05
f',..wd Kllbit Kr •..•'n() 30,tj8

, I , I- -, ,
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Redaguje Maron E. KUCZMA

218. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza. Dowiesc, ze jesli n jest liczba naturalna,
a x = vn nie jest liczba naturalna, to r6znica [(x + Ix])"] - 2[x] dzieli sie
przez 2p.

217. Wyznaczyc maksinlum wyrazenia

w'(w' + 1)-' + x'(x' + 1)-' + y'(y' + 1)-' + z'(z' + 1)-'
po wszystkich czw6rkach liczb dodatnich takich, ze w + x + y + z = 2.

Wszystkie trzy odmiany cykloidy sa
torami ruchu czastki naladowanej dodatnio
w skrzyzowanym polu elektrycznym
i magnetycznym. Odmiana cykloidy
zalezy tam od predkosci poczatkowej
czastki (rys. 22). Ksztalt cykloidy
nadawany jest tez czesto zebom list w
zebatych uzywanych w przekladniach

w celu zminimalizowania tarcia (zebom
kól zebatych nadawane sa ksztalty epi­
i hipocykloid).

"'o =-0

(2)

~ ) x

Ily,. 22

217. Badajac znak pierwszej i drugiej pochodnej funkcji

f(t) = (tZ + 1)-ZtZ w przedziale (O; 2) stwierdzamy, ze

(1) f rosnie w (Oj 1), maleje w (1; 2);

f ma dwa punkty przegiecia t, E (~;~), t2 E (1;2),

jest wypukla w (Ojt1) i (tz;2), wklesla w (t1;tz).

Wezmy pod uwage funkcje wklesle g i h, okreslone na przedziale (Oj 2)
wzorami

Ozn;,czmy ba,Lcrl;, 8Ulllp, f(w) -t /(x) T J(y), f(z) przez F(w,x,y,z).

Mozemy przyjac, ze w ::; x ::; y::; z. Rozwazymy trzy przypadki:

2

t E (Oj ~) ,

t E (~; 1) ,
t E (lj 2) ,

t E (O; %) ,

t E (%; 1) ,
t E (1; 2) .

dla

dla
dla

1
dla t E (-j2).6f(t) ::; g(t) ::; h(t)

{f. O) + f' (~) (t - ~) = l~s(12t -1) dla

g(t) = f(t) dla

~ dla

{f (%) + f' U) (t - ~) = z12g87(5t + 1)

h(t) = f(t)!
4

(Wykres kazdej z nich jest suma kawalka wykresu funkcji f oraz dwóch

odcinków stycznych.) Oczywiscie, g ::; h. Poniewaz g (t) > f Ck), zatem
na mocy (2)

(3)

Poniewaz odmiany cykloidy definiuje sie
jako trajektorie punktu lezacego wewnatrz,
na zewnatrz lub na brzegu kola, wobec
tego punkty kreslace kazda z trzech
odmian cykloidy mozemy odnalezc na kole
poruszajacym sie po szynie.

Wszystkie trzy odmiany cykloidy mozemy
tez dostat jako trajektorie punktu
lezacego na brzegu kola. Jesli kolo toczy
sie po prostej bez poslizgu, dostajemy
cykloide zwyczajna. Jezeli natomiast
z poslizgiem zgodnym z kierunkiem
ruchu, dostajemy cykloide skrócona,
a jesli z poslizgiem przeciwnym do

kierunku ruchu - wydluzona. Poslizg ten

rozumiemy jako róznice miedzy predkoscia.
ruchu postepowego i predkoscia ruchu

obrotowego toczacego sie kola. Dlatego
zamiast rozwazac ruch punktu lezacego
na toczacym sie kole mozna rozwazac

ruch zlozony z ruchu postepowego srodka
kola z predkoscia VI i ruchu obrotowgo
kola wokól jego srodka z predkoscia Vz.

Taka wlasnie interpretacja byla stosowana
':Il epicykloidalnych modelach systemu
planetarnego.
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218. Oznaczajac: s = ([x] + x)P, r = ([x] - x)P mamy

p [p/2) ( )s; r = ~ ~ (~) ([x]p-kxk + [x]p-k(_x)k) = ~ :j [x]p-2ix2i.

W otrzymanej sumie wszystkie skladniki sa liczbami clilkowitymi. Zatem

(s + r)/2 jest liczba calkowita. Wspólczynniki (Ji) dla 1 ~ j < p/2 sa
podzielne przez p. Stad i z twierdzenia Fermata:

s+r
- == [x]P == [xl (mod p),2

wiec s + r == 2[x] (mod 2p); a poniewaz -1 -< r < O, zatem
[s] == 2[x] (mod 2p). Jest to teza zadania.

1. w;:: i. z nierównosci (3) i z wkleslosci funkcji g mamy:

F(w, x, y, z) ~ g(w) + g(x) + g(y) + gez) ~

< 4 (W + x + y + Z) = 4 (!) = 16- g 4 g 2 25

(równosc zachodzi, gdy W = x = y = z = l).
2. w < i~x; wówczas I(w) < w2 < iw. Z nierównosci (3) i z wkleslosci
funkcji h otrzymujemy

1 1 (x+y+Z)F(w,x,y,z)<6w+h(x)+h(y)+h(z)~ 6w+3h . 3 =

-!w 3h (2 - W) _ 108 (!_540) w 108 16- 6 + 3 - 169 + 6 2197 < 169 < 25 .

3. w ~ x < i. Wtedy, zgodnie z (1),

F(w, x, y, z) < 2/(1) + 21 G)

Równania krzywych cykloidalnych

Latwo znalezc równania cykloid w postaci
parametrycznej, które sa najwygodniejsze
do badania wlasnosci tych krzywych. Jesli
przyjac, ze kolo toczy sie po osi OX bez
poslizgu, a najnizsze polozenie punktu
kreslacego osiagane jest w chwili, gdy kolo
przechodzi przez punkt O, to równania te
maja postac:

x =rt - dliint,

11 =r - dcost,

gdzie r oznacza promien kola generujacego,
d - odleglosc punktu kreslacego od srodka
kola, t - kat, o jaki obrócilo sie kolo od
polozenia poczatkowego.

Podobne równania parametryczne mozna
wyprowadzic dla epicykloid i hipocykloid.
Jezeli umówic sie, ze dla epicykloid dlugosc
promienia r kola generujacego ma znak
dodatni, a dla hipocykloid l1-iemny,mozna
równania obu rodzin zapisac razem
w -postaci:

r r
x =(R + r) cos lit - rcos(t + lit),

y =(R + r) sin it -. r sin(t + it),
gdzie R oznacza dlugosc promienia kola
stalego, a pozostale oznaczenia sa takie jak
dla cykloid.

16<­
25

F osiaga maksimum równe ~: przy w = x = 11 = z = l.Konkluzja:

!=44

116. Sposr6d r6znych stan6w polaryzacji fali elektromagnetycznej wyr6zniamy
polaryzacje liniowa (gdy pole elektryczne drga wzdluz okreslonej osi prostopadlej
do kierunku fali) i polaryzacje kolowa (gdy pole elektryczne obraca sie
w plaszczyznie prostopadlej do kierunku fali, nie zmieniajac wartosci).
Wykazac, ze mozna wytworzyc fale spolaryzowana kolowo przepuszczajac fale
spolaryzowana liniowo przez obracajacy sie polaroid i rozkladajac otrzymana
fale na skladowe harmoniczne. Obliczyc amplitudy i czestosci tych skladowych,
jesli dana jest amplituda A i czestosc w fali padajacej, oraz predkosc katowa
polaroidu O-

Dzieki temu, ze wielu naj wybitniejszych
matematyków trudzilo sie badaniem
poszczególnych wlasnosci cykloidy,
zostaly odkryte metody, które dzisiaj
pozwalaja bez wiekszego wysilku
badac zarówno cykloide, jak i krzywe
bardziej skomplikowane, o ile tylko
dysponujemy ich równaniami. Poniewaz
cykloida jest granica ciagu epicykloid
i hipocykloid przy promieniu kola
stalego dazacym do nieskoczonosci, wiec
wlasnosci tych krzywych sa uogólnieniem
wlasnosci cykloidy. Dla przykladu:
Pole obszaru ograniczonego galezia
epicykloidy (hipocykloidy) i kolem stalym

wynosi 7l'r2(3 + 2i).

Normalna i styczna do epicykloidy
(hipocykloidy) przechodzi odpowiednio
przez punkt stycznosci kola generujacego
z kolem stalym i przez przeciwlegly
temu punktowi koniec srednicy kola
generujacego.

'Dlugosc galezi epicykloidy (hipocykloidy)

wynosi 8r(1 + i).

Ewoluta epicykloidy (hipocykloidy) jest
epicykloida (hipocykloida) podobna, ze

wspólczynnikiem podobienstwa __ 1_, .
1+ 21lR

Redaguje Jerzy BROJAN

Rozwiazania zadan z fizyki z nUPleru 3/1991
Przypominamy tresc zadan:
116. Opisac metode pomiaru predkOlfci pocisku karabinowego z wykorzystaniem
woltomierza, kondensatora, bateryjki, opornika, pask6w folii aluminiowej i tasmy
mierniczej lub dlugiej linijki. Nalezy przedstawic schemat obwodu i podac wz6r,
z kt6rego mozna obliczyc predkosc pocisku. Jesli woltomierz ma op6r 100 kO,
to jak nalezy wybrac wartosci oporu opornika i pojemnosci kondensatora, aby
pomiar byl naj latwiejszy i naj dokladniejszy?

115. Nalezy na drodze pocisku
umiescic kolejno dwa paski folii
oznaczone na podanym obok
schemacie jako klucze 1 i 2. Gdy
klucze sa zamkniete (tzn. paski
nienaruszone), kondensator jest
naladowany do napiecia baterii Uo.
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Program komputerowy
do kretilenia cykloid

Majac równania parametryczne krzywych
cykloidalnych latwo napisac program dla
komputera, który bedzie rysowal wykresy
tych krzywych. Szkic takiego programu w
jezyku Basic moze wygladac nastepujaco:

10 INPUT rl'r2'd'k'

20 CIRCLE 128,87, rl
26 CIRCLE rl+r2+128, 87, r2
30 LE! m=r2/rl: LE! t=O
40 LET a=(l+m)*rl: LET b=m*t
46 LE! c=b+t
60 LE! x=uCOSb-d*COSc+128

60 LE! y=uSINb-d*SINc+87
70 PLOT x,y: LET t=t+k
80 GOTO40

Parametr k reguiuje szybkosc kreslenia,
a jednoczesnie zageszczenie punkt6w
skladajacych sie na wykres (mozna przyjac
np. k = 0,05), r1 jest dlugoscia promienia
kola stalego, a r2 kola generujacego· (dla
hipocykloid r2 < O), d jest odlegloscia
punktu kreslacego od srodka kola
generujacego. Program mozna zatrzymac
w dowolnej chwili instrukcja BREAKSPACE.

Za pomoca instrukcji BREAKSPACE i GOTO
mozna uzyskac kilka wykresów na jednym
ekranie.

o krzywych cykloidalnych mozna
by jeszcze pisac bardzo duzo.
Zainteresowanych odsylamy
do nastepujacych pozycji:

Historia matematyk~ 3 tomy pod redakcja,
A.P. Juszkiewicza, PWN, Warszawa 1976.
Poradnik matematyczny, pod redakcja,
I. Dziubinskiego, T. Swia,tkowskiego,
PWN, Warszawa 1982.
Matematyka. Poradnik inzyniera, 2 tomy,
WNT, Warszawa 1986.
R. Courant, H. Robbins, Co to jest
matematyka, PWN, Warszawa 1962.
H. M. Cundy, A. P. Rollet, Modele
matematyczne, PWN, Warszawa 1967.
A. R. Hall, Rewolucja naukowa 1500-1800,
PAX, Warszawa 1966.
R. Hooke, D. Shaffer, Modele matematyczne
a rzeczywistosc, PWN, Warszawa 1966.
M. Kline, Matematyka a swiat fizyczny,
PWN, Warszawa 1964.
E. Niczyporowicz, Krzywe plaskie. Wybrane
zagadnienia z geometrii analitycznej
i rózniczkowej, PWN, \yarszawa 19.~1.
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Mierzymy wielkosc Uo, a nie sile elektromotoryczna, baterii, tak ze
ewentualny spadek napiecia na oporze wewnetrznym baterii nie ma
znaczenia dla dalszych rozwazan. Otwarcie klucza 1 (przerwanie paska)
oznacza, ze kondensator zaczyna sie rozladowywac przez opornik i napiecie
na nim spadaj otwarcie klucza 2 zatrzymuje rozladowanie kondensatora,
tak ze napiecie jest dalej stale (o ile pominiemy uplyw ladunku przez
woltomierz). Oznaczmy te koncowa wartosc napiecia jako U. Jak
wiadomo, rozladowanie kondensatora przez opornik przebiega wedlug
wzoru

u = Uoe-t/RG ,
skad

Uo
t =RClnU'

Majac czas t oraz odleglosc miedzy paskami l mozemy bez trudu obliczyc
predkosc pocisku

l l

v = t = RCln(Uo/U)'
Aby wlasciwie wybrac wartosci R i C, zalózmy, ze predkosc v jest
rzedu 1000 m/s, a l ~ 1 m, czyli t ~ 1 ms. Nietrudno dojsc do wniosku,
ze pomiar czasu bedzie dokladny tylko wtedy, gdy iloczyn RC nie
jest ani znacznie wiekszy od t (wtedy bowiem kondensator prawie
wcale nie rozladowalby sie w ciagu tego czasu), ani znacznie mniejszy
od t (wtedy rozladowalby sie praktycznie do zera; w obu przypadkach
obliczona wartosc In(Uo/U) moglaby byc obarczona duzym bledem).
Przyjmijmy wiec, ze RC ~ 1 ms. Ponadto trzeba zalozyc, ze w ciagu
czasu potrzebnego na odczytanie napiecia U (okolo 1 s) spadek napiecia
wynikajacy z rozladowania kondensatora przez woltomierz jest pomijalnie
maly, czyli

Rwo/tC » 1 s.

Tak wiec dla Rwolt = 100 kO mozemy wziac C równe 10-4 -;- 10-3 F, tzn.
lOb -;- 1000 J1.F i odpowiednio do tego R ~ 1 -;-10 O.

116. Przyjmijmy, ze kierunek biegu fali pokrywa sie z osia z, a pole
elektryczne lezy w plaszczyznie xy. Polaroid przepuszcza te skladowa
fali, której pole elektryczne ma kierunek jego osi, a pochlania skladowa
o prostopadlym kierunku pola. Jesli wiec os polaroidu tworzy kat a
z osia x, to rzut pola na nia wynosi

E' = E" cos a + Ey sin a ,

a rozkladajac E' na skladowe mamy pole fali przepuszczonej

E~ = E" cos2 a + Ey cos a sin a ,

E~ = E" cos a sin a + Ey sin 2 a .

Podstawiajac E" = Acos wt, Ey = O, a = Ot otrzymujemy

E~ = ~ cos wt + ~(cos(w + 20)t + cos(w - 20)t),2 4

E~ = ~(sin(w + 20)t - sin(w - 20)t) .4

Fala przepuszczona zawiera zatem: 1) skladowa wejsciowa
o amplitudzie ~, 2) skladowa obracaja,ca sie zgodnie z polaroidem
o amplitudzie 1i czestosci w + 20, 3) skladowa obracajaca sie przeciwnie
do polaroidu o amplitudzie 1i czestosci w - 20.

-?'~->;:. "'\

J ( . ~

'l: I) \\({{t) J



5 Usuwamy biale plamy
Niedawno w jednym z krakowskich ksiegozbiorów odnaleziono
tajemniczy rekopis, o którego autorstwo eksperci posadzaja Jana
Kochanowskiego z Czarnolasu. Oto ów utwór:

Fraszka na zbiór zwarty

Zbiorze nieoceniony, zacny zwarty zbiorze
Na tobie czlek okreslic funkcje sobIe moze
Co jesli tylko ciagla, zachowa twa zwartosc
I przyjmie gdzies po drodze swa najwieksza wartosc.

Dlaczego "EPSILON"?
(z redaktorami EPSILONA rozmawia Jerzy J. Golabek)

- Od niedawna w Delcie pojawia 8ie jedno8tronicoWlJ dodatek,
a w 8topce redakcyjnej widze znajome nazwi8ka. Wkr6tce bedzie maly

jubilewz, numer piaty. Skad to, albo, innymi 8l0wami, ~o wam odbilo?

- Podc~as zjazdu PTM w Krakowie jechalismy autobusem
na wycieczke do Ojcowa, dwóch z obecnych redaktorów
EPSILONA jako przewodnicy. I w luznej rozmowie Marek
Kordos wspomnial, ze chetnie wydzierzawilby strone Delty. Moze
wlasnie wtedy autobus podskoczyl na jakims wyboju, my - jako
prowadzacy grupe - mielismy miejsca stojace i niewykluczone,
ze odbilo ... W kazdym razie idea trafila na podatny grunt.

- Co to znaczy "podatny gruntD?

- Czytamy Delte regularnie od bard?" oawna. I niejednokrotnie,
choc jestesmy zawodowymi matematykami, mamy spore
problemy ze zrozumieniem artykulów matematycznych.
Doszlismy wiec do wniosku, ze moze jesli samizredagujeiny,
to zrozumiemy ...

- Zjazd w Krakowie by/ we wrze/niu 1989 r. Dlugo to ziarno kielJcowalo

na owym podatnym gruncie ...

- Pewnie kielkowaloby jeszcze ze dwa lata, moze wcale by nie
wyroslo, ale w listopadzie 1990 wspomnielismy naczelnemu Delty

o pomysle, no i zaraz potem musielismy dostarczyc pierwszy
numer. Chcielismy dac z góry kilka, by zobaczyl, czy to warto
zamieszczac i czy go to interesuje, ale "kupil" w ciemno.
No i mamy EPSILONA.

- Dlaczego wlainie EPSILON?

- Matematycy wiedza - e·psilon to cos malego, ale istotnego.
Poza tym skojarzenie z delta chyba sie nasuwa? Epsilon

(nb. w alfabecie greckim litera nastepna po delcie) to jedna
z najpopularniejszych liter matematyki.

- Jaka je8t mysl tego dodatku?

- Pisac bedziemy przede wszystkim o matematyce i jej
"okolicach". Idea nasza jest, by zawsze przynajmniej czesc
numeru byla zrozumiala dla ucznia szkoly sredniej i by zawsze
cos moglo zainteresowac "zawodowca". Chcemy zamieszczac
w kazdym numerze tekst glówny, w miare prosty a ciekawy,
objetosciowo - polowa wydzierzawionej strony plus epsilon.
Bylyby to teksty w miare róznorodne, o róznej tematyce. Reszta
- polowa minus epsilon - to, powiedzmy, materialy inne. Troche
"matematyki na wesolo" , anegdoty, rysunki, cytaty ... Mamy tez
ochote nieco przyciac Delcie.

- Hm, na razie jako! nie zauwazylem. Powiedzcie, chcecie to W8ZY8tko

pi8ac 8ami?

- Oczywiscie, ze nie! .Mamy nadzieje wspólpracowac z mozliwie
duza liczba osób, kilka tekstów juz zamówilismy. Sklad redakcji

tez nie musi byc staly, moze sie zmieniac ... Liczymy takze na
korespondencje. Mamy ponadto zgode pisma The Mathematical

Intelligencer na przedruki.

- Aha, po znajomo!ci. A jak dlugo zamierzacie "ep8ilonowac·?

- Brzmi to moze zaskakujaco, ale nie wiemy. Co najmniej
przez rok, a o ile dluzej, to sie okaze. Nie bedziemy ciagnac
tego na sile. Poza tym, jesli raz EPSILON sie nie ukaze, to
wcale nie bedzie znaczyc, ze to koniec. My mozemy sobie
pozwolic, w przeciwienstwie do redakcji periodyków, na "dziure"
podczas wydawania. Zobaczymy zreszta, jak dlugo Delta z nami
wytrzyma. Gdy jakosc tego, co przysylamy, bedzie zbyt slaba,
albo gdy sie na nas zdenerwuj a, to moga nam podziekowac za
wspólprace i zrobia slusznie.

- A czy artykul6w do Delty juz pi8ac nie bedziecie? Moim zdaniem nie

by/y takie naigor8ze ...

- Skad ten pomysl? Istnienie wlasnego, niewielkiego dodatku
to cos zupelnie innego. Ponadto w EPSILONIE zamieszczac
bedziemy teksty znacznie krótsze, niz potencjalne artykuly
w Delcie. Pewnie nie raz i nie dwa cos dla Delty napiszemy, i jesli
tylko Redakcja przyjmie, te cie ukaze.

- By/a w "Delcie D "Mala Delta·, ktora 8ie po pewnym czalie oddzielila

i 8tala 8amodzielnym "Szkielkiem i OkiemD• Nie ciqgnie Wal w takq

8trone?

- Nie ma epsilona bez delty!

- Czy nie chcecie powiek8ZYc objeto!ci? Strona to chyba malo ...

- Na razie nam jakos wystarcza, ale kto wie? Moze za jakis czas
Delta bedzie jednostronicowym dodatkiem do EPSILONA.

- 08tatnie pytanie. Czy i 8kqd macie na to Cza8? Robicie przeciez
Je8zcze mase innych rzeczy, no i chyba kaza wam 8ie doktoryzowac,
habilitowac ...

- Po pierwsze, prosze w przyzwoitym towarzystwie nie uzywac
brzydkich slów na litere d i litere h. Po drugie, jest prawie
pewne, ze EPSILONA czy artykuly popularne przeczyta znacznie
wiecej osób niz nasze prace z "twardej matematyki" , moze
wiec robimy jakas dobra robote ... Co absolutnie nie znaczy,
ze ktokolwiek z nas zamierza zrezygnowac z pracy naukowej.
Po trzecie, czasu, oczywiscie, nie mamy, ale mamy ochote.
Przynajmniej na razie.

- Pozo8taje mi zatem tylko zyczyc, by EPSILON by/ istotnie

i zrozumialy, i ciekawy ...

- Zamiast zyczyc, dolacz swoja cegielke i napisz cos dla nas!

[I tak wlasnie powstal niniejszy wywiad.
J.J.G.]
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