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zlecenia dostawy droga lotnicza - koszt dostawy lotniczej w pelni pokrywa
prenumera.tor.
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Przedstawiamy artykul, w którym Autor pisze o problemach
stanowiacych wazny kierunek badawczy wspólczesnej matematyki.
Podaje tez twierdzenie, w którego dowodzie wykorzystany jest
fragment jego niedawnej publikacji (z 1990 roku). Okazuje sie,
ze i o aktualnych badaniach naukowych mozna pisac zrozumiale.

Redakcja

o pewnym
mlodym
matematyku

Hiektóre flIBlkt~plezcz!jlll'j pol~cne
liniMi ze swoi~iobraI!ni v i/Mllucii (2)

a("(x,y),S(x,y» = x, fih(x,y),S(x,y» = y,

"(a(x,y),fi(x,y» = x, S(a(x,Y),fi(x,y» = y.

Marek (Mark) Kac urodzil sie
w Krzemiencu 16 8ierpnia 1914 roku
w rodzinie zydow8kiej. Jego ojciec uZY8kal
doktorat z filozofii na Uniwersytecie
Lipskim, a pózniej ukonczyl jeszcze studia
na Uniwersytecie Moskiewskim. Marek
Kac rozpocza,l nauke w domu, potem uczyl
sie w szkole zydowskiej, by w 1925 roku
wstapic do Liceum Krzemienieckiego.
Tam wlasnie, przed matura, napisal prace
stanowiaca temat naszego artykulu.

W latach 1931-35 studiowal matematyke
na Uniwersytecie Lwowskim. Juz podczas
studi6w zaczal wsp6lpracowac naukowo
z Hugonem Steinhausem. Wsp6lpraca ta
(dotyczaca funkcji stochastycznych i ich
zastosowan) trwala do 1938 roku (gdy
Kac wyjechal na stypendium do USA)
i (zdaniem 8amego Kac~) byla decydujaca
dla jego dalszej kariery naukowej.

W USA mlody doktor Kac kontynuowal
rozpoczete w Polsce badania wspólpracujac
z wieloma wybitnymi matematykami (np.
z van Kampenem, Erdosem, Wienerem).
W 1939 roku zostal zatrudniony w Comeli
University, gdzie przepracowal 22 lata
uzyskuja,c liczace sie w swiecie wyniki na
styku matematyki i róznych dyscyplin
przyrodniczych (glównie fizyki) oraz
technicznych. P6zniej kierowal wielu
innymi plac6wkami naukowymi. Zmarl
26 pazdziernika 1984 roku.

Nasz artykul dotyczy pewnego wydarzenia
z zY,l;iaprofes~ra Marka Kaca.

Delta miala szczescie zetknac sie
z Markiem Kacem w 1979 roku, gdy
bawil w Polsce z okazji przyznania mu
przez Polskie Towarzystwo Fizyczne
medalu imienia Smoluchowskiego.
Wreczylismy mu wtedy kilka numerów
naszego pisma. Szczesliwym trafem
bylo to przed jego bezsenna, noca -
kiedy nastepnego dnia poprosilismy go o
rozmowe, "byl na biezaco". Delta podobala
mu sie. W spiewnej kresowej polszczyznie
oswiadczyl, ze sam tez chcialby w Stanach
wydawac takie pismo, ale tam nie znajdzie
"ie takiego wariata, kt6ry dalby na to
pieniadze.

Kac w istocie móglby wydawac takie
pismo. Byl bardzo interesujacym
popularyzatorem. Z jego prac na ten
temat najbardziej znany jest esej CZJI

moma ualy"zec ksztalt bebna?

-4

(3)

Ale moze jest to symetria przedstawiona w jakims innym ukladzie
wspólrzednych? Wyjasnimy to pojecie. Powiemy, ze wielomiany

a(x, y)

fi(x, y) .

tworza (algebraiczny, krzywoliniowy) uklad wspólrzednych na
plaszczyznie R 2, jezeli istnieja, takie wielomiany "(x, y) i S(x, y), ze

::!'-B
1

-91'

-l

Uklad dwóch wielomianów dwóch zmiennych

(f(x, y), g(x, y»

okresla przeksztalcenie plaszczyzny R2 w nia sama. Nazwiemy to
przeksztalcenie inwolucja, jezeli jest swoja wlasna odwrotnoscia, inaczej
mówiac

Inwolucje i symetrie
o PRZEKSZTALCENIACH, KTÓRE SA SWOIMI WLASNYMI
ODWROTNOSCIAMI. PEWIEN NIE ROZWIAZANY PROBLEM.

Jerzy JURKIEWICZ

-3

J(f(x, y), g(x, y» = x oraz g(J(x, y), g(x, y» = y.

Latwo uog6lnic pojecie inwolucji tak, aby odnosilo sie do przestrzeni
trójwymiarowej.

Przykladem inwolucji jest uklad

(l) J(x,y) = y, g(x,y) = x,

czyli symetria wzgledem prostej x = y i w ogóle kazda symetria
plaszczyzny. Ale nie sa to jedyne inwolucje. Mozna, na przyklad, latwo
sprawdzic, ze uklad wielomianów

(2) (y + x2, x _ (y + X2)2)

tez jest inwolucja, chociaz nie jest symetri~.
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Wielomiany ~~::;: tworza takie uklad wsp6lrzednych, jak mówimy,
"odwrotny· do ukladu (3).

Zadanie 1. Sprawdzi~, ze

Algebraiczny uklad wspólrzednych p~::;~mozna tez uwazac za

przeksztalcenie plaszczyzny R' w nia sam",. Wtedy uklad ~:::;~ stanowi
przeksztalcenie odwrotne. Symetria (1), w ukladzie wspólrzednych (3),
staje sie przeksztalceniem R' w R', przeprowadzajacym dla dowolnych z
i y punkt (a(z,y),,8(z,y)) w punkt (a (y, z),,8(y, z)).

(4)
2:

11 - 2:'
jest ukladem wsp6lrzednych na pluzczybie.

Wsp6lrzednymi punktu (2,3) E R' w tym ukladzie sa 2 i 3 - 2' =-1.
A oto jak wyglada "siatka wspólrzednych- w tym ukladzie, to znaczy
zbiory {z = n} i {y - z, = m}, gdzie n i m przebiegaja liczby calkowite.

Na przyklad symetria (1) w ukladzie wspólrzednych (4) staje sie
przeksztalceniem danym wzorem (2). Widac stad, ze symetria po zmianie
ukladu wspólrzednych przestaje na ogól byc symetria. Natomiast kazda
symetria (i w ogóle kazda inwolucja) w dowolnym ukladzie wspólrzednych
pozostaje inwolucja. Stad mamy naturalne pytanie: Czy kazda inwolucja
plaszczyzny przedstawia symetrie w pewnym ukladzie wspólrzednych?

Odpowiedz brzmi: tak, z tym ze trzeba dopuscic takze symetrie wzgledem
punktu i symetrie wzgledem calej plaszczyzny, czyli przeksztalcenie
tozsamosciowe. Natomiast dotychczas nie wiadomo, czy

kazda inwolucja prze,trzmi tr6jwymiarowej przed8tawia ,ymetrie
(5) (wzgledem punktu, proltej, plaszczyzny lub calej prze,trzmi)

w pewnym algebraicznym ukladzie w,p6lrzednych w R3•

W kazdej symetrii co najmniej jeden punkt pozostaje staly. Otóz okazuje
sie, ze te wlasnosc maja wszystkie inwolucje, co jest pewnym argumentem
na korzysc hipotezy (5).

Zadania

2. Wykaz, ze kazde ciagle przeksztalcenie prostej, które jest swoj", wlasna
odwrotnoscia, ma punkt staly na tej prostej.

"W zyciu wiele razy silnie angazowalem
sie emocjonalnie w rozwiazywanie
problemów naukowych. Nigdy jednak
nie pracowalem tak zapamietale
i goraczkowo, jak latem 1930 roku.
Wstawalem wczesnie rano i prawie
nie tracac czasu na posilki spedzalem
cale dnie na zapisywaniu ryz
papieru wzorami matematycznymi.
Zaniedbalem zupelnie zycie
towarzyskie - przestalem widywac sie
z przyjaciólmi, nawet nie umawialem sie
na randki. Zreszta i tak jakakolwiek
rozmowa ze mna byla pozbawiona
sensu, bowiem odpowiadalem wylacznie
monosylabami.

Pozbawiony strategii, zapalalem sie do
przypadkowych pomyslów, które czesto
okazywaly sie daremnymi wysilkami,
prowadzacymi w slepe uliczki.-

Na rozwiazanie problemu poswiecil
wakacje. Pracowal ciezko i z wielkim
napieciem, by uzyskac w kolicu
upragnione formuly. Tak pisze o tym we
wspomnieniach:

We wspomnieniach Enigma, ol
chance Marek Kac opisuje wydarzenie,
które spowodowalo, ze zostal
matematykiem. Kiedy byl uczniem
IlIkoly sredniej, program matematyki nie
przewidywal rozwiazywania równali stopni
wyzszych niz dwa. Kac zainteresowany
problemem zajrzal do podrecznika i w
rozdziale dotyczacym równali stopnia
trzeciego natrafil na rozwiazanie nie
zawierajace jednak ani slowa na temat,
w jaki sposób sie do niego dochodzi.
Potraktowal to jako wy.zwanie i postanowil
sam dotrzec do wyprowadzenia wzorów.

Na poczatku roku szkolnego przedstawil
nauczycielowi matematyki rekopis
zawierajacy efekty pracy. Nauczyciel,
po wnikliwym przeczytaniu, poradzil
mu wyslac manuskrypt do pisma Mlody
Matematyk. Po kilku miesiacach szkole
Kaca odwiedzil wizytator Ministerstwa
Wyznan Religijnych i Oswiecenia
Publicznego, Antoni Marian Rusiecki,
bedacy równiez redaktorem naczelnym
Mlodego Matematyka. Kac dowiedzial
sie wtedy, ze redakcja postanowila
opublikowac jego artykul, poniewaz
pomimo poczatkowego przekonania,
iz jego metoda jest znana, bezowocne
poszukiwania w literaturze doprowadzily
do uznania jej za now",. W czasie rozmowy
wizytator Rusiecki stwierdzil, ze Kac
powinien studiowac matematyke, gdyz
niewatpliwie ma talent.
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3. Wybi, je kaida inwolucja prostej (ladana pojedyncsym wielomianem
jednej Imiennej) jelit symetrill" (lub tojsamokil\).
4. Wybi, je kaida inwolucja plaslclYlny wyraiona dwoma wielomianami
stopnia pierwuego prsedstawia symetrie w pewnym ukladlie
wsp6lrlednych.

Podam teral dowód hipotezy (5) w prlypadku, gdy inwolucja ladana jest
wielomianami stopni ~ 2. Wymiar przestrzeni, kt6rl\ olnaczymy prlel V,
nie jest istotny. Dowód jest w zasadlie elementarny, wymaga jednak
pewnej wprawy w poslugiwaniu sie prseksztalceniami wielomianowymi .

Skoro wiadomo, ie inwolucja ma punkt staly, to mozemy przyjl\c, ze jest
nim poczl\tek ukladu wsp6lrzednych. Inwolucje mozna wtedy zapisac
w postaci L + D, gdzie w sklad L wchodzl\ wyll\Cznie jednomiany
stopnia l, a w sklad D jednomiany stopnia 2. Oznaczmy jeszcze przez I
tozsam~c na V. Z okre~lenia inwolucji mamy

(L + D) ° (L + D) = I.

(W dalszym ciagu symbol "o" oznaczajll"cy skladanie przeksztalcen
bedziemy pomijac.) Wynika stl\d, ze LL + LD + D(L + D) = I
(uwaga: L(L + D) = LL + LD, ale D(L + D) =F DL + DD; dlaczego?).
Przyr6wnujl\C jednomiany tego samego stopnia po obu stronach mamy

LL=I oraz LD=-D(L+D).

Lewa strona ostatniej r6wno~ci sklada sie z jednomian6w stopnia 2.
Natomiast po prawej stronie, po rozwinieciu wszystkie jednomiany
stopnia 2 dadzl\ w sumie -DL. Sh,d LD = -DL i DL = D(L + D).
8kladajl\c obie strony tej r6wno~ci prawostronnie z L dostajemy D =
= D(I + DL). Dopisujl\c do obu stron (I + DL) mamy D(I + DL) =
= D(I + DL)(I + DL) = D(I + DL + DL(I + DL» = D(I + DL­
-LD(I + DL» = D(I + DL - LD) = D(I + DL + DL) i ostatecznie
D = D(I + 2DL). Postepujl\c tak dalej dochodzimy do r6wno~ci
D = D(I + m DL) dla dowolnej liczby naturalnej m. Rozwazmy
pomocniczo uklad wielomian6w D - D(I + t DL) zmiennej t. Wszystkie
liczby naturalne Sl\ pierwiastkami kazdego z tych wielomian6w!
Ale wielomian (jednej zmiennej) nie moze miec nieskonczenie
wielu pierwiastk6w, chyba. ze jest zerowy. Wtedy kazda liczba,
w szczeg6lnoki t = 1/2, jest jego pierwiastkiem. Zatem D = D(I + lDL).
Chcemy uzyc ukladu wielomian6w 1+ lDL jako ukladu wsp6lrzednych.
W tym celu wskazemy uklad odwrotny: jest nim 1- lDL. Istotnie,
(I - lDL)(I + lDL) = 1+ lDL - lDL(I + lDL) = 1+ lDL +
+jLD(I + lDL) = 1+ lDL + lLD = 1+ lDL - jDL = I. Wybierajll"c
teraz t = -1/2 zamiast t = 1/2 obliczamy w ten sam spos6b, ze r6wniez
(I + lDL)(I - lDL) = I.

Podobne rozumowanie prowadzi do r6wno~ci

(L + D)(I + iDL) = (I + iDL)L,
która oznacza

"Przeksztalcenie L staje sie w ukladzie wspólrzednych 1+ lDL
przeksztalceniem L + D" .

Nalezy jeszcze, korzystajl\C z tozsamo~ci LL = I, znalezc symetrie,
która w pewnym ukladzie wsp6lrzednych przyjmowalaby postac
przeksztalcenia L. Niech VI oznacza podprzestrzen punktów stalych
w V wzgledem przeksztalcenia L, a V2 podprzestrzen zlozonl\ z takich
punktów p, dla kt6rych L(p) = -p. Kazdy punkt p E V mozna przedstawic
jednoznacznie w postaci Pl + P2, gdzie Pl = Hp - L(p» E VI, a P2 =
= Hp + L(p» E V2 (jak mówimy, V jest sumll"prostl\ VI i V2). Niech
kI, k2 oznaczajl\ wymiary przestrzeni VI i V2. Niech I = (h, /2, ... , Il:J
i g =!(gl, g2, ... , gl:,) bedl\ dowolnymi ukladami wspólrzednych w VI i V2
odpowiednio. Wtedy przekszdlcenie h : Rl:l +1, -+ V ptzeprowadzajace
punkt (Zl' ... ' Zl:l' Y1,.•. , Yl:,) W 1-1(zl, ... , Zl:l) + g-,i1(Y1,••. , I/l:,) tez
jest ukladem wspólrzednych, tym wlasnie, którego szukamy. Natomiast
potrzebna nam symetria w R l:1 +1, bedzie przeksztalcala kazdy punkt
(z, 1/)= (Zl, ... ,Zl:lIY1, .•• ,Yl:,) w (-z, 1/)= (-Zl, .•• ,-Zl:1I1/1, .•• ,I/l:,).
Istotnie, przeksztalcenie L przeprowadza punkty h(z, y) w 11.( -z, y), czyli
L przedstawia symetrie w ukladzie wspólrzednych h, co konczy dow6d
twierdzenia.

3

W kilka miesiecy p6tniej w Mlodym
Matematyku ukazal sie nastepujl\Cy artykul.

Marek KatZ(na zyczenie autora
redakcja Mlodego Matematvka zastosowala
takl\ wersje pisowni nazwiska)

o nowym sposobie
• •

rOZWIazywanIa
równan stopnia
trzeciego
Chcl\c rozwil\Zac r6wnanie Z3 + az2 + bz +
+c = o, podstawiamy l

z = z --a3
i otrzymujemy r6wnanie, pozbawione
drugiej potegi niewiadomej :

(l) Z3 + pz + q = O,

gdzie P i q Sl\ wyrazami, zaleznemi od a, b

i c. Pragne tu podac pewien - jak mi sie
wydaje - nowy sposób rozwil\Zywania
r6wnan typu (l).

Spos6b m6j polega na znalezieniu takich
liczb A, B, m, n, aby przy kazdej wart~ci
z byla spelniona r6wno~c

(2) z3+pz+q=A(z+m)3-B(z+n)8.
Wtedy otrzymamy r6wnanie w postaci

(3) A(z + m)3 - B(z + n)3 = O

i latwo je bedzie rozwil\Zac; zauwazmy
bowiem, ze lewa strona r6wnania rozklada
sie na czynniki:

A(z + m)3 - B(z + n)3 =

= [{IA(z+ m) - {Iij(z + n)] X

X [{IAi(z + m)2 + (/AB(z + m)(z + n)+

+W(z+n)2] .

Przyr6wnywajac ten iloczyn do zera, mamy
dwie mozliw~ci:

(4) {IA(z+ m) - {Iij(z + n) = O,

(5) {IAi(z+ m)2+

+ (/AB(z + m)(z + n)+

+ W(z+n)2 =0.

Jak widzimy, z r6wnania (4) latwo bedzie
znalezc jeden z pierwiastków danego
równania (l).

Zajmijmy sie przeto znalezieniem liczb
A, B, m i n. Rozwijajl\C prawa strone
równo~ci (2), otrzymamy:

Z3 + pz + q T'

= (A - B)Z3 + 3(Am i_ Bn)z2+

+3(Am2 - Bn2)z + (Am3 - Bn3) .

Jezeli dwa wielomiany jednej zmiennej
przybierajll" przy kazdej wart~ci tej
zmiennej r6wne wart~ci, to wspólczynniki



prsy odpowiednio "równych potegach
Imiennej mUllla byc równe:

A-B=l,
Am-Bn=O,

2 B 2 lAm - n =-1'3 '
Ams -Bns =q.

Mamy rozwiazac uklad 4 równan z 4
niewiadomemi. Z pierwszego równania
wyznaclamy A = B + l i podstawiamy do
pozostalych równan:

B( m - n) + m = ° ,
l

B(m2 _ n2) + m2 = _p,3
B(mS _ na) + ma = q.

Wyznaczamy teraz zespól B(m - n) = -m
i podstawiamy do dwóch ostatnich równan:

-m(m + n) + m2 = !.p,3
-m(m2+mn+n2)+ma =q.

Po uproszczeniach otrzymujemy:
l

mn = -31',
3qm+n= -,l'

przyczem zakladamy, ze l' =F o.
(Przypadek, gdy l' = 0, daje równanie
za + q = 0, którego rozwiazanie nie nasuwa
trudnosci).

Wartosci m i n znajdziemy jako pierwiastki
równania kwadratowego

( ) 2 3q l~6 u - -u - -I' = O.l' 3
J~zeli sie okaze, ze równanie to ma
wyróznik dodatni, to posiada ono dwa
pierwiastki nier6wne. Przyjmujac
jeden z nich za m, a drugi za n, latwo
bedziemy mogli wyznaczyc wartosci A i
B, mianowicie

-m -nB=--, A=--.m-n m-n
Podstawiajac te wartosci do równania (4)
i mnozac to równanie obustronnie przez
?Im - n, otrzymamy równanie

-?'n(z + m) + {Im(z + n) = O.
Stad mamy po uporzadkowaniu równanie
w postaci:

({Im ~ ?'n)z = m?'n - n {Im .
Przeksztalcajac prawa strone, bedziemy
mieli:

( {Im - ?'n)z =
= {Imn( {Im - ?'n) ( {Im + ?'n) "

a wiec ostatecznie bedziemy mieli

(7) z = {Imn( {Im + ?'n) .
Podstawiajac do tego wzoru wartosci m i
n, wyznaczone z równania (6), otrzymamy
wzór, znany pod nazwa wzoru Cardana.
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Brakuje nam liter
Tomasz M. RUSIN

Czy zauwaiyliscie, jak czesto w problemach fizycznych (chocby tych
publikowanych w Delcie) snalejc mozna sformulowanie w rodzaju "punkt
materialny o masie m porusza sie z predkoscia v ..."? Wydawac by sie
moglo, ze oznaczenie masy jakakolwiek inna litera niz· m ]est po prostu
niemozliwe! Skad bierze sie-takie przywiazanie fizyków do pewnych
oznaczen? Cóz, po czesci jest to kwestia wygody i przyzwyczajenia.
Po czesci jednak problem jest .nieco bardziej skomplikowany i ma wszelkie
cechy problemu "zbyt krótkiej koldry".

Gdy powstawala fizyka w jej obecnym ksztalcie, pojawily sie pojecia
takie, jak predkosc, sila, czas. Ich nazwy kojarzyly sie z potocznymi
okresleniami, których uscislenie stanowily. Jednoczesnie, dla wygody,
w rozmaitych równanjach zastepowano same pojecia ich symbolami.
Symbolami tymi byly na ogól pierwsze litery odpowiednich nazw;
z przyczyn historycznych byly to nazwy angielskie (t1 - velocitll, predkosc,
f - lorce, sila, a - acceleration, przyspieszenie itp.). I tak symbole zrosly
sie z pojeciami stajac sie niemal ich synonimami. Na przeszkodzie tej
idylli stanela jednak sama przyroda, która nieublaganie dostarczala wciaz
nowych i nowych zjawisk. Do ich opisu zas niezbedne byly nowe pojecia,
coraz czesciej nie znajdujace swoich odpowiedników w mowie potocznej.
Przed fizykami pojawil sie wiec nowy klopot: jak nazwac, ale i jak
oznaczyc to, co juz odkryli. Oznaczenie takie powinno byc kr6tkie, ale
jednoznaczne, dopuszczajace przy tym rózne warianty tej samej wielkosci.
Przykladem moze tu sluzyc oznaczenie funkcji falowej ~ mechanice
kwantowej, dla którego zarezerwowano grecka litere t/J. W zaleznosci od
kontekstu piszemy t/J(t) , t/JI(t), t/JHt) itp.

Przyklad ten pokazuje zreszta cos nowego: oprócz samego symbolu mamy
tu takze wskazniki, kt6re precyzuja, co dany symbol oznacza. Wskazniki
moga wystepowac w czterech polach otaczajacych symbol:

E]X0~ El
Obecnosc wskazników w kazdym z tych pól odczytujemy inaczej. Gdy
wskaznik umiescimy w polach l lub 2, bedziemy miec do czynienia z liczba
masowa lub atomowa pierwiastka X (na szczescie, prawie nikt poza
fizykami jadrowymi w tych polach niczego nie zapisuje). Znacznie gorzej
sytuacja wyglada dla wskaznika umieszczonego w polu 3. Liczba 2 tam
znajdujaca sie moze np. oznaczac zarówno kwadrat liczby z (tzn. Z2=Z'Z),
jak r6wniez druga skladowa wektora (Zl, Z2, ZS). Gdyby~my natomiast
ujeli dwójke w nawiasy, (2), niemal kazdy rozpoznalby druga pochodna

funkcji X (X(2) = dd:2 X). Pole 4 zasluguje wreszcie na nazwe smietnika
- wrzuca sie tam wszystkie mozliwe indeksy. Zapis BI moze oznaczac
indukcje pola magnetycznego BI (np. pochodzaca od pierwszego zródla),
ale takze i pierwsza skladowa wektora B = (BI,B2,Bs).

Indeksy w symbolach wielkosci fizycznych to nie jedyna moiliwa
komplikacja. Czesto pojawiaja sie tam dalsze "ozdobniki": gwiazdki (X·),
kropki (X), kreski (X), daszki (X), falki (X), strzalkI (X) i wszelkie
mozliwe ich kombinacje. Prowadzic to moze do zabawnych nieporozumien.
Wezmy np. operacje "kropkowania", czyli rózniczkowania wzgledem czasu

(X = ddX) i rozwazmy natezenie prad~ elektrycznego zwykle oznaczanet .' .
w elektrotechnice litera i. Co oznacza zapis 'i? Na dodatek i jest takze
matematycznym symbolem jednostki urojonej. Konia z rzedem temu, kto
rozszyfruje r6wnanie

ii + i = i(l + 2i)2.

O tym, ze nie sa to problemy az tak nieistotne, jak nam sie czesto wydaje,
mozna przekonac sie czytajac dowolny akademicki podrecznik fizyki.
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Jak zaradzic brakowi odpowiedniej liczby symboli? Narzucajacym sie
sposobem jest uzycie oznaczen wieloliterowych. Ale (niestety) fizycy sa.
leniwi i nie lubia, dlugich symboli. Mamy wiec bledne kolo. Jednak, byc
moze, istnieje wyjscie z tej sytuacji. Nic nikomu nie sugeruja.c zauwazmy,
ze w jezyku chinskim wystepuje okolo 50 000 znaków pisarskich ... A tych,
którzy pomysla, ze zartuje, odsylam do ksiazki Bohra i Mottelsona
Struktura jadra atomowego.

PS. Zachecam Czytelników do uzupelnienia zamieszczonej statystyki.
Mozna tez poszukac wzorów funkcji (cia,glych) najlepiej przyblizajacych
wykresy.

za -7z + 6 = O,

mamy wiec wartosci: p = -7, q = 6.
Równanie (6) przybiera postac

:J 6 7u + -u+ - = O7 3 .

. 3qm=n=-.
2p

Ale w tym przypadku wzór (7) przybiera

postac z = 3q , i nietrudno sprawdzic
p

przez bezposrednie podstawienie,
ze wzór ten daje pierwiastek
równania (1).

W przypadku, kiedy wyrazenie (8) ma
wartosc ujemna, m i n nie sa. liczbami
rzeczywistemi. Zachodzi tu przypadek,
znany pod nazwa, CIUIU irreducibilis,
- tem osoMiwy, ze w tym przypadku
równanie trzeciego stopnia posiada trzy
pierwiastki rzeczywiste, ale nie mozna
ich wyznaczyc droga algebraiczna.
Rzecz jasna, ze i metoda, opisana przez
p. M. Katza, zawodzi w tym przypadku.
W samej rzeczy, równanie

(z - l)(z - 2)(z + 3) = O

posiada trzy pierwiastki: +1, +2, -3.
Rozwijaja,c lewa strone, otrzymujemy
równanie

Latwo sprawdzic, ze równanie to nie
posiada pierwiastków rzeczywistych, a
wiec nie mozna wyznaczyc rzeczywistych
wartosci m i n, skad jednak nie wynika,
by dane równanie trzeciego stopnia nie
posiadalo pierwiastków.

Redakcja M/tJdego Matematyka

opatrzyla artykul Marka Kaca
nastepujacym komentarzem.

Udzielajac miejsca sposobowi,
przedstawionemu przez p. Marka Katza,
który jest uczniem vm klasy gimnazjalnej
Liceum Krzemienieckiego, Redakcja musi
dodac kilka uwag.

Autor artykulu ograniczyl sie do
rozwazenia przypadku, kiedy wyróznik
równania (6) jest dodatni, czyli przypadku,
kiedy wyrazenie

(8) (iqf + upr
ma wartosc dodatnia.. Z teorji równania
trzeciego stopnia wiadomo, ze w tym
przypadku równanie (1) posiada jeden
pierwiastek rzeczywisty. Metoda, opisana
w artykule, odnosi sie do znalezienia tego
pierwiastka.

W przypadku, kiedy wyrazenie (8) jest
zerem, wyróznik równania (6) jest zerem,
a wiec równanie to-posiada pierwiastek
podwójny:

~.:*: Duza litera

.•.
Mala literay z

oznaczen na litere
oznaczen na litere
oznaczen na litere

pqrstuvwxg h I I k

Litery lacinskie

55 srednio 2,11
50 srednio 1,92

105 srednio 4,04

10 srednio 0,40 oznaczen na litere
41 srednio 1,84 oznaczen na litere
51 srednio 2,00 oznaczen na litere

Litery greCkie&iBdHb I ~
z H '9 I K'~ M N !l o n p .;;. T y .; x q.r~' lm Duza literal; T] a L K t.. I! v 1; o " p (J ~ " l x 'I> Ol D Malal~era

Liczba duzych liter

Liczbamalych liter
Razem

Liczba duzych liter

Liczba malych liter
Razem

7

'~~ ~ 6l~5

'., 4
ElU lU

.o U>.~:!'...J

Czasem az zal autora, który usiluje zapisac wzór typu
energia pola 1 .. :J

. d ka b' s' = -(natezeme pola elektrycznego) ,Je nost o Jeto CI 2
dobieraja,c rózne znaczki przypominaja.ce litere El Sek jednak w tym,
ze jednoznacznosci jednoliterowych oznaczen nie da sie po prostu osia,gnac.

Zamieszczone wykresy pokazuja. statystyke uZywalnosci rozmaitych liter
(greckich i lacinskich) jako standardowych symboli wielkosci fizycznych
w kilku podrecznikach fizyki. Jak wynika z wykresów, najwiecej uzywa
sie do oznaczen liter lacinskich - 105, z czego 65 przypada na duze i 50
- na male litery. Srednio kazda wielka litera "zajmowana jest" przez 2,17
pojec fizycznych, mala - przez 1,93 pojec. Najwiecej pojec przypada
na litere c - 7, najmniej na o - O (zapewne, aby unikna.c mozliwosci
pomylenia z zerem). Na tle liter lacinskich uzycie liter greckich prezentuje
sie znacznie skromniej. O ile liczba oznaczen malymi literami (41)
jest porównywalna z analogiczna. liczba dla alfabetu lacinskiego, to
juz dla duzych liter nastepuje prawdziwy krach (tylko 10 przypadk6w
zastosowania). Ogólna charakterystyka wykresu przypomina nieco funkcje
/(z) = Isinzl z maksimum dla litery (J' (6) i minimum dla ',O,t! (O).
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Poproszony (j skomentowanie tegoz
tekstu proflCsor Andrzej Schinzel napisal:

"Podana metoda prowadzi latwo do
wyznaczenia wszystkich pierwiastków
równania (l). W tym celu nalezy
zauwazyc, ze jesli p jest pierwiastkiem
pierwotnym trzeciego stopnia z l, to
równanie (5) jest r6wnowazne
alternatywie

3r. '317'>vA(z+m)-p'vB(z+n)=O (i=±l),
przy czym wartosci ~ i W traktujemy
jako ustalone. Podstawiajac, jak to zrobil
autor notatki,

-m -nB=--, A=--,m..,-n m-n
gdzie m, n sa pierwiastkami równania (6),
i mnozac przez {Im - n otrzymamy

- {In(z + m) + pi -er,n(z+ n) = O.
Stad

(pi -er,n- {ln)z = m {In - npi -er,n=
= -etmnl-er,n - {lnp~i][ -er,n+ {lnp~i]..,

i ostatecznie

z = ~(p-i {Im + pi {In), (i = ±l).
Przypadek i = O odpowiada równaniu (4)
rozpatrzonemu przez M. Kaca. Biorac i =
= O, ±l otrzymujemy wszystkie pierwiastki
równania (l) równiez i wtedy, gdy
wyróznik równania (6) jest niedodatni."

Wbrew 'pozorom komentarz Mlodego

MatematlIka i przytoczony, wspólczesny
komentarz profesora Schinzla nie sa,
sprzeczne.

Juz od momentu opublikowania wzorów
Cardana bylo wiadomo, ze pozwalaja
one na znalezienie pierwiastków równiez
dla Calu.! irreducibili" ale przy przejsciu
podczas obliczen przez rachunki na •
liczbach zespolonych. A to uwazano za
metode "podejrzana".

Okolo 1600 roku zostal znaleziony (przez
Franc;ois Viete) sposób na rozwiazanie
Calu.! irreducibili, w obrebie liczb
rzeczywistych - przez odpowiednie
podstawienie trygonometryczne. I uwagi
redakcji Mlodego MatematlIka dotycza
spostrzezenia, ze rachunki Marka Kaca
takiej mozliwosci nie stwarzaja.

Profesor Andrzej Schinzel natomiast
zwraca uwage na fakt, ze dopuszczajac
rachunki na liczbach zespolonych mozna
dojsc do rozwiazania Calu.! irreducibili,
równiez droga zaproponowana przez
kilkunastoletniego Marka Kaca.

~C)j~~~_.'>do;.o.l1L-""- -.-..~
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Dlaczego piszemy po chinsku?
Okolo roku 220 p.n.e. zagrozone pierwszymi najazdami Mongolów
panstwa Chin zjednoczyly sie. Zjednoczenia dokonal Ts'in Szy-huang-ti
i on zostal cesarzem kolejnego (co najmniej czwartego w dziejach Chin)
imperium.

Byl to czlowiek bardzo energiczny, mial niezmiernie ambitne plany, nie
brakowalo mu tez zdecydowania w realizacji swoich zamierzen. To on
zbudowal Wielki Mur (jedyna budowle widoczna "golym okiem" ze
stacji orbitalnych) - miala ona chronic Chiny przed najazdem (i przez
ponad 1400 lat spelniala skutecznie swoje zadanie) .. Wprowadzil jednolite
miary i wagi oraz, uzywane po dzis dzien, pismo ideograf.iczne. O tym
wlasnie pismie chcialem napisac kilka uwag. Pozegnajmy sie jednak
z jego promotorem: brutalne rzady Ts'in Szy-huang-ti skonczyly sie
zamordowaniem cesarza w 206 r.p.n.e, ale cesarstwo nie rozpadlo sie - jego
nastepcy, znani jako dynastia Han, doprowadzili imperium chinskie do
najwiekszego, w dziejach Chin, rozkwitu (dosc powiedziec, ze na poczatku
naszej ery graniczylo ono na zachodzie bezposrednio z Cesarstwem
Rzymskim).

Podstawowa zaleta pisma chinskiego jest fakt, ze nie ma ono
jednoznacznego odczytania fonetycznego. Dokladniej: w róznych jezykach
mówionych jego znaki sa odczytywane w rÓznie brzmiacy sposób. Dlatego
tez literatura chinska (zarówno piekna, jak i naukowa) jest jedna, choc na
terenie Chin uzywa sie kilkunastu róznych jezyków. Nie sposób przecenic
znaczenia tego faktu dla utrzymania spoistosci kulturowej ogromnego
i czesto politycznie rozdrobnionego kraju. O sile tego pisma swiadczy
dobitnie uzywanie go (bez zadnych zmian) za sposób notowania prac
naukowych przez (zawsze dosc nacjonalistycznie nastawiona) Japonie·

Dlaczego warto o tym wspominac przy okazji matematyki? Otóz dlatego,
ze matematycy równiez posluguj a, sie pismem ideograficznym. Z tych
samych powodów i z tym samym pozytywnym skutkiem co Chinczycy.
Napis ,,1247" czy "z~ - 4z +.;i2 = O" odczytuje sie fonetycznie zupelnie
inaczej po polsku, niz po angielsku, rosyjsku czy wegiersku. Znacza jednak
te na.pisy wszedzie to samo. Umozliwia to istnienie wspólnej kultury
matematycznej dla matematyków calego swiata i wielce w rozwijaniu
matematyki pomaga.

Zaleta ta zostala przejeta przez wszystkie nauki korzystajace z matematyki
i powoduje, ze mozemy dziS mówic o jednej na calym swiecie fizyce,
chemii itd. Podczas gdy mówienie o wspólnym dorobku dyscyplin
humanistycznych calego swiata byloby w chwili obecnej niesensowne (czy
co najmniej przedwczesne). Tak wiec zasadnicza róznica w swiatowym
funkcjonowaniu tego, co anglosasi nazywaja $Ciencei art, ma powody
(paradoksalnie) jezykowe.

Tych kilka uwag nasunelo mi sie przy czytaniu artykulu Tomasza Rusina
o symbolice fizycznej. Jest to bowiem dyskusja o tym, jak z liter pisma
alfabetycznego produkowac ideogramy funkcjonujace wlasnie na zasadzie
hieroglifów chinskich.

I jeszcze jedna uwaga. Od czasu do czasu Europejczycy wpadaja na
pomysl, by oswiecic Chinczyków, ulatwic im zycie (a w szczególnosci
czytanie i pisanie) przez wprowadzenie u nich pisma alfabetyczn'ego.
Trudno o bardziej absurdalny pomysl. Zeby ten absurd zrozumiec w pelni,
warto spróbowac zebrac argumenty za tym, by matematycy zrezygnowali
ze swoich formalizmów i w swoich pracach uzywali zwyczajnego,
alfabetycznego, zgodnego z fonetyka, pisma. Do tego matematycy sklonic
sie nie dadza. Maja zreszta wazny powód. Przez dwa i pól tysiaca lat
tak notowano matematyke i ostatecznie zdecydowano sie na dzisiejszy,
ideograficzny sposób pisania niewiele ponad 300 lat temu. A. jakie to
dalo wyniki, kazdy moze stwierdzic wiedzac, jak wielki skok odnotowala
matematyka w XVII wieku.

Marek KORDOS
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Dlaczego wzr~.sta
liczba wypadków samochodowych ?

W ostatnich miesiacach prasa, radio i telewizja wielokrotnie donosily
o dramatycznym wzroscie liczby wypadk6w samochodowych.
Zaznaczano jednoczesnie, ze wzrost ten jest nieproporcjonalny do
wzrostu liczby samochod6w. A mianowicie, przy powiekszeniu
sie liczby samochod6w o 30 % liczba wypadk6w wzrosla 070 %
w tym samym okresie. R6znica wspomnianych liczb dala pow6d do
wielu dyskusji, w kt6rych podkreslano coraz bardziej niebezpieczny
spos6b jazdy wielu kierowc6w, pogarszajacy sie stan dr6g itp.
Ta r6znica r6wniez ma byc istotna przyczyna zlej sytuacji finansowej
Panstwowego Zakladu Ubezpieczen (PZU), jako ze wplywy tej
instytucji sa proporcjonalne do liczby samochod6w, wydatki zas do
liczby wypadk6w.

Czy doprawdy 6w dramatyczny wzrost liczby wypadk6w jest
nieoczekiwany, czy nie mozna go bylo przewidziec? Ponizej spr6buje
pokazac, ze obserwowany wzrost w pelni zgadza sie z rezultatami
prostych kombinatorycznych rozwazan.

Zacznijmy od skonstruowania modelu omawianego zjawiska.
Zakladamy, ze w typowym wypadku uczestnicz a, dwa samochody.
Zdarzaja sie, oczywiscie, wypadki z udzialem tylko jednego
samochodu, np. najechanie na przydrozne drzewo badz
wielosamochodowe karambole, lecz przyjmujemy, ze wypadki
takie zdarzaja sie rzadko w por6wnaniu ze zderzeniami dw6ch
samochod6w. Dalej przyjmujemy, ze dany samoch6d ma jednakowa
szanse zderzenia sie z kazdym innym samochodem poruszajacym sie
w okreslonym terenie, np. w miescie. Wobec tego liczba wypadk6w
w danym miescie bedzie proporcjonalna do liczby wszystkich
mozliwych par samochod6w. Jak pamietamy, liczba takich par
wyraza sie za pomoca symbolu Newtona, tj.

(n) nI n(n - 1)2 = 2!(n - 2)! = 2 '

gdzie n jest liczba samochod6w. Gdy liczba ta jest dostatecznie
duza, n(n -1) mozna przyblizyc przez n2• Tak wiec, jesli liczba
samochodów wzrasta k razy w pewnym okresie i warunki ruchu
drogowego nie ulegaja zmianie w tym czasie, liczba wypadk6w,
zgodnie z naszym modelem, wzrasta k2 razy.

II N a koniec warto dodac, ze Marek
.. I Kac po latach przekonal sie, je odkryta

przez niego w 1930 roku metoda jest
zastosowaniem twierdzenia Sylvestera do
rozwiazywania r6wnan trzeciego stopnia.
Twierdzenie to brzmi:

Kazda do,tatecmie ogólna forma dwójkowa
nad cialem K, ,topnia 2n-l jut ,uma n
form liniowvch, którvch w'pólcZf/nniki daja
,ie wvmaczvc przez rozwiqzanie równania

,topnia n nad cialem K.

(J. J. Sylvester, The collected mathematical
paper" vol. I, Cambridge 1904,
str. 203-216 oraz 265-283, oraz A. Cayley,
The collected mathematlcal paper" vol. IV,
str. 43-53.)

Ro.wl~.anle .adanla F 308.
Niech r o.macr;a promien wl6kna, 1 jego
dlugotf~, P - moc zar6wki,
U - napiecie, T - temperature wl('kna
podcr;"" pracy. R - op6r zar6wki
podcr;"" pracy. Praktycr;nie cala
pobrana moc zostaje wypromieniowana
prr;er; wl6kno. Stosujac prawo Stefana
- Boltr;manna dostaniemy

p = 0,4 . O'T' . 2rrrl ,

gdr;ie O' = 5,67· lO-a W /(m'K') - stala
Boltr;manna, a 2rrrl jest powienchnia
wl6kna. Moc pradu elektrycr;nego dana
jest wzorem

gdr;ie
1

R = pll + a(T - 273K)) rrr' .
Eliminujac r ror;wiar;ujemy powyzne
r6wnanie wr;gledem 1

PU'
p(l + a(T - 273))4rr(O,40'T')'

= 0,67 m.

Przedstawiony model swietnie zgadza sie z liczbami wspomnianymi
na wstepie. Wzrost liczby samochod6w o 30% oznacza, ze k = 1,3,
zas k2 = 1,69, co prowadzi, w przyblizeniu, do 70 % wzrostu liczby
wypadk6w. A wiec wzrost ten jest prosta, konsekwencja wzrostu
liczby samochod6w badz inaczej -ich gestosci na drogach. Jesli
warunki, w jakich odbywa sie ruch drogowy, nie beda ulegaly istotnej
poprawie, bedziemy obserwowac kwadratowy, a wiec bardzo szybki,
wzrost liczby wypadk6w.

Nasz model mozna zastosowac do innych warunków. Wyobrazmy
sobie np. kraj, w którym liczba samochodów jest tak niewielka,
ze bardzo rzadko dochodzi do zderzenia dw6ch pojazdów i typowym
wypadkiem jest najechanie przeszkody przez jeden samoch6d.
Albo calkiem inny kraj, w kt6rym tlok na drogach jest tak wielki,
ze najczesciej dochodzi do karambolu czterosamochodowego.
Jak szybki bedzie wzrost liczby wypadków w tych krajach przy
zwiekszaniu sie liczby samochodów?

Stanislaw MRÓ WCZYNSKI

j"

Wl6kno jest r;winiete w spirale, aby
r;mietfcilo sie w zar6wce.

Ro.wl~.anle .adanla F 309.
Niech P or;nacr;a moc silniJp. pojar;du,
u - predkotfc wiatru. Dla duzych
predkotfci sila oporu powietna jest
dominujaca sila opor6w ruchu i jest ona
proporcjonalna do kwadratu predkoll'ci
pojar;du wr;gledem powietna. Moc jest
r6wna sile opor6w pomnozonej pner;
predkoll'~ pojar;du. Stl\<l p ~ v:" orar;
p ~ (v + u)' . v; otrr;ymujemy

(v + u)' . v= v:" ~

.r.:!:u = V -: - v ~ 15 km/h.



Degeneracja - atan gazu, w którym
jego ciafnlenle nie zalety od
temperatury. Oal~any w niakiej
temperaturze lub przy wyaokiej
geatoafcl. ZJawlako kwantowe Jlwi""ane
JIfaktem, le dwa elektrony nie mogllt
Jlnajdowai ale w tym aamym stanie.
Gdy Jlajete Sil.atany o nlaklej energii,
CJleaf<!cJlllt8tek- bez wzgledu na
temperature - mual mieo! wysokie
energie i one wlaafnie najwiecej wnoullt
do ciafnienia gazu Jldegenerowanego.
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o calkiem starych gwiazdach nowych
Aleksander SCHWARZENBERG-CZERNY

Nie wnystko nowe, co nowym sie wldsl

Nowymi nazwali dawni astronomowie te gwiazdy, które czasami pojawialy sie
w miejscach, gdzie przedtem nic nie bylo widac. Niestety, okazalo sie, ze ich blask
szybko gdnie i juz po kilku latach, a nawet miesiacach, przestawaly byc widoczne.
Dopiero fotografie wykazaly, ze gwiazdy nowe to w istocie slabe blekitne gwiazdki,
które rozblyskuja powiekszajac blask od 104do 10' razy. Okazalo sie, ze po kazdym
rozblysku odrzucaja szybko powiekszajacy sie obloczek gazu. Poza wybuchami badania
tych blekitnych gwiazdek byly utrudnione z powodu ich slabego blasku i dopiero
w latach piecdziesiatych ustalono, ze sa to uklady podwójne gwiazd krl\Zacych tak
blisko siebie, ze jest mozliwy przeplyw gazu z wiekszej, zwanej czerwonym olbrzymem,
do mniej8lej, zwanej bialym karlem. Pierwsza z nich jest bardzo podobna do Slonca,
jedynie nieco chlodniejsza - stad jej nazwa. Druga gwiazda, o podobnej lub nieco
wiekszej masie, rozmiarem nie przekracza Ziemi. O ile srednia gestosc czerwonego
olbrzyma jest podobna do gestosci wody, to gestosc bialego karla jest milion razy
wieksza. Materia o takiej gestosci ma wlasnosci calkiem niezwykle i nazywamy ja
materia zdegenerowana. Zwykle gwiazdy swieca, bo ich wnetrza sa gigantycznymi
reaktorami termojadrowymi. Biale karly to tacy gwiezdni emeryci - w ich wnetrzach
juz caly wodór ulegl przemianie w hel 4He lub nawet w wegiel12C i dalsze reakcje
termojadrowe ustaly. Swieca one kosztem nagromadzonej energii i powoli stygna.
Sytuacja bialych karlów w gwiazdach nowych jest o tyle niezwykla, ze na ich
powierschnie spada przeplywajacy z czerwonego olbrzyma wodór - po~encjalne paliwo
termojadrowe. Zrozumienie gwIazd nowych wymaga zastanowienia sie, czy i jak moga
przebiegac reakcje termojadrowe w utworzonej na powierzchni ich bialych karlów
warstwie wodoru.

•

TwierdJlenie o wiriale: dla
stacjonarnego ukladu punktów
materialnych podwojona energia
kinetycJlna jeat równa minus energii
potencjalnej (grawitacyjnej).
W przypadku gwiaJldy energia
kinetycJlna cJllUltekjeat energillt
termicznllt materii gwiazdy. Autor
prowadzac przyblizone oszacowania
pomija tu czynnik 2.

Z naszego powszedniego doswiadczenia plynie wniosek, ze reakcje termojadrowe
na Sloncu przebiegaja spokojnie. Nie jest wcale' oczywiste, ze tak byc musi.
Energie termiczne czastek we wnetrzach gwiazd osia,gaja co najwyzej kilka keV.
Reakcje termojadrowe polegaja na laczeniu sie jader poprzez bariere odpychania
elektrostatycznego rzedu MeV, zatem moga zachodzic jedynie dzieki tunelowaniu.
Tunelowanie jest efektem kwantowym polegajacym na przejsciu przez bariere
potencjalu czastki, której energia jest do tego niewystarczajaca. Jest to zwia,zane
z nieoznaczonoscia energii i czasu trwania stanu czastki w mechanice kwantowej.
Czasem czastka moze otrzymac dodatkowa, energie, niejako na kredyt, który jest po
pewnym czasie zwracany. Przy tym, tak- jak w zyciu, im wiecej i na dluzej chcemy
zyc na kredyt, tym jest to mniej prawdopodobne. Prawdopodobienstwo tunelowania
maleje wykladniczo ze wzrostem stosunku energii bariery i czastki. Zatem przekrój
czynny reakcji laczenia jader silnie zalezy od temperatury, tym silniej, im wieksze sa,
ladunki reagujacych jader. Tam, gdzie zwiekszeniu wydzielania energii w reakcjach
towarzyszy wzrost temperatury, musi dojsc do dalszego wzrostu ilosci reakcji i w koncu
do wybuchu termojadrowego .

Równowaga hydrostatyczna gwiazd podobnych do Slonca polega na równowazeniu sie
cisnienia hydrostatycznego wywolanego cil\Zeniem i ruchami termicznymi,

G~ 1 MkT

Ji2 R2 IV li R3 '

gdzie p. oznacza mase czasteczkowa gazu (reszta óznaczen standardowa). Wskutek
równowagi energia grawitacyjna i termiczna gwiazdy Ea i ET sa powiazane w mysl
twierdzenia o wiriale. Mnozac powyzszy wzór przez objetosc gwiazdy R3 otrzymamy
w przyblizeniu Ea IV ET. Wówczas i energia calkowita E = Ea + ET jest takze
proporcjonalna do energii termicznej, z przeciwnym znakiem (E jest ujemne).
W równowadze produkcja energii w reakcjach jest równowazona przez straty na
wypromieniowanie. W przeciwienstwie do produkcji energii straty lagodnie zaleza od
temperatury i w pierwszym przyblizeniu ich zmiane pominiemy. Wówczas
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Roswl""anle sadania M eol.
Równanie (5 + 3.,/2)'" - (3 + 5.,/2)" = O
dla calkowitych m I n, to w I.tocie
dwa równania o w.p6lczynnlkach
calkowitych: jedno mówll\Ce o tym,
ie .uma wyrarow nie zawieraJacych
.,/2 jeot równa O I drugie - ie .uma
w.pólczynnllt6w wyrazów zawierajacych
.,/2 je.t równa O. Dlatego para (m, n)
beda,ca rozwla,zaniem danego równania
je.t równlei rozwia,zaniem r6wnania
(5 - 3.,/2)'" = (3 - 5.,/2)" = O
- prowadzi ono 00 tych .amych r6wnan
dla liczb calkowitych. R6wnanie
(5 - 3.,/2)'" = (3 - 5.,/2)" ma jednak
tylko jedno rozwia,zanie (O,O), bo
O < 5 - 3.,/2 < l < 5.,/2 - 3. Zatem
m = n = O.

Roswl"sanle sadani •• M 6'011.
i'owewai !(O) = !(l) = l, wiec wyra.
wolny wielomianu !,,(x) """
= [(1( ... (I(x)) ... )), je.t r6wny 1.~

,.-r",s,.
Sl~' !,,(m) daje przy dzieleniu przez
m reozte 1. Dla danych k i n i.lnieje
wiec tah para liczb ealkowiloyeh p i p',
ie

!"+I>(m) = h(J,,(m) =
=p,!,,(m)+l,

dowolny wsp6lny dzielnik !"+k(m)
i !,,(m) je.t zatem dzielnikiem
jednoki, czyli

NWD(I"+k(m),!,,(m)) = l.

Roswl"sanle sadania M e08.
Zal6imy, ie

j:+ Va+ ' , ' + .,ja = b.
•.. ~~

1991

Podnoszac wielokrotnie do kwadratu
obie strony równania arar. prr,enoszac
na prawa, strone wyrazy bez
pierwiastka, otrzymamy dla pewnych
nieujemnych liC7.bcalkowitych c, d

Va+.,ja=c i .,ja= d,
,Stad d' + d = c', wtedy dla d > O
jest c > d, a wiec c ~ d+ l, skad
c'>d(d+l)=d'+d, Zatemd=O
i jedynymi rozwif\zanislui r6wnania sa
z = II = O,

perturbacja gwiazdy, polegajl\,ca na wzroscie temperatury, prowadzi jedynie do wzrostu
tempa reakcji j wzrostu energii calkowitej, czyli malenia jej wartotfci bezwzglednej
(wzrost promienia gwiazdy). Na mocy równowagi hydrostatycznej.oznacza to malenie
temperatury, czyli zanik perturbacji. Zatem ujemne efektywne cieplo wlasciwe
Slónca zaEewnia spokojny przebieg reakcji termoja,drowych w jego wnetrzu. Wiecej
informacji na temat Slonca i zwyklych gwiazd Czytelnik znajdzie w moim artykule
w Delcie 6/1989.

o nlestabllnollcl reak~1 we wnetnu bialego karla

Inaczej rzecz sie ma we wnetrzu bialego karla. Cisnienie w jego wnetrzu (czyli przekaz
pedu na jednostke czasu i powierzchni) jest wskutek degeneracji zdominowane przez
elektrony. Okreslajacy cisnienie rozklad ich pedów wynika z zasady nieoznaczonosci:

3 11,3 3 (!
6,p '" -- '" h -,

6,z3 P.

gdzie p oznacza ped. Zwil\,Zeknieoznaczonosci polozenia z gestoscil\ 6,z3 '" p./ (!

wynika z zakazu Pauliego dla elektron6w, w mylfi którego tylko jeden elektron
moze sie znalezc w danym stanie, okreslonym przedzialami pedu i polozenia: 6,p3

i 6,z3,. Zatem rozklad pedów oraz cisnienie zalezl\ jedynie od gestosci. Dzieje sie
tak przynajmniej tam we wnetrzu bialego karla, gdzie (! jest na tyle duze, ze pedy
ruch6w termicznych Sl\,zaniedbywalne wobec 6,p, czyli gdzie zachodzi degeneracja.
W przypadku rozpoczecia sie reakcji termojl\drowych zaczyna rosnl\c temperatura,
ale nie powoduje to z poczl\,tku wzrostu cisnienia. Stan taki trwa:dop6ki wysoka
temperatura nie spowoduje oddegenerowania gazu. Dopiero wtedy jego cisnienie
zaczyna reagowac na temperature - z koniecznosci gwaltownie. W mylfi powyzszego
reakcje ja,drowe we wnetrzu bialego karla, o ile tylko znajdzie sie tam paliwo, muszli.
prowadzic do wybuchu.

lfeak~e termoj~drowe w gwlasdaeh nowych

Wodór spadajl\cy na powierzchnie bialego karla jest poczl\,tkowo rozgrzany upadkiem
i pod niewielkim cisnieniem nie ulega degeneracji. Dopiero gdy nazbiera sie jego
dostatecznie gruba warstwa, u jej podstawy cisnienie moze osil\gnl\,c wartosc
wystarczajl\cl\ do degeneracji. W miedzyczasie temperatura musi tam rosnl\c, by
zapewnic odprow}illzanie na zewnatrz ciepla z wnetrza, jak i z rozgrzanej upadkiem
otoczki. Gdy temperatura osil\,gnie wartosc wystarczajl\cl\, do rozpoczecia reakcji
termojl\,drowych zanim w otoczce wystl\pi degeneracja, spalanie wodoru przebiega
spokojnie, jak na Sloncu. Otoczka rozszerzy sie o tyle, by zapewnic tempo palenia
wodoru równe tempu jego naplywania od drugiej gwiazdy. Jednak jesli reakcje
rozpoczna. sie dopiero po nastl\pieniu degeneracji w podstawie otoczki, prowadzl\ do
gwaltownego wzrostu temperatury i tempa reakcji, czyli do wybuchu termoja.drowego.

Przebieg wybuchu

Poczl\tkowo wzrost temperatury w warstwie zdegenerowanej nie wplywa na
cisnienie (I faza wybuchu). Energia produkowana w tej fazie jest odpowiedzialna za
gwaltownosc p6zniejszego wybuchu. Lawinowe narastanie reakcji zostanie wstrzymane
dopiero po dotarciu wydzielonego ciepla do warstw niezdegenerowanych. Z chwila
dotarcia ciepla do powierzchni gwiazdy nastepuje maksimum jasnosci (mocy)
calkowitej. Z uwagi na mall\ powierzchnie jasnosc powierzchniowa jest duz'a. Na
mocy prawa Stefana-Boltzmanna wynosi ona uT", co oznacza wysoka. temperature.
Na mocy prawa Wiena czestosc maksimum promieniowania, proporcjonalna do
temperatury, wypada wówczas w dalekim nadfiolecie. Przyrost cisnienia gazu
w niezdegenerowanej otoczce powoduje jej ekspansje (II faza wybuchu). Ekspansja
widocznej powierzchni (fotosfery) postepuje tak dlugo, dop6ki jej gestosc nie spadnie
tak, ze staje sie ona przezroczysta. Osil\gane jest w6wczas maksimum blasku (III faza),
bowiem w przyblizeniu Rayleigha-Jeansa moc swiecenia w pasmie widzialnym zalezy
slabo od temperatury, a glównie od powierzchni. W tej fazie wewnetrzna czesc otoczki
zaczyna opadac, podsycaja.c dopalanie reszty wodoru. Dzieje sie to juz przy braku
degeneracji, zatem spokojnie i zapewnia mniej wiecej stalli. moc calkowita w tej fazie.
Równoczesnie rzedniecie otoczki powoduje cofanie sie widocznej jej powierzchni i co za
tym idzie - spadek jasnosci widzialnej. W ostatniej (IV) fazie nas!epuje zakonczenie
wybuchu. Wówczas odtwarza sie przeplyw masy od towarzysza, byc moze dodatkowo
stymulowany ogrzaniem go przez wybuch.



Sklld 81ebiore gwaltowne wybuchy?

Masa Chandrasekhara - maksymalna
masa bialego karla równa
okolo 1,44 M0' Im wiekna jest masa
bialego karla, tym mniejsze sa jego
rozmiary - przy masie Chandrasekhara
teoretycznie daza do zera.

Teoretycy maj~ lrudnoki ze zrozumieniem, sk~d sie bior~ najgwaltowniejsze wybuchy
nowych. Wyliczymy najwainiejsze, wi~~e sie z tym problemy i proponowane ich
rozwiazania.
l. Podobnie jak w bombach termoj~rowych tak i tu trudno jest zapobiec

przedwczesnemu rozleceniu sie otoczki i rozproszeniu paliwa. Uwazamy, ze to
przedwczesne rozproszenie nie zachodzi dzieki zmagazynowaniu czesci energii
otoczki w p+ niestabilnych j~rach atomowych 13N, aO, 160, 17F. J~ra te
rozpadaj~ sie po czasie rzedu 100 s (który jest dluzszy od charakterystycznego
czasu zachodzenia zmian w otoczce, równego stosunkowi grubosci otoczki do
predkosci d'wieku), a wiec przez ten czas zgromadzona w nich energia nie wplywa
na stan gazu. Poniewaz w panuj~ych wtedy temperaturach nie zachodzi synteza
12C, zatem calkowita liczba j~er C, N, ° nie ulega zmianie, jedynie s~ one dzieki
przyl~zaniu protonów zamieniane na izotopy p+niestabilne. Zatem skutecznosc
tego mechanizmu wymaga obecnosci od pocz~tku duzej ilosci trwalych izotopów
C,N,O.

2. Skoro energia, która moze byc zuzyta na odrzucenie otoczki, jest ograniczona,
to powinna zostac racjonalnie wykorzystana. By tak sie stalo, niezbyt masywna
i gesta otoczka powinna byc u podstawy zdegenerowana, a tak bedzie, gdy bialy
karzel bedzie masywny (o masie zblizonej do masy Chandrasekhara) i co za tym
idzie, maly. Wtedy bowiem u podstawy otoczki panuje silna grawitacja i moze
wyst~pic gestosc wystarczaj~a do degeneracji.

3. Dodatkowo okazuje sie, ze tempo gromadzenia wodoru na powierzchni bialego karla
nie moze byc zbyt wielkie. Wtedy bowiem wraz z wodorem otoczka zyskiwalaby
coraz wiecej energii termicznej nie mog~c sie jej pozbyc, gdyz tempo jej utraty
niewiele zmienia sie w trakcie akrecji. Zatem utrzymanie otoczki w temperaturze
dostatecznie niskiej, by zapobiec przedwczesnemu zapaleniu, przed nast~pieniem
degeneracji, wymaga tempa akrecji przed wybuchem lub po nim nizszego co
najmniej o rz~ wielkosci niz obserwowane w znanych nowych. Dlatego postuluje
sie tzw. hibernacje nowych w stanie powolnej akrecji, po którym nastepuje wzrost
tego tempa na kilkaset lat przed wybuchem i powt6rn~ hibernacje az do nastepnego
wybuchu.

Rola ob8erwa~i

Jak widac, na wszystkie problemy znaleziono rozwiazania. Sek jednak w tym, ze
w dotychczasowych obserwacjach brak potwierdzenia tych rozwi~an. Ostateczne
wyjasnienie natury gwaltownych wybuch6w nowych czeka na dalszy postep, zarówno
teorii, jak i obserwacji. Np. dodatkowe ilosci C, N, 0, postulowane w (l), moglyby
pochodzic z wnetrza bialego karla, o ile cala otoczka wodorowa jest kazdorazowo
odrzucana. Dotychczasowe obserwacje jednak pozwalaly ocenic mase otoczek jedynie
posrednio, na podstawie masy odrzuconej mglawicy. Nie wiadomo zatem, czy w miare
kolejnych wybuchów przybywa czy ubywa masy bialego karla. Nie jest tez jasne dla
obserwatorow, czy i jaki wplyw na sile wybuchu ma ewentualne pole magnetyczne
bialego karla.

Dzis zainteresowanie gwiazdami nowymi dodatkowo stymuluje fakt, ze s~ latwo
obserwowalne nawet w znacznych odleglosciach i moga posluzyc do pomiaru odleglosci
pobliskich galaktyk. Z doswiadczenia okazuje sie, ze moc swiatla nowej w maksimum
mozna znalezc z malym bledem na podstawie czasu trwania wybuchu: im krótszy
wybuch, tym wieksza moc. A skoro juz wiemy, jaka jest moc i obserwujemy, jaki
strumien energii dociera do nas na jednostke powierzchni, to potrafimy obliczyc, jaka
jest odleglosc nowej .
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Kula w plot, czyli
•1 Ty zostaniesz Rutherfordem

Pawel KRA WCZYK

Csy strzelajac I pistoletu w plot mozemy dowiedziec sie
cleg~ o konstrukcji plotu? Na pozór pytanie wydaje
sie pozbawione sensu, a odpowiedt na nie - negatywna.
Istotnie, 'p?cisk wybije w plocie dziure uszkadzajl\c go
w mniejszym lub wiekszym stopniu i poleci dalej nieomal·
tak, jakby plotu w ogóle nie bylo. Co zdany sie jednak,
j~li plot uzbrojony zostanie stalowymi sztachetami?
Strzelajac wielokrotnie, nawet zupelnie na slepo, trafimy
kiedys w takli. sztachete i w6wczas pocisk, np. odbiwszy
sie od niej, poleci dalej w kierunku zupelnie r6znym
od poczl\tkowego. Wniosek stl\d taki, ze przy licznych
strzalach mozemy - badajac odchylenia pocisk6w od
kierunku poczatkowego - stwierdzic istnienie w plocie
czesci skladowych o rozmiarach znacznie mniejszych od
rozmiarow samego plotu.

Na szczescie, badajac ploty mozemy posluzyc sie innymi,
"nieinwazyjnymi" (tak okreslaja to lekarze) metodami.
Inaczej jest jednak z obiektami mikroswiata. Tu brutalne
bombardowanie bywa jedynym dostepnym srodkiem.
Oczywiscie, role pocisków pelnia cZl\stki elementarne,
a i plot zostaje przez nie zastapiony. Zasada pozwalajaca
na poznawanie struktury bombardowanych obiektów
pozostaje jednak ta sama. Co wiecej, jej zastosowanie, to,
no, moze nie gwarancja, ale dobra podstawa do zdobycia
Nagrody Nobla. To wlasnie w ten sposób sir Ernest
Rutherford odkryl w 1911 r. jadro atomowe. Równiez
laureaci Nagrody Nobla z 1990 r., Jerome Friedman, Henry
Kendall i Richard Taylor wykryli punktowe skladniki
protonu (dzis znane jako kwarki) w przeprowadzonym
w koncu lat 60. doswiadczeniu, w którym protony byly
bombardowane wysokoenergetycznymi elektronami.

Chcialbym zaproponowac Czytelnikom powtórzenie
doswiadczenia Rutherforda ... Co prawda, nie bedziemy
zbyt drobiazgowymi nasladowcami wielkiego uczonego
i zamiast strzelac czastkami a do atomów zlota, caly
proces przeprowadzimy za pomoca komputera. Ale zeby
to zrobic, musimy przypomniec sobie, co wlasciwie mierzyl
Rutherford w swoim doswiadczeniu. Jak bowiem na fizyka
przystalo, nie zadowolil sie on stwierdzeniem, ze czastki a
przechodzace przez zlota folie zmieniaja kierunek lotu, lecz
ujal swoja obserwacje w forme liczbowej zaleznosci.

Wielkoscia mierzona przez Rutherforda byl
tzw. r6zniczkowy przekrój czynny. Co to takiego?
Wyobrazmy sobie, ze na pewien obiekt (zwany centrum
rozpraszania) kierujemy wiazke czastek (patrz rysunek).

n
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Jezeli masa centrum jest znacznie wieksza od masy kazdej
z czastek, a tak wlasnie bylo w doswiadcleniu Rutherforda,
to ruch centrum mozemy zaniedbac: Wie o tym kazdy, kto
kiedykolwiek odbijal pilke od sciany. przesledtmy teraz
przebieg badanego zjawiska. Gdy cZl\8tki znajdujl\ sie
daleko od centrum, "nie czujlI." jego obecnosci i poruszajl\
sie po liniach prostych o kierunku n. Im blizej centrum,
tym oddzialywanie staje sie silniejsze i w efekcie tory
czastek ulegaj II.odchyleniu. Zwykle padajl\cych czastek
jest bardzo duzo i nie ma mozliwosci kontrolowania
wzajemnego polozenia czastek i centrum (determinujacego
odcllylenie). Po prostu przyjmujemy, ze to polozenie
jest calkowicie przypadkowe. Ale nawet w tej sytuacji
mozemy stwierdzic, ile czastek uleglo odchyleniu tak,
ze ich tory znalazly sie po rozproszeniu w elemencie kata
brylowego dO wok6l koncowego kierunku n'. Liczba ta

okresla wlasnie rózniczkowy przekr6j czynny ~ zgodnie
ze wzorem

[dcr(R,R')] dO = . liczba czastek roz.proszony~ w dO .dO liczba czastek padajacych na Jednostke
powierzchni poprzecznej do wiazki

Zauwazmy jeszcze, ze jesli oddzialywanie miedzy centrum
a czastkami zalezy tylko od ich odleglosci (a jest to
sytuacja czesto spotykana w przyrodzie), to rózniczkowy
przekrój czynny, jako wielkosc skalarna, moze zalezec
od zmiennych przestrzennych tylko i wylacznie poprzez
iloczyn n·n', a wiec po prostu kat 8 miedzy kierunkiem
padania a kierunkiem rozproszenia. W tym przypadku
zamJast m6wic o kacie brylowym dO wokól kierunku n'
mozemy rozwazac kat brylowy zawarty miedzy dwoma
wsp6lwierzcholkowymi stozkami o katach rozwarcia 8
i 8 + d8 (oczywiscie, osie stozk6w musza, miec kierunek n).
Taki kat brylowy daje sie obliczyc i wynosi dO = 211" sin 8d8.

Przekrój czynny jako funkcja kata 8 zalezy, oczywiscie,
od tego, jaka jest postac oddzialywania miedzy centrum
a czastkami i jest w zasadzie obliczalny. Dzis wiemy,
ze w przypadku doswiadczenia Rutherforda oddzialywanie
dane jest (z dobrym przyblizeniem) sila coulombowskiego
odpychania miedzy czastka a a jadrem zlota

k r
F= -.-

r2 r
(tutaj k = 4.,,1,o aaaAu' a r jest promieniem wodzacym
poprowadzonym od jadra atomu zlota). Mozna wykazac
(pierwszy zrobil to sam Rutherford), ze w tym przypadku

dO" (k) 2 ldO - 4E sin 4. ~ '

gdzie przez E oznaczylismy energie czastek. A jaki
jest wynik doswiadczalny? Zeby go uzyskac, bedziemy
w naszym komputerowym eksperymencie sledzic ruch
poszczególnych czastek imituja,c przypadkowosc ich
rozkladu w wiazce przez losowanie poczatkowej odleglosci
czastki od prostej o kierunku n i przechodzacej przez
centrum (nawiasem mówiac wielkosc ta nosi fachowa nazwe
parametru zderzenia). Aby wyznaczyc ruch z drugiej

zasady dynamiki (m~ = F), posluzymy sie prostym
algorytmem wynikajacym z takiej oto obserwacji:



(**)

Rozwinmy w szereg Taylora funkcje r(t ± ~t). Dostaniemy

r(t±~t) =

drl l ::I d::l, I l adarl= r(t)±~t· dt l + 2!(~t) dt::l l ± 3!(~t) dta l + ...
skad po dodaniu obu przypadków otrzymamy

(*) r(t + ~t) R:$2r(t) - r(t - ~t) + ~(M)::I. F(t).m
To juz niemal wszystko, co potrzeba do symulacji
doswiadczenia Rutherforda. Dyskusje kilku dalszych
zagadnien pomocnych w zrozumieniu dzialania
zamieszczonego programu zainteresowany Czytelnik
znajdzie w Dodatku. Wyjasnienia wymaga jedynie sposób
wizualizacji wynik6w. W programie prezentowane sa one
na ekranie w dw6ch okienkach. W pierwszym kreslone
sa tory kolejnych czastek, a w drugim pokazywany jest
wykres ... t no wlasnie, czego? Chcialoby sie widziec
tu wykres przekroju czynnego w zaleznosci od kata
rozpraszania fJ. Z tym jednak jest pewien klopot. Przeciez
prawdopodobienstwo rozproszenia cza,stki pod ka,tem
dokladnie r6wnym fJ jest zerowe! Trzeba wiec raczej
brac pod uwage cza,stki rozproszone w kierunkach
znajduja,cych sie w pewnym Bko:6caonym przedziale
kat6w. Dlatego program pyta sie o liczbe takich
przedzial6w (i r6wno dzieli zakres ka,t6w (0°,180°)),
a wykres przekroju czynnego ma postac slupk6w,
kt6rych wysokosc jest proporcjonalna do liczby czastek
rozproszonych w danym przedziale kat6w. Wykres tego
typu nosi nazwe histogramu.

Mam nadzieje, ze mozliwosc wcielenia sie w Ernesta
Rutherforda dostarczy Czytelnikom przyjemnych wrazen.
Tym bardziej ze program pozwala na przeprowadzenie
"doswiadczenia" takze z modelem atomu, popularnym
na przelomie wiek6w, w kt6rym ladunek jadra rozlozony
jest nie punktowo, lecz w calej objetosci atomu. Takich
mozliwosci sir Ernest nie mial! A jestem pewien, ze
Czytelnicy z latwosci a, zmodyfikuj a, program tak,
by uwzglednial on jeszcze inne modele atomu i inne
oddzialywania z ja,drem.

Wz6r (*) mozna przepisac w nieco innej postaci, w kt6rej
wystepuja jedynie wielkosci bezwymiarowe. W tym celu
zauwazymy, ze jesli E jest energia cza,stki, to wielkosc

l = i ma wymiar dlugosci, a wielkosc t = R-wymiar
czasu. Dzielac r6wnanie (*) przez l i wprowadzajac
nastepuja,ce oznaczenia:

/- _ 1_
T = t t t P = Tr,

Tn=n'~T, Pn=P(Tn) (n=O,l,2 ... ),

mozemy ostatecznie stwierdzic, ze

- 2- - + (A)::I PnPn+l = Pn - pn-l uT':::3'
Pn

Zwiazek ten nadaje sie juz bezposrednio do zastosowania
w programie komputerowym. Jednak, by program ten
dzialal poprawnie, musimy spelnic pewne dodatkowe
warunki.

Program zostal napisany w wersji jezyka BASIC dla komputera
IBM PC wyposazonego w karte graficzna CGA.

12

la REM
20 REM I TY ZOSTANIESZ RUTHERFORDEM ...

30 REM (e) Pawel Krawczyk, 1991
40 REM
50 OEFINT I-M : KEY OFF : RANOOMIZE TIMER : LBRK~O : NCL~O
60 CLS : SCREEN O : WIOTH 80

7'()INPUT "Wybierz atom Rutherforda (1) lub Thomsona (O)"; reHA
80 PRINT "Podaj liczbe podzialow dla kata rozpraszania";
90 PRINT" (np. 18 lub 36) II;
100 INPUT II "; NHIST
110 INPUT "Podaj minimalny kat rozproszenia (w stopniach)"; AD
120 IMI=INT(AO*I!HIST/180)
130 OT=.5 : RO~20 : ASPC=4!/3! : BSCL~S : PI~ATN(1)*4
140 OIM RON(2) ,RONl(2) ,RONX(2) ,FORCE(2) ,RPC(NHIST)
150 NXWl=3 : NYWl=80 : MXWl=170 : MYWl~199
160 NXW2=172 : NYW2=2 : MXW2=319 : MYW2=130

170 NXCl={MXWl-NXWl)/2+NXWl : NYCl=(MYW1-NYWl)/2+NYWl

180 SCYl~RO/ASPC*(MYWl-NYWl)/(MXWl-NXWl) : ROO~RO*RO
190 CLS : SCREEN l : COLOR 0,0
200 GOSUB 800

210 LOCATE 3,3 : PRINT "I TY ZOSTANIESZ II
220 LOCATE 4,3 : PRINT "RUTHERFORDEM ••• fi

230 LOCATE 6,3
240 IF (ICHA=l) THEN PRINT "Atom Rutherforda" : GOTO 260
250 PRINT "Atom Thomsona"

260 LINE (NXW2 ,NYW2) - (MXW2 ,MYW2) ,3 ,B
270 LOCATE 16,23 : PRINT "O" : LOCATE 16,37 : PRINT "180"
280 NSTART~NXW2+5 : KWO~INT( (MXW2-NXW2-7) /NHIST)
290 NENO~NSTART+KWO*NHIST : NB~~MYW2-l6
300 LINE (NSTART,NBAR)-(NENO,NBAR),2
310 LINE {NSTART,NBAR)-(NSTART,NBAR+4),2
320 LINE (NENO,NBAR)-{NENO,NBAR+4),2
330 NP~NSTART+(NENO-NSTART)/2 : LINE (NP,NBAR)-(NP,NBAR+4),2
340 LOCATE 16,30 : PRINT "90"
350 -FOR 1=1 TO NHIST-l

360 LINE (NSTART+I*KWD,NBAR)-(NSTART+I*KWD,NBAR+2),2
370 NEXT
380 NP~O : OT2~OT*OT : IN~l : NCLl~O : IOIV~O : LRTH~O

390 ON KEY(l) GOSUB 850 : KEY(l) ON
400 ON KEY(2) GOSUB 880 : KEY(2) ON
410 ON KEY(3) GOSUB 1050 : KEY(3) ON
420 LOCATE 20,24 : PRINT "Fl - konczy"
430 LOCATE 21,24 : PRINT "F2 - czysci okno"
440 LOCATE 22,24 : PRINT "F3 - krzywa"
45.0 LOCATE 23,29 : PRINT "teoretyczna"
460 WHILE 1

470 IF (NCLl=l) THEN NCL=l : NCLl=O
480 NP~NP+l: IN~-IN : X~RND : Y~RNO : B~SQR(X*X+Y*Y)*BSCL*IN
490 LOCATE 9,3 : PRINT USING "Czastka nr #####lIiNP
500 RON(O)~-RO'" RON-(l)~B
510 RONl(0)~-RO+SQR(2)*OT: RON1(1)=B
520 RONX(O)~RONl(O): RONX(l)=B
530 WHILE (RONl(O) A2+RONl(1) A2<=B*B+R00+1)
540 NWX~NXWl : NWY~NYWl : MWX=MXWl '
550 MWY=MYWl : SCX-RO : SCY~SCYl
560 NXO=NXC1 : NYO=NYCl

570 Xl=RON(O): n-RON(l) : X2~RONl(0) : Y2~RONl(l)
580 GOSUB 1070 : GOSUB 1160

590 RONl(0)=2*RONl(0)-RON(0)+OT2*FORCE(0)
600 RONI (1)=2*RONl (1) -RON(l) +OT2*FORCE(1)

010 ROI!(O) =RONX (O) : RON(l)~RONX(l)
520 RONX{O)::RONl(O): RONX(l)=RONl(l)
630 WEIIO
640 GOSUB 800

650 OIFX=ROl!l(O)-ROI!(O): OIFY=(RON1(1)-RON(1»*IN
660 IF (OIFX~O) THEN TETA=PI/2*SGN(OIFY) ELSE TETA=ATN(OIFY/OIFX)
670 IF '(TETA<O) THEN TETA=TETA+PI
680 NTET=INT(TETA*NHIST/PI): RPC(NTET)=RPC(NTET)+1/2AIOIV
690 IF (LRTH~6) THEN GOSUB 910
700 IF (LRTH>l) THEN LRTH=LRTH-l
710 IF (NTET<IMI) THEN GOTO 750
720 IF (LRTH=l) THEN GOSUB 1310 : LRTH~O : GOTO 750
730 IF (RPC(NTET) <NBAR-NYW2-4) THEN GOSUB 1250 : GOTO 750
740 IOIV=IOIV+l: GOSUB 1310
750 IF (LBRK~l) THEN GOTO 770
760 WENO
770 SCREEN O : WIOTH 80 : KEY ON
780 END -
790 REM

800 REM procedura zaznacza centrum rozpraszania
810 LINE (NXW1,NYW1)-(MXW1,MYW1),3,B
820 CIRCLE (NXCl,NYCl) ,1,2,1 : PSET (NXCl,NYCl) ,2
830 RETURN
840 REM

850 REM przerwanie programu
860 LBRK~l : RETURN
870 REM

880 REM czyszczenie okienka 1
890 NCLl=l : RETURN
900 REM

910 REM procedura dopasowuje do histogramu krzywa teoretyczna
920 FC'r~RPC(NHIST/9) *SIN (5*PI/72) A3/COS (5'PI/72)
930 OEL=(1-1.5/NHIST)*PI/50
940 Xl~1.5*PI/NHIST : MXl~INT(NSTART+Xl/PI*(NENO-NSTART»
950 MYl=FCT/SIN(Xl/2) A3*COS{X1/2)
960 FOR J=l TO 49

970 X2~1.5*PI/NHIST+J*OEL: MY2~COS(X2/2) /SIN(X2/2) A3*FCT
980- MX2~INT(NSTART+X2/PI*{NENO-NSTART»
990 IF (MYl>NBAR-NYW2-4) THEN GOTO 1010
1000 ~INE (MXl,NBAR-MYl)-(MX2,NBAR-MY2),2
1010 Xl=X2: MXl=MX2 : Mn~MY2
1020 NEXT
1030 RETURN
1040 REM

1050 REM" krzywa teoretyczna
1060 LRTH=6 : RETURN

1070 REM procedura rysuje element krzywej
1080 IF (NCL=l) THEN LINE (NWX+l,NWY+1)-(MWX-1,MWY-1),0,BF : NCL=O
1090 AX1~ABS(Xl) : AX2~ABS{X2) : An= ABS (n) : AY2=ABS(Y2)
1100 IF (AX1>SCX OR AX2>SCX OR AY1>SCY OR AY2>SCY) THEN RETURN
1110 I!Xl~Xl/SCX*(MWX-I!WX)/2+NXO : NX2~X2/SCX*(MWX-I!WX)/2+NXO
1120 Nn=NYO-n/SCY*(MWY-I!WY)/2 : NY2~NYO-Y2/SCY*(MWY-I!WY)/2
1130 LINE (NX1,NYl)-(NX2,NY2),1
1140 RETURN
1150 REM

1160 REM procedura oblicza wektor sily FORCE
1170 ROO=SQR(RONl(0)A2+RON1(1)A2)
1180 R03=ROOA3

1190 FORCE(0)~RONl{0)/R03 : FORCE(1)=RONl(1)/R03
1200 IF (ICHA~l) THEN GOTO 1230



Po pierWeze, chcemy, by w chwili poczllttkowej (n = O)

oddzialywanie z centrum bylo zaniedbywalnie male.

Oznacza to, ze energia potencjalna (EJ' = ~) muei byc
znacznie mniejeza niz energia kinetyczna, kt6ra tym
samym powinna pokrywal eie z energia. calkowita. Latwo
etad wyliczyc, ze

(Pl - po)2 = 2(6T)2 , Po:> l.
Dalsze ograniczenie wynika z zadania, by r6wnanie (**)
dobrze przyblizalo rozwilltlanie otrzymywane
z cia.glej formy drugiej zasady dynamiki. W tym celu
mueimy zaiadal, by wyraz proporcjonalny do (6T)2

w r6wnaniu (**) byl maly w por6wnaniu z d'woma innymi
wyrazami. Poniewai pn :5 l, sprowadza eie to do warunku

6T<: l.

1210 1P (ROO=>10) THEN GOTO 1230
1220 FORCE(O)=RON1(0)/1000 : FORCE(I)=RON1(1)/1000
1230 RETURN
1240 REM

1250 REM procedura aktualizuje histogram
1260 1F (NTET~O) THEN RETURN
1270 KHG~1NT(NBAR-RPC(NTET»
1280 L.l:NE (NSTART+NTET*KWD, KHG) - (NSTART+ (l~TET+ 1) *KWD-l , KHG) , l
1290 RETlJRIl
1300 REM

1310 REM procedura przerysowuje histogram
1320 1F (LRTH>O) THEN GOTO 1360
1330 FOR 11=0 TO NH1ST-l

1340 RPC(11)~RPC(11)/2
1350 NEXT

1360 LINE (NSTART,NYW2+3)-(NEND,NBAR-l),O,BF
1370 FOR 11~1M1 TO NH1ST-l

1380 1F (1NT(RPC(11»~O) THEN GO~J 1410
1390 KCHW=NSTART+11*KWD

1400 L1NE (KCHW,1NT(NBAR-RPC(iI»)-(KCHW+KWD-l,NB~~-I),I,BF
1410 NEXT
1420 RETURN

Wynik dzialania programu - kopia ekranu.

1I'f'n'V"'''lI "'1:~"'V'U"'f'''''It'''''Ir'''''r'''l90 180

koncz~
CZYSCl okno
k~zywa
teo~etyczna

FI
F2
F3

289Czas tka n~

I TY ZOSTANIESZ
RUTHERFORDEM ...

AtOM Ruthe~Co~da

11Il""lI"lII"iil"""fl"'''''''''''''''''''I;:Il'''''''''''''''':,'::,""'111"'111

Na zakonczenie jeezcze uwaga dotyczaca epoeobu
loeowania parametru zderzenia. Nie mozna bowiem
zakladac, ze wezyetkie wartOllci parametru zderzenia ea
r6wnie prawdopodobne. Istotnie,. z zalozenia geetosc .
strumienia c~astek padajacych jest stala. Oznacza to,
ze jesli wprowadzimy w plaszczyznie prostopadlej uklad
wsp6lrzednych kartezjanskich, to wep6lrzedne te beda
podlegaly jednorodnemu rozkladowi prawdo odobienetwa. i

Dla parametru zderzenia dostaniemy h = Z2 + 112,

gdzie liczby z i 11 moga juz byc losowane za pomoca
standardowego generatora (RND). Przy takiej procedurze
nigdy nie uzyskamy jednak h wiekszego od pewnego hm/u.
Poniewai duze parametry zderzenia odpowiadaja malym
katom rozproszenia, wiec w zakresie malych katów wyniki
dzialania programu nie sa wiarygodne. Nalezy sie ich
pozbyc rozwazajac jedynie katy rozpr08zenia wiek8ze
od pewnej wartOllci minimalnej emin. Przy wartOllciach
wolnych parametrów przyjetych w programie wybór
emin = 10° -;-15° daje poprawne rezultaty.

Zadania Redaguie Michal WOJCIECHO WSKI

M 601. Znalezc liczby calkowite nieujemne spelniajace równanie

(5 + 3V2)m = (3 + SV2t .

Rozwiazanie na str. 9

M 602. Przyjmijmy /(z) = Z2 - Z + 1. Udowodnic, ze dla dowolnej liczby naturalnej
m> 1 liczby m, f(m), j(J(m)), ... sa parami wzglednie pierwsze.

I Rozwiazanie na 8tr. 9

M 60S. Znalezc liczby calkowite spelniajace równanie

Vz + Vz + ... + Vi- = y.

•

, Rozwiazanie na str. 9

Redaguie Jaroslaw KULPA

F S08. Oszacowac dlugosc wlókna zarówki 100 W (220 V). Temperatura wlókna
podczas pracy wynosi okolo 2800 K. Dane dotyczace wolframu: opór wlasciwy
w temperaturze O°c: P = 4,9· 10-8 Om, wspólczynnik temperaturowy rezY8tancji:
Q = 0,0048 K-l, emisyjnosc wolframu 8tanowi 40% emi8yjnosci ciala doskonale
czarnego.
Rozwiazanie na str. 7

F S09. Maksymalna predkosc pojazdu przy bezwietrznej pogodzie wynosi
Vm = 100 km/h. Jadac pod wiatr kierowca nie mógl rozwinac wiekszej predkosci
niz v = 90 km/h. Oszacowac predkosc wiatru. Opory toczenia nalezy pominac.
Rozwiazanie na str. 7

,
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Klub 44

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub •• M

po uwzglednieniu ocen rozwiazal1
zadart 200 (WT=1,05) i 210 (WT=2,1O)

z numeru 0/1990
Konrad Pióro - Warn_wa 46,2D
Marlun Za.J-.c - Prluskdw ",95
Tom••• Gnulak - Kralr6w '1,"
rawel Kublt, - Krotno SD,61
Pnem,.ataw G.d_hhJrI- Sroda Sl. aT,a.

Pan PMro - po r•• dr", •.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Szczeg6lowy regulamin Klubu •• zamiclfcililfmy wDe/cie 7/1990, a jego skrót - we wszystkich
numerach, w kt6rych Sl\,zadania ligowe (tj., tradycyjnie, z wyjl\,tkiem numer6w 6 i 7).

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Ro.wl~.anla .adan • matematyki. numeru 2/1991
Przypominamy tresc zadan:

215. Wyznaczy~ wszystkie takie punkty P letl\,Ce wewn&trz kwadratu ABGD, te

ILPABI + ILPBGI + ILPGDI + ILPDAI = 1800•

2Hl. Udowodni<!, te reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez liczbe naturalnl\, k > l r6wna
sie

k-l .

k - l _ !. " sin t(2n+ l)". .2 2 ~ sin t".
j=1

!=44
216. Przypuscmy, ze punkt P, nie nalezacy do symetralnej zadnego boku kwadratu, spelnia
podany warunek oraz ze A jest wierzcholkiem kwadratu lezacym naj blizej punktu P. Niech Q
bedzie obrazem punktu P w symetrii osiowej wzgledem symetralnej bok6w BC i DA. Mamy
wiec nastepujace r6wnosci katów:

ILQADI = ILPDAI, ILQBCI = ILPCBI = 90° -ILPCDI,
a stad

ILPBQI-ILPAQI = (ILPBCI-ILQBCI) - (90° -ILPABI-ILQADI) =
= ILPBCI- 90° + ILPCDI- 90° + ILPABI + ILPDAI = 0°.

Punkty B, C, P, Q leza na okregu przecinajacym boki AB i CD odpo~iednio w punktach
R i S. Niech M i N beda wierzcholkami prostokata PMNQ wpisanego w ten okrag.
Wykazalismy przed chwila, ze katy PAQ i PBQ sa r6wne. Oznaczmy ich miare przez <p.

A z'atem

ILPAQI = ILPBQI = ILPRQI = ILMBNI = ILMRNI = <p.

Punkty B i R sa jedynymi punktami pólprostej BA-+, z kt6rych odcinek MN jest widoczny
pod katem <p. Stad (i z faktu, ze PMNQ jest prostokatem o boku PM r6wnoleglym do AB)
wynika, ze trojkaty MBN i MRN sa odpowiednio przystajace do PAQ i PBQ, przy czym

tr6jkat MBN jest obrazem trojkata PAQ w translacji o wektor M. Tak wiec IPMI = IABI.
Innymi slowy, prostokat PMNQ powstaje przez obr6t o 90° prostokata SRBC. Wobec
tego ILPCBI = ILPNBI = 45°, skad wniosek, ze P lezy na przekatnej AC. Odrzucajac
zalozenie, ze P lezy naj blizej wierzcholka A, dochodzimy do konkluzji, iz P jest punktem
jednej z przekatnych.

Na odwr6t, kazdy punkt lezacy na dowolnej przekatnej kwadratu ABCD, badz tez na
symetralnej dowolnego boku (sytuacja odrzucona na wstepie rozwazan), spelnia podany
warunek. Zatem szukanym miejscem geometrycznym jest suma zawartych w kwadracie
odcinków czterech osi symetrii kwadratu.

U8. Przyjmijmy oznaczenie

( ") sin f(2i + 1)11'1 k,l" = .
sin t11'

(k, i, ; calkowite, ; niepodzielne przez k).

Niech r bedzie reszta z dzielenia n przez k. Zadanie sprowadza
sie do wykazania, ze

l-l
(l) 2:/(k,n,;) = k -1- 2r.

1"=1

Zachodza latwe do sprawdzenia r6wnollci

I(k,n,;) = I(k,r,;),

l(k,O,;) = l, I(k, k - l,;) = -l.
Ponadto, jesli zadna z liczb;, i nie dzieli sie przez k, to

(2) I(k,i,;) -/(k,i - l,;) = I(k,;,i) -/(k,; - l,i)
(zar6wno lewa, jak i prawa strona (2) r6wna sie 2 cos(2i;1I'jk)).
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Korzystajac z powyzszych zwiazk6w, przeksztalcamy lewa strone
dowodzonej r6wnosci (l) jak nastepuje:

1-1 1-1
L'(k,n,;) = L,(/c,r,i) =
j=1 j=1

1-1 r

= 2:(1 + 2:U(k,i,j) -/(k,i - l';))) =
j=1 .=1

r 1-1

= k - 1+ 2:2:U(k,;,i) -/(k,; - l,i)) =
.=1 j=l

= k - 1+ 2:U(k,k - l,i) -/(k,O,i)) =
i=l

= k -1- 2r.

Otrzymalismy prawa strone (l). Dowód jest zakonczony.
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Redaguje Jerzy BROJAN

Roswi~unia udan. fisyld • numeru 2/1991
Przypominamy tresc zadan:

118. Akceleratory cZl\8tek elementarnych sa, - jak wiadomo - urz·a,dzeniami wielkimi
i kosztownymi. Opisany nHej (nieopatentowany!) wynalazek pozwala nadawBt elektronom
wielka, energie znacznie taniej i pro.kiej. Uderzamy w kule bilardowa, kieruja,c ja, w strone
spoczywajacej kuli o dwa razy mniejszej masie. tak, aby zderzenie bylo centralne (kule po
zderzeniu biegna, wzdluz tej samej prostej). Kula uderzona trafia z kolei w nastepna, kule
jeszcze dwa razy lzejsza" itd., itd., ...• a na konc'u znajduje sie elektron. Ostatni stosunek
mas bedzie liczba, zawarta pomiedzy l a 2. Zakladajac. ze wszystkie zderzenia sa, centralne
i doskonale sprezyste, oraz przyjmuja,c mase kuli bilardowej 0.2 kg i jej predkoU poczatkow,\
l m/s. oblicz numerycznie energie kinetyczna, uzyskana, przez elektron (oczywigcie. w ramach
mechaniki relatywistycznej). Masa elektronu wynosi 9.11.10-31 kg, predkogt gwiatla
c = 2,9979 . lOs m/s.

114. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji wynoszacej pocza,tkowo 5 T i malejacej
liniowo do zera w cia,gu 0,4 s znajduje sie prostopadla do pola petla (obwód kolowy)
o promieniu 10 cm, wykonana :r.pr~ewodnik.a o oporze 0,1 n i wytrzymaJotfci na rozerwanit"
2 N. Czy petla ulegnie rozerwaniu?

113. Stosujac do pojedynczego zderzenia zasady zachowania pedu i energii kinetycznej
otrzymujemy nastepujace równania:

Pl =P~ + P2 ,

ylP~ +Mf +M2=ylp~2 +Mf + VP~ + Mi,

gdzie duza litera M oznaczylismy iloczyn mc, a Pl i P~ sa pedami pierwszej kuli przed
i po zderzeniu, P2 zas jest pedem drugiej kuli po zderzeniu (przed zderzeniem kula ta
spoczywa). Eliminujac P~ i przeksztalcajac znajdujemy wyrazenie na P2

[ Ml-Mf ]
P2 = Pl 1+ ---------,==== .

Mi + M?+ 2M2y1p~ + M? .

W szczególnosci w przyblizeniu nierelatywistycznym dostaniemy stad

2M2 bl" . l l . Mi - M?
P2 = Pl M M' a w przy lzemu u trare atywIstycznym P2 = Pl + M2+ l 2 2
W ogólnym przypadku iteracja wzoru (1) moze byc przeprówadzona prawdopodobnie
tylko numerycznie. Podstawiajac Mpoc," = 0,2 kg·c = 5,9958 . 107 kg·m/s, M., =
=m.,·· c = 2,73' 10-22 kg·m/s otrzymujemy ta metoda po 98 zderzeniach (z 97 kulami
posrednimi) koncowa wartosc pedu równa 8, l80·1O-a kg·m/s. Poniewaz elektron
o takim pedzie jest ultrarelatywistyczny, wiec energia kinetyczna wynosi
pc = 2,452· 10-5 J = 1,53l·lOa eV, co znacznie przekracza wartosc energii nawet
w najwiekszych PROJEKTOWANYCH akceleratorach.
Uwaga: Ciag kulo masach tworzacych postep geometryczny optymalizuje
przekazywanie energii w przypadku, gdy zderzenia kul mozna uwazac za
nierelatywistyczne. Ogólnie nie jest to jednak prawda i znalezienie optymalnego ciagu
mas stanowi nietrywialny problem.

114. Poczatkowy strumien pola przez petle wynosi <I?= B7rr2 = 0,157 Wb, zatem

sila elektromotoryczna indukcji jest równa t = - ~ = 0,393 V, a natezenie pradu
I = Ji = 3,93 A. Zauwazmy, ze pole magnetyczne wytworzone przez ten prad w srodku
petli - przy zalozeniu, ze przenikalnosc magnetyczna osrodka jest bliska 1- wynosi
B' = l!f!- = 2,5· 10-5 T. Zatem jest znacznie mniejsze od pola zewnetrznego i efekty
z nim zwiazane (tzn. samoindukcje petli) mozna zaniedbac.

Zwrot pradu I - zgodnie z regula Lenza - bedzie taki, aby podtrzymac malejace
pole, a wiec dla pola skierowanego za plaszczyzne rysunku - bedzie prawoskretny.

-:-;L -+ -+Sily magnetyczne !lP' = I!ll x B dzialajace na elementy petli o dlugosci !lI beda
skierowane na zewnatrz i najwieksze w chwili poczatkowej. Aby obliczyc naprezenie N
petli, rozpatrzmy sily dzialajace na jedna 'jej polówke. Sumujac sily magnetyczne
nalezy je zrzutowac na os pozioma i nietrudno wyliczyc, ze !lFpo," = I !lIpion . B, czyli
calkowita sila magnetyczna wynosi F = I· 2r . B. Sila ta jest równowazona przez dwie
sily naprezenia N petli (rysunek). Zatem

N=I·r·B=l,96N.

Jest to wielkosc nieznacznie mniejsza od podanej wytrzymalosci 2 N, zatem petla nie
powinp.a ulec rozerwaniu. Poniewaz zaniedbane efekty samoindukcji powoduja pewne
zmniejszenie natezenia pradu plynacego przez petle, wiec jch uwzglednienie nie moze
zmienic koncowej konkluzji.
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Dywan Mazurkiewicza?
Jedna z najczesciej przytaczanych definicji krzywej mówi,
ze jest to ciagly obraz odcinka [0,1]; intuicja wia,ze to
okreslenie z linia" która, mozna narysowac bez odrywania
olówka od kartki. Okazuje sie, ze wiele "dziwnych" zbiorów
zyskuje w ten spo86b miano krzywych - np. kwadrat(!).
Bardzo waznym i ciekawym przykladem jest dywan
Sierpinskiego.

Ogloszenia

Zbiory duzej mocy Oferuje.
Kantor, Krak6w, ul. Aleksandra Lubomirskiego 53

(dawniej Andrzeja Frycza Modrzewskiego).
Nabywcom zbiorów nll.jwiekszych gratis dobrze porzadkujemy.

PrzyspIeszony kurs liczenIa grup homotopll.
W lipcu 15% bonifikaty. KawIory 3.

Jedyny w Polsce kowal stosuJa.cy podkowy Smale' ••
Kujemy r6wnlei koay.

Zaklad lm. K. Matolka, 28-133 Pacanów.

DO EPSILONA DELTE DOBIERAM.
FAX 48-12-33355557.

Tanio 'przedam 'fer~ rogata z rodowodem.
Ofert" EPSILON 0001/0.

Atrakcyjne idealy w pierscieniach znajdujemy.
Specjalnaft zakladu: pierlcienie nieprzeplienne, idealy maksymalne.

Przekwalifikowana firma zlotnicza Kummer i Syn,

Krak6w"ul. Andrzeja Frycza Lubomirskiego 53.

DZIESIEC MILlONÓ W! Zlotych nagrody
za wykrycie m/~sca pobytu

SIletlciuwzajemnie niepodobnych wypuklych wielodcianów foremnych.
Zakopane. ul. Pilota Plrxa 21.

Adiunkcie, nie daj sie wyrotowac!
Publikacje prac w renomowanych czasopIsmach zagranIcznych

zalatwIam.

Druk w ciagu tygodnIa. Oferty EPSILON 0002/0.

Zwarty, spójny, wypukly poana mila. funkcje cla.gla..
Funkcjom raeuywlstym gwarantuje o.le.gnlecle krellÓw

l prsyJecle wartMcl poalrednlch.
Wyla.unle powdne oferty EPSILON 0003/0.

Poszukuje nastepujacych numerów Delt,,:
1976:5, 1979:2-4,7,9-12, 1980:8, 1981:4. Oferty: EPSILON

SKUP BUTELEK KLEINA. Tel. (O-t2)336377w.593.

SNOPY, WIAZKI I PODWIAZKI!
SPRZEDAZ HURTOWA I DETALICZNA.

DLA GEOMETRÓW Z RABATEM.
SERWIS GWARANCYJNY I POGWARANCYJNY.

OFERTY EPSILON 0004/0.

Oglaszaj 8ie w EPSILONIE! U na8 najtaniej!
Do l X zniika 50%1

Za ogloszenie taka czcIonka lub DUZYMI LITERAMI
placisz jedynie 150% ~eny podstawowej.

Ogloszenie w ramce tylko dwukrotnie droiej.

Pojecie to pojawia sie w podrecznikach topologii, teorii
wymiaru, teorii miary, a takze w popularnych ksia,zkach
i artykulach. O dywanie Sierpin8kiego wspomina sie sporo
w zwia,zku z modnymi ostatnio fraktalami.

Pierwszy opis konstrukcji mozna znalezc w jednej
z prac Waclawa Sierpinskiego opublikowanej we Francji
w 1916 roku. Autor dowodzi szeregu bardzo istotnych
i ciekawych wlasnosci opisywanego obiektu. Pokazuje np.,
ze jest to krzywa, kt6ra w kazdym punkcie rozgalezia sie
i to nieskonczenie wiele razy, a takze, ze kazda krzywa
moze by~ w pewnym 8ensie realizowana jako fragment
dywanu. Nazwa "dywan Sierpinskiego", pojawila sie nieco
pózniej. W ksiazce A. Parchomienki Co to je,t linia?
mozemy przeczytac, iz to rosyjscy matematycy wprowadzili
te nazwe, która obecnie uzywana jest powszechnie na
calym swiecie.

Przegla,daja,c jednak dokladniej prace Sierpinskiego
natkniemy sie w jednej z nich na taki oto fragment:

"Zauwazmy, ze juz przed rokiem p. Stefan Mazurkiewicz
znalazl przyklad krzywej (cantorowskiej i jordanowskiej
jednoczesnie), której kazdy punkt jest punktem
rozgalezienia rzedu nieskonczonego (tj. w kazdym
punkcie p krzywej schodzi sie nieskonczenie wiele
kontynu6w, bedacych podmnogosciami tej krzywej,
z których kazde dwa posiadaj a, tylko punkt p jako
wspólny).

Przykladu swego p. Mazurkiewicz dota,d drukiem nie
oglosil, a dowód jego jest mi nieznany. Sama, krzywa,
otrzymuje p. Mazurkiewicz, dziela,c kwadrat na 9
mniejszych kwadratów (za pomoca równoleglych
do bok6w) i usuwajac wnetrze kwadratu srodkowego,
a z kazdym z pozostalych 8-miu kwadratów postepuja,c
tak Samo jak z pierwotnym kwadratem, itd.
in infinitum."

Cytat ten pochodzi z artykulu O krzywej, której kazdy
punkt je,t punktem rozgalezienia wydrukowanego
w 1916 roku w Pracach matemat"czno-fizyczn"ch
(tom XXVII, str. 78-86). Ale przeciez nie jest to nic
innego jak opis konstrukcji dywanu Sierpinskiego! Zatem
pomyslodawca przykladu byl Stefan Mazurkiewicz,
który, niestety, rezultat6w nie opublikowal. Gdyby to
zrobil, byc moze mówilibysmy dzis o dywanie lub krzywej
Mazurkiewicza ...

Zdz~'slawPOGODA

EPSILON - nier;aleiny dodatek Delty. Redakcja: Krr;y•••tof Ciesielski (nacr;elny), Danuta Ciesielska, Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Anania ••• Poltmiechowski. Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem e.
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Jesli ze srodka jednego z luków wyznaczonych na danym okregu
przez cieciwe AB poprowadzimy luk okregu przechodzacy przez
konce tej cieciwy, to na nim beda sie znajdowaly wszystkie
srodki okregów wpisanych w trójkaty APB, gdy P lezy na
drugim z luków danego okregu wyznaczonych przez cieciwe AB.

Wszyscy wiedza, ze promieniowanie jest dla zycia szkodliwe
lub Wrecz zabójcze. Jednakze moglo ono, a sc~ej mówiac ­
promieniowanie kosmiczne, odegrac zdecydowanie pozytywna
role w procesie tworzenia sie zycia rra'nll,jwczl!lfniejszym
etapie ewolucji chemicznej. Wskazuja na to ostatnie wyniki
badan japonskich naukowców z Narodowego Uniwersytetu
w Yokohamie. Napromieniowywali oni wysokoenergetycznymi
protonami mieszanine tlenku wegla, azotu i wody.
Po kilkugodzinnym napromieniowaniu w mieszaninie pojawily
sie znaczne ilosci rozmaitych aminokwas6w, a takze rzadszych
od nich i trudniejszych do uzyskania w konwencjonalny sposób
zasad purynowych (stanowiacych podstawowe cegielki,.z których
zbudowany jest DNA) .•

C.y umi••• pod".Ii' kw•••• t o••• m. "6jkatY'O.trokat~4
Nll,jmniejsza liczba takich trójkatów skladajacych sie na kwadrat
wynosi 8.
A czy umiesz podzielic kwadrat na nieparzysl<a liczbe trójkatów
o równych polach? Jesli nie umiesz, to dobrze - bo nie da sie.•
Okolo 15 mld lat temu w Wielkim Wybuchu zrodzil,sie .,..,nasz Wszechswiat. Poczatkowo byl on niezmiernie gOraca .••••"zupa" zlozona z materii i promieniowania, by powoli
stygnac wyewoluowac do postaci, jaka obserwujemy dzisiaj.
W ciagu tego dlugiego procesu temperatura zadnego
punktu Wsze ••~wiata nie mogla spasc ponizej temperatury
wszechobecnego kosmicznego promieniowania tla, która dzis
wynosi 3 K. Dopiero fizycy niskich temperatur nauczyli sie
osiagac w swoich laboratoriach temperatury rzedu lO-li K,
a nawet 10-12 K. Zjawiska wystepujace tak blisko zera
bezwzglednego sa czyms nowym nie tylko dla fizyków -
zachodza one po raz pierwszy w calej historii Wszechswil'tal.

G•• dl. u_tolków Ok,•••••"" Stolu ("" tylko,gdyj••t ,_
dwóch): klada na nim na przemian monety. Przegrywa ten,
który nie bedzie mial gdzie polozyc monety.
Oczywiscie, zaczynaj acy ma strategie wygrywajaca: kladzie
pierwsza monete dokladnie na srodku stolu, a nastepnie, po
kazdym polozeniu monety przez przeciwnika, kladzie taka sama
monete symetrycznie wzgledem srodka do wlasnie polozonej
monety przeciwnika. Jest to, co prawda, nasladownictwo, ale
gwarantuje sukces .•

" "",dni. 1990 ,. Po"k. '0""" p""j,t. w po,'" k<aj.
czlonkowskich CERN (Europejskiego Osrodka Badan
Jadrowych). Siedziba CERN jest Genewa, gdzie miesci
sie tez wielkie laboratorium fizyki czastek elementarnych.
Laboratorium to jest wiodacym osrodkiem swiatowym.
W chwili obecnej nll,jwazniejszym narzedziem badawczym
CERN jest akcelerator elektronów i pozytonów LEP (patrz
Delt~ 10/1989), ~le trwaja juz prace nad dalszym rozwojem
laboratorium. Chociaz fizycy polscy uczestniczyli w pracach
CERN juz od lat szescdziesiatych, a Polska miala status
panstw;l-obserwatora, to pelne czlonkostwo jest faktem
o donioslym.znaczeniu praktycznym, a takze politycznym ­

Pollikajest pierwszym krajem Europy Srodkowo-Wschodniej•

p""jetym do CERN. ~Jesli ~ezmiesz ~n' (n + 3) punktów na plaszczyznie, z którycn
zadne trzy nie leza na jednej prostej, to zawsze bedzie mozna
poprowadzic przez nie krzywa opisana równaniem ,stopnia n.
Jednak tylko dla n = l i n = 2 bedzie jedna taka krzywa.
Dla wiekszych n bedzie ich wiele. Jednak, biorac o jeden punkt
wiecej, 'na ogól w ogóle zadnej krzywej o równaniu stopnia n nie
bedziesz mógl przez te punkty poprowadzic. Dlaczego nie ma
takiej liezby punktów, by bylo "akurat"?

s

Ostatnie badania klimatologiczne pokazuja istnienie korelacji
miedzy letnimi opadami deszczu w zachodniej Afryce
i huraganami na Karaibach: liczba i sila huraganów zwieksza
sie wraz ze wzrostem opadów. Obserwacja ta moze miec
niebagatelne znaczenie praktyczne. Niektóre pomiary sugeruj a,
ze klimat Afryki podlega cyklicznym zmianom miedzy stanami
o róznym poziomie opadów. Poniewaz susza w krajach Sahelu
- tak dotkliwa w ubieglym dziesiecioleciu - wydaje sie byc
w odwrocie, wiec klimat Afryki znajduje sie prawdopodobnie
we wstepuj acej fazie cyklu opadów. Mozna wiec spodziewac sie
wzrostu liczby huraganów w Ameryce Pólnocnej i Srodkowej,

a co za tym idzie, takze i wiekszych zniszczen przez nie •

powodow=ycl>. tli
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,.k .p"wd,', "Y 'o p••w,,"' A j.'1i .,w.t, to il. to j••t4
Cieple i bezsniezne zimy sprawiaja wiele klopotów wlascicielom
terenów narciarskich w Alpach. Czesto próbuja oni poprawic
swoja sytuacje wytwarzll,jac sztucznie snieg za pomoca
specjalnych armatek. W armatkach tych mieszanina wody
i powietrza wytryskuje pod znacznym cisnieniem z waskiej
dyszy i tworzy snieg po zetknieciu z gruntem. Nastepuje to
jednak tylko wtedy, gdy temperatura nie przewyzsza -4°C,
co nie zawsze ma miejsce. Tworzenie sie sniegu w warunkach
naturalnych moze zachodzic juz w poblizu O°C dzieki istnieniu
w atmosferze centrów krystalizacji - mikroskopijnych drobin
kurzu. Ale uzycie jakichkolwiek czastek stalych w armatkach
snieznych dla przyspieszenia tworzenia sniegu nie wchodzi
w rachube ze wzgledu na obciazenie dla srodowiska naturalnego.
W tej sytuacji amerykanska firma Snowmax proponuje
domieszanie do wody bialka wytwarzanego przez bakterie
P,eudomonal ,yringae. Efekt jest ponoc zachecajacy - sniegu
tworzy sie wiecej i w wyzszych temperaturach. Bialko zas •

w dagu m~.i"" ul••• biod•••• d.oji. __
Kazda liczba.parzysta wieksza od 2 jest suma dwóch liczb
pierwszych - nikomu dotad nie udalo sie dac przykladu, ze jest
inaczej. Udowodnic, ze tak jest, tez sie nikomu nie udalo.
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