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Przedstawiamy artykul, w ktérym Autor pisze o problemach
stanowiacych wainy kierunek badawczy wspoéiczesnej matematyki.
Podaje tei twierdzenie, w ktérego dowodsie wykorzystany jest
fragment jego niedawnej publikacji (z 1990 roku). Okaszuje sig,

ie i o aktualnych badaniach naukowych moZna pisaé zrozumiale.

Redakcja
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Inwolucje i symetrie
O PRZEKSZTALCENIACH, K TORE SA SWOIMI WEASNYMI
ODWROTNOSCIAMI. PEWIEN NIE ROZWIAZANY PROBLEM.

Jerzy JURKIEWICZ

Uktad dwéch wielomianéw dwéch zmiennych

(f(z,9),9(z,v))

okresla przeksztalcenie plaszczyzny R? w nia sama. Nazwiemy to
przeksztalcenie inwolucja, jezeli jest swoja wlasna odwrotnoécia, inaczej
méwiac

f(f(z,y),9(z, y)) =1z oraz g(f(z, y)! 9(31 9)) =yv.
Eatwo uogblnié pojecie inwolucji tak, aby odnosilo sie do przestrzeni
tréjwymiarowej.
Przykladem inwolucji jest uklad
(1) f(=z9) =y, 9(z,9) =2,
czyli symetria wzgledem prostej z = y i w ogdle kazda symetria
plaszczyzny. Ale nie 83 to jedyne inwolucje. Mozna, na przyklad, latwo
sprawdzié, ze uklad wielomiandéw
(2) (v + 2% 2~ (y +2%)%)
tez jest inwolucja, chociaz nie jest symetria.

/I\ Hisktdre Mls plaszezuzny polgezone
4! liniani ze swoini chrazani v inwolucji (2)
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Ale moze jest to symetria przedstawiona w jakimé innym ukladzie
wapdirzednych? Wyjaénimy to pojecie. Powiemy, ie wielomiany
o(z,y)

3

) B(z,¥) ;

tworzg (algebraiczny, krzywoliniowy) uktad wspéirzednych na

plaszczydnie R?, jegeli istnieja takie wielomiany v(z,y) i 6(z,y), Ze
a(']'(zi 9‘), 6(3; 9')} =z, _3(";(.1:, y)’a(zl b‘)) =¥,
ve(z,9),8(z,9)) =z, 6(a(z,9),8(z,9))=y.

O pewnym
mlodym
matematyku

Nasz artykul dotyczy pewnego wydarzenia
£ gycia profesora Marka Kaca.

Marek (Mark) Kac urodsil sie

w Krzemieficu 16 sierpnia 1914 roku

w rodszinie dydowskiej. Jego ojciec uzyskatl
doktorat z filozofii na Uniwersytecie
Lipskim, a pééniej ukoficzyl jeszcze studia
na Uniwersytecie Moskiewskim. Marek
Kac rozpoczal nauke w domu, potem uczyt
sie w szkole sydowskiej, by w 1925 roku
wsatapié do Liceum Krzemienieckiego.
Tam wladnie, przed matura, napisal prace
stanowiaca temat naszego artykulu.

W latach 1931-35 studiowal matematyke
na Uniwersytecie Lwowsekim. Jui podczas
studi6éw zaczal wepblpracowaé naukowo

z Hugonem Steinhausem. Wspélpraca ta
(dotyczaca funkcji stochastycznych i ich
zastosowarl) trwala do 1938 roku (gdy
Kac wyjechal na stypendium do USA)

i (sdaniem samego Kaca) byla decydujaca
dla jego dalszej kariery naukowej.

W USA mlody doktor Kac kontynuowal
rozpoczete w Polsce badania wepélpracujac
z wieloma wybitnymi matematykami (np.
s van Kampenem, Erddsem, Wienerem).
W 1939 roku zostal zatrudniony w Cornell
University, gdzie przepracowal 22 lata
uzyskujac liczace sie w éwiecie wyniki na
styku matematyki i réznych dyscyplin
przyrodniczych {gléwnie fizyki) oraz
technicznych. Pééniej kierowal wielu
innymi placéwkami naukowymi. Zmarl

26 pafdziernika 1984 roku.

Delta miala szczeécie zetknaé sie

% Markiem Kacem w 1979 roku, gdy
bawit w Polace z okazji przyznania mu
przez Polskie Towarzystwo Fizyczne
medalu imienia Smoluchowskiego.
Wreczyliémy mu wtedy kilka numeréw
naszego pisma. Szczelliwym trafem

bylo to przed jego bezsenna noca —

kiedy nastepnego dnia poprosiliémy go o
rozmowe, ,, byl na biezaco”. Delta podobala
mu sig. W piewnej kresowej polszczyfnie
ofwiadczyl, Ze sam tei chciatby w Stanach
wydawal takie pismo, ale tam nie znajdzie
si¢ takiego wariata, kidry daiby na to
pienigdze.

Kac w istocie méglby wydawad takie
pismo. Byl bardzo interesujacym
popularyzatorem. Z jego prac na ten
temat najbardziej znany jest esej Czy
mozna uslyszel kaztalt bebna?




We wspomnieniach Enigmas of
chance Marek Kac opisuje wydarzenie,
ktére spowodowalo, e zostal

| matematykiem. Kiedy byl uczniem

" szkoly dredniej, program matematyki nie
przewidywal roswiazgywania réwnai stopni
wyiszych nii dwa. Kac zainteresowany
problemem zajrzal do podrecsnika i w
rozdziale dotyczacym réwnafi stopnia
trzeciego natrafil na rozwiazanie nie
sawierajace jednak ani slowa na temat,

w jaki sposéb sie do niego dochodsi.
Potraktowal to jako wyswanie i postanowil
sam dotrzeé do wyprowadsenia wroréw.

Na rozwiazanie problemu poéwiecil
wakacje. Pracowal cieiko i 3 wielkim
napieciem, by uzyskaé w koficu
upragnione formuly. Tak pisze o tym we
wspomnieniach:

»W gyciu wiele razy silnie angaiowalem
si¢ emocjonalnie w rozwiazywanie
probleméw naukowych. Nigdy jednak
nie pracowalem tak zapamietale

i goraczkowo, jak latem 1930 roku.
Wasatawalem wczednie rano i prawie

nie tracac czasu na posilki spedzalem
cale dnie na zapisywaniu ryz

papieru wzorami matematycznymi.
Zaniedbalem zupelnie Zycie

towarzyskie — przestalem widywal sie
2 przyjaciélmi, nawet nie umawiatem sie
na randki. Zreszta i tak jakakolwiek
rozmowa ze mna byla pozbawiona
sensu, bowiem odpowiadalem wylacznie
monosylabami.

Pozbawiony strategii, zapalalem si¢ do
przypadkowych pomystéw, ktére czesto
okazywaly sie daremnymi wysitkami,
prowadzacymi w élepe uliczki.”

Na poczatku roku szkolnego przedstawit
nauczycielowi matematyki rekopis
zawierajacy efekty pracy. Nauczyciel,

po wnikliwym przeczytaniu, poradzit
mu wyslaé¢ manuskrypt do pisma Miody
Matematyk. Po kilku miesiacach szkole

§ Kaca odwiedzil wizytator Ministerstwa
Wyznah Religijnych i Oéwiecenia

-~ Publicznego, Antoni Marian Rusiecki,
bedacy réwniei redaktorem naczelnym
Miodego Matematyka. Kac dowiedzial
si¢ wtedy, ze redakcja postanowila
opublikowal jego artykul, poniewaz
pomimo poczatkowego przekonania,

iz jego metoda jest znana, bezowocne
poszukiwania w literaturze doprowadzily
do uznania jej za nowa. W czasie rozmowy
wizytator Rusiecki stwierdzil, e Kac
powinien studiowaé matematyke, gdyz
niewatpliwie ma talent.

Wielomiany }g“:)’ tworsa takie ukiad wspéirsednych, jak méwimy,
nodwrotny” do ukladu (3).

Zadanie 1. Sprawdsié, se
z
0 g
jest ukladem wspéirsednych na plasscsyénie.
Wspélrzednymi punktu (2,3) € R? w tym ukladsie s3 2i 3 — 2% = —1.

A oto jak wyglada ,siatka wspélrsednych® w tym ukladsie, to znacsy
gbiory {z = n} i {y — 2z = m}, gdzie n i m przebiegaja liczby calkowite.
i
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Algebraiczny uklad wepélrzednych ;((::; moina tei uwasaé za
przeksstalcenie plaszczyzny R? w nia sama. Wtedy uklad }((:::)) stanowi
przeksztalcenie odwrotne. Symetria (1), w ukladzie wspéirzednych (3),
staje sie przeksstalceniem R? w R?, przéprowadzajacym dla dowolnych z
iy punkt (a(z,y),(z,y)) w punkt (a(y, z), B(y, z)).

Na przyktad symetria (1) w ukiadzie wspélrzednych (4) staje sie
przeksztalceniem danym wzorem (2). Widaé stad, Ze symetria po zmianie
ukladu wepélrzednych przestaje na ogél byé symetria. Natomiast kazda
symetria (i w ogéle kaida inwolucja) w dowolnym ukladzie wspéirzednych
pozostaje inwolucja. Stad mamy naturalne pytanie: Czy kaida inwolucja
plaszczyzny przedstawia symetrie w pewnym ukladzie wspélrzednych?

OdpowiedZ brzmi: tak, z tym e trzeba dopuéci¢ takze symetrie wzgledem
punktu i symetrie wzgledem calej plaszczyzny, czyli przeksztalcenie
toisamodciowe. Natomiast dotychczas nie wiadomo, czy

kazda tnwolucja przestrzeni tréjwymiarowe; przedstawia symeitrie

(5) (wzgledem punkiu, prostej, plaszczyeny lub calej przestrzeni)

w pewnym algebraicamym ukladzie wspdirzednych w R3.
W kagdej symetrii co najmniej jeden punkt pozostaje staly. Otéz okazuje
sie, Ze te wlasnoéé maja wszystkie inwolucje, co jest pewnym argumentem
na korzyé¢ hipotezy (5).

Zadania
2. Wykaz, ie kaide ciagle przeksztalcenie prostej, ktére jest swoja wlasna
odwrotnoédcia, ma punkt staly na tej prostej.



3. Wykai, se kaida inwolucja prostej (sadana pojedyncsym wielomianem
jednej smiennej) jest symetria (lub toisamodcia).

4. Wykai, e kaida inwolucja plasscsysny wyrasona dwoma wielomianami
stopnia pierwszego przedstawia symetrie w pewnym ukladsie
wspbirsednych.

Podam teraz dowéd hipotezy (5) w prazypadku, gdy inwolucja sadana jest
wielomianami stopni < 2. Wymiar przestrzeni, ktéra oshacsymy przes V,
nie jest istotny. Dowéd jest w zasadsie elementarny, wymaga jednak
pewnej wprawy w poslugiwaniu sie praeksstalceniami wielomianowymi.

Skoro wiadomo, e inwolucja ma punkt staly, to moiemy przyjaé, ie jest
nim pocsatek ukladu wspéirsednych. Inwolucje moina wtedy zapisa

w postaci L + D, gdzie w sklad L wchodza wylacznie jednomiany
stopnia 1, a w sklad D jednomiany stopnia 2. Oznaczmy jesscze przes [
tozsamoéé na V. Z okreélenia inwolucji mamy

(L+D)o(L+D)=1.
(W dalszym ciagu symbol ,,0” oznaczajacy skladanie prazeksztalcer
bedziemy pomijaé.) Wynika stad, e LL+ LD + D(L+ D) =1
(uwaga: L(L+ D) = LL + LD, ale D(L + D) # DL + DD; dlaczego?).
Przyréwnujac jednomiany tego samego stopnia po obu stronach mamy
LL=1I oraz LD=-D(L+ D).

Lewa strona ostatniej réwnoéci sklada si¢ z jednomianéw stopnia 2.
Natomiast po prawe]j stronie, po rozwinieciu wazystkie jednomiany
stopnia 2 dadza w sumie —DL. Stad LD = —DL i DL = D(L+ D).
Sktadajac obie strony tej réwnoéci prawostronnie z L dostajemy D =
= D(I + DL). Dopisujac do obu stron (I + DL) mamy D(I + DL) =
=D(I+DL)(I+ DL)=D(I+ DL+ DL(I + DL))=D(I+ DL -
~LD(I + DL)) = D(I + DL — LD) = D(I + DL + DL) i ostatecznie
D = D(I + 2DL). Postepujac tak dalej dochodzimy do réwnoéci
D = D(I + m DL) dla dowolnej liczby naturalnej m. Rozwaimy
pomocniczo uklad wielomianéw D — D(I + ¢t DL) smiennej t. Wszystkie
liczby naturalne sa pierwiastkami kaidego z tych wielomianéw!
Ale wielomian (jednej zmiennej) nie moie mieé nieskoriczenie
wielu pierwiastkéw, chyba Ze jest zerowy. Wtedy kaida liczba,
w szczegblnodci £ = 1/2, jest jego pierwiastkiem. Zatem D = D(I + 3 DL).
Chcemy ugyé ukladu wielomianéw I + %DL jako ukladu wspélrzednych.
W tym celu wekatemy uklad odwrotny: jest nim I — %DL. Istotnie,
(I-iDL)(I+ }DL)=1I+ }DL—- }DL(I+ 3}DL)=1I+ 3$DL+
+iLD(I+ iDL)=1+ iDL+ LD =1+ }DL — ;DL = I. Wybierajac
teraz t = —1/2 zamiast ¢ = 1/2 obliczamy w ten sam sposéb, e réwnies
(I+iDL)(I-4iDL)=1.
Podobne rozumowanie prowadzi do réwnoéci

(L+D)(I+3DL) = (I +3DL)L,

ktéra oznacza
»Przeksztalcenie L staje si¢ w ukladzie wspéirzednych I + DL
przeksstalceniem L + D™,

Naleiy jeszcze, korzystajac s togsamoéci LL = I, znalefé symetrie,
ktéra w pewnym ukladzie wspéirzednych prayjmowalaby postaé
przeksstalcenia L. Niech V; oznacza podprzestrzefi punktéw stalych
w V wizgledem przeksztalcenia L, a V; podprzestrzeh sloiona z takich

punktéw p, dla ktérych L(p) = —p. Kaidy punkt p € V moina przedstawi¢ :

jednoznacznie w postaci p1 + p2, gdzie p1 = 3(p — L(p)) EV1, 2 p2 =

= 1(p + L(p)) € V2 (jak méwimy, V jest suma prosta V; i V3). Niech

k1, k2 oznaczaja wymiary przestrzeni Vy i V,. Niech f = (fi, fa,.--, fr1)
ig=1(g1,93...,0%;) beda dowolnymi ukladami wspéirzednych w V; i V,
odpowiednio. Wtedy prseksstzlilcenie h:R¥ 44 vV preeprowadszajace
punkt (Z1,...,Zk;y,Y1,---,¥ks) W (21,0020 ) + 9‘“(9‘1,---.3&:) ted
jest ukladem wepélrzednych, tym wladnie, ktérego ssukamy. Natomiast
potrzebna nam symetria w R*1+*2 bedsie przeksztalcala kaidy punkt
(2,9‘) = (31;---;3k1,y1s---;yk:) w(—z,y) = (_31!"'l_zkuyls“'}ﬂh)°
Istotnie, przeksztalcenie L przeprowadza punkty h(z,y) w h(—z,y), czyli
L przedstawia symetrie w ukladzie wepélrzednych h, co koficzy dowéd
twierdzenia.

W kilka miesiecy p6fniej w Mlodym

Matematyku ukazal sie nastepujacy artykul. §

Marek Katz (na Zyczenie autora
redakcja Mfodego Matematyka zastosowala
taka, wersje pisowni nazwiska)

O nowym sposobie
rozwigzywania
rownan stopnia
trzeciego

Chcac rozwiazaé réwnanie z° + az® + bz + ;
+4¢ = 0, podstawiamy

2= — 10

3
i otrgymujemy réwnanie, posbawione
drugiej potegi niewiadomej:
(1) 2*+pz+q=0,
gdzie p i ¢ 83 wyrazami, zaleinemi od a, b
i c. Pragne tu podaé pewien — jak mi sig
wydaje — nowy sposéb rozwiazywania
réwnafi typu (1).

Sposéb méj polega na znalezieniu takich
liczb A, B, m, n, aby przy kaidej wartodci
z byla speiniona réwnoéé

(2) 22+ pz+q=A(z+m)®—B(z+n)®.
Wtedy otrzymamy réwnanie w postaci
(3) A(z+m)® —B(z+n)*=0
i latwo je bedzie rozwiazal; zauwaimy
bowiem, e lewa strona réwnania rozklada
sie na czynniki:
A(z+m)® - B(z+n)® =
= [VA(z + m) - VB(z + n)] x
x [\'/F(z +m)? + VAB(z + m)(z + n)+
+V/B3(z + n)’] .

Przyréwnywajac ten iloczyn do zera, mamy :
dwie mozliwodci:
(4) VA+m)- VB(z+n)=0,
(5) VA*(z+m)'+

+ YAB(z + m)(z + n)+

+ ¥YB3(z+n)? =0.
Jak widzimy, z réwnania (4) latwo bedzie

znalefé jeden z pierwiastkéw danego
réwnania (1).

Zajmijmy sie przeto znalezieniem liczb
A, B, m i n. Rozwijajac prawg strone
réwnoéci (2), otrzymamy:
2 +pz+q=
= (A~ B)z® + 3(Am — Bn)z*+
+3(Am? — Bn?)z + (Am® — Bn?®).

Jezeli dwa wielomiany jednej zmiennej
przybieraja, przy kaidej wartodci tej
smiennej réwne wartoéci, to wspéiczynniki




prsy odpowiednio réwnych potegach
smiennej mussa byé réwne:
A-B=1,
Am—-Bn=0,

Am® — Bn? = %p 4
Am® — Bn® =gq.
Mamy rozwiazaé uklad 4 réwnaii s 4
niewiadomemi. Z pierwszego réwnania
wysnacsamy A = B + 1 i podstawiamy do
posostalych réwnaii:

B(m—n)+m=0,

B(m?—n?)+m? = %p,
B(m® —n®)+m® =gq.
Wyznacsamy teras sespdt B(m —n) = —m

i podstawiamy do dwéch ostatnich réwnafi:

—m(m+n)+m?= %p,

-m{m*+mn+n’)+m® =gq.
Po uproszczeniach otrzymujemy:
mn = — lp 2
3
3¢

m+n=—,

przyczem zakladamy, ze p # 0.
(Przypadek, gdy p = 0, daje réwnanie

z* + ¢ = 0, ktérego rozwiazanie nie nasuwa
trudnoéci).

Wartoéci m i n znajdziemy jako pierwiastki
réwnania kwadratowego

{ 2 3q 1 e
(6) ol
Jezeli sie okage, Ze réwnanie to ma
wyrbznik dodatni, to posiada ono dwa
| pierwiastki nierdwne. Prazyjmujac
| jeden 3 nich za m, a drugi za n, latwo
| bedziemy mogli wyznaczyé wartodci A i
B, mianowicie
;g 3 e S il
m—n m—n
Podstawiajac te wartodci do réwnania (4)
i mno%ac to réwnanie obustronnie przez

¥Ym —n, otrzymamy réwnanie
—Yn(z+m)+ Ym(z+n)=0.

Stad mamy po uporzadkowaniu réwnanie

w postaci:
(Ym—Yn)z=mYn—nyYm.

Przeksztalcajac prawg strone, bedziemy
mieli:

(Vm — Vn)z =
= Ymn(Ym — In)(Vm+ ¥n),
a wiec ostatecznie bedziemy mieli
™ z= Ymn(Ym+ Vn).
Podstawiajac do tego wzoru wartodci m i

n, wyznaczone z réwnania (6), otrzymamy
wz6r, znany pod nazwa wzoru Cardana.

Brakuje nam liter

Tomasz M. RUSIN

Cszy sauwaiyliécie, jak czesto w problemach fizycznych (choéby tych
publikowanych w Delcie) snaleé moina sformulowanie w rodsaju ,,punkt
materialny o masie m porussa sie 3 predkodcia v ...”7 Wydawal by sie
moglo, e oznaczenie masy jakakolwiek inng litera niz- m jest po prostu
niemozliwe! Skad biersze sig takie preywiazanie fisykéw do pewnych
oznaczen? Céi, po czeéci jest to kwestia wygody i przyswyczajenia.

Po cszeéci jednak problem jest nieco bardsiej skomplikowany i ma wszelkie
cechy problemu ,zbyt krétkiej koldry”.

Gdy powstawala fizyka w jej obecnym ksztalcie, pojawily sie pojecia
takie, jak predkoéé, sila, czas. Ich nazwy kojarsyly sie z potocznymi
okreéleniami, ktérych uécidlenie stanowily. Jednoczeénie, dla wygody,

w rozmaitych réwnanjach zastgpowano same pojecia ich symbolami.
Symbolami tymi byly na ogél pierwsze litery odpowiednich nazw;

g przyczyn historycznych byly to nazwy angielskie (v — velocsty, predkosé,
f — force, sila, a — acceleration, prayspieszenie itp.). I tak symbole zrosty
sie 3 pojeciami stajac si¢ niemal ich synonimami. Na przeszkodzie tej
idylli stanela jednak sama przyroda, ktéra nieublaganie dostarczala wciaz
nowych i nowych zjawisk. Do ich opisu zad niezbedne byly nowe pojecia,
coraz czefciej nie snajdujace swoich odpowiednikéw w mowie potocznej.
Przed fizykami pojawil sie wiec nowy klopot: jak nazwaé, ale i jak
oznaczyé to, co jui odkryli. Oznaczenie takie powinno by¢ krétkie, ale
jednoznaczne, dopuszczajace przy tym régne warianty tej samej wielkodci.
Przyktadem moze tu shuzyé oznaczenie funkcji falowej w mechanice
kwantowej, dla ktérego zarezerwowano grecks litere ¢». W zaleinoéci od
kontekstu piszemy (&), ¥1(t), ¥3(t) itp.

Przykltad ten pokazuje zreszta coé nowego: oprécz samego symbolu mamy
tu takze wskafniki, ktére precyzuja, co dany symbol oznacza. WekaZniki
moga wystepowad w czterech polach otaczajacych symbol:

E]
ERAE

Obecnoéé wskainikéw w kaidym z tych pél odczytujemy inaczej. Gdy
wskagnik umieécimy w polach 1 lub 2, bedziemy mieé do czynienia z liczba
masows lub atomowa pierwiastka X (na szczeécie, prawie nikt poza
fizykami jadrowymi w tych polach niczego nie zapisuje). Znacznie gorzej
sytuacja wyglada dla wskafnika umieszczonego w polu 3. Liczba 2 tam
znajdujaca sie moze np. oznaczaé zaréwno kwadrat liczby z (tzn. 2’=z-1),
jak réwniez druga sktadows wektora (z',z%,z*). Gdybyémy natomiast
ujeli dwéjke w nawiasy, (2), niemal kaidy rozpoznalby druga pochodna

2
funkcji X (Xm — ac-lx—zX . Pole 4 zashiguje wreszcie na nazwe émietnika
— wrzuca sie tam wszystkie mozliwe indeksy. Zapis B; moze oznaczal
indukcje pola magnetycznego B; (np. pochodzaca od pierwszego irédia),
ale takie i pierwsza skladowa wektora B = (B, B2, Bs).

Indeksy w symbolach wielkoéci fizycznych to nie jedyna mozliwa
komplikacja. Czesto pojawiaja si¢ tam dalsze ,,0zdobniki”: gwiazdki (X*),
kropki (X), kreski (X), daszki (X), falki (X), strzalki (X) i wazelkie
motzliwe ich kombinacje. Prowadzié to moze do zabawnych nieporozumie.
Weimy np. operacje ,kropkowania”, cz_yli rézniczkowania wzgledem czasu
(X = E) i rozwaimy nateienie pradu elektrycznego zwykle oznaczane
w elektrotechnice litera 1. Co oznacza zapis i? Na dodatek 7 jest takize
matematycznym symbolem jednostki urojonej. Konia z rzedem temu, kto
rozszyfruje réwnanie

i+ 1=i(1 + 20)%
O tym, ie nie 83 to problemy a# tak nieistotne, jak nam sie czesto wydaje,
mozna przekonaé sie czytajac dowolny akademicki podrecznik fizyki.



Czasem aZ #al autora, ktéry usiluje zapisaé wzér typu
energia pola
jednostka objetoéci
dobierajac réine znaczki preypominajace liter¢ E! Sek jednak w tym,
e jednoznacznofci jednoliterowych oznaczef nie da si¢ po prostu osiagnaé.

1 Redakcja Miodego Matematyka
.y + A 2 =

iy E(na.te!eme pola elektrycznego)®, B cpatrzyla artykut Marka Kaca
nastepujacym komentarzem.

Zamieszczone wykresy pokazuja statystyke uiywalnodci rozmaitych liter & Udsielajac miejsca sposobowi,

(greckich i tacifiskich) jako standardowych symboli wielkodci fisycznych przedstawionemu przes p. Marka Katza,
w kilku podrecenikach figyki. Jak wynika z wykreséw, najwiecej utywa ktéry jest uczniem VIII klasy gimnazjalnej
si¢ do oznacszen liter lacifiskich — 105, z czego 65 przypada na duie i 50 Liceum Krzemienieckiego, Redakcja musi
- na male litery. Srednio kaida wielka litera ,zajmowana jest” przes 2,17 doda¢ kilka uwag.

poje.é fizycznych, ma.l? - przez 1,93 pojeé. Najwiecej pojeé p.rs;ypa.d.a Autor artykuhu ogranicsy! sie do

na htere‘c - 7, najmniej na o.- 0 (sa:.pe“:ne, a.by.un.ikna,é mt:fhwoém roswasenia prsypadku, kiedy wyréinik
p.omylenla. 5 zerem).. I.NTa. tl:a llt.er taciriskich ugycie llter.grecklch prezentuje réwnania (6) jest dodatni, csyli prsypadku,
si¢ znacznie skromniej. O ile liczba oznaczefi malymi literami (41) kiedy wyradenie

jest poréwnywalna z analogiczna liczba dla alfabetu lacifiskiego, to 112 118

juz dla duzych liter nastepuje prawdziwy krach (tylko 10 przypadkéw i (8) (iq) 4 (§ )

zastosowania). Ogélna charakterystyka wykresu przypomina nieco funkcje

f(z) = | sin z| z maksimum dla litery ¢ (6) i minimum dla ¢,0,v (0). ma wartoé¢ dodatnia. Z teorji réwnania

trzeciego stopnia wiadomo, ie w tym
przypadku réwnanie (1) posiada jeden
pierwiastek rzeczywisty. Metoda, opisana
w artykule, odnosi si¢ do znalezienia tego
pierwiastka.

Litery taciriskie

f w praypadku, kiedy wyraienie (8) jest
gerem, wyréinik réwnania (6) jest zerem,
a wiec réwnanie to-posiada pierwiastek

Liczba powtdrzen
tej samej litery
- WA GO

ABCD GHI JKL Dusza litera ' iy
abcdefghijklmnopqrstuvwxyz%Maﬁalmm podwéjny: .
_ 99
=n=_—.
Liczba duzych liter 55 $rednio 2,11 oznaczer na literg 2p
Liczba malych liter 50 $rednio 1,92 oznaczen na litere Ale w tym przypadku wzér (7) przybiera
Razem 105 érednio 4,04 oznaczeri na literg postaé z = 3 , i nietrudno sprawdsié

| przez bezpoérednie podstawienie,
& je wazér ten daje pierwiastek
réwnania (1).

g2 W przypadku, kiedy wyraienie (8) ma
gg wartoéé ujemna, m i n nie sa liczbami
g % rzeczywistemi. Zachodsi tu przypadek,
8F znany pod nazwa casus irreducibilis,
= - tem osobliwy, e w tym przypadku
réwnanie trzeciego stopnia posiada trzy
pierwiastki rzeczywiste, ale nie moina
Liczba duzych liter 10  $rednio 0,40 oznaczef na litere ich wyznaczyé droga algebraiczna,.
Liczba malych lter 41  $rednio 1,84 oznaczer na litere Rzecs jasna, ie i metoda, opisana przesz
Razem 51 érednioc 2,00 oznaczer na litere p. M. Katza, zawodzi w tym przypadku.
W samej rzeczy, réwnanie
Literatura: - (z — 1)(3 = 2)(3 4 3) =0
1. Resnick, Holiday — Wetgp do fizyki, PWN 19074. o :
2. Slownik fizyezny, PWN 1086. posiada trzy pierwiastki: +1, +2, —3.
3. Encyklopedia fizyki wepdlczeones, PWN 1984. Roxwija,ja,c lewa strone, otrzymujemy
4. Landau, Lifssyc — Krdtki kure fizyki, PWN 1986. réwnanie
5. Notatki z zeszytéw autora, 1984 — 1988. 3
z°—Tz+6=0,
Jak zaradz'ié bra:kotvi odpowiedni:ej lif:s‘by symboli? Na.rsucajac;tm sie mamy wiec wartoéci: p = —7, ¢ = 6.
sposobem jest uzycie oznaczen wieloliterowych. Ale (niestety) fizycy sa Réwnanie (6) przybiera postaé
leniwi i nie lubig dlugich symboli. Mamy wiec bledne kolo. Jednak, byé 6 7
motie, istnieje wyjécie z tej sytuacji. Nic nikomu nie sugerujac zauwaimy, u? + ?t& + g 0.
ze w jezyku chidskim wystepuje okolo 50 000 znakéw pisarskich... A tych,
ktérzy pomyéla, ze zartuje, odsylam do ksiazki Bohra i Mottelsona Latwo sprawdzié, ge réwnanie to nie
Struktura jqdra atomowego. posiada pierwiastkéw rzeczywistych, a

B wiec nie moina wyznaczyé rzeczywistych
wartodci m i n, skad jednak nie wynika,
by dane réwnanie trzeciego stopnia nie
posiadalo pierwiastkéw.

PS. Zachecam Czytelnikéw do uzupelnienia zamieszczonej statystyki.
Mozina tei poszukaé wzoréw funkcji (ciaglych) najlepiej przyblizajacych
wykresy.




POpI‘US?JGB};‘ o skomentowanie tegoz
tekstu profesor Andrze] Schinzel napisal:

»Podana metoda prowadzi latwo do
wyznaczenia wezystkich pierwiastkéw
réwnania (1). W tym celu naleiy
zauwazyé, Ze jedli p jest pierwiastkiem
pierwotnym trzeciego stopnia z 1, to
réwnanie (5) jest réwnowaine
alternatywie
VA(z+m)—p' ¥YB(z+n)=0 (i=4+1),
przy czym wartodci /A i /B traktujemy
jako ustalone. Podstawiajac, jak to zrobil
autor notatki,
B= . ’ A= — ’
m-—-n m-—-n
gdzie m, n sa pierwiastkami réwnania (6),
i mnoiac przez {/m — n otrzymamy
~Yn(z+m)+ o' Ym(z+n)=0.
Stad
(6" ¥/ — /) = mfi o' Y =
= Ymn[Ym — Snp¥][Ym + Vno™]
i ostatecznie
| 2= Ymn(p"Ym+p'¥n), (i==1).
Przypadek ¢ = 0 odpowiada réwnaniu (4)
rozpatrzonemu przez M. Kaca. Biorac t =
= 0,=1 otrzymujemy wszystkie pierwiastki
réwnania (1) réwniez i wtedy, gdy
wyrébinik réwnania (6) jest niedodatni.”

Whbrew pozorom komentarz Miodego
Matemalyka i przyvtoczony, wspdlczesny
komentarz profesora Schinzla nie 83

SprzecIne.

Juz od momentu opublikowania wzoréw
Cardana bylo wiadomo, e pozwalaja
¢ one na znalezienie pierwiastkéw réwniez
dla casus irreducibslis, ale przy przejéciu
podczas obliczerl przez rachunkina
liczbach zespolonych. A to uwasano za
metode ,podejrzana”.

Okolo 1600 roku zostal znaleziony (przes
Frangois Viéte) sposéb na rozwiazanie
casus srreducibilis w obrebie liczb
rzeczywistych — przez odpowiednie
podstawienie trygonometryczne. I uwagi
redakcji Mlodego Matematyka dotycea,
spostrzezenia, fe rachunki Marka Kaca
takiej mozliwodci nie stwarzaja.

Profesor Andrzej Schinzel natomiast
gwraca uwage na fakt, se dopuszczajac
rachunki na liczbach zespolonych mozna
dojéé do rozwiazania casus srreducibilis
réwniei droga zaproponowana prie:
kilkunastoletniego Marka Kaca.

Dlaczego piszemy po chinsku?

Okolo roku 220 p.n.e. zagrozone pierwszymi najazdami Mongoléw
pafistwa Chin zjednoczyly si¢. Zjednoczenia dokonal Ts’in Szy-huang-ti
i on zostal cesarzem kolejnego (co najmniej cswartego w dziejach Chin)
imperium.

Byl to calowiek bardzo energiczny, mial niezmiernie ambitne plany, nie
brakowalo mu tez zdecydowania w realizacji swoich zamierzefi. To on
zbudowat Wielki Mur (jedyna budowle widoczna ,,golym okiem” ze

stacji orbitalnych) — miata ona chronié Chiny przed najasdem (i przes
ponad 1400 lat spelniala skutecznie swoje zadanie). Wprowadzit jednolite
miary i wagi oraz, uiywane po dzié dziefi, pismo ideograficzne. O tym
wladnie piémie chcialem napisaé kilka uwag. Poiegnajmy sie jednak

% jego promotorem: brutalne rzady Ts’in Szy-huang-ti skoriczyly sie
gamordowaniem cesarza w 206 r.p.n.e, ale cesarstwo nie rozpadio si¢ - jego
nastepcy, snani jako dynastia Han, doprowadszili imperium chifiskie do
najwigkszego, w dziejach Chin, rozkwitu (doéé powiedzieé, e na poczatku
nasgej ery granicsylo ono na sachodsie bespoérednio z Cesarstwem
Rzymskim).

Podstawowg zaleta pisma chifiskiego jest fakt, e nie ma ono
jednoznacznego odczytania fonetycznego. Dokladniej: w réinych jezykach
méwionych jego znaki s3 odczytywane w résnie bramiacy sposéb. Dlatego
tei literatura chifiska (zaréwno piekna, jak i naukowa) jest jedna, choé na
terenie Chin uzywa sie kilkunastu réinych jezykéw. Nie sposéb przecenié
znaczenia tego faktu dla utrzymania spoistodci kulturowej ogromnego

i czesto politycznie rozdrobnionego kraju. O sile tego pisma wiadcsy
dobitnie uiywanie go (bez Zadnych zmian) za sposéb notowania prac
naukowych przez (zawsze doéé nacjonalistycznie nastawiona) Japonie.

Dlaczego warto o tym wspominaé przy okazji matematyki? Ot6: dlatego,
ie matematycy réwniei posluguja sie pismem ideograficznym. Z tych
samych powodéw i z tym samym pozytywnym skutkiem co Chificzycy.
Napis ,1247" czy ,z° — 4z + V12 = 0” odcaytuje si¢ fonetycznie zupelnie
inaczej po polsku, niz po angielsku, rosyjsku czy wegiersku. Znacza jednak
te napisy wszedzie to samo. Umosliwia to istnienie wspélnej kultury
matematycznej dla matematykéw calego éwiata i wielce w rozwijaniu
matematyki pomaga.

Zaleta ta zostala praejeta przez wezystkie nauki korzystajace  matematyki
i powoduje, 22 mozemy dzié méwié o jednej na calym éwiecle fizyce,
chemii itd. Podcszas gdy méwienie o wepélnym dorobku dyscyplin
humanistycenych calego dwiata byloby w chwili obecnej niesensowne (csy
co najmniej przedwczesne). Tak wiec sasadnicsa réinica w éwiatowym
funkcjonowaniu tego, co anglosasi nazywaja science i arf, ma powody
(paradoksalnie) jezykowe.

Tych kilka uwag nasunelo mi si¢ przy czytaniu artykulu Tomasza Rusina
o symbolice fizycznej. Jest to bowiem dyskusja o tym, jak z liter pisma
alfabetycznego produkowaé ideogramy funkcjonujace wiadnie na zasadsie
hierogliféw chifskich.

I jeszcze jedna uwaga. Od czasu do czasu Europejcsycy wpadaja na
pomyst, by oéwieci¢ Chificsykéw, ulatwié im iycie (a w ssczegélnodci
czytanie i pisanie) praez wprowadsenie u nich pisma alfabetycznego.
Trudno o bardsziej absurdalny pomys}. Zeby ten absurd srozumieé w pelni,
warto sprébowaé sebraé argumenty za tym, by matematycy srezygnowali
ze swoich formalizméw i w swoich pracach uiywali zwycszajnego,
alfabetycznego, sgodnego 2 fonetyka pisma. Do tego matematycy sklonié
gie nie dadza. Maja zressta wainy powéd. Przes dwa i pbl tysiaca lat
tak notowano matematyke i ostatecznie sdecydowano gi¢ na dsisiejssy,
ideograficzny sposéb pisania niewiele ponad 300 lat temu. A jakie to
dalo wyniki, kazdy moie stwierdsi¢ wiedsac, jak wielki skok odnotowala
matematyka w XVII wieku.

Marek KORDOS



Dlaczego wzrasta
liczba wypadkéw samochodowych ?

o dramatycsnym wsroécie licsby wypadkéw samochodowych.
Zaznaczano jednocszeénie, e werost ten jest nieproporcjonalny do
wsrostu licsby samochodéw. A mianowicie, prsy powieksseniu

sie licsby samochodéw o 30 % liczsba wypadkéw wsrosta o 70 %

w tym samym okresie. Réinica wspomnianych liczb dala powéd do
wielu dyskusji, w ktérych podkreélano coraz bardziej niebezpieczny
sposéb jazdy wielu kierowcéw, pogarszajacy sie stan drég itp.

Ta résnica réwnies ma by¢ istotna przycsyna slej sytuacji finansowej
Paistwowego Zakladu Ubezpieczenr (PZU), jako e wplywy tej
instytucji sa proporcjonalne do licsby samochodéw, wydatki zad do
licsby wypadkéw.

Cszy doprawdy éw dramatyczny warost licsby wypadkdéw jest
nieoczekiwany, czy nie mozna go bylo przewidsie(? Ponisej sprébuje
pokazaé, se obserwowany wzrost w pelni zgadza si¢ z rezultatami
prostych kombinatorycznych rozwasan.

Zacznijmy od skonstruowania modelu omawianego zjawiska.
Zakladamy, ze w typowym wypadku uczestnicza dwa samochody.
Zdarzaja sie, oczywiécie, wypadki z udzialem tylko jednego
samochodu, np. najechanie na przydrozne drzewo bad#
wielosamochodowe karambole, lecz przyjmujemy, e wypadki

takie sdarzaja sie rzadko w poréwnaniu ze zderzeniami dwéch
samochodéw. Dalej przyjmujemy, ze dany samochéd ma jednakowa
szanse zderzenia sie z kazdym innym samochodem poruszajacym sie
w okreélonym terenie, np. w miedcie. Wobec tego liczba wypadkéw
w danym miedcie bedzie proporcjonalna do liczby wszystkich
mozliwych par samochodéw. Jak pamietamy, liczba takich par
wyraga si¢ za pomoca symbolu Newtona, tj.

(;) - 2!(nﬂi 1] e n(nz_ 4,

gdzie n jest liczba samochodéw. Gdy liczba ta jest dostatecznie
duza, n(n — 1) mozna prayblizyé przes n?. Tak wiec, jeéli liczba
samochodéw wserasta k razy w pewnym okresie i warunki ruchu
drogowego nie ulegaja zmianie w tym czasie, liczba wypadkéw,
zgodnie z naszym modelem, wzrasta k? rasy.

Przedstawiony model §wietnie zgadza sie g liczbami wspomnianymi
na wstepie. Wzrost liczby samochodéw o 30% oznacza, se k = 1, 3,
zad k? = 1,69, co prowadsi, w przyblizeniu, do 70 % wszrostu liczby
wypadkéw. A wiec wzrost ten jest prosta konsekwencja wzrostu
liczby samochodéw bad# inaczej — ich gestodci na drogach. Jedli
warunki, w jakich odbywa sie ruch drogowy, nie beda ulegaly istotne;j
poprawie, bedziemy obserwowaé kwadratowy, a wiec bardzo szybki,
warost liczby wypadkéw.

Nasz model mozna zastosowaé do innych warunkéw. Wyobrafmy
sobie np. kraj, w ktérym liczba samochodéw jest tak niewielka,

ze bardzo rzadko dochodzi do zderzenia dwéch pojazdéw i typowym
wypadkiem jest najechanie przeszkody prszez jeden samochdéd.

Albo calkiem inny kraj, w ktérym tlok na drogach jest tak wielki,
#e najczesciej dochodzi do karambolu czterosamochodowego.

Jak szybki bedzie wzrost liczby wypadkéw w tych krajach przy
zwiekszaniu sie liczby samochodéw?

Stanislaw MROWCZYNSKI

Kac po latach prsekonat sie, se odkryta
; i : & prses niego w 1930 roku metoda jest
W ostatnich miesiacach prasa, radio i telewizja wielokrotnie donosily §

INa koniec warto dodaé, se Marek

zastosowaniem twierdzenia Sylvestera do
roswiasywania réwnaii trzeciego stopmia.
Twierdzenie to brzmi:

Kazida dostatecznie ogdina forma dwdjkowa
nad cialem K, stopnia 2n—1 jest sumqn
form liniowych, kidrych wepdlezynniks dajq
si¢ wyznaczyé przez rozwigzanie réwnania
stopnia n nad cialem K.

(J. J. Sylvester, The collected mathematical
papers, vol. I, Cambridge 1904, ™
str. 203-216 oraz 265-283, oraz A. Cayley, *
The collected mathematical papers, vol. IV, ©
str. 43-53.)

R I W o

Roswiasanie sadania F 808.
Niech r oznacza promien wibkna,
dlugodé, P - moc iardwki,

I/ - napiecie, T — temperature widkna
podczas pracy, R — opér tardwki
podczas pracy. Praktycznie cala
pobrana moc zostaje wypromieniowana

i jego

prrer wiSkno. Stosujac prawo Stefana
-~ Boltzmanna dostaniemy

P=0,4-0T* 2nrl,
gdzie # = 5,67-10"% W/(m?K*) -
Boltzmanna, a 2nrl jest powierzchnia
wldkna. Moc pradu elektrycznego dana
jest wzorem

atala

ra
e
R

gdzie
g I
R = p[1 + a(T - 273K)] — .
wr

Eliminujac r roswiazujemy powyisne
réwnanie wzgledem |

e PU?
TV o(1 + «(T = 273))4n(0,40T4¢)%
=0,67Tm.

WiSkno jest zwiniete w spirale, aby
zmiedcilo sie w Zardwece.

e

Roswiasanie sadania F 809.

Niech P oznacza moc silnika pojazdu,

u — predkoéé wiatru. Dla duzych
predkodci sila oporu powietrza jest
dominujaca sila, opordw ruchu i jest ona
proporcjonalna do kwadratu predkodci
pojazdu wrgledem powietrza. Moc jest
réwna sile oporéw pomnozionej przez
predkodé pojazdu. Stad p ~ u:. oras
p~ (v+u)?. v; otrsymujemy

(v+u)? v=0) =

vl
u = —2 — v ® 15 km/h
v
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Degeneracja — stan gazu, w ktérym
jego cidnienie nie zaleiy od
temperatury. Osiagany w niskiej
temperaturse lub pray wysokiej
gestodci. Zjawisko kwantowe zwiazane
t faktem, 4e dwa elektrony nie mogsa
snajdowad sie w tym samym stanie.
Gdy zajete sa stany o niskiej energii,
credé cxastek — bes wrgledu na
temperature — musi mie¢ wysokie
energie i one wladnie najwiecej wnosza
do cidnienia gazu sdegenerowanego.

Twierdsenie o wiriale: dla
stacjonarnego ukladu punktéw
materialnych podwojona energia
kinetyczna jest réwna minus energii
potencjalnej (grawitacyjnej).

W prezypadku gwiazdy energia
kinetyczna crastek jest energia
termiczna materii gwiazdy. Autor
prowadsac przyblifone oszacowania
pomija tu czynnik 2.

O calkiem starych gwiazdach nowych

Aleksander SCHWARZENBERG-CZERNY

Nie wssystko nowe, co nowym sie widsl

Nowymi nazwali dawni astronomowie te gwiazdy, ktére czasami pojawialy sie

w miejscdch, gdsie prsedtem nic nie bylo widaé. Niestety, okazalo sie, ze ich blask
ssybko gaénie i jus po kilku latach, a nawet miesiacach, przestawaly byé widoczne.
Dopiero fotografie wykazaly, e gwiazdy nowe to w istocie slabe blekitne gwiazdki,
ktére rosblyskuja powiekssajac blask od 10* do 10® razy. Okazalo sie, ie po kaidym
rozblysku odrzucaja szsybko powigkszajacy sie obloczek gazu. Poza wybuchami badania
tych blekitnych gwiazdek byly utrudnione 5 powodu ich stabego blasku i dopiero

w latach pieédsiesiatych ustalono, ie 83 to uklady podwéjne gwiazd krazacych tak
blisko siebie, ie jest moiliwy przeplyw gazu z wigkszej, zwanej czerwonym olbrzymem,
do mniejszej, swanej bialym karlem. Pierwsza 2 nich jest bardzo podobna do Slofica,
jedynie nieco chlodniejsza — stad jej nazwa. Druga gwiazda, o podobnej lub nieco
wiekszej masie, rozmiarem nie przekracza Ziemi. O ile érednia gestoéé czerwonego
olbrzyma jest podobna do gestodci wody, to gestoéé bialego karla jest milion razy
wieksza. Materia o takiej gestodci ma wlasnoéci calkiem niezwykle i nazywamy ja
materia, zdegenerowana. Zwykle gwiazdy éwieca, bo ich wnetrza s3 gigantycznymi
reaktorami termojadrowymi. Biale karly to tacy gwiezdni emeryci — w ich wnetrzach
jus caly wodér ulegl przemianie w hel *He lub nawet w wegiel '?C i dalsze reakcje
termojadrowe ustaly. Swieca one kosztem nagromadzonej energii i powoli stygna.
Sytuacja bialych karléw w gwiazdach nowych jest o tyle niezwykla, ze na ich
powierschnie spada przeplywajacy z czerwonego olbrzyma woddr — potencjalne paliwo
termojadrowe. Zrozumienie gwiazd nowych wymaga zastanowienia sie, czy i jak moga
przebiegaé reakcje termojadrowe w utworzonej na powierzchni ich bialych karléw
warstwie wodoru.

O stabilnodéecl termicsnej Slofica

Z nassego powsszedniego dodwiadczenia plynie wniosek, ie reakcje termojadrowe

na Sloficu przebiegaja spokojnie. Nie jest wcale oczywiste, ze tak byé musi.

Energie termiczne czastek we wnetrzach gwiazd osiagaja co najwyiej kilka keV.
Reakcje termojadrowe polegaja na laczeniu sie jader poprzez bariere odpychania
elektrostatycznego rzedu MeV, zatem moga zachodzié jedynie dzigki tunelowaniu.
Tunelowanie jest efektem kwantowym polegajacym na przejéciu przez bariere
potencjalu czastki, ktérej energia jest do tego niewystarczajaca. Jest to zwiazane

% nieoznaczonoécia energii i czasu trwania stanu czastki w mechanice kwantowej.
Czasem czastka moie otrzymaé dodatkows energie, niejako na kredyt, ktéry jest po
pewnym czasie swracany. Przy tym, tak jak w zyciu, im wiecej i na diuiej chcemy
iy¢ na kredyt, tym jest to mniej prawdopodobne. Prawdopodobiefistwo tunelowania
maleje wykladniczo ze wzrostem stosunku energii bariery i czastki. Zatem przekréj
czynny reakcji laczenia jader silnie zalezy od temperatury, tym silniej, im wieksze sa
tadunki reagujacych jader. Tam, gdzie swiekszeniu wydzielania energii w reakcjach
towarzyszy warost temperatury, musi dojéé do dalszego wzrostu ilodci reakcji 1 w koficu
do wybuchu termojadrowego.

Réwnowaga hydrostatyczna gwiazd podobnych do Slofica polega na réwnowazeniu sie
cidnienia hydrostatycznego wywolanego cigZeniem i ruchami termicznymi,

GM? 1 M kT

. ey L
gdzie p oznacza mase czasteczkowa gazu (reszta oznaczer standardowa). Wskutek
réwnowagi energia grawitacyjna i termiczna gwiazdy Ec i Er 83 powiazane w mysl
twierdzenia o wiriale. Mnozac powyiszy wzér przez objetodé gwiazdy R® otrzymamy
w przyblizeniu Eqg ~ Er. Woéwczas i energia calkowita E = Eg + Er jest takie
proporcjonalna do energii termicznej, z przeciwnym znakiem (E jest ujemne).
W réwnowadze produkcja energii w reakcjach jest réwnowagona przez straty na
wypromieniowanie. W przeciwiefistwie do produkeji energii straty lagodnie zaleza od
temperatury i w pierwszym przybliZeniu ich zmiane pominiemy. Wéwczas



Roswigsanle sadania M 601,
Réwnanie (5 +3v/2)™ — (3 + 5/2)" =0
dla calkowitych m i n, to w istocie
dwa réwnania o wspbSlcsynnikach
calkowitych: jedno méwiace o tym,
te suma wyrasdw nie sawierajacych

2 jest réwna 0 i drugie — e suma
wepblczynnikéw wyrazéw zawierajacych
\/2- jest réwna 0. Dlatego para (m,n)
bedaca rozswiazaniem danego réwnania
jest réwniei rozswigzaniem réwnania
(6-3v2)" =(3-56V2)" =0
— prowadszi ono ao tych samych réwnafi
dla licsb calkowitych. Réwnanie
(6 — 3v/2)™ = (3 — 54/2)™ ma jednak
tylko jedno rozwiazanie (0,0), bo
0<5—3/2 <1<5/2— 3. Zatem
m=n=0.

&

Roswiasanie sadania M 6013.
Poniewai f(0) = f(1) = 1, wiec wyras
woly wielomianu fa(z) =
= f{f(...(F(z))...)) iest ré6wny 1.
e i T
n—razy
Stad f.(m) daje przy dzieleniu prres
m resstg 1. Dla danych k i n istnieje
wiec taka para liczb ealkowityeh p i p’,
te
Intn(m) = fe(fn(m)) =
=p-falm)+1,
dowolny wspélny dzielnik fn4x(m)
i fn(m) jest zatem dzielnikiem
jednodei, czyli

NWD(fnsk(m), fn(m)) = 1.

x

Rolwlilanie sadania M 608.
Zaléimy, ie

\/a+ Vet -+ a=b.

1991

Podnoszac wielokrotnie do kwadratu
obie strony réwnania oraz przenoszac
na praws strong wyrasy bes
pierwiastka, otrzymamy dla pewnych
nieujemnych liczb calkowitych ¢, d

\/a+\/<;=c i ﬁ:d.

Stad d* +d = ¢?, wtedy dlad > 0

jest ¢ > d, a wiec ¢ > d + 1, skad
¢?>d(d+1)=d*+d. Zatemd=10

i jedynymi rozwiazaniami réwnania sa
z=y=0.

perturbacja gwiasdy, polegajaca na wsrodcie temperatury, prowadzi jedynie do wzrostu
tempa reakcji i wsrostu energii calkowitej, czyli malenia jej wartodci bezwszglednej
(wsrost promienia gwiazdy). Na mocy réwnowagi hydrostatycznej.oznacza to malenie
temperatury, ceyli sanik perturbacji. Zatem ujemne efekiywne ciepto wladciwe

Slofica sapewnia spokojny przebieg reakcji termojadrowych w jego wnetrzu. Wiecej
informacji na temat Slofica i swyklych gwiasd Csytelnik snajdzie w moim artykule

w Deleie 6/1989.

O niestabilnodci reakcji we wnetrsu bialego karla

Inaczej rzecz si¢ ma we wnetrzu bialego karta. Ciénienie w jego wnetrzu (czyli przekaz

pedu na jednostke czasu i powierschni) jest wskutek degeneracji sdominowane przez

elektrony. Okreflajacy ciénienie rosklad ich pedéw wynika z zasady nieoznaczonoéci:
s

a= "My

gdzie p oznacza ped. Zwiazek nieoznaczonofci polosenia s gestodcia Az® ~ pufp

wynika z zakazu Pauliego dla elektronéw, w my#l ktérego tylko jeden elektron

moze si¢ znalefé w danym stanie, okredlonym przedzialami pedu i polojenia: Ap®

i Az®. Zatem rozklad pedéw oraz ciénienie zaleia jedynie od gestodci. Dszieje sie

tak przynajmniej tam we wnetrzu bialego karla, gdzie g jest na tyle duge, ie pedy

ruchéw termicznych sa zaniedbywalne wobec Ap, czyli gdzie zachodzi degeneracja.

W przypadku rozpoczecia sie reakeji termojadrowych zaczyna rosnaé temperatura,

ale nie powoduje to z poczatku wzrostu ciénienia. Stan taki trwa, dopéki wysoka

temperatura nie spowoduje oddegenerowania gazu. Dopiero wtedy jego cidnienie

zaczyna reagowal na temperature — z koniecznodci gwaltownie. W my#él powyizszego

reakcje jadrowe we wnetrzu bialego karla, o ile tylko znajdzie sie tam paliwo, musza

prowadzi¢ do wybuchu. - -

Aps ~

FReakcje termojadrowe w gwiasdach now;y;ch

Wodér spadajacy na powierzchnie bialego karla jest poczatkowo rozgrzany upadkiem
i pod niewielkim ciénieniem nie ulega degeneracji. Dopiero gdy nazbiera sie jego
dostatecznie gruba warstwa, u jej podstawy cinienie moze osiagnaé wartodé
wystarczajaca do degeneracji. W miedzyczasgie temperatura musi tam rosnaé, by
zapewnié odprowadzanie na zewnatrz ciepla z wnetrza, jak i z rozgrzanej upadkiem
otoczki. Gdy temperatura osiagnie wartoéé wystarczajaca do rozpoczecia reakeji
termojadrowych zanim w otoczce wystapi degeneracja, spalanie wodoru przebiega
spokojnie, jak na Sloficu. Otoczka rozszerzy sie o tyle, by zapewnié tempo palenia
wodoru réwne tempu jego naptywania od drugiej gwiazdy. Jednak jeéli reakcje
rozpoczna, si¢ dopiero po nastapieniu degeneracji w podstawie otoczki, prowadza do
gwaltownego wzrostu temperatury i tempa reakcji, czyli do wybuchu termojadrowego.

Przebieg wybuchu

Poczatkowo wzrost temperatury w warstwie zdegenerowanej nie wplywa na

ciénienie (I faza wybuchu). Energia produkowana w tej fazie jest odpowiedzialna za
gwaltownosdé péiniejszego wybuchu. Lawinowe narastanie reakcji zostanie wstrzymane
dopiero po dotarciu wydzielonego ciepla do warstw niezdegenerowanych. Z chwila
dotarcia ciepta do powierzchni gwiazdy nastepuje maksimum jasnoéci (mocy)
calkowitej. Z uwagi na mala powierzchnie jasnoéé powierzchniowa jest duza. Na

mocy prawa Stefana-Boltzmanna wynosi ona ¢T*, co oznacza wysoka temperature.
Na mocy prawa Wiena czestodé maksimum promieniowania, proporcjonalna do
temperatury, wypada wéwczas w dalekim nadfiolecie. Przyrost cidnienia gazu

w niezdegenerowanej otoczce powoduje jej ekspansje (II faza wybuchu). Ekspansja
widocznej powierzchni (fotosfery) postepuje tak dlugo, dopéki jej gestodé nie spadnie
tak, Ze staje si¢ ona przezroczysta. Osiagane jest wéwczas maksimum blasku (III faza),
bowiem w przybliZeniu Rayleigha—Jeansa moc éwiecenia w paémie widzialnym zalezy
slabo od temperatury, a gléwnie od powierschni. W tej fazie wewnetrzna czedé otoczki
zaczyna opadad, podsycajac dopalanie reszty wodoru. Dzieje sie to jui przy braku
degeneracji, zatem spokojnie i zapewnia mniej wiecej stala moc caltkowita w tej fazie.
Réwnoczednie rzedniecie otoczki powoduje cofanie sie widocznej jej powierzchni i co za
tym idzie — spadek jasnoéci widzialnej. W ostatniej (IV) fazie nastepuje zakoriczenie
wybuchu. Wéwczas odtwarza sie przeplyw masy od towarzysza, by¢ moze dodatkowo
stymulowany ogrzaniem go przez wybuch.

Y



Masa Chandrasekhara — maksymalna
masa bialego karla réwna

okolo 1,44 Mg. Im wicksza jest masa
bialego karla, tym mniejsze sa jego
rozmiary — przy masie Chandrasekhara
teoretycznie data do zera.

Skad sie biorg gwaltowne wybuchy?

Teoretycy maja trudnoéci se srosumieniem, skad sie biora najgwaltowniejsze wybuchy
nowych. Wylicsymy najwainiejsse, wiaiace sie 5 tym problemy i proponowane ich
roswiasania.

1. Podobnie jak w bombach termojadrowych tak i tu trudno jest sapobiec
preedwczesnemu rosleceniu sie otocski i rogproszeniu paliwa. Uwaiamy, ie to
przedwcsesne rogproszenie nie sachodsi dsigki zmagasynowaniu czeéci energii
otoczki w 1 niestabilnych jadrach atomowych N, *0, 20, ''F. Jadra te
rozpadaja sie¢ po csasie rsedu 100 s (ktéry jest dluissy od charakterystycznego
czasu sachodsenia smian w otoczce, réwnego stosunkowi gruboéci otoczki do
predkoéci déwieku), a wiec przes ten czas sgromadsona w nich energia nie wplywa
na stan gazu. Poniewai w panujacych wtedy temperaturach nie zachodzi synteza
120, gatem calkowita liczba jader C, N, O nie ulega zmianie, jedynie 8a one dzieki
praylacsaniu protonéw zamieniane na izotopy St niestabilne. Zatem skutecznoéé
tego mechanizmu wymaga obecnoéci od poczatku duiej ilodci trwalych izotopéw
C, N, O

2. Skoro energia, ktéra moze byé zuiyta na odrzucenie otoczki, jest ograniczona,
to powinna zostaé racjonalnie wykorzystana. By tak sie stalo, niezbyt masywna
i gesta otoczka powinna byé u podstawy zdegenerowana, a tak bedzie, gdy bialy
karzel bedzie masywny (o masie zblifonej do masy Chandrasekhara) i co za tym
idzie, maly. Wtedy bowiem u podstawy otoczki panuje silna grawitacja i moze
wystapié gestoéé wystarczajaca do degeneracji.

3. Dodatkowo okazuje sie, ze tempo gromadsenia wodoru na powierzchni bialego karla
nie moze by¢ sbyt wielkie. Wtedy bowiem wraz z wodorem otoczka zyskiwalaby
coraz wiecej energii termicznej nie mogac sie jej pozbyé, gdyz tempo jej utraty
niewiele zmienia sie w trakcie akrecji. Zatem utrzymanie otoczki w temperaturze
dostatecznie niskiej, by zapobiec przedwczesnemu zapaleniu, przed nastapieniem
degeneracji, wymaga tempa akrecji przed wybuchem lub po nim niiszego co
najmniej o rzad wielkodci niZ obserwowane w znanych nowych. Dlatego postuluje
sig tzw. hibernacje nowych w stanie powolnej akrecji, po ktérym nastepuje wzrost
tego tempa na kilkaset lat przed wybuchem i powtérna hibernacje ai do nastepnego
wybuchu.

Rola obserwacji

Jak widaé, na wszystkie problemy znaleziono rozwiazania. Sek jednak w tym, zZe

w dotychczasowych obserwacjach brak potwierdzenia tych rozwiazafi. Ostateczne
wyjaénienie natury gwaltownych wybuchéw nowych czeka na dalszy postep, zaréwno
teorii, jak i obserwacji. Np. dodatkowe iloéci C, N, O, postulowane w (1), moglyby
pochodzié z wnetrza bialego karla, o ile cala otoczka wodorowa jest kaidorazowo
odrzucana. Dotychczasowe obserwacje jednak pozwalaly ocenié mase otoczek jedynie
pofrednio, na podstawie masy odrzuconej mglawicy. Nie wiadomo zatem, czy w miare
kolejnych wybuchéw przybywa czy ubywa masy bialego karla. Nie jest tei jasne dla
obserwatoréw, czy i jaki wplyw na sile wybuchu ma ewentualne pole magnetyczne
bialego karla.

Dzié zainteresowanie gwiazdami nowymi dodatkowo stymuluje fakt, Ze sa latwo
obserwowalne nawet w znacznych odleglodciach i moga postuiyé do pomiaru odleglodci
pobliskich galaktyk. Z doéwiadczenia okazuje sie, Ze moc $wiatla nowej w maksimum
mozna znalefé¢ z malym bledem na podstawie czasu trwania wybuchu: im krétszy
wybuch, tym wieksza moc. A skoro juz wiemy, jaka jest moc i obserwujemy, jaki
strumief energii dociera do nas na jednostke powierzchni, to potrafimy obliczyé, jaka
jest odleglodé nowej.

l. .
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Kulg w plot, czyli i Ty zostaniesz Rutherfordem

Pawet KRAWCZYK

Csy strzelajac 3 pistoletu w plot moiemy dowiedzief sie
csegoé o konstrukcji plotu? Na pozér pytanie wydaje

si¢ posbawione sensu, a odpowied$ na nie — negatywna.
Istotnie, pocisk wybije w plocie dziure uszkadzajac go

w mniejszym lub wiekszsym stopniu i poleci dalej nieomal -
tak, jakby plotu w ogéle nie bylo. Co zdarsy sie jednak,
jedli plot usbrojony sostanie stalowymi sstachetami?
Strzelajac wielokrotnie, nawet zupelnie na élepo, trafimy
kiedyd w taka sztachete i wéwczas pocisk, np. odbiwszsy
si¢ od niej, poleci dalej w kierunku zupelnie réinym

od poczatkowego. Wniosek stad taki, Ze przy licznych
strzalach mozemy — badajac odchylenia pociskéw od
kierunku poczatkowego — stwierdzi¢ istnienie w plocie
czefci skladowych o rozmiarach znacznie mniejszych od
rosmiaréw samego plotu.

Na szczedcie, badajac ploty mozemy poshuiyé sie¢ innymi,
yhieinwazyjnymi” (tak okreélaja to lekarze) metodami.
Inaczej jest jednak z obiektami mikroéwiata. Tu brutalne
bombardowanie bywa jedynym dostepnym érodkiem.
Oczywidcie, role pociské4w pelnia czastki elementarne,

a i plot zostaje przez nie zastapiony. Zasada pozwalajaca
na poznawanie struktury bombardowanych obiektéw
pozostaje jednak ta sama. Co wiecej, jej zastosowanie, to,
no, moge nie gwarancja, ale dobra podstawa do zdobycia
Nagrody Nobla. To wladnie w ten spogéb gir Ernest
Rutherford odkryt w 1911 r. jadro atomowe. Réwniez
laureaci Nagrody Nobla z 1990 r., Jerome Friedman, Henry
Kendall i Richard Taylor wykryli punktowe skladniki
protonu (dzi§ znane jako kwarki) w przeprowadzonym

w koficu lat 60, doéwiadczeniu, w ktérym protony byly
bombardowane wysokoenergetycznymi elektronami.

Chcialbym zaproponowaé Czytelnikom powtérzenie
dodwiadczenia Rutherforda ... Co prawda, nie bedziemy
zbyt drobiazgowymi nadladowcami wielkiego uczonego

i zamiast strzelaé czastkami o do atoméw zlota, caly
proces przeprowadzimy za pomoca komputera. Ale Zeby
to zrobié, musimy przypomnieé sobie, co wladciwie mierzyl
Rutherford w swoim dodwiadczeniu. Jak bowiem na fizyka
przystalo, nie zadowolil sie on stwierdzeniem, ze czastki o
przechodzace przez zlota folie zmieniaja kierunek lotu, lecz
ujat swoja obserwacje w forme liczbowej zaleznoéci.

Wielkodcia mierzona przez Rutherforda byl

tzw. réiniczkowy przekréj czynny. Co to takiego?
Wyobrafmy sobie, Ze na pewien obiekt (zwany centrum
rozpraszania) kierujemy wiazke czastek (patrz rysunek).
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Jeieli masa centrum jest znacznie wigksza od masy kazdej
z czastek, a tak wladnie bylo w doéwiadczenin Rutherforda,
to ruch centrum mozemy zaniedbaé: Wie o tym kaidy, kto
kiedykolwiek odbijal pitke od éciany. Przefledémy teraz
przebieg badanego sjawiska. Gdy czastki znajduja, sie
daleko od centrum, ,nie czuja” jego obecnoéci i poruszaja,
sie po liniach prostych o kierunku 7. Im blizej centrum,
tym oddzialywanie staje si¢ silniejsze i w efekcie tory
czastek ulegaja odchyleniu. Zwykle padajacych czastek
jest bardzo duio i nie ma mozliwodci kontrolowania
wizajemnego polofenia czastek i centrum (determinujacego
odchylenie). Po prostu przyjmujemy, ie to poloienie

jest calkowicie przypadkowe. Ale nawet w tej sytuacji
mozemy stwierdsié, ile czastek uleglo odchyleniu tak,

e ich tory znalasly sie po rozproszeniu w elemencie kata
brylowego d? wokét koficowego kierunku #'. Liczba ta
okredla wlaénie réiniczkowy przekréj czynny gﬁ— zgodnie
Ze wzorem

cicr(ﬁ', ') liceba ceastek rogproszonych w d?

———ldfl = A
[ dn ] liceba ceastek padajacych na jednostke
powierzchni poprzecznej do wiazki

Zauwaimy jeszcze, Ze jedli oddzialywanie miedzy centrum
a czastkami zalezy tylko od ich odleglodci (a jest to
sytuacja czesto spotykana w przyrodzie), to réiniczkowy
przekréj czynny, jako wielkodé skalarna, moze zalezed

od zmiennych przestrzennych tylko i wylacznie poprzez
iloczyn i-fi’, a wiec po prostu kat # miedzy kierunkiem
padania a kierunkiem rozproszenia. W tym przypadku
zamia2st méwié o kacie brylowym dQ wokél kierunku 7'
moiemy rozwaiaé kat brylowy zawarty miedzy dwoma
wapdtwierzcholtkowymi stozkami o katach rozwarcia ¢

i 8+ df (oczywiécie, osie stozkéw musza mieé kierunek 7).
Taki kat brylowy daje sie obliczyé i wynosi d{2 = 27 sin #d4.

Przekrdj czynny jako funkcja kata @ zalezy, oczywiscie,
od tego, jaka jest postaé oddsialywania miedzy centrum
a czastkami i jest w zasadzie obliczalny. Dzié wiemy,
ze w przypadku doéwiadczenia Rutherforda oddzialywanie
dane jest (z dobrym przyblizeniem) sila coulombowskiego
odpychania miedzy czastka o a jadrem zlota
kK °F
Fog s

(tutaj k = ﬁquq Au» 2 7 jest promieniem wodzacym
poprowadzonym od jadra atomu zlota). Moina wykazad
(pierwszy zrobil to sam Rutherford), ze w tym przypadku

do _ ( k )’ 1

da ~ \4E sint g’
gdzie przez E oznaczyliémy energie czastek. A jaki
jest wynik dodwiadczalny? Zeby go uzyskaé, bedziemy
w naszym komputerowym eksperymencie fledzié ruch
poszczegblnych czastek imitujac przypadkowodé ich
rozkladu w wiazce przez losowanie poczatkowej odleglodci
czastki od prostej o kierunku 7 i przechodzacej przez
centrum (nawiasem méwiac wielkoéé ta nosi fachowa nazwe
parametru zderzenia). Aby wyznaczyé ruch z drugiej
zasady dynamiki (m%% = F), postuzymy sie prostym
algorytmem wynikajacym z takiej oto obserwacji:



Rozwiimy w ezereg Taylora funkcje 7(¢ + At). Dostaniemy
Ft+AL) =

a7 a ﬁ’

dt |, diz |,

skad po dodaniu obu przypadkéw otrzy mamy

(+) e+ At) s 27(0) - 7(t — At) + (80 F(e).

To juz niemal wszystko, co potrzeba do symulacji
doéwiadczenia Rutherforda. Dyskusje kilku dalszych
zagadniefi pomocnych w zrozumieniu dzialania
zamieszczonego programu zainteresowany Czytelnik
znajdzie w Dodatku. Wyjaénienia wymaga jedynie spoebb
wizualizacji wynikéw. W programie prezentowane sg one
na ekranie w dwéch okienkach. W pierwszym kreélone
83 tory kolejnych czastek, a w drugim pokazywany jest
wykres ..., no wlaédnie, czego? Chcialoby sie widzieé

tu wykres przekroju czynnego w zaleinodci od kata
rozpraszania §. Z tym jednak jest pewien klopot. Przeciei
prawdopodobiefistwo rozproszenia czastki pod katem
dokladnie réwnym 0 jest zerowe! Trzeba wiec raczej
braé pod uwage czastki rozproszone w kierunkach
znajdujacych si¢ w pewnym skoficronym przedziale
katéw. Dlatego program pyta sie o liczbe takich
przedzialéw (i réwno dzieli zakres katéw (0°,180°)),

a wykres przekroju czynnego ma postaé stupkéw,
ktérych wysokoéé jest proporcjonalna do liczby czastek
rozproszonych w danym przedziale katéw. Wykres tego
typu nosi nazwe histogramu.

s d°F

= F(t)+At - S

1
+ 5;(A0) (At) s

Mam nadzieje, ze mozliwodé wcielenia sie w Ernesta
Rutherforda dostarczy Czytelnikom przyjemnych wrazen.
Tym bardziej ze program pozwala na przeprowadzenie
n,doéwiadczenia * takie z modelem atomu, popularnym
na przelomie wiekéw, w ktérym ladunek jadra roztoiony
jest nie punktowo, lecz w calej objetodci atomu. Takich
mogliwodci sir Ernest nie mial! A jestem pewien, e
Cszytelnicy z latwodcia zmodyfikuja program tak,

by uwzglednial on jeszcze inne modele atomu i inne
oddzialywania z jadrem.

Uoedatek

Wzér (x) mozna przepisaé w nieco innej postaci, w ktérej
wystepuja jedynie wielkodci bezwymiarowe. W tym celu
zauwa.z':ymy, te jedli E jest energia czastki, to wielkodé

! =% ma wymiar dlugoéci, a wielkodé f = \/ l‘F — wymiar
czasu. Dmela,c réwnanie (*) przez I i wprowadzajac
nastepujace oznaczenia:

r=tfi, F= %?,
n-A7, Pn =)
moZemy ostatecznie stwierdzié, ze
(xx) Pnt1 = 2Pn — Pn—1 + (A7)?

Zwiazek ten nadaje si¢ juz bezpoérednio do zastosowania
w programie komputerowym. Jednak, by program ten
dzialal poprawnie, musimy speinié¢ pewne dodatkowe
warunki.

Th =

(n=0,1,2...),

Program zostal napisany w wersji jezyka BASIC dla komputera
IBM PC wyposaionego w karte graficzeng CGA.
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10 REM

20 REM I TY ZOSTANIESZ RUTHERFORDEM...
30 REM (C) Pawel Krawczyk, 1991
40

REM
50 DEFINT I~M : KEY OFF :

RANDOMIZE TIMER : LBRE=0 : NCL=0
CLS : SCREEN 0 : WIDTH 80
INPUT "Wybierz atom Rutherforda (1) lub Thomscna (0)"; ICHA

80 PRINT "Podaj liczbe podzialow dla kata rozpraszania";
90 PRINT " (np. 18 lub 36)";

390
400
410
420
430
440
450
460
470
480
490
500
510
520
530
540
B50
560
570
580
590
600

610

630
640
650
660
670
680

700
710
720
730
740
750
760

INPUT " "; NHIST
INPUT "Podaj minimalny kat rozproszenia (w stopniach)"; A0
IMI=INT (AO*NHIST/180)
DT=.5 : RO=20 : ASPC=4!/3! : BSCL=8 : PI=ATN(1l)*4
DIM RON(2),RON1(2),RONX(2),FORCE(2),RPC(NHIST)
NXW1=3 : NYW1=80 : MXW1=170 : MYW1=199%
NXW2=172 : NYW2=2 : MXW2=319 : MYW2=130
NXCl=(MXW1-NXW1) f2+NXW1 : NYCl=(MYW1-NYW1l)/2+NYW1
SCY1=R0/ASPC* (MYW1-NYW1) / (MXW1-NXW1) : ROO=RO*RO
CLS : SCREEN 1 : COLOR 0,0
GOSUB BOO
LOCATE 3,3 : PRINT "I TY ZOSTANIESZ"
LOCATE 4,3 : PRINT "RUTHERFORDEM..."
LOCATE 6,3
IF (ICHA=1) THEN PRINT "Atom Rutherforda™ : GOTO 260
PRINT "Atom Thomsona®
LINE (NXW2,NYW2)-(MXW2,6MYW2),3,B
LOCATE 16,23 : PRINT "0" : LOCATE 16,37 : PRINT "“180"
NSTART=NXW2+5 : KWD=INT((MXW2-NXW2-7) /NHIST)
NEND=NSTART+KWD*NHIST : NBAR=MYW2-16
LINE (NSTART,NBAR)-(NEND,NBAR),2
LINE (NSTART,NBAR)-(NSTART,NBAR+4),2
LINE (NEND,NBAR)-(NEND,NBAR+4),2
NP=NSTART+ (NEND-NSTART) /2 : LINE (NP, NBAR) - (NP, NBAR+4) , 2
LOCATE 16,30 : PRINT "9o"
FOR I=1 TO NHIST-1

LINE (NSTART+I*KWD,NBAR)-(NSTART+I*EWD,NBAR+2),2
EXT

NP=0 : DT2=DT#DT : IN=1 : NCL1=0 : IDIV=0 : LRTH=0
ON KEY(1) GOSUB 850 : KEY{1) ON
ON KEY(2) GOSUB 8B0 : KEY(2) ON
ON KEY(3) GOSUB 1050 : KEY(3) ON
LOCATE 20,24 : PRINT "F1 - konczy"
LOCATE 21,24 PRINT "F2 - czysci okno"
LOCATE 22,24 PRINT "F3 - krzywa"
LOCATE 23,29 : PRINT "teoretyczna"
WHILE 1
IF (NCL1=1) THEN NCL=1 : NCL1=0
NP=NP+1 : IN=-IN : X=RND : Y=RND : B=SQR(X*X+¥#*Y)*BSCL*IN
LOCATE 9,3 : PRINT USING "Czastka nr ##F##";NP
RON(0)=-RO = RON(1)=B
RON1(0)=-RO+5QR(2)*DT : RON1(1)=B
RONX(0)=RON1(0) : RONX(1)=B
WHILE (RON1(0)~2+RON1(1)“"2<=B*B+R0O0+1)
NWX=NXW1l : NWY=NYW1l : MWX=MXW1
MWY=MY¥YW1 : SCX=R0O : SCY=5CY1l
NX0=NXCl : NYO=NYCl
X1=RON(0) : Y1=RON(1) : X2=RON1(0) : Y¥2=RON1(1)
GOSUB 1070 : GOSUB 1160
RON1 (0)=2%RON1(0) -RON (0) +DT2*FORCE(0)
RON1(1)=2%RON1(1)-RON(1)+DT2*FORCE (1)
RON (0)=RONX(0) : RON(1)=RONX(1)
RONX(0)=RON1(0) : RONX(1)=RON1(1)
WEND

GOSUB 800
DIFX=RON1(0)-RON(0) : DIFY=({RON1(1)-RON(1))*IN
IF (DIFX=0) THEN TETA=PI/2*SGN(DIFY) ELSE TETA=ATN(DIFY/DIFX)
IF (TETA<0) THEN TETA=TETA+PI
NTET=INT(TETA*NHIST/PI) : RPC(NTET)=RPC(NTET)+1/2"IDIV
IF (LRTH=6) THEN GOSUB 910
IF (LRTH>1) THEN LRTH=LRTH-1
IF (NTET<IMI) THEN GOTO 750
IF (LRTH=1) THEN GOSUB 1310 : LRTH=0 : GOTO 750
IF (RPC(NTET)<NBAR-NYW2-4) THEN GOSUB 1250 : GOTO 750
IDIV=IDIV+1l : GOSUB 1310
IF (LBRE=1) THEN GOTO 770

WEND

SCREEN 0 : WIDTH 80 : KEY ON

780 END

790
8OO
810
820
830
840
850
860
870
8BO
890
900
910
920
%30
940
950
960
970

980

590
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109

REM
REM procedura zaznacza centrum rozpraszania
LINE (NXW1l,N¥W1)-(MXW1,MYWl1),3,B
CIRCLE (NXC1,N¥Cl1),1,2,1 : PSET (NXC1,NYC1),2
RETURN
REM
REM przerwanie programu
LERE=1 : RETURN
REM
REM czyszczenie okienka 1
HCL1=1 : RETURN
REM
REM procedura dopasowuje do histogramu krzywa teoretyczna
FCT=RPC (NHIST/9) *SIN(S5*PI/72) ~3/COS (5%PI/72)
DEL=(1-1.5/NHIST) *PI/50
X1=1.5#%PI/NHIST : MX1=INT(NSTART+X1/PI*({NEND-NSTART))
MY1=FCT/SIN(X1/2)~3*COS(X1/2)
FOR J=1 TO 49
X2=1.5%PI/NHIST+J*DEL : MY2=COS5(X2/2) /SIN(X2/2)~3*FCT
MX2=INT (NSTART+X2/PI* (NEND-NSTART) )
IF (MY1>NBAR-NYW2-4) THEN GOTO 1010
0 LINE (MX1,NBAR-MY1)-(MX2,6NBAR-MY2),2

a X1=X2 : MX1=MX2 : MY1=MY2
0 NEXT

0 RETURN

0 REM

0 REM krzywa teoretyczna

0 LRTH=6 : RETURN

0 REM procedura rysuje element krzywej
0 IF (RCL=1) THEN LINE (NWX+l, NWY+1)-(MWX-1, MWY-1),0,BF : NCL=0
0 AX1=ABS(X1) : AX2=ABS(X2) : AY1= ABS(Y1) : AY¥2=ABS(¥2)

1100 IF (AX1>SCX OR AX2>SCX OR AY1>5CY OR AY2>5CY) THEN RETURN
1110 NX1=X1/SCX* (MWX-NWX) /2+NX0 : NX2=X2/SCX* (MWX-NWX) /2+NX0

1120 NY1=NY0-Y1/SCY* (MWY-NWY) /2 :

113
114
115
1i6
117
118
119
120

HY2=NYO-¥2/SCY* (MWY-NWY) /2
0 LINE (NX1,NY1)-(NX2,N¥2),1

0 RETURN

0 REM

0 REM procedura oblicza wektor sily FORCE

0 ROO=SQR(RON1(0)~2+RON1(1)"2)

0 RO3=R0O0"3

0 FORCE(0)=RON1(0)/RO3 : FORCE(1)=RON1(1)/RO3

0 IF (ICHA=1) THEN GOTO 1230



Po pierwssze, chcemy, by w chwili pocsatkowej (n = 0)
oddsialywanie 3 centrum bylo saniedbywalnie male.
Osznacza to, $e energia potencjalna (E, = %) musi byé
znacznie mniejsza ni% energia kinetyczna, ktéra tym
samym powinna pokrywaé si¢ 5 energia catkowits. Latwo
stad wylicsyé, e

(P1 — o)® =2(A1)%, po>1.
Dalsze ograniczenie wynika 3 #adania, by réwnanie (++)
dobrze przyblifalo rozwiazanie otrzymywane
s ciaglej formy drugiej sasady dynamiki. W tym celu
musimy saiadaé, by wyras proporcjonalny do (Ar)?
w réwnaniu (#+) byl maly w poréwnaniu 3 dwoma innymi
wyrazami. PoniewaZ p,, < 1, sprowadza sie to do warunku

Ar<1.

Na zakoficzenie jeazcze uwaga dotyczaca sposobu
losowania parametru zderzenia. Nie moina bowiem
zakladal, ie wezystkie wartodci parametru zderzenia 83
réwnie prawdopodobne. Istotnie, 3 zaloienia gestosé
strumienia czastek padajacych jest stala. Oznacza to,
ze jedli wprowadzimy w plaszczyinie prostopadlej uklad

1210 IF (ROD=>10) THEN GOTO 1230

1220 FORCE(O0)=RON1(C) /1000 : FORCE(1)=RON1(1)/1000
RETURN

1230

1240 REM

1250 REM procedura aktualizuje histogram
1260 IF (NTET=0) THEN RETURN

1270 KHG=INT (NBAR-RPC(NTET))

1280 LINE (NSTART+NTET#KWD,KHG)- (NSTART+(NTET+1) *KWD-1,KHG),1

1290 RETURN

1300 REM

1310 REM procedura przerysowuje histogram
1320 IF (LRTH>0) THEN GOTO 1360

1330 FOR II=0 TO NHIST-1

13540 RPC(II)=RPC(II)/2

1350 NEXT

1360 LINE (NSTART,HdYW2+3)-(NEND,NEAR-1),0,BF
1370 FOR II=IMI TO WHIST-1

138¢ IF (INT{RPC(II})=0) THEN GOTJ 1410
1350  KCHW=NSTART+II*KWD

1400 LINE (KCHW,INT(NBAR-RPC iI]))-(KCHW+KWD~-1,
1410 NEXT

1420 RETURN

NBAR-1),1,BF

I TY Z05TAMIESZ
RUTHERFORDEM. . .

Atom Rutherforda

Czastka nr 289

wspélrzednych kartezjafiskich, to wepélrzedne te beda
podlegaly jednorodnemu rozkladowi prawdopodobiefistwa.
Dla parametru zderzenia dostaniemy b = +/22 + y3,

gdzie liczby z i y moga juz byé losowane za pomoca,
standardowego generatora (RND). Przy takiej procedurze
nigdy nie uzyskamy jednak b wiekszego od pewnego bma--
Poniewai duze parametry zderzenia odpowiadaja malym
katom rozproszenia, wiec w zakresie malych katéw wyniki
dzialania programu nie 83 wiarygodne. NaleZy sie ich
pozby¢ rozwazajac jedynie katy rozproszenia wieksze

od pewnej wartodci minimalnej 0min. Przy wartoéciach

L s e i o s v |

90 188

wolnych parametréw przyjetych w programie wybér
Omin = 10° + 15° daje poprawne rezultaty.

- konczy

- ¢zysci okno

- krzywa
teoretyczna

Wynik dsialania programu - kopia ekranu.

Ii l Ziadania Redaguje Michal WOJCIECHO WSKI

M 601. Znale#é liczby calkowite nieujemne spelniajace réwnanie

! Rozwiazanie na sir. 9

(543v2)™ = (3+5V2)".

M 602. Przyjmijmy f(z) = 2? — z + 1. Udowodni, ze dla dowolnej liczby naturalnej
' : _ m > 1 liczsby m, f(m), 7/(f(m)),... sa parami wzglednie pierwsze.

7 Rozwiazanie na str. 9

M 608. Znaleié liczby calkowite spelniajace réwnanie

Rozwiazanie na str. 9

czarnego.
Rozwiazanie na str. 7

Rozwigzanie na str. 7
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Redaguje Jarostaw KULPA

F 308. Oszacowaé dlugoéé wiékna zaréwki 100 W (220 V). Temperatura widkna
. podczas pracy wynosi okolo 2800 K. Dane dotyczace wolframu: opér wladciwy

w temperaturze 0°C: p = 4,9 - 10~2 (Qm, wspélczynnik temperaturowy rezystancji:
a = 0,0048 K™!, emisyjnoéé wolframu stanowi 40% emisyjnodci ciala doskonale

F 309. Maksymalna predkodé pojazdu przy bezwietrznej pogodzie wynosi
vm = 100 km/h. Jadac pad wiatr kierowca nie méglt rozwinaé wigkszej predkoéci
niz v = 90 km/h. Oszacowaé predkoéé wiatru. Opory toczenia nalezy pominagé.




Klub 44

Croléwka ligi sadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadad 209 (WT=1,95) i 210 (WT=2,10)
& numeru 9/1990

Konrad Pléro - Warszawa 46,29
Marluss Eajac - Prusskdw 432,95
Tomass Grzesiak - Krakfw 41,48
Pawel Kublt, - Krosno 39,68

Priemystaw Gadsifski- Sroda S1. 37,34
Pan Plére — po ras drugl.
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216. Przyjmijmy oznaczenie

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

SzczegSlowy regulamin Klubu 44 zamiedciliémy wDeleie 7/1990, a jego skrét — we wezystkich
numerach, w ktérych sa zadania ligowe (tj., tradycyjnie, z wyjatkiem numeréw 6 i 7).

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Roszwiszania zadari 2 matematykl s numeru 2/1991
Przypominamy treéé zadafi:

218. Wyznaczyé wezystkie takie punkty P leiace wewnatre kwadratu ABCD, e
|tPAB|+ |tPBC| +|LPCD|+ |LPDA| = 180°.
216. Udowodni¢, te reszta & dzielenia liczby naturalnej n przesz liczsbe naturalna k > 1 réwna
Bie
k-1 5
k-1 12:3inf;[2n+l}rr

-2 _E sini;—rr

j=1

215. Przypudémy, te punkt P, nie nalegacy do symetralnej 2adnego boku kwadratu, spelnia
podany warunek oraz e A jest wierzcholkiem kwadratu lezgcym najbligej punktu P. Niech @
bedsie obrazem punktu P w symetrii osiowej wzgledem symetralnej bokéw BC i DA. Mamy
wigc nastepujace réwnodci katdw:
|£{QAD|= |{PDA|, |{QBC|=|/{PCB|=90°- ]LPCDL
a stad
|LPBQ| - |LPAQ| = (|LPBC| - |LQBC|) — (90° — |LPAB| - | LQAD|) =
= |LPBC| - 90° + |LPCD| - 90° + |LPAB| + |LPDA| = 0°.
Punkty B, C, P, Q leig na okregu przecinajacym boki AB i CD odpowiednio w punktach
R i 8. Niech M i N bedg wierzchotkami prostokata PMNQ wpisanego w ten okrag.
Wykazalidmy przed chwila, ge katy PAQ i PBQ sa réwne. Ognacemy ich miare przez .
A ratem
|{PAQ| = |.LPBQ|=|{PRQ|=|{MBN|=|{MRN|=p.
Punkty B i R 83 jedynymi punktami pélprostej BA™, & ktérych odcinek M N jest widoczny
pod katem . Stad (i & faktu, te PMNQ jest prostokatem o boku PM réwnoleglym do AB)
wynika, e tréjkaty MBN i MRN s3 odpowiednio przystajace do PAQ i PBQ, przy czym
tréjkat MBN jest obrazem tréjkata PAQ w translacji o wektor AB. Tak wiec |PM| = |AB|.
Innymi stowy, prostokat PMNQ powstaje przez obrét o 90° prostokgta SRBC. Wobec
tego |/PCB| = |{PNB| = 45°, skad wniosek, ie P leiy na przekatnej AC. Odrzucajac
zalotenie, te P lety najblifej wierzchotka A, dochodzimy do konklugji, iz P jest punktem
jednej & przekatnych.

Na odwrét, kaidy punkt leéacy na dowolnej przekatnej kwadratu ABCD, badé teg na
symetralnej dowolnego boku (sytuacja odrzucona na wetepie rogwasaii), spelnia podany
warunek. Zatem szukanym miejscem geometrycenym jest suma zawartych w kwadracie
odcinkdw csterech osi symetrii kwadratu.

Korzystajac & powyEszych swiazkéw, preeksstalcamy lewq strone

o aln t'(z.- +1)x dowodezonej réwnodci (1) jak nastepuje:
f(kv‘: J} = Sin t.f k-1 k-1
Y o slkni) =) fkri) =
(k, 1, 5 calkowite, j niepodsielne przes k). §=1 j=1

Niech r bedsie reszty = deielenia n przez k. Zadanie sprowadza k—1 -
sly do wykasania, de =3+ Y (fki5) - f(ki - 1,9)) =

k-1 =1 =1
(1) Ef(k,n,_f):k—l—zr. =

j=1

Zachodeg latwe do sprawdzenia réwnodci

=k=1+) Y (f(kdi) - f(k,5 - 1,5))

i=1 j=1
l(k,ﬂ,j)=f(k.f.j). r
S(k,0,5) =1, f(kk—1,5)=-1, =k-1+ _Z(f(k.k ~1,4) - £(k,0,4)) =
Ponadto, jedli tadna g licgb 5, ¢ nie deieli si¢ prees k, to g = ;=1
=k-1-2r.

{2) f(k!‘.l’.)_f{kli_ l,f):f(k,j,i)—f(k,j—l,")
(zaréwno lewa, jak i prawa strona (2) réwna si¢ 2 cos(2ijx/k)).

Otrzymalidmy prawg strone (1). Dowéd jest zakoriczony.
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Redaguje Jerzy BROJAN
Roswiasania sadan s fizsyki = numeru 2/1991
Przypominamy treéé zadan:

118. Akceleratory czastek elementarnych sa — jak wiadomo — urzadzeniami wielkimi

i koszstownymi. Opisany nitej (nicopatentowany!) wynalazek pozwala nadawad elektronom
wielks, energie znacznie taniej i prodciej. Udersamy w kule bilardowa kierujac ja w stroneg
spoczywajacej kuli o dwa razy mniejszej masie, tak, aby zderzenie bylo centralne (kule po
zderzeniu biegna wzdlut tej samej prostej). Kula uderzona trafia z kolei w nastepna, kuleg
jeszcze dwa razy liejsza, itd., itd., ..., a na koﬁrru znajduje aie elektron. Ostatni stosunek
mas bedzie liczba sawarta pomiedzy 1 a 2. Zakladajac, e wszystkie sderzenia sa centralne

i doskonale spreiyste, oraz preyjmujac mase kuli bilardowej 0,2 kg i jej predkodé poczatkows
1 mfs, oblics numerycznie energie kinetyczana uzyskans przesz elektron (oczywidcie, w ramach
mechaniki relatywistycznej). Masa elektronu wynosi 9,11 - 103! kg, predkodé Swiatla

e = 2,9979 - 10® m/s.

114. W jednorodnym polu magnetycenym o indukeji wynoszacej poczatkowo 5 T i malejace]j
liniowo do zera w ciagu 0,4 8 znajduje sie prostopadla do pola petla (obwdéd kolowy)

o promieniu 10 cm, wykonana & przewodnika o oporze 0,1 {1 i wytraymalodci na rozerwanie
2 N. Czy petla ulegnie rozerwaniu?

118. Stosujac do pojedynczego zderzenia zasady zachowania pedu i energii kinetycznej
otrzymujemy nastepujace réwnania:
P1 =P'1 +p2,
Pl + M7+ My =\/p)? + M} +\/p} + M7,
gdzie duiga litera M oznaczyliémy iloczyn mc, a p1 i p} sa pedami pierwszej kuli przed
i po zderzeniu, ps zaé jest pedem drugiej kuli po zderzeniu (przed zderzeniem kula ta
spoczywa). Eliminujac p) i przeksztalcajac znajdujemy wyraienie na p;
M3 — M}
M3 + M? + 2M;\/p? + M}
W szczegdlnodci w przyblizeniu nierelatywistycznym dostaniemy stad

(1) P2 =p1

M3 — M7

M,
W ogélnym przypadku iteracja wzoru (1) moze byé przeprowadzona prawdopodobnie
tylko numerycznie. Podstawiajac Mpocz = 0,2 kg-c = 5,9958 - 107 kg-m /s, My =
=me - ¢ = 2,73+ 10722 kg'm/s otrsymujemy ta metoda po 98 zderzeniach (z 97 kulami
poérednimi) koricowa wartodé pedu réwna 8,180-10"!4 kg-m/s. Poniewai elektron
o takim pedzie jest ultrarelatywistyczny, wiec energia kinetyczna wynosi
pc = 2,452-107% J = 1,531 - 10 eV, co znacznie przekracza wartodé energii nawet
w najwiekszych PROJEKTOWANYCH akceleratorach.
Uwaga: Ciag kul o masach tworzacych postep geometryczny optymalizuje
przekazywanie energii w przypadku, gdy zderzenia kul mozna uwazac za
nierelatywistyczne. Ogélnie nie jest to jednak prawda i znalezienie optymalnego ciagu
mas stanowi nietrywialny problem.

P2 =1 %, a w przyblizeniu ultrarelatywistycznym p; = p; +
1

114. Poczatkowy strumiefi pola przesz petle wynosi ® = Brr? = 0,157 Wb, zatem
sila elektromotoryczna indukeji jest réwna £ = —%% = 0,393 V, a nateienie pradu

= % = 3,93 A. Zauwaimy, ze pole magnetyczne wytworzone przez ten prad w érodku
petli — przy zaloZeniu, Ze przenikalnoéé magnetyczna oérodka jest bliska 1 — wynosi

B = %&1 =2,5-10"% T. Zatem jest znacznie mniejsze od pola zewnetrznego i efekty

z nim zwiazane (tzn. samoindukcje petli) mozna zaniedbaé.

Zwrot pradu I - zgodnie z regula Lenza — bedzie taki, aby podtrzymaé malejace
pole, a wiec dla pola skierowanego za plaszczyzne rysunku — bedzie prawoskretny.

Sily magnetyczne AF=IAlx B dzialajace na elementy petli o dlugodci Al beda
skierowane na zewnatrz i najwieksze w chwili poczatkowej. Aby obliczyé napreienie N
petli, rozpatrzmy sily dzialajace na jedna jej poléwke. Sumujac sily magnetyczne
naleiy je srzutowaé na of pozioma i nietrudno wyliczyé, ze AFpo: = IAlyion - B, cayli
calkowita sila magnetyczna wynosi F = I - 2r - B. Sila ta jest réwnowaZona przez dwie
sily napreienia N petli (rysunek). Zatem

N=I-r-B=1,9N.
Jest to wielkodé nieznacznie mniejsza od podanej wytrzymalodci 2 N, zatem petla nie
powinna ulec rozerwanin. Poniewai zaniedbane efekty samoindukcji powoduja pewne
zmniejszenie nateZenia pradu plynacego przez petle, wiec ich uwzglednienie nie moze
zmienié koficowej konkluzji.
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Ogloszenia

Zbiory duiej mocy oferuje.
Kantor, Krakéw, ul. Aleksandra Lubomirskiego 53
(dawniej Andreeja Frycza Modrzewskiego).
Nabywcom sbioréw najwigkszych gratis dobrze poregdkujeiny.

Przyspleszony kurs liczenla grup homotopli.
W lipcu 15% bonlifikaty. Kawiory 3.

Jedyny w Polsce kowal stosujacy podkowy Smale’a.
Kujemy réwniei kosy.
Zaklad im. K. Matolka, 28-133 Pacanéw.

DO EPSILONA DELTE DOBIERAM.
FAX 48-12-33355557.

Tanio sprzedam sfere rogatq z rodowodem.
Oferty EPSILON 0001 /0.

Atrakcyjne idealy w pierdcieniach znajdujemy.
Specjalnodé zakladu: pierdcienie nieprzemienne, idealy maksymalne.
Prrzekwalifikowana firma glotnicza Kummer i Syn,
Krakéw,lul. Andrzeja Frycra Lubomirskiego 53.

DZIESIEC MILIONO W! Ziotych nagrody
Za wykrycle miejsca pobytu

szedciu wrajemnie niepodobnych wypuklych wielodcianéw foremnych.

Zakopane, ul. Pllota Pirxa 21.

Adlunkcle, nle daj sle wyrotowac!
Publikacle prac w renomowanych czasopismach zagranicznych
zatatwlam.
Druk w clagu tygodnla. Oferty EPSILON 0002/0.

Zwarty, spéjny, wypukly posna mils funkcje ciagla.
Funkcjom rsecsywistym gwarantuje osiagniecie kreséw
i prsyjecie wartodci podrednich.

Wylacsnie powaine oferty EPSILON 0003/0.

Poszukuje nastepujacych numeréw Delty:
1976:5, 1979:2-4,7,0-12, 1980:8, 1981:4. Oferty: EPSILON

SKUP BUTELEK KLEINA. Tei. (0-12)336377w.593.

SNOPY, WIAZKI I PODWIAZKI!
SPRZEDAZ HURTOWA I DETALICZNA.
DLA GEOMETROW Z RABATEM.
SERWIS GWARANCYJNY I POGWARANCYJNY.
OFERTY EPSILON 0004/0.

Oglaszaj si¢ w EPSILONIE! U nae najtanie;!
Do 1 X znitka 50%!
Za ogloszenie takg czcionka lub DUZYMI LITERAMI
placisz jedynie 150% ceny podstawowej.

: Ogloszenie w ramce tylko dwukrotnie droej.

Ea tredf oglossed redakc)a nle ponosi odpowiedzlialnofel.

Dywan Mazurkiewicza?

Jedna z najczeéciej przytaczanych definicji krzywej méwi,
fe jest to ciagly obraz odcinka [0,1]; intuicja wiage to
okreélenie z linia, ktéra mozna narysowaé bez odrywania
oléwka od kartki. Okazuje sie, e wiele ,,dziwnych” zbioréw
zyskuje w ten sposéb miano kraywych — np. kwadrat(!).
Bardzo wainym i ciekawym przykladem jest dywan
Sierpifiskiego.

Pojecie to pojawia si¢ w podrecznikach topologii, teorii
wymiaru, teorii miary, a takze w popularnych ksiazkach

i artykulach. O dywanie Sierpifiskiego wspomina sie sporo
w zwiazku z modnymi ostatnio fraktalami.

Pierwszy opis konstrukcji moina znalefé w jednej

z prac Waclawa Sierpifiskiego opublikowanej we Francji
w 1916 roku. Autor dowodzi szeregu bardzo istotnych

i ciekawych wlasnoéci opisywanego obiektu. Pokazuje np.,
e jest to krzywa, ktéra w kaidym punkcie rozgalezia sie
i to nieskoficzenie wiele razy, a takze, ie kaida krzywa
moze byé w pewnym sensie realizowana jako fragment
dywanu. Nazwa ,dywan Sierpifiskiego” pojawila sie nieco
pbiniej. W ksiaice A. Parchomienki Co fo jest linia?
mozemy przeczytaé, ii to rosyjscy matematycy wprowadzili
te nazwe, ktéra obecnie uzywana jest powszechnie na
calym éwiecie.

Przegladajac jednak dokladniej prace Sierpifiskiego
natkniemy si¢ w jednej z nich na taki oto fragment:

nZauwaimy, fe jui przed rokiem p. Stefan Mazurkiewicz
znalagt prayklad krzywej (cantorowskiej i jordanowskiej
jednoczeénie), ktérej kaidy punkt jest punktem
rozgalezienia rzedu nieskoriczonego (tj. w kazdym
punkcie p krzywej schodzi sie nieskoriczenie wiele
kontynudéw, bedacych podmnogoéciami tej krzywej,

z ktérych kaide dwa posiadaja, tylko punkt p jako
wspélny).

Przykladu swego p. Mazurkiewicz dotad drukiem nie
oglosil, a dowéd jego jest mi nieznany. Sama krzywa,
otrzymuje p. Mazurkiewicz, dzielac kwadrat na 9
mniejszych kwadratéw (za pomoca réwnoleglych

do bokéw) i usuwajac wnetrze kwadratu érodkowego,
a z kaidym z pozostalych 8-miu kwadratéw postepujac
tak samo jak z pierwotnym kwadratem, itd.

in infinitum.”

Cytat ten pochodzi z artykulu O krzywej, kidres kazdy
punkt jest punktem rozgalezienia wydrukowanego

w 1916 roku w Pracach matematyczno-fizycznych

(tom XXVII, str. 78-86). Ale przeciez nie jest to nic
innego jak opis konstrukcji dywanu Sierpifiskiego! Zatem
pomyslodawca przykladu byl Stefan Mazurkiewics,

ktéry, niestety, rezultatéw nie opublikowal. Gdyby to
zrobil, by¢ moze méwilibydmy dzié o dywanie lub krzywej
Mazurkiewicza...

Zdzislaw POGODA

EPSILON — nieraleiny dodatek Delty. Redakeja: Kreysstof Ciesielski (nacrelny), Danuta Ciesieleka, Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Ananiass Pofmiechowski. Adres do korespondenciji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem &.



Jedli ze drodka jednego & lukéw wyznaczonych na danym okregu
prees cieciwe AB poprowadeimy tuk okregu przechodsacy prezes
korice tej cieciwy, to na nim beda si¢ znajdowaly wseystkie
frodki okregdéw wpisanych w tréjkaty APB, gdy P leiy na
drugim g lukéw danego okregu wyznaczonych przez cieciwe AB.

Ostatnie badania klimatologiczne pokazuja istnienie korelacji
migdey letnimi opadami deszczu w zachodniej Afryce

i huraganami na Karaibach: liczba i sila huraganéw zwieksza
si¢ wraz ze wgrostem opaddw. Obserwacja ta moze mieé
niebagatelne znaczenie praktyczne. Niektdre pomiary sugeruja,
ge klimat Afryki podlega cyklicenym gmianom miedzy stanami
o régnym poziomie opadéw. Poniewas susza w krajach Sahelu
— tak dotkliwa w ubieglym dziesigcioleciu — wydaje sig¢ by¢

w odwrocie, wigc klimat Afryki enajduje si¢ prawdopodobnie
we wstepujacej fazie cyklu opadéw. Mogna wiec spodziewad sie
werostu liczby huraganéw w Ameryce Pélnocnej i Srodkowej,
a co za tym idzie, takge i wigkszych zniszczer przes nie .
powodowanych.

Jak sprawdzi¢, cey to prawda? A jedli nawet, to ile to jest?

Cieple i bezdniegne zimy sprawiaja wiele klopotéw wiadcicielom
terendéw narciarskich w Alpach. Czesto prébujg oni poprawié
swoj3 sytuacje wytwarzajac sztucznie énieg za pomocs
specjalnych armatek. W armatkach tych mieszanina wody

i powietrea wytryskuje pod znacenym cidnieniem = wagskiej
dysey i tworzy dnieg po zetknigciu z gruntem. Nastepuje to
jednak tylko wtedy, gdy temperatura nie preewygsza —4°C,
co nie gawsze ma miejsce. Tworzenie si¢ dniegu w warunkach
naturalnych mote zachodei¢ ju w poblizu 0°C dzieki istnieniu
w atmosferze centréw krystalizacji — mikroskopijnych drobin
kurzu. Ale ugycie jakichkolwiek czastek stalych w armatkach
sniegnych dla preyspieszenia tworzenia dniegu nie wchodzi

w rachube ze wegledu na obciagenie dla drodowiska naturalnego.

W tej sytuacji amerykariska firma Snowmax proponuje
domieszanie do wody bialka wytwarzanego przez bakterie
Pseudomonas syringae. Efekt jest pono¢ zachecajacy — éniegu
tworgy sie wigcej i w wyzszych temperaturach. Biatko zad
w ciagu miesiaca ulega biodegradacji.

Kaida liczba pareysta wicksza od 2 jest suma dwéch liczb
pierwszych — nikomu dotad nie udalo sie daé przykiadu, e jest
inaczej. Udowodnié, ze tak jest, teg sie nikomu nie udalo.
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Wszyscy wiedza, £e promieniowanie jest dla gycia sgkodliwe
lub wrece zabdjcze. Jednakie moglo ono, a écidlej méwiac —
promieniowanie kosmicene, odegraé sdecydowanie pozytywnga
role w procesie tworzenia si¢ £ycia ma'najwczedniejszsym

etapie ewolucji chemicenej. Wskazuja na to ostatnie wyniki
badan japoriskich naukowcéw £ Narodowego Uniwersytetu

w Yokohamie. Napromieniowywali oni wysokoenergetycenymi
protonami mieszanine tlenku wegla, azotu i wody.

Po kilkugodzinnym napromieniowaniu w miesganinie pojawily
sie gnacene ilodci roemaitych aminokwasdéw, a takse readszych
od nich i trudniejszych do uzyskania w konwencjonalny sposéb
gasad purynowych (stanowiacych podstawowe cegietki, & ktérych
zbudowany jest DNA).

Czy umiess podeieli¢ kwadrat na same tréjkaty- ostrokatne?
Najmniejsga liceba takich tréjkatéw sktadajacych si¢ na kwadrat
wynosi 8.

A czy umiesg podeieli¢ kwadrat na nieparzysts liczsbe tréjkatéw
o réwnych polach? Jedli nie umiesz, to dobrze — bo nie da sie.

Okotlo 15 mld lat temu w Wielkim Wybuchu zrodzil sie
nasz Wszechéwiat. Poczatkowo byl on niezmiernie goraca
»2upd" zlofong & materii i promieniowania, by powoli
stygnac wyewoluowaé do postaci, jaka obserwujemy dzisiaj.
W ciagu tego dlugiego procesu temperatura tadnego
punktu Wszechdwiata nie mogla spadé ponitej temperatury
wsazechobecnego kosmicgnego promieniowania tla, ktéra dzid
wynosi 3 K. Dopiero fizycy niskich temperatur naucsyli sie
osiagaé w swoich laboratoriach temperatury rezedu 10~° K,
a nawet 10712 K. Zjawiska wystepujace tak blisko zera
bezweglednego 83 ceymsé nowym nie tylko dla fizsykdw —
zachodeg one po raz pierwsgy w calej historii Wazechdwiat aT.

Gra dla uczestnikéw Okraglego Stolu (ale tylko, gdy jest ic
dwéch): klada na nim na przemian monety. Przegrywa ten,
ktéry nie bedsie mial gdeie pologyé monety.

Oczywidcie, zaczynajacy ma strategie wygrywajaca: kladzie
pierwszg monet¢ dokladnie na drodku stelu, a nastepnie, po
kaédym pologeniu monety przes przeciwnika, kladzie taka sama
monet¢ symetrycznie wegledem drodka do wladnie polofonej
monety preeciwnika. Jest to, co prawda, nadladownictwo, ale
gwarantuje sukces. :

14 grudnia 1990 r. Polska zostala preyjeta w poczet krajéw
celonkowskich CERN (Europejskiego Odrodka Badar
J:a,drowych], Siedzibg CERN jest Genewa, gdzie miedci

sig tei wielkie laboratorium fizyki czastek elementarnych.
Laboratorium to jest wiodacym odrodkiem éwiatowym.

W chwili obecnej najwagniejszym narzedziem badawczym
CERN jest akcelerator elektronéw i pozytonéw LEP (patrz
Delta 10/1989), ale trwaja jui prace nad dalszym rozwojem
laboratorium. Chociag fizycy polscy uczestniceyli w pracach
CERN jut od lat szedédziesigtych, a Polska miala status
paristwa-obserwatora, to pelne czlonkostwo jest faktem

o doniostym znaczeniu praktycenym, a takie politycenym —
Poleka jest pierwseym krajem Europy smdkowo-Wachodniej.
preyjetym do CERN.

Jedli wedmiese sz -(n + 3) punktéw na plaszczygnie, & ktéryc
tadne trzy nie leig na jednej prostej, to zawsze bedzie mogna
poprowadzié przer nie krzeywga opisana réwnaniem stopnia n.
Jednak tylkodla n = 1 i n = 2 bedzie jedna taka krzywa.

Dla wigkszych n bedzie ich wiele. Jednak, biorac o jeden punkt
wigcej, na ogél w ogéle tadnej krzywej o réwnaniu stopnia n nie
bedeiesz mégi prees te punkty poprowadei¢. Dlacgzego nie ma
takiej liceby punktéw, by bylo ,,akurat”?



