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Gwiazdy w pierscieniach Danuta DOBRZYCKA

T T T T T T T T T I

O planetach z piericieniami slyszelismy — w Ukladzie
| Slonecznym jest ich az cztery, a Saturna

z pierécieniami zapewne kazdy widzial. Okazuje sie
jednak, e pierdcienie (czy dyski) wokdl gwiazd sa tei

;DO;;BW' obiektami bardzo czesto spotykanymi (pisaliémy o tym
vsin i=134 km/s w Delcie 8/1987). W bardzo nielicznych przypadkach

te dyski, a wladciwie bardzo rozlegle plaskie obloki

HD 212574 pylowe, 83 widoczne w podczerwieni, w ogromnej

T Agr jednak wiekszodci sa to male dyski o rozmiarach

vsini= 300kms|  pjewiele wiekszych niz sama gwiazda centralna, a o ich
istnieniu dowiadujemy si¢ na podstawie obserwacji
spektroskopowych — 1 o tym troche opowiemy.

Cala klasyfikacja widmowa gwiazd opiera sie na
wygladzie ich widm absorpcyjnych. Doskonale
tlumaczy je klasyczna teoria atmosfer gwiazdowych,
wedlig ktérej — w ogromnym skrécie — ze §wiatla
fotosfery (o widmie ciaglym) przy przechodszeniu przez
atmosfere wylapywane sa fotony o pewnych wybranych
HD 203374 czestosciach, w wyniku czego w widmie objawia
v sin i =315 km/s ST LN e .
sie ich brak, czyli linie absorpcyjne. Tymczasem

w widmach wielu gwiazd obserwuje si¢ tez linie
emisyjne. Pierwsze takie gwiazdy (typu B) zostaly
odkryte w 1886 r. przez A. Secchiego. W roku
odkrycia znano ich zaledwie pieé, a w 1970 r. ukazal
sie katalog Wackerlinga zawierajacy ich juz prawie
3000. Lista ta jest ciagle uzupelniana. Obiekty takie
oznacza sie symbolem Be, gdy stwierdzi sie obecnoéé
linii emisyjnych wodoru, czesto w towarzystwie
linii emisyjnych jednokrotnie zjonizowanych metali,
gléwnie zelaza. Pewna liczba jadniejszych gwiazd
Be ma dodatkowo w swoim widmie wzbronione
linie emisyjne. Nazywa sie je dlatego niezwyklymi,
tlgins'ﬁ?%a{)k osobliwymi i oznacza jako Bep (literka ,,p” pochodzi

& v od angielskiego slowa peculiar, tzn. dziwny, osobliwy,
szczegblny). Jest ich jednak niewiele, natomiast
szacuje sie, ze w ogdle gwiazdy Be stanowia 20 %
wszystkich gwiazd typu B, przy czym najwiecej
ich wystepuje w typach B2 — B3. Obecno$¢ linii
: ; : : | ; : | : : emisyjnych coraz czedciej zauwasa si¢ u gwiazd

5000 -500 0 4500 1000  -000 —500 0 +500 #000kms  Kaidego wlasciwie typu widmowego. Co wiecej,
obserwuje sie réwnies podwdjne linie emisyjne.

vsini= 221 km/s|

HD 200120
59 C
vsin i= 450kmys

Rys. 1

Harmonia byla uznana Na nastepnych stronach przedstawiamy wykonane

przez pitagorejczykéw przez Klub Komputerowy Zespolu Szkét Elektrycznych
- za najwazniejsza w Zamodciu pod kierunkiem nauczyciela, Eugeniusza
Q i najciekawsza wlasnoéé Jakubasa wykresy rozwiazan czterech doéé

5 swiata. skomplikowanych nieréwnoéci trygonometrycznych.
Przez harmonie rozumieli oni cod, co powoduje, Ze Oczywidcie, wykonad taki wykres moie jedynie komputer.
najrézniejsze zjawiska tak materialne, jak intelektualne _ Dla tych, ktérzy maja dostep do komputera, podajemy
lub duchowe skladaja sie na stabilna caloéé zwana tei program w PASCALu, ktéry byl uiyty do uzyskania
Wszechdwiatem. Pitagorejczycy wierzyli, Ze to, co dzié wykreséw. Fragmenty, ktére moga réinie wygladaé dla
nazywamy matematyka, najlepiej moze wyrazié harmonie réznych komputeréw, wydrukowalimy kursywa. Dla
dwiata. jezyka Turbo Pascal na komputerach IBM PC nalezy je
zastapié nastepujacymi instrukcjami:

Uzyj: uses CRT, GRAPH; var x, y, 8x, 8y: real; var
Driver, Mode: integer;

Dszié harmonia kojarzy sie nam ze wspélbrzmieniem,

z estetyka, z pieknem. Nie jest to w zadne] sprzecznoici
8 pogladaml pitagorejceykéw. Jednym se dposatow Zacznif: Driver := Detect; InitGraph(Driver, Mode,
obejrzenia, jak dalece piekno bliskie jest matematyce, »+): SetBkColor(0): Setc'olor (7) : ClearDevice;
jest graficzne przedstawienie rozwiazad matematycznych RysujPunkt: PutPixel Jak: T

I6wnad i nieréwnodcl, Poczekaj: repeat until KeyPressed; CloseGraph;
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Rys. 2

Five) Wktad

okreslonego piergcienia
do profilu linii.

—\" . 2
Predkod¢ radialna \v .
gwiozdy umownie ’

réwna zeru.

Rys. 3

program motyl;
Uiy

8Xx :='80; sy :=27; x := -127/sx;

while x < 126/8x do
begin x := x+1/sx;
while y < 96/sy do

y = -96/8y;

begin y := y+i/sy;

Teorie tlumaczaca obecnoéé charakterystycznych pedwdéjnych linii emisyjnych

w widmach gwiazd Be zaproponowal w 1931 r. Otto Struve. Jak latwo domysleé
si¢ na podstawie tytuhu artykulu, teoria ta przyjmuje wladnie istnienie gazowego
dysku obracajacego si¢ wokd! centralnej gwiazdy. Wedlug modelu Struvego
gwiazda bylaby zanurzona w otoczce rozciagnietej w jej plaszczyinie réwnikowej.
Taki dysk jest jonizowany przez promieniowanie nadfioletowe centralnej gwiazdy
(temperatura powierschniowa gwiazd typu B jest rzedu 20000 K, a zatem
maksimum energii przypada na fale 0,15 um, czyli bliski nadfiolet) i w procesie
rekombinacji wyéwieca nastepnie kwanty odpowiadajace liniom emisyjnym. Taka
interpretacja wymaga dyskéw o promieniach 5 — 15 promieni gwiazdy centralnej
i gestodci 101° — 10'2 atoméw/cm3.

Skoro zapostulowano istnienie dysku wokél gwiazdy, to rozdwojenie linii jest
grozumiale: przy odpowiednim ustawieniu wzgledem kierunku widzenia jedna
czedé rotujacego dysku oddala sie od obserwatora, a druga zbliza — wtedy

efekt Dopplera powoduje owo rozdwojenie. Przyjety tu model umozliwia
jednak ponadto odtworzenie calego profilu rozdwojonej linii (profil to przebieg
zaleznoéci natezenia promieniowania od czestoéci w obrebie linii). Wyobraimy
sobie wiec, ze obserwator jest w plaszczyfnie dysku i ze ruch czastek dysku
odbywa si¢ wedlug praw Keplera. Predkoéé na orbicie kolowej o promieniu r
wynosi wtedy v = \/GM/r, gdzie G oznacza stala grawitacji, a M mase
gwiazdy. Jezeli kat pozycyjny, liczony w plaszczyinie dysku, oznaczyé przez ¢,
to predkoéé radialna czastki w tym miejscu wyniesie v, = vsin¢ (rys. 2).
Natezenie dwiatla zalezy — jak powiedzieli§my — od jego czestodci, a wiec
podrednio od predkoéci radialnej, czyli F(v,). Wytnijmy 2z calego dysku

cienki pieréciefl, ktérego jednostka dlugodci éwieci z moca Fo. Maly element
dlugoéci tego pierécienia bedzie tym jaskrawszy, im wiecej jego atoméw ustawi
sie¢ wzdlusz linii widzenia (przyjmujemy tu nastepne zaloienie, ze dysk jest
przezroczysty), jego wklad do natezenia é§wiatla bedzie zatem. proporcjonalny do
Fo|sing| = Folv.|/v ~ Folv.|y/r. Naleiy tu, oczywidcie, pamietaé, ze zaleznodé
ta jest spelniona tylko dla |v,| < v, zad dla |v,| > v pierdciefi jui nie istnieje

i wklad do jasnoéci linii jest zerowy (zerowanie sie natezenia przy v, = 0 wynika
tylko z niedoskonalodci modelu). .Dla ustalonego r piericiefi daje wiec profil
linii skladajacy sie z dwéch symetrycznych zebéw. Profil ostateczny bedzie
suma (w sensie sumowania nateieﬁ) takich symetrycznych zebéw dawanych
przez poszczegdlne pierdcienie, przy czym wklad pierécienia mniejszego bedzie
mniejszy (bo mniej w nim jest éwiecacych atomdw), za to obejmujacy wickszy
zakres predkodci radialnych (bo mniejszy pieréciefi obraca sie szybciej) — patrz
rysunek 3. Zauwasmy, ze doszlo tu jeszcze jedno zaloienie, iz caly dysk wszedzie
gwieci z ta sama moca. Widzimy teraz, jak bardzo uproszczony jest ten nasz
model, a mimo to - jak sie okazuje — niefle zgadza sie z rzeczywistoécia.
Przyroda jest jednak bardziej skomplikowana i z pewnoscia nie trayma si¢ cisle
poczynionych tu zaloief, za to ten sam model moze pasowal do przezroczystych
dyskéw bez wzgledu na to, czy sa to, jak w tym artykule, fragmenty otoczek
gwiazd Be, czy dyskéw akrecyjnych wokdl czarnych dziur.

if sin(y/(x*sin(y))+x/(y*cos(x))) <0

then RysujPunki(round (x*sx)+128,
round (y*sy)+95,
Jak) ;

end;
end;
Poczekaj
end.




Patrz w niebo

v{ Notatki o spadku meteorytéw spotykamy jui w starogytnych kronikach chirskich.
‘n\ Zjawiska te byly (i sa) nie tak bardzo rzadkie, zdawaloby sie wiec, ie ludzkoéé powinna

byé z nimi oswojona. Tymczasem do koica XVIII w. éwiat naukowy traktowal
doniesienia o ,spadku kamieni z nieba” mniej wiecej tak, jak my dzié traktujemy
doniesienia o0 Marsjanach. Szacowna skadinad paryska Akademia Nauk oglosila wrecsz,
ie nie zamierza sie zajmowaé w ogéle tymi sprawami. Trzeba trafu, ze wladnie we
Francji pod Aigle spadt 26 IV 1803 r. deszcz kamienny, przy czym niektére bryly mialy
mase kilku kilograméw, a calemu zdarzeniu towarzyszyly poteine efekty déwiekowe.
Fakt ten zmusit caly dwiat do uznania spadania kamieni z nieba za zjawisko przyrody.

Rocznie spada na Ziemie okolo 100 kg materii meteorytowej. Najefektowniejszy
spadek meteorytéw w Polsce nastapil 30 I 1868 r. pod Pultuskiem. Drugi obfity
deszcz meteorytéw spadt pod Fowiczem 12 IIT 1935 r. W muzeach dwiata mozna
zobaczyé meteoryty wielotonowe, a najwiekszy ze gnalezionych ma mase okolo 60 §

i lezy w miejscu znalezienia pod Hoba w Poludniowej Afryce. Sama Ziemia nosi élady
upadku meteorytéw jeszcze wiekszych. Najlepiej zachowany (widocznie najmlodszy)
jest krater pod Winslow w Arizonie (USA) o érednicy 1200 m. Najwigkszy ze znanych
lezy na Labradorze w Kanadzie i ma érednice 3200 m. Kilka malych krateréw
meteorytowych moina obejrzeé w Morasku pod Poznaniem.

Meteoryty odréinia sie od ziemskich skal w wyniku doéé subtelnych badai
mineralogicznych. Za pozaziemskim pochodzeniem éwiadczy skiad chemiczny oraz
struktura krystaliczna ujawniajaca si¢ na szlifowanych plaszczyznach trawionych
nastepnie kwasami (tzw. figury Widmannstattena). W ten sposéb zostala wyréiniona
m.in. mala grupa meteorytéw nazwana SNC od nazw trzech miejsc spadku:
Shergotty (Indie), Nakhla (Egipt) i Chassigny (Francja). Meteoryty te zadziwisjaco
przypominaja, fragmenty gruntu Marsa i ich cechy mineralogiczne dowodza,

ie wystawione byly na dzialanie promieniowania kosmicznego przez czas stosunkowo
krétki, liczony milionami lat, 2 sama krystalizacja ich materii nastapila w znacznym
polu grawitacyjnym. Pozostawaloby jeszcze znalefé wytlumaczenie, w jaki sposéb
znalazly sie one na Ziemi.

Sprawe te rozwagano w California Institute of Technology. Symulacje komputerowe
pokazaly, 2e upadek masywnego ciala na powierzchnie Marsa moie spowodowad
wystrzelenie fragmentéw gruntu z predkodciami wiekszymi od predkodci ucieczki
(wynosi ona nieco ponad 5 km/s). Aby wystrzelone odlamki zachowaly swoja
tozsamoédé, tzn. nie ulegly przy tym stopieniu lub odparowaniu, upadek masywnego
meteorytu na Maraa musi nastapié ukoénie. Czedé materii, oczywiscie, ulega przy tym
odparowaniu, a strumieft gazéw osiagajacy predkodé 20 km/e moze byé dostatecznie
gesty, by wystrzelié¢ z Marsa nawet metrowe bryly na orbite okolosloneczna. Pééniej
bryly te moga napotkaé na swej drodze np. Ziemie. Jest zatem bardzo prawdopodobne,
ie mamy na Ziemi meteoryty osobliwe z dwéch powodéw: sa one meteorytami ,drugiej
generacji” oraz wiadomo, skad pochodza,.

Tomasz KWAST

| program motyl;
Uz
begin
Zacang
8x :=465; sy := 26; x :=-127/sx;
while x < 126/sx do
begin x :=x+1/8x; y := -96/sy;
while y < 96/sy do
begin y := y+1i/8sy;

if sin((y-x)/ ((y-x)*cos(y-x*x))
~(y*y-x) / (x*sin(1/ (x*x-y))) )<0
then RysujPunki(round (x*sx)+128,
round (y*sy)+96, Jak) ;

end;
end;
Poczekaj



Wielomiany czynnikowe i symbol Newtona

Tadeusz
GERSTENKORN,

Tadeusz

SRODKA

Roswiazanie sadania F 806.
Niech R oznacza dlugodé wielkiej
pélosi orbity ziemskiej, R(1 — e)
jest odleglodcia Ziemia — Slorice
w peryhelium, a R(1 + ¢) w aphelium.
Niech T, + AT, T, oznaczaja
odpowiednio rednie temperatury
Ziemi w peryhelium i aphelium.
Dla ciala doskonale szarego
moe wypromieniowywana jest
proporejonalna do czwartej potegi
temperatury. Moc dostarczona przes
Slotice jest odwrotnie proporcjonalna
do kwadratu odleglodci Ziemia —
Slofice. Korzystajac » bilansu energii
dostarczonej i wypromieniowanej
mamy:

I §

e

r3
(Ta + AT} R {1+e)?
T4 T R3(1-¢)?

AT \/1+e
= — - 1.
o 1—e¢

Szacujac Ty & 273 K dostajemy AT &
& Bb° C.

| program motyl;
Uty

Bx :=18; sy := 27; x := -127/8x;
while x < 126/sx do
begin x :=x+1/sx; y := -96/8y;
while y < 96/sy do
beginy := y+i/8y;

W niniejszym artykule proponuje si¢ inne niz tradycyjne wprowadzenie symbolu
Newtona, a mianowicie oparte na pojeciu wielomianu czynnikowego. Pozwala to

na pewne uogélnienie bez zwigkszania trudnofci oraz latwiejszy i bardziej zwiezly
sposéb notacji, swlaszcza przy rozwiazywaniu zadah kombinatorycznych w rachunku
prawdopodobiefistwa. Stanowi réwniei okazje do poszerzenia wiadomodci z dziedziny
wielomianéw.

Definicja 1. Wielomian cxynnikowy (zwany takie niekiedy faktorialnym

lub silnfowym, a takie nogélnions potega) stopnia r wzgledem z z krokiem h
okreélamy rekurencyjnie

(1) glOM =1, gInM = z"_l'*l(z —(r—1h), r=1,2,3,...,
przy czym h jest dowolng liczba rzeczywista,.
Z okreélenia wynika, ie

"M = z(z — h)(z — 2h)...(z— (r— 1)), r=1,2,3,...
W przypadku h =1 bedziemy pisaé

il g gl
i méwié o wielomianie czynnikowym zstepujacym, tj.
dl=z(z~-1)(z-2)...(z—r+1), r=123,...,

przy czym uwzgledniajac (1) mamy
(2) 2% =1,

Jezeli h = 0, to, oczywiscie,

=[r,l3] o zr’

tj. potega z jest szczegélnym przypadkiem wprowadzonego wielomianu.
Jedli b = —1, stosujemy zapis
L1 = gl-rl

i méwimy o wielomianie czynnikowym wstepujacym. W tym prazypadku mamy wiec
2" =a(z+1)(z+2)...(z+r-1), r=123,...

Przyklad i. Obliczyé: a) zl*?, b) zl=2l.
Rozwiazanie.
a) 2133 = g(z — 2)(z — 4),
b) 2% = 5(z + 1)(z + 2).
Przyjmujemy nastepujaca definicje symbolu (£) (czytaj: p nad k) zwanego symbolem
Newtona.
Definicja 2. Dla dowolnej liczby rzeczywistej p
3) (P)=;ﬂzp(P—l}(sz)-—-(p—kH)
k k! k! -
jedli k jest liczba naturalna; poza tym, wyjawszy k =0,

()

if sin{y/(x*sin(y))-sqrt (abs(y*y-x*x)))

-x/ (ytcos(1/(x+y/x)))) <0
then RysujPunki(round (x*sx)+128,

round (y*sy)+96, Jak);

end;
end;
Poczekag
¥ end.




Z definicji silni dla k = 0 (0! = 1) oraz z (2) mamy
- (”):1, jefli k=0.

f k
Z definicji 2 wynika, e gdy p i k sa liczsbami naturalnymi (p = n), to
n n!
4 =——nH—dla 0<k<
4) (k) MR g mnan
oraz
(:) =0 dla k> n.

Z (4) po prostych przeksztalceniach otrzymuje sie czesto stosowane wzory:

o R o<k <n,

(:)+(k31)=(":1), 1<k < n.

Przyklad 2. Obliczy¢ wartoéé wyrazeti: a) (37), b) (*42).

Rozwiazanie. Korzystajac ze wzoru (3) mamy

a) (_7)=[_7—)(;?ﬂ._'_9.),=_84,

3
b) (3/2)=%-%»~%)-(—2)=i_
4 4! 128
S Przyklad 3. Wyka;aé, ze dla p > 0 i k naturalnego zachodzi réwnoéé
& P kil
Roswiasanie sadania M 6599. Jest k k
to okrag bedacy obrazem okregu o w Rozwiazanie. Ze wzoru (3) mamy
jednokladnodci o skali } wzgledem k]
frodka S odcinka AB (ber przecigé (—P) = (‘-IJ) G (_p](_p s 1) il -('—P =k 1] —
tego okregu & AB). k k! k!
c _(=0Mptk=1)p+E=9)...p .
o k!
(=) p+ k-1 PE(PHE-1
5 k! i k :
A B Przy okazji stwierdzamy, Ze zachodzi réwnoéé

(=)™ = (~2)*pt"H,
wyrazajaca zaleinodé miedsy wielomianami czynnikowymi zstepujacymi

i wstepujacymi.
Wystarczy zauwaiyé, ie dla kaidego it d

polozenia punktu C frodek cieikodeci . . . . " . B : S
krdjkatn ABC leby w § odlegiofel SO Na powiazanie wielomianéw czynnikowych zstepujacych z rachnnkiem réznicowym, na

od punktu S (frodek cieikodci to punks CiekKawe wlasnodci wynikajace z ustalenia relacji miedzy nimi a wielomianami zwyklymi
przeciecia érodkowych, a te dziela sie (liczby Stirlinga pierwszego rodzaju) wskazal R. Rabczuk (Matematyka, 5-6 (103),
w stosunku 2 : 1). 1968, str. 196“199]-

program motyl;
Uzy
begin
Zacandj
sx := 1B; sy :=10; x := -127/sx;
while x < 126/sx do
begin x :=x+1/8x; y := -95/sy;
while y < 96/ay do
begin y := y+1/sy;

if sin ((cexsc-y*y*y) / (x*y) ) <0
then RysujPunkt(round (x+sx)+128,
round (y*sy)+96,
Jak) ;

end;
end;
Poczekaj
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P 4 I Z metoda Rungego—Kutty

przez przestrzen fazowa

Ryszard KUTNER

Spoéréd wielu zagadnief fizyki, w ktérych badaniu waina rolg odgrywaja metody
numeryczne, na czolo wysuwa si¢ problem ewolucji czasowej wybranych ukladéw
fizycznych. Moga to byé np. punkty materialne lub ich uklady, plyny, ale takie
skomplikowane uklady kwantowe. W artykule tym ograniczymy si¢ do najprostazego
przypadku - punktéw materialnych. Wéwczas ewolucja, czyli w tym przypadku po
prostu ruch, jest rozwiazaniem ukladu N (tylu, ile jest czastek) réwnai, z ktérych
kazde jest postaci

a? ar? ar?
[‘1) m"a}‘;Fﬁ’=F‘:(ﬁ.r---v.r;v_d‘th“-:—d?’,t i

przy czym sily f‘: traktujemy jako dane funkcje poloiefi, predkodci i czasu.

Do rozwiazania metoda numeryczna postaé réwnaf (1) nie jest zbyt wygodna —
znacznie lepiej mieé do cszynienia z réwnaniami rzedu pierwszego. Moina to osiagnaé
bardzo prosto, wprowadzajac jako dodatkowe funkcje nieznane pedy kaidej z czastek

REM Prog AN BvB s tde.tPEn: (2) —!_mAd?"
BEM HMETODA RUNGE a—nn{l‘f_"?"a‘rwe“’ Pii 3 dt 1
;;: 5 ‘:Z:i: wiEgzgg :§§§§25m za cene podwojenia liczby réwnaf. Rozpisujac jeszcze polozenia i pedy na skladowe
REM § - czash . ‘:U‘“ wnwm  mojemy zapisaé tak otrzymany uklad 6N réwnaf w zwartej postaci
REM - dmenta
przedziat czasuy
LA RN RS (9) Sult) = £[u(t). 1],
REM . e
EE% %é%ﬂal gdzie uzycie symboli podkreslonych oznacza, ie chodzi nam o wektory o k = 6N
BERD e - =siva BkladOWYCh (np- u= (fl.!,Pl:,rlppln“-,anpN:))- 4
BEF Fn F‘“'“""‘”jiﬁ?gﬁuﬁl
REM
LET $X2888s0t. . ie po czas:, Okazuje sie, e opis ukladéw fisycanych, w ktérym poloenia i pedy wystepuja na
REM ve - Pr&dKOSE . ..\ oya réwnych prawach, jako niezaleine wielkodci, jest uzyteczny nie tylko przy numerycznym
SRPuTifE8% i xe | L rozwiazywaniu réwnan ruchu. Co wiecej, sformulowanie takie stoi u podstaw calych
INeUT_"v8=1; a";HENG‘;oT:DQN wielkich dzialéw fizyki, takich jak fizyka statystyczna i mechanika kwantowa. Takie
WENES s 232w ramach mechaniki klasycznej formalny brak rozréinienia miedzy polozeniem
I_ET' LicZ=LiCZ+31 - - - - . -
BELINT AT @.88; tOHLICZAT a pedem pozwala na wyprowadzenie zupelnie nowej metody rozwiazywania zagadniefi
1= - )+ g s fu . . .
"oF LEE LEIT ISR L dynamiki (jest to tzw. réwnanie Hamiltona-Jacobiego). Szczegélna role w tych
EET SiRNTF o v, tavm wezystkich rozwaianiach odgrywa pojecie przestrzeni fazowej. Jest to przestrzef, kidrej
R o 6 5 T 42 punktami sa wszystkie mozliwe stany ukladu sparametryzowane wartodciami polozen
LET Ez\‘i et i pedéw. Jeieli w pewnej chwili to uklad mechaniczny scharakteryzowany byl pewnymi
CET ,ggggz.:%;:;;:;, = BT wartoéciami poloiet i pedéw (2o, po), to obrazem jego ruchu w przestrzeni fazowej jest
LET ra3x=vidiexav 2 »  krzywa przechodzaca przez punkt o wepdirzednych (zo, po). Krzywa taka nazywamy
CE +d L ¥RDH - & o . . a
LET A e e P trajektoria fazowa. Okazuje sig, e trajektorie fazowe scharakteryzowane
LET vadtzkaw ¥ réinymi wartodciam! poczatkowymi (2o ,p_u) nie przecinajg sie. Jest to
+d Lt =k 3w . 2 . .
LET FREEVEE L vaLtno o podstawowa zaleta opisu fazowego w poréwnaniu ze zwyklym, w ktérym éledzimy tylko
iy EE’_¥ %'*{f‘ﬁggzgagfﬁg smiany polozeii (nawiasem méwiac, przestrzefi polozer nosi fachowa nazwe przesirzeni
LET vevedts (LAYISFASYIE  konfiguracyjnej) - te same polozenia moga zostaé osiagniete tutaj przy réinych
8RR T kach kowych. Roziacznoéé trajektorii f h la na ciek
REM iczsr1 THEM GO TO 810 warunkach poczatkowych. Roziacznoéé trajektorii fazowych pozwala na ciekawa
=3 .
EE@ e interpretacje ruchu w przestrzeni fazowej jako przeplywu pewnej hipotetycznej cieczy.
INEUT L Istotnie, kaidy punkt przestrzeni fazowej moiemy zwiazaé z pewnymi warunkami
PRINT = s .
Edmis poczatkowymi dla naszego ukladu. Wraz z uplywem czasu poloienia punktéw beda
::ii:'r =5 sie zmienia¢ zgodnie z réwnaniami ruchu, jednak punkty — podobnie jak czasteczki
§§§EE ’: ’: cieczy - zachowaja zawsze swoja identycznodé. A zatem jednoczesnemu ruchowi
T L - s - - 3
EEINT T _E: g wazystkich mozliwych kopii danego ukladu mechanicznego odpowiada przeplyw ,cieczy
PRINT Sf T reapal fazowej”. Taka ciecz, choé wielowymiarowa, zachowuje sie analogicznie jak zwykla
ELST T473! BRAU &71¢ woda. Na prayklad - jest ona niedcidliwa.
FOR i=sd TO 2@ E 2
FPLOT S#i+ a: o
HEXT 4
-1t i 2 ' - - - . - -
il o A 5F B Wréémy jednak do problemu numerycznego rozwiazania réwnania ewolucji (3) -
?E%“Eég"ﬁji_ nagroda bedzie moiliwoéé bliszego zaznajomienia sie z ciecza fazowa. Jak zwykle
i;_ 253 w takich przypadkach, wprowadzimy szereg réwno odleglych wesléw czasowych
:"': n i:‘i i bedziemy szukaé algorytmu, pozwalajacego wyznaczyé rozwiazanie g(i,..q.l) w weile
NEXT A o tn+1 korzystajac ze znajomoéci rozwiazania u(t,)'w wedle poprzednim tn.

6
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Na pierwssy rsut oka jest to doé¢ latwe. Poniewas 5 u(ta) =~ "‘-!(;-:ﬂ) = ;(‘n+2'—;gﬁ’
wiec

) W(tns1) 2 flulta), tal At + u(tn).

Niestety, takie proste rozwiazanie prowadsi do nieprzewidzianych klopotéw. Przy
uszywaniu elementarnych algorytméw, takich jak opisany powyiej, obserwowad

moina niefizyczny efekt samoczynnego numerycznego ,studzenia si¢” lub ,grzania”,
co prowadsi do niestabilnego sachowania sie ukladu przekreélajac wiarygodnoéé
stosowanej metody. Efekt ten polega na tym, e calkowita energia ukladu maleje

lub roénie bez jakichkolwiek fizycsnych przycsyn — sama z siebie. Powodem takiego
niefizycznego zachowania sie 83 kumulujace sie bledy procedury numerycznej

(szerze] zostalo to opisane w ksiaice D. Pottera Metody obliczeniowe fizyki - fizyka
kompuierowa, PWN, Warszawa 1982). Zwykle, aby temu zaradzié, w pierwszym
odruchu zmniejszamy krok czasowy. Prowadzi to jednak do spowolnienia metody,

a wspomniane efekty nadal sie pojawiaja, tyle e nieco pééniej. Nie tedy wiec droga.
Nalezy raczej uzyé bardsiej wyrafinowanego algorytmu obarczonego mniejszym bledem
i stabilnego ze wzgledu na ten blad. Algorytmem speiniajacym te wymagania jest

tzw. metoda Rungego-Kutty. Jej zwykle wyprowadzenie jest doéé zawile. Mozna ja
jednak réwnies otrzymaé réinicujac réwnanie rééniczkowe (3) na trzy réine sposoby,

a nastepnie — traktujac kaidy 2 nich jako réwnoprawny — udrednié wzgledem tych
sposobéw (patrz tekst w ramce na str. 8). Rezultatem jest w peini profesjonalny
algorytm o bardzo malym bledsie (rzedu (At)®), stosowany z powodzeniem do
rozwiazywania skomplikowanych zagadniefi ewolucji. My jednak nie bedziemy tak
ambitni i zadowolimy sie analiza przypadku najprostszego — jednowymiarowego ruchu
pojedynczego punktu materialnego. Naszym wzorcowym ukladem bedzie wahadlo
matematyczne (rys. 1). Aby jeszcze bardziej uproécié sobie iycie, prayjmiemy, ze masa
punktu jest jednostkowa. Wéwczas p = v | mamy u(t) = [z(t), v(t)),

Sflu(t);t] = {v(t), F(z(t), v(t);t)}. Zalaczony program komputerowy znajduje tr.jcktorie
fazowe dla tego prostego ukiadu. Zostal on napisany w BASICu na mikrokompu.c

ZX Spektrum 48 K (lub jemu pokrewne, jak Timex czy Elwro 800 Junior), a ze
wizgledu na jego prostote mozna go takze bez trudu przepisaé na inne, popularne

w kraju mikrokomputery. Po uruchomieniu program zapytuje o poczatkowe wartodci
poloienia i predkodci oraz o czynniki skalujace pozioma of z—-éw i picnows of v
(zostaja one nastepnie wydrukowane na wykresie — patrz rysunek 2 i 3). Po obliczeniu
trajektorii fazowej pytanie o warunki poczatkowe zostaje ponowione (czynnikéw skali
zmieniaé jui wtedy nie mogna).

Rysunki 2 1 3 ilustruja wynik dzialania programu dla zagadnienia wahadla
matematycznego, odpowiednio przy braku tlumienia i 2 uwzglednieniem sily tlumiacej
— patrz rysunek 1. Otrzymany wzér przypomina nieco dywan, a nieco dciezke wiréw
powstajaca za przeszkoda w plynacej wodzie (szczegdlnie rysunek 2). Gérny ,ezlaczek”
na rysunku 2, podobnie jak i dolny, to tzw. przypadek rotacyiny (zachodzacy tylko
wtedy, gdy k = ﬂ}l > 1, gdzie czestodé w = \/Eﬂ). gdy wahadlo wirnje wokdl
swojego punktu zawieszenia 0. Spoczynkowi wahadla odpowiada po prostu kropka
zaznaczona na wykresie w punkcie (0,0). Nastepnie elipsa odpowiada przypadkowi
oscylacyjnemu (k < 1). Wreszcie przypadek granicsny (k = .} niezwykle trudny do
wysymulowania, odpowiadajacy zatrzymaniu si¢ wahadla w pozycji pionowej (z = 7).
Trudnoéé numeryczna polega na tym, iz wahadlo w swoim ruchn ma sie zatrzymaé
dokladnie w zenicie i w takiej pozycji posostaé. Jednakie nawet najmniejszy blad
numeryczny (zwiazany np. ze skoificzona dlugoécia przedzialu czasowego dt) wytraca
je predzej czy péiniej z tego stanu. (Niezlym prazyblieniem jest przyjecie przedzialu
czasowego dt =0, 1.)

Proponujemy Czytelnikowi odtworzenie tych rysunkéw. Aby to umoiliwi¢, jak
réwniez, by otworzyé droge do wlasnych eksperymentéw, potrzeba jeszcze kilku

8léw o strukturze programu. W linii 140 zdefiniowano sile F', a w linii 100 przyjeto
parametry ja charakteryzujace. Zasadniczy algorytm zawarty jest w (wydzielonej) petli
rozpoczynajacej sie w linii 290, a koriczacej sie w linii 540. Zidentyfikowanie metody
Rungego-Kutty nie powinno tu stanowié problemu. Inne podstawowe parametry,
charakteryzujace sama symulacje, to elementarny przedzial czasu di (= At) ustalony

w linii 160 oraz catkowity czas symulacji ¢; (linia 170).

A zatem wszystko jest juz gotowe do wyprawy w przestrzefi fazows.
Szczedliwej podrézy!



Opis metody Rungego-Kutty

Chcemy rozwiazaé réwnanie régniczkowe gwyceajne
pierwszego rzedu

Sult) = flu(0)1].

W pierwszym kroku przybliégymy pochodng wegledem
czasu £ u(t) prees iloras a;(:) 5 "{"“*g:“““) gdeie
indeks n = 0,1, 2,..., numeruje kolejne (w tym przypadku)
réwno odlegle welly czasowe, tak jak to pokazuje ponigszy
rysunek.

v

Bedziemy poszukiwad rozwiazania wlagnie w tych
(gtéwnych) weglach czasowych. Klopot jednak w tym,
ge lloras "—(e—m@ wyznacza pewng funkcje
(predkadé) w polovne przedzialu czasowego, czyli w weéle
pomocnicgym £, 4 (1/2)- A zatem mogemy wypisaé
nastepujace prsyblir'.one réwnodci:

ltnta) = 8ltn) & 14 flu(ea), o] + flultnsa)tnsal}

%g%!{":,._) s flu(tnt/2)itat /)

t —ult u(tn) + ult

u( n+li‘ u(tn) NS [_( n) 2_{ n+1)1tn+(l/2)] -
Stanowig one réwnoprawne régnicowe wersje naszego
wyjdciowego réwnania régnicekowego. I nie ma nic
zaskakujacego w tym, ge wiele réinych obrazéw
rétnicowych przybliga jedno i to samo réwnanie
résniczckowe. Do tego trzeba sie po prostu preyzwycgaic.
Przypomnijmy, te celem nassym jest sbudowanie
algorytmu, ktéry wysnacsa roswiasanle u(tn41)
w nastepnym wefle csasowym t, 41 korsystajac se
snajomodcl roswigzania u(t,) w weile poprsednim
tn. Narzuca sie jednak pytanie: w jaki sposéb poradzié
sobie ¢ prawymi stronami powyzseych réwnar, skoro
wystepuje tam zaréwno poszukiwane roswiazanie
4(tnt1) W wetle nastepnym, jak te¢ nieznane rozwiazanie
“(in+(1 ,2)) w pomocniczym wegle czasowym? Aby
rozwiazaé ten problem, wprowadémy nastepujace
pomocnicze wielkodci:

&1 o ﬁ!{‘n),‘rr] '
ky = flu(tnt(/2) tat (/)]

kg = i[g—(k)—-'-f(t_nﬂl:‘nﬂlm] ’

ko= flu(tat1)itat],
& ktérych, jak widaé, jedynie k;, motemy od rasu
wyenaczy¢. Pozostale bedziemy teraz motzolnie obliczad.
Po pierwsze, motemy napisaé w przybligeniu:

ultws /) = o (tn + 57) ™ ltn) + G Slulta), o),

a co za tym idzie,

by = £ [ultn) +

At At
— tn —_—
=kt + 2]

Tym samym wielkodé te potrafimy jui obliceyé, gdys
wiemy, jak funkcja f zaleiy od swoich argumentéw.
W dalszgym ciagu zauwagmy, ge

ks = i[g(tn} + %Atk P _.]

to nie wiersy, niech podstawi tutaj zamias po prostu
kto nie wi iech podstawi tutaj ¢ k, po prost
ilorag £t L):!("‘)). 1 wreszcie

= l[&(tn) + Al_k vin + A!i

(co widaé po podstawieniu , podobnie jak i poprzednio

w miejace k4 ilorazu M] Podsumujmy prace,
jaka wykonalismy dotychcsas i zastanéwmy sig, ktdre
spoéréd treech wyjdciowych réwnari bedeiemy w dalszym
ciagu eksploatowaé? Odpowiedf jest prosta: wszystkie trey,
gdyt sa jednakowo dobre. Jak to praktycenie robi¢? Alet to
proste — dodajmy je waeystkie i podeielmy preee ich licebe,
ceyli, jak to si¢ méwi, udrednijmy po wegystkich moéliwych
sposobach (sytuacjach). W wyniku takiego postgpowania
otreymujemy gotowy algorytm postaci:

1
y(tnt1) = uta) + ‘A‘(h +2k; +2k;+ k), n=0,1,...,

gdzie k k §=1,...,4, gostaly jut obliczone powytej. Prosze
:suwuyé £e £a pomocy tego algorytmu motemy snalefé
poszukiwane rogwiazanie w nastgpnym wegle czasowym
korzystajac tylko ge gnajomodci rogwiagzania w weile
popreedzajacym. Startujac wiec ze gnanego warunku
poczatkowego u(tp) motemy teraz kolejno, krok po kroku,
wyznaceyé rogwiazanie w chwili £, u(t,), a stad w chwili t3
mamy u(ta), po ceym u(ts) w chwili t3, itd. Oslagneliémy
satem postawiony cel.

Dla zagadnienia jednowymiarowego ruchu punkiu
materialnego o masie m pod wplywem dzialania sily
F(z,v;t) naleiy w réwnaniu (3) preyjaé u(t) = [z(t), v(t)]
oraz flu(t);t] = {o(t} Eil(94—'-'—(-'-}-'31} Pomocnicze funkcje
k;, i =1,...,4, konieczne przy rastosowaniu metody
Rungego-l(utty, przyjma postaé:

k, = (k7. k}), gdeie

i = u(ta),
e Flz(tn), v(tn);tn] :

m
k, = (k3,k3), gdeie
1
k3 = v(ta) + EAH:‘{,

_ F[a(ta) + $AtkT, o(tn) + Atk ta + 4]

m

= (k3,k3), gdzie

L!I'

K = o(tn) + ALK,

F [2(ta) + 3Atk3, v(tn) + JALKS, ta + 4t

m

3.k3), gdzie
kE = u(ta) + AtkZ,
F [2(tn) + Atk u(tn) + Atk3, tn + At
- .
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Stanislaw MROWCZYNSKI

wDoktor Faustus” i fizyka powierzchni

W wielkiej powiedci Tomasza Manna znajdujemy nastepujacy fragment:

Jedli dobrze rozumialem naszego gospodarza, to zajmowalo go zagadnienie
jednodct oZywiones 1 owej tak zwanej nieozywionej przyrody oraz myél, Ze wobec
niej grzeszymy, przeciggajqc zbyt wyrafng granice miedzy tymi dwiema
dziedzinami, gdyz w tstocie jest ona przeciez przenikalna 1 wiladciwie nie ma takies
elementarnes zdolnodcr, ktdra bylaby wylacznie zastrzesona dla stworzed sywych

t ktdrej biolog nie mdglby studiowaé réwniez na nieozywionym modelu.

W jak zaskakujgcy sposdb dziedziny te istotnie sie zazebiaja, pouczyla nas
npoZerajqca kropla”, ktdrej ojciec Leverkihn nie jeden raz w naszych oczach
podawal pozywiente. Kropla, z czegokolwiek by sse skladala, 2 parafiny, oleju
eterycznego — nie przypominam juz sobie dokladnie, z czego skladala sie tamta,
wydaje mi si¢ jednak, ze byl to chloroform, - otdz kropla, powiadam, nie jest
zwierzeciem, choéby najbardziej prymitywnym, nie jest nawet amebq, zakladamy
wige, Ze nie moze odczuwad apetytu na poiywienie ant zatrzymywad tego, co jej
sluzy, a tego, co nie sluzy, wydalaé. To wszystko jednak robila wlasnie nasza
kropla. Wisiala odosobniona w szklance wody, gdzie Jonathan zapewne za
pomocg ciensutkies straykawki byl j¢ umsedcsl. Potem zaé robil, co nastepuje.
Bral pincetq cientutkq szklang sztabke, wiadeiwie tylko nitke ze szkla, ktérq
posmarowal uprzednio szelakiem, 1 podsuwal w poblize kropli.. Robsl jedynie to,
reszty zaf dokonywala kropla. Wyrzucala na swg powierzchnie maly bgbelek, cod
jakby wzgdrek chionny, przez ktdry wchianiale w siebie calq sztabke, w calej je5
diugodci. Sama rozciggala sie przy tym wzdluz, przybierala ksztalt gruszki, cheac
catkowicie pochlongé swdy tup, tak aby korice jego nie wystawaly, 1, daje na to
slowo, zaczynala, znéw sie stopniowo zaokraglajac, przyjmowaé ksztalt jajowaty,
zjadajgc 6w szelak ze szklanej sztabki 1 zasilad nim swoje eiato. Dokonawszy tego,
wyrzucala, powracajac do kulistego ksztaltu, czysto wylizany sprzet, w poprzek
poza swoje brzegt, w otaczajacq jq wode.

Nie moge twierdzic, Ze ogladalem to chetnie, ale przyznaje, e porywalo mnse to.

Tomasz Mann, Doktor Faustus, tlum. M. Kurecka i W. Wirpsza, Czytelnik, Warszawa, 1962.

Tomasz Mann znany byl ze swej wielkiej rzetelnoéci i skrupulatnosci

w przedstawianiu realiéw w swoich powiedciach. Nalezy wiec sadzié, ze opisane
dodwiadczenie nie jest tworem jego fantazji. Sprébujmy je zatem zrozumieé

i wyjadnié. Kluczem jest fizyka powierzchni z powszechnie znanymi meniskami:
wkleslym i wypuklym.

W pierwszej czedci dodwiadczenia kropla wchlania szklana sztabke posmarowana
szelakiem. Dsieje sie tak dlatego, se ciecz tworzaca krople zwilia powierzchnie
sztabki. Odpowiada to sytaucji, kiedy w naczyniu z ciecza powstaje menisk
wklesly. Zjawisko swiliania nastepuje wtedy, gdy energia oddszialywania miedzy
czasteczkami cieczy i materiahu, z ktérego sbudowane jest naczynie, badé, jak
w rozwazanym eksperymencie, powierzchnia sztabki, jest mniejsza (bardziej
ujemna) niz energia oddzialywania miedsy czasteczkami cieczy. Wéwczas ciecs
dagy do powiekszenia powierschni kontaktu cieczy ze sztabka czy nacsyniem,
by w ten sposéb zmniejszyé calkowita energie ukladu. Brak zwiliania nastepuje
wtedy, gdy relacja miedzy wspomnianymi energiami oddzialywania jest
odwrotna. W konsekwencji ciecz daszy do sminimalizowania powierzchni
kontaktu z danym materialem. Menisk wypukly pojawia si¢ wlaénie wtedy, gdy
ciecz nie zwilza naczynia.

Wréémy jednak do ,poierajacej kropli”. Gdy sztabka znalasta sie juz w kropli,
szelak, ktérym sztabka byla nasmarowana, zaczyna mieszad sie 5 ciecza,

by¢ moze nastepuja reakcje chemiczne. Wasne jest, e zostaje on usuniety

& powierzchni sztabki. Wtedy ciecz nie swilsa jus tej powierzchni, wiec kropla
wyrzuca g siebie sztabke, by sprowadzi¢ do zera wielkodé powierzchni kontaktu
cieczy ze szklem.

Na tym koriczy sie wyjadnienie. A moge ktéremus z Czytelnikéw uda sie
wykonaé opisane przez Manna doéwiadczenie 7



Jak lepiej oszacowaé¢ logarytm naturalny?
Jézef BANAS
& g

Bardzo wygodna, sytuacja w wielu zastosowaniach jest moiliwodé rozwiniecia pewnej
funkcji w szereg potegowy, swany szeregiem Taylora tej funkcji. Zastanbdwmy sie,
jak rozwinaé w taki szereg niezwykle wainga funkcje, jaka jest logarytm naturalny,
tzn. funkcje f(z) = Inz. Wiedzac, se Inz jest catka funkcji 1/z, wystarczy w tym celu
rozwinaé najpierw w szereg potegowy te funkcje. Robimy to bardzo prosto. Mianowicie

1 1 2 3

-_—— =] 1-— L Vi~ L

L gy +(1-z)+(1-2)*+(1-2)°+
Jest to szereg geometryczny o ilorazie réwnym 1 — z, zatem szereg ten jest zbieiny
bezwzglednie dla |1 — z| < 1, tzn. w przedziale (0,2). Calkujac w tym przedziale
powyiszy szereg otrzymujemy

)2 # =ya e
Ilhz+C=1z- (L 23) audl 35) ikl 4;)
/
ry Aby wyliczy€ stala calkowania C, najwygodniej bedzie podstawié z = 1. Wtedy
otrzymujemy C = 1. Zatem ostatecznie
(-2 _ (-2 _(1-2)°
= =(1 — 8 it s
Sk ) 2 3 1

Oczywidcie, wzér ten jest prawdziwy tylko dla z € (0, 2), co tei nie w peini nas
zadowala. Tracimy wiec szanse na przyblizanie logarytmu wielomianem na pélosi
(0,00) =R

Sprébujmy teraz péjéé inna droga. Z elementarnego kursu rachunku rézniczkowego
znana jest nastepujaca nieréwnoéé

(1) Inz<z-1

ktéra jest prawdziwa dla wszystkich dopuszczalnych z, a wiec dla z € Ry. Wykres
prawej strony tej nierdwnoéci to po prostu styczna y = z — 1 do wykresu funkcji
f(z) =Inz w punkcie (1,0) (por. rysunek).

Przypomnijmy, ze nieréwnoéé (1) najproéciej udowodnié¢ w nastepujacy sposéb.
Weimy funkcje g(z) =2z — 1 —Inz, dla z € Ry. Oczywidcie, g(1) = 0. Dalej mamy:
g'(z) =1~ 1 = 221, gkad wida¢, e ¢'(z) > 04> z > 1 oraz ¢'(z) <14 z € (0,1).
Zatem funkcja g maleje na przedziale (0,1) i rodnie na przedziale (1, 00), co oznacza,
ie w punkcie z = 1 osiaga ona minimum globalne réwne 0. Stad g(z) > 0dla z € Ry,
a to oznacza, ie spelniona jest nieréwnoéé (1).

Jezeli chcieliby§my poshuzyé sie funkcja z — 1 jako przyblizeniem funkcji In z, to

juz z rysunku widaé, Ze to przyblienie jest dobre tylko dla z ,bliskich” liczby 1,
bowiem dla z daZacych do nieskoficzonoéci lub do zera ,rozstep” miedzy z — 1 oraz

In z wzrasta nieograniczenie. Moina to sprawdzié bezpoérednim rachunkiem. Istotnie,
poprzez proste zastosowanie reguly de I’Hospitala mamy, e lim 22 = 0, wiec

lim (z-1-Inz)= lim z(l —1_las) o 4o

Powstaje wi¢c pytanie: Czy nie mozna funkeji In z przyblizaé lepiej w inny sposéb?
Okazuje sig, ze tak i w tym celu wystarczy poshiiy¢ sie¢ wladnie mala modyfikacja
nieréwnoéci (1). Weimy bowiem dowolnie ustalona liczbe naturalna n i w miejsce
z w nieréwnoéci (1) podstawmy z/®. Wtedy, wykorzystujac tylko twierdzenie

o logarytmowaniu potegi otrsymamy

(2) lnz<n(Yz-1)

dla kaidego z € R4 oraz dla kaidego n = 1,2,... Czy oszacowanie podyktowane
nieréwnodcia (2) jest istotnie lepsze? Aby odpowiedzieé na to pytanie, rozwaimy na
R4 ciag funkeyjny fa(z) = n(z'/" - 1). Potraktujmy z jako ustalone i obliczmy
granice ciagu liczbowego {fa(z)}. W tym celu zauwaimy, e wystarczy umieé

obliczyé granice lilil a (z’/“ - l). Zapisujac ja w-postam hm !—-"rf—‘ (symbol

nieoznaczony %) widaé, e znowu pomoze nam twierdzenie de l’Hosplta.la. Mamy

= 1fa _yY 2Me(1/a%) Inz
7< bowiem lim i B = lim —~—%,—)I— =Inz (tutaj a jest zmienng!). Stad

a-—++oo (L) a—++oo .
wnioskujemy, ie lzm a (z"" — 1) In z, a wiec takze 11m fn(z) = Inz dla kaidego

z > 0. Fakt ten wyra.samy méwiac, ze ciag funkcyjny {f,. jest zbiezny punktowo
do funkcji f(z) (czyli Inz) na zbiorze R..
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Nie jest to jednak w pelni zadowalajace, bowiem najlepiej byloby, gdyby ciag
{fa} byl zbieiny jednostajnie do f na R4. Tak jednakie nie jest, bo biorac ciag
z, = e" i wstawiajac do (2) 2, W miejsce z widzimy, Ze odstep fn(z) = f(2)

~ ucieka” do nieskoriczonoéci na tym ciagu, poniewai fn(zn) — f(zn) = n(e — 2),

a zatem lim (f,,(z..) - f{z..)) = +00. Tym samym tracimy i tutaj nadzieje na to
n—oo

najlepsze oszacowanie logarytmu. Niemniej jednak nie jest az tak #le, bo oznaczajac
0n(2) = fa(z) - f(z) mamy

g:,(z) o % (.‘tl/" _ 1) :

skad widaé, ze gh(z) > 0dla z> 1 oraz g,(z) < 0dla z €(0,1). Zatem, biorac dowolnie
ustalony przedsiat I = [a,b] C R+ widzimy, ze funkcja gn osiaga maksimum w ktéryms
z konicéw tego przedzialu, tzn.

max ga(2) = max{gn(a), gn(b)} .
Poniewai jednak, jak pokazaliémy wczeéniej, lim gn(a) = lim g.(b) = O, wiec oznacza
to, ze na przedsiale I ciag funkcyjny {gn} jest zbieiny jednostajnie do zera, a wiec
ciag funkeyjny {f.} jest na I zbieiny jednostajnie do funkcji f. Fakt ten wyrazamy
méwiac, ie ciag funkeyjny fa(z) = n(z"" - 1) jest zbieiny do funkeji f(z) =Inz
niemal jednostajnie na R4. Praktyczny ,wydiwiek” wypowiedzianego powyzej faktu
jest nastepujacy: funkcje Inz moina dowolnie dobrze przybliza¢ funkcjami n(z'/™ —1)
na kaidym przedziale domknigtym i ograniczonym, zawartym w R.

Jako éwiczenie pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie faktu, e dla dowolnego

z € R4 oraz dla dowolnego n naturalnego zachodsi fat+1(2) < fa(z). Oznacza to,
e ciag funkcyjny {f.} jest zbieiny do funkcji f w sposéb monotonicznie malejacy.
Pozwala to jednoczeénie wywnioskowad zbieznoéé niemal jednostajna ciagu {f.}
do funkcji f poprzez tWierdzenie Diniego.

£ 7‘1—’—,‘ i

Cialo doskonale szare —
~ cialo, ktére zawssze pochlania
ten sam ulamek padajacego nan

i‘ Zadania

™ 598. Na okregu o dane 83 dwa punkty A i B. Wskazaé zbiér érodkéw okregéw
wpisanych w tréjkaty ABC, gdy C przebiega okrag o.
Rozwiazanie na str. 16

M 599. Na okregu o dane sa dwa punkty A i B. Wskazaé zbiér srodkéw ciezkodci
tréjkatéw ABC, gdy C przebiega okrag o.
Rozwiazanie na str. 5

M 600. Na okregu o dane sa dwa punkty A i B. Wskazaé zbidr ortocentréw (punktéw
przecigcia wysokodci) tréjkatéw ABC, gdy C przebiega okrag o.
Rozwiazanie na str. 17

Zadania matematyczne zostaly zaczerpniete & programu zajeé z geometrii na Trzyletnim
Studium Zawodowym nauczycieli matematyki na Uniwersytecie Warszawskim.

Redaguje Jarostaw KULPA

F 306. Oszacuj, o ile érednio Ziemia ma wyisza temperature w styczniu, gdy znajduje
sie w peryhelium, niz w lipcu, gdy znajduje sie w aphelium. Zaléi, ze Ziemia jest
cialem doskonale szarym. Mimoéréd orbity ziemskiej wynosi e = 0,0167.

Rozwiazanie na str. 4

F 307. Pewien kraj chcial skonstiuowad dzialo kosmiczne mogace wystrzeliwad pociski
2z pierwszg predkodcia kosmiczna. Oblicz, po jakim czasie spadiby na Ziemie pocisk

promieniowania, niezaleinie od dlugofci wystrzelony z takiego dsiala pionowo do géry. Zaniedbaj opdr powietrza.

jego fali.

Rozwiazanie na gir. 13
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Szereg — niespodzianka

Czy = tego, ge szereg Es,. jest gbieiny, wynika, e gbieiny jest
tef sgereg z ald?

Jeieli ciag {an} dady do zera, to ciag {a2} zmierza do zera
»szybciej”. Poceatkujacy matematyk méglby na podstawie tej
whasnodci wysnué wniosek, te gbiegnodé szeregu ap pociaga
za sobg zbieinodé szeregu E a2. Ocezywidcie, nie jest to prawda;

najlepiej chyba znanym przykladem jest szereg E 1%2-:.
ktdrego ebieinodé wynika z kryterium Leibniza. Sgereg
kwadratéw jest natomiast rozbieinym szeregiem harmonicznym
3> 1. Ciag {-('71'-!-—} zdaga do zera wprawdeie ,wolniej” ni
{ﬁ-}. jego wyragy jednak gmieniajg swéj enak w zalegnodci od
pargystodci n.
W sposéb naturalny rodei si¢ pytanie, cey & tego, te szereg
jest gbiegny, wynika, fe zbieény jest takie szereg szedciandw.
Wydawaloby sig, ge skoro szedciany daga do gera jeszcze szybciej
nié kwadraty, znak liczeby zad i jej trzeciej potegi sa takie same,
to tu odpowiedé powinna byé pogytywna.
Tak jednak nie jest, co mogna zobaczy¢ na przedstawionym
ponigej preykiadeie. Przer S, oznaczamy )::;1 a;, preee Ty

n
zad E:’:l a?‘
Konstrukcja wyrazdw szeregu jest nastepujaca: pierwszy
wyraz to -@1,—? gdy zad pewnym wyrazem jest }%‘:, to kaidym

% nastepnych k wyrazdw jest —=L-, a kolejnym —L1—. Mogemy
5 k4 YEF1

zapisaé:
Caed b b1 I
TATVR R VR VR R U
n=
INENES TR SR U, s gates 1Y

S5m0,

ss_sg-p-aiﬁ‘%_%{:
=0+,—1-ﬁ— _,24:0,

397551-7:"\/’7_——’—;;—3—1&:—%:
e B, gy

B Ve

i ogélniedlan > 2

s =8 Y 1 s B . 1 _ . Le o
(a+l]’(n+2]_1 n(n’-l-l.)_l %h W W WJ
n_::Iy

1 n
=0+ ——-—=—=0.
t R =
Zkoleidlaﬂ';r—ll-l<k<i—'ﬂ)§('-'-+-—’lwlmmy

1 1 1
0=285 " =8 +‘-‘—:,-—— -ty er—-——<
(n+l)’( +3) e n.(n“'+1|.)_1 = Vit n¢‘
n::ly
1 1 1
<Sl!“+lz—l+ﬁ_w_"'- ’nl_
k—R{n+l razy

1 1
—3k<31l.':2+_11_1+%—%-
Na mocy twierdeenia o treech ciagach S, — 0 (n — 00), wige
sgereg E an jest zbieény; co wiecej — jego suma wynosi 0.
Natomiast szereg szedcianéw ma postaé

— +
34 34 4 44 44 44 44
Zauwaimy, te w preypadku tego szeregu

- e |
Ty3==- —,

&7 18

.0
B=i"wty m n

Sl 193 1

=y tTIe g A

(L L T - T [ R |
T:—‘—‘-—‘- —— — e e e— e — —i
e TR TR S R

T T e Il [ |

itz wtsTwm

iogélniedlan> 1
R O T | 1

Tjn+1!§n+'x!‘_l=i'—f§+§‘—2—a+..-I-;—ns,

a gatem )
el o 0l L.
Poniewad szereg z % jest rozbiegny, a szereg 2 "%, ebieiny, wiec
ciag {Tﬂl‘yﬂl_l} nie ma granicy. Zatem granicy nie ma teg
ciag {Tn}, a wiec ) al jest rogbieiny.

W podobny sposéb moina skonstruowad szereg Ea,. zbieiny,

taki, by szereg 253;“’1 (prey ustalonym k > 1) byl rozbieiny.
Konstrukcje te pozostawiam Crytelnikowi.

Wiodzimierz ZWONEK

I Stewart i D. Tall w ksigéce ,, Compler Analysis® piszq, e studenci
czgsto majg problemy w odrdénieniu ciggu od szeregu. By sm pomde,
praytaczajq nastepujacey doweip:

Dwaj kowboje kupili sobie po koniu. Mieli jednak problemy,
jak je rozpoznaé; w swiazku z tym jeden kowboj saproponowal,
ge utnie swojemu koniowi ogon. Tak teg zrobil; niestety, w nocy
ktod zakradi si¢ do stajni i ucial drugiemu koniowi ogon.

W tej sytuacji drugi kowboj ucigl swojemu koniowi lewe ucho.
Niestety w nocy ... Po dwéch tygodniach, gdy oba konie byly

w tragicenym stanie, pierwszy kowboj powiedsiak:

— Wiesz, tak to nic 2 tego nie bedzie. Lepiej zapamietajmy,

te méj korl jest czarny, a twdéj bialy.

I tak samo jest & ciagiem i szeregiem: prezed szeregiem stoi znak
sumy.

Historyjka calkiem abstrakcyjnaf Posluchajmy opowiedci pewnego
matematyka:

Bylismy & kolegg na uniwersytecie za granicg, dojechal do

nas trzeci matematyk. Podczas roemowy opowiadalidmy

m.in. o innych godciach instytutu. W pewnym momencie
wyjrzalem przee okno i powiedzialem : ,0, patre, wladnie idzie
Jean-Claude”. ,Ktéry to?" — zapytal preyjezdny, gdyé w strone
wejdcia emierzali dwaj panowie. ,,Ten pierwszy” — odparlem.
Niestety, wladnie jeden z nadchodzacych wyprzedzal drugiego,
nie bylo wigc to okredlenie jednoznacezne. ,Ten g kreconymi
wlosami” - udciglilem, jednakée wlosy obu mogna bylo ugnaé za
krecone. I byé mote trwaloby to jeszcze dlugo, ale na szceedcie
preypomnialem sobie niedawno przeczytany dowcip o koniach

i reeklem: ,Ten, ktéry nie jest Murgynem”,

EPSILON - niezaleiny dodatek Delty. Redakcja: Kraysstof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Ananiasz Pofmiechowski. Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem e.
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Listy prosimy przysylaé pod adresem:

Korespondencyjny Klub Fizykéw,
Wydzial Fizyki Uniweraytetu
Warszawskiego, ul. Hoia 69,
00-681 Warszawa.

Roswiasanie sadania F 807. Niech
R = 6371 km oznacza promied Ziemi,
g= % preyspieszenie ziemskie,

m — mase pocisku, M — mase Ziemi.
Pierwsza predkodé¢ kosmiczna wynosi
v=+/gR ™79 km/s. Zuwagi

na ruch cbrotowy Ziemi pocisk,

chof wystrselony pionowo, bedsie
mial niezerowa pozioma skladows
predkodei (chyba e strzelamy na
biegunie). Bedzie zatem poruszal sig
po elipsie o ognisku pokrywajacym sie
ze frodkiem Ziemi (I prawo Keplera
rastosowane do ukladu Ziemia -
pocisk).

Elipsa ta bedzie bardzo wyciagnieta,
gdyi skladowa pozioma predkodei
pocisku nie przewyisza predkodei
réwnikowej Ziemi, vg = 1R o
£ 0,46 km/s &~ 0,06v. Odleglodé h
pocisku w apogeum od powierzchni
Ziemi moiemy znalefé z dobrym
preybliteniem z zasady zachowania
energii zaniedbujac skladows pozioma
predkodei:
muv?  GMm GMm

2 R ORFA
skad h = R. Ze wzgledu na wydluzenie
elipsy z podobna dokladnodcia mozemy
preyjad, ie drodek Ziemi pokrywa sie
z perygeum. Zatem dhigodé wielkiej
pélosi jest réwna R. Korzystajac z 111
prawa Keplera

R* GM
T1 43

latwo oblicsamy okres T ruchu po
elipsie

43R
T =4/ AL A G
GM '3

Zgodnie z IT prawem Keplera czas
ruchu pocisku wyraia sie wzorem

t = kT, gdzie k jest stosunkiem pola
zakredlonego przez promied wodzacy
pocisku do pola elipsy. Korzystajac
z rysunku znajdujemy

£5 i7Rb+ Rb 1+ i
mRb T !

skad t & (2 + w]ﬁml godz. 9 min.

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKOW

Dsisiaj bedziemy prébowali zbadaé zachowanie bardzo specjalnego obiektu fizycznego.
Bedzie to

Jon w roztworze

Interesuje nas, co robi jon pod wplywem przylozonej do niego stalej sily. Zadanie
wydaje sie na pierwszy rzut oka bardzo trudne ze wzgledu na male rozmiary obiektu.
Sprébujmy jednak nie zraiaé si¢ i zaatakowaé kolejno dwie pojawiajace sie trudnodci:

1. Jak przyloiyé do jonu site?

Przypomnijmy, Ze jon jest naladowanym elektrycznie atomem lub grups atoméw.
Na przykiad czasteczki chlorku sodu, czyli zwyklej soli kuchennej, rozpadaja, sie
w wodzie na dodatnie jony sodu i ujemne — chloru:

NaCl — Nat 4+ CI™.

Dwa kierunki strzatki oznaczaja, fe czasteczki nieustannie rozpadaja sie, a pary jonéw
lacza sie ponownie, gdy sie spotkaja. Wytwérzmy teraz w roztworze zawierajacym jony
pole elektryczne. Jak wiadomo, w polu elektrycznym o natezeniu E na kazde cialo
naladowane elektrycznie ladunkiem ¢ dziala sita F = gE. A wiec aby prayloiyé sile do
jonu, wystarczy umiedcié go w polu elektrycznym. Spodziewamy sig, e wprawi to nasz
jon w ruch. Pozostaje jeszcze jedna trudnoéé:

2. Jak obserwowad ruch jonu?

Z jednym byloby trudno, ale jesli bedzie ich wiele, to powinno sie udaé. Sa na to

dwa sposoby. Pierwszy, najlatwiejszy — bezpoérednia obserwacja — jest mozliwy

w przypadku jonéw kolorowych. Takimi jonami sz na przyklad jony miedzi Cut

oraz Cut?, a jeszcze lepiej jony MnO; powstajace przy rozpuszczaniu w wodzie
nadmanganianu potasu KMnO, (dostepnego w aptece). Drugi sposéb, bardziej
skomplikowany, polega na obserwacji zmian steZenia jonéw wodorowych za pomoca
odpowiedniego barwnika, na przyklad fenoloftaleiny lub barwnika z czerwonej kapusty.
Opisze tu wersje z bezpoérednia, obserwacja, ale moina prébowaé dowolnej metody,
byle bylaby skuteczna.

Wykonanie dodwiadczenia

Zuzyty dlugopis owijamy kawalkiem bibuly i zwiazujemy go dwoma kawaltkami drutu
miedzianego (odizolowanego!) jak na rysunku

BIBUEA

ODIZOLOWANY
DRUT Cu

Opaski z drutu umieszczamy w odleglodci 5 — 10 mm. Nastepnie bibule nasaczamy
roztworem elektrolitu (soli kuchennej) i laczymy z drucianymi opaskami #rédio pradu
elektrycznego: jedna lub dwie (polaczone szeregowo) baterie plaskie. Napigcie U
baterii podsielone przez odleglodé d miedzy drucikami da nam natesenie pola
elektrycznego, jakie powstanie w roztworze: E = U/d.

Przy anodzie (biegunie dodatnim) atomy miedzi beda przechodzily do roztworu
stajac sie jonami. Po pewnym czasie (pare minut) zauwaiymy bladozielony obazar
przesuwajacy sie powoll w strone katody.

Jegeli zalezy nam na obserwacji jonéw o intensywniejszym kolorze, naleiy poloiyé

na zwilionej elektrolitem bibule miedzy drucikami malefiki krysstalek KMnO,.

Po pewnym czasie zauwaiymy, se kolorowy roztwér tworzy smuge wyciagajaca sie

w strone jednej z elektrod (ktérej?). Dodatkowe efekty mozina uzyskaé dodajac

do roztworu elektrolitu nieco barwnika z czerwonej kapusty. W ten sposéb mozna
zaobserwowac ruch jonéw w roztworsze i wyznaczyé ich predkodé. Bedzie ona z czasem
malala na skutek wysychania roztworu.

Zycze pomyélnych doéwiadczen i oczekuje na wyniki (z opisem wszelkich warunkéw
doéwiadczenial). Na autora najlepszego opisu czeka nagroda ksiaikowa.
Redaguje Jan GAJ
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Klub 44

1-44

Croléwka ligi sadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozswiazan
radaff 207 (WT= 1,23) i 208 (WT=3,16)
£ numeru 8/1990

Kasimiers Serbin - Sanok 44,59
Marinsz Zajac - Pruszkéw 43,98
Konrad Pléro = Warssawa 432,84
Pawel Kublt - Krosno 39,68

Tomass Graeslak — Krakdéw 37,64

FPo niedinglm milcsenin (ostatnie notowanie
w numerze 1/19%1) wrdcli do nas pan Serbin,
aby samknat trsecl cykl ,, 44", sostajac
delesiatym Weteranem matematycznego
Klubu 44.

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 1961

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrét regulaminu

Kaidy mote nadsyla¢ rozwiazania radad & numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 3. Szkice roswiazali samiessczamy w numerze n + 4. Moina nadsylad rozwiazania
csterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robié

co miesiac lub & dowolnymi preerwami. Rozswiszania zadar £ matematykii & fizyki naleiy
prrzesylad w oddzielnych kopertach, umiesscsajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy radania w skali od 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
prrex wapdlczynnik trudnoéei danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

ocen 4 rozwiarania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére nadeslaly rozswiazanie cho¢by
jednego zadania » danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po sgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek = dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on cslonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udsialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szcregdlowy regulamin zostal wydrukowany w numersze 7/1990.

Zadania z matematyki nr 221, 222 Redaguje Marcin E. KUCZMA

231. Ograniczony zbiér wypukly (plaski lub przestrzenny) nazywamy dcisle wypuklym,
jedli jego brzeg nie zawiera zadnego odcinka dodatniej dlugoéci.

(a) W &ciéle wypukly drodkowo-symetryczny zbiér na plaszczysnie wpisano wielokat;
réwniei érodkowo-symetryczny. Dowieéé, e drodki symetrii obu figur pokrywaja sie.
(b) Daé przyklad écisle wypuklego érodkowo-symetrycznego zbioru w przestrzeni

oraz wpisanego werl érodkowo-symetrycznego wielodcianu (nie zdegenerowanego

do wielokata) tak, by érodki symetrii obu figur nie pokrywaly sie.

223. Wysznaczyé wezystkie co najwyiej dwucyfrowe (w ukladzie dziesietnym) liczby n
o nastepujacej wiasnosci: dla dowolnej liczby naturalnej m, ktérej ostatnia cyfra jest
jedynka, dwucyfrowa koficéwka liczby n™ jest identyczna z n. (Uwaga: 3 = 03 itp.)
Zadanie 222 zaproponowal pan Mirostaw Matlega ze Skoczowa.

Roswiasania sadah s matematyki s numeru 1/1991

Prezypominamy tredé gadari:

218. Czy dla kaidej pary funkeji réiniczkowalnych f, g: R—R istnieje funkeja
réiniczkowalna h: R—R taka, te h' = f'g'?

214. Obliczy¢ sume E |A U B|, w ktérej sumowanie przebiega po wszyskich parach
uporzadkowanych (A, B) podzbioréw zbioru {1,...,n}.

213, Odpowiedé: nie. Preyklad: wedmy pod uwage funkcje

_Jecosl dlaz#0, _{:l:t;inl dla z 72 0,
u{z)ﬁ{ﬂ : dla z =0, i 0 * dlaz=0,
w(z) =zv(z) dla z€R
i zauwagmy, e
w'(z) = 2v(z) —u(z) dla z€R.
Funkcja v, jako ciagla, posiada pierwotna; & ostatniej réwnodci wynika wiec, se u ma
pierwotng u= f'na R.
Przypudémy terag, te dla pewnej funkcji régniczkowalnej h: R—R zachodzi réwnodé
k' = - f' = u? na R. Preyjmijmy k(z) = h(z) — f(z/2). Wéwczas
k'(z) = u(z)? - Lu (i) 5 {(Cos 2)?-4cos2 =1 dlaz#0,
2 2 0 dla z =0.
Wynikaloby stad, ge funkecja l(z) = k(z) — £ jest stala na preedziatach (—oo0;0) i (0;00);
musialaby wiec (wobec ciaglodci) by¢ funkcjg stala na R — whrew temu, se I'(0) = -1/2.
Zatem h nie istnieje.
214. Ustalmy licgbe naturalng k < n i wybieremy k-elementowy podgbiér K zbioru {1;05m)k;
mozna to uceynié na (: sposobdw. Ile jest par zbioréw A, B takich,te AUB = K7
Kaidy element gbioru K mose naleie¢ albo tylko do A, albo tylke do B, albo i tu, i tu.
Prezyporzadkowanie kaidemu 2 k elementéw zbioru K jednej & tych trzech mosgliwodci WYEnacza
przedstawienie K w postaci sumy AU B. Jest wiec 3% takich par (A, B). To zaé pokazuje, ze
w danej do obliczenia sumie jest (:)8" skladnikéw réwnych k. Suma ta (ognacemy ja preee s)

réwna sie zatem
n
= z k(:) 3k
k=1
Aby ja ,ewinaé”, régniczkujemy stronami tossamodé

n
1+z)"=3Y (:):"
k=0
i w otreymanej réwnodci podstawiamy z = 3. Po krétkim przeksztalceniu dostajemy wynik:
8 =23n-4""1,
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Zadania z fisyki nr 119, 120 Redaguje Jerzy BROJAN

119. Zrédio punktowe S o éwiatlodci I znajduje sie w odlegloéci z od soczewki
skupiajacej o ogniskowej f, za ktéra w odlegloéci y leiy ekran prostopadly do osi
optycznej (rysunek). Znalefé nateienie owietlenia powierzchni ekranu (jej ofwietlonej
= >’ czeéci). Rozwazyé prrypadki:

a) obraz pozorny (z < f),

b) obraz rzeczywisty przed ekranem,

c) obraz rzeczywisty za ekranem.

Naleiy pominaé straty éwiatla pray przejéciu przez soczewke i prayjaé, ie jej rozmiary
83 male w poréwnaniu z z, y i f.

=N

120. Dana jest gestoéé cieczy p, jej napiecie powierzchniowe o i masa kropli m.
Osznaczmy przes w,, maksymalna predkoéé katowa, jaka moina nadaé tej kropli

w powietrsu w stanie niewaikodci, aby nie rozleciala sie.

a) Wykazaé, ie wm jest proporcjonalna do \/E i nie zaleiy od p.

b) Obliczy¢ lub co najmniej ocenié staly proporcjonalnofici w powyziszej zaleznoéci.

Roswiazania sadah s fisyki s numeru 1/1991
Prezypominamy tredé zadan:

111. W odleglodci | od leiacej na ziemi pilki znajduje sie plot o wysokodci h. Jaka minimalna
predkoéé trzeba nadaé pilce, aby mogla przelecief ponad plotem?

113. Opisz wady obrazu dyfrakcyjnego wynikajace & nastepujacych wad siatki dyfrakeyjnej.
a) Rysy nierdwno odlegle. Rozwai przypadek, gdy na prremian wystepuje nieco wickssa
i nieco mniejsza odleglodé, ewentualnie takie przypadek, gdy co trzecia odleglodé jest nieco
inna od dwéch poprzednich.
b) Rysy nieréwno glebokie. Rozwai podobne przypadki, jak poprzednio.
Czy istnieje dodwiadczalna moiliwodé rozréinienia, ktéra z ewentualnodci a) i b) jest preyczyna,
obserwowanej wady obrazu?

111. Niech a bedzie katem nachylenia predkodci poczatkowej do pogiomu. Czas lotu pitki do
plotu wynosi t = ;t—i‘-;, a osiagnigta po tym czasie wysokodé

; gt? gl?
Czoléwka ligi zadaniowej y =visina - — =ltga — T
Klub 44 F : i % ik et 2v3cos®
po uwzglednieniu ocen rozwiazaf Szukamy maksimum tej wielkodci, jako funkecji kata a
zadad 109 (WT=2,28) i 110 (WT=3,03) dy l gl?sina
% numeru 10/1990 G= da e oda  (Scosda
otyka = "
t:‘v::}k;:r::wlkl - :::::::n ;;:: skad tga = "E} Podstawienie daje wartodé y
Daleriysiaw Lipniacki- Lublin 35,46
Adam Slkorskl - Laublin 17,05 i l." o 8‘2 U‘ _ ".2 K‘ﬂ
Jruse 202 g2z | 2g 202

Przyréwnujac ymaz do h enajdujemy v

v=1/glh+Vh2+12).

Uwaga: Zadanie jest doéé proste i mozna je znaleéé w niektérych zbiorach radarni. Niestety,
na ogét & blednym rozgwiazaniem (zaklada sig, ge pilka przelatuje nad plotem w wierzchotku

paraboli).
112. Posluguje si¢ metoda graficeng, w ktdérej drgania dla siatki o nieréwnych odleglodciach wystapi niezerowa
harmonicgne sa reprezentowane jako wektory na plaszczygnie zy, amplituda wypadkowa

o dlugodci réwnej amplitudzie drgan i nachylone do osi z

pod katem réwnym fazie. Rysunki przedstawiajg wypadkowa

amplitude fali ugietej w okredlonym kierunku, uzyskang prezes

glogenie fal ugietych na poszczegdlnych rysach. Dla siatki bes J

wad maksimum odpowiada rysunkowi Zatem w érodku miedzy reedami widma wystapia dodatkowe,
stabsze pragki. (Gdy co trzecia odleglodé jest inna, wystapia
dwa dodatkowe pragki.)

Dla siatki & niejednakows glebokodcia rys (czyli niejednakows
amplituda fal czastkowych) wyglada to niemal tak samo, przy
czym ostatni rysunek nalesy zastapié¢ takim:

R

Gdy odleglogci rys 83 na przemian (nieco) régne, rysunek
wyglada tak
T T W~ o

e
e
(zmiana odleglodci rys prowadzi do zmiany faz sktadowych). b

—_—
Najistotniejsea jest jednak nie smiana tego rysunku, lecs to, (Strealki w zasadzie leia na jednej linii, preesuniecie ich w dét
ie w polowie odleglodci miedzy prazkami, tam gdzie dla siatki

sluiy wiekszej czytelnodci rysunku.) Zaklécenie obrazu bedzie
bez wad kolejne przesuniecia fagy wynosily x i interferencja byla wiec identyczne, jak poprzednio, ALE teraz faza dodatkowych
destruktywna pratkéw jest taka sama, jak zasadniceych, a poprzednio byla
przesunigta o Z. Zatem przypadki a) i b) mogna rogréinié
poddajac interferencji dwiatlo g régnych prazkéw — takie
dodwiadczenie jest czule na fage.

il
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Optyczne metody pomiaru predkosci przeplywu
Grzegorz PAKULA

W technice czesto zachodszi potrzeba pomiaru predkoéci przeplywajacej
cieczy bad# gazu. Ta dziedzina badah ma nawet 8WO0ja nazwe —
anemometria. Najstarsza, historycznie rzecz biorac, metoda bylo uiycie
sond aerodynamicznych, ktére pozwalaja okreéli¢ predkodci przeplywu na
podstawie pomiaru réznicy miedzy ciénieniem statycznym a cifnieniem
calkowitym — wigkszym od statycznego o wartoéé powstala z wytracenia
energii kinetycznej plynu. Péfniej, w polowie naszego stulecia, rozwinela sie
termoanemometria. Role sondy w tej metodzie pelni cienki, podgrzewany
i drucik. Plyn oplywajacy sonde powoduje chlodsenie drucika. Mierzac jego
w opornoéé mogna wyznacayé predkodé przeplywu, ktéra decyduje o intensywnodci
R S g ch‘}odzel_li?,. Obie wspom.niane metody maja \l\a'spd"llwf wade — wymagaja
zawarte w kole o brzegu o luki okregéw MiaNowicie wprowadzenia sondy w obreb przeplywajacego plynu. Sonda zad
prrechodezacych praes A i B i majacych powoduje zaklécenia mierzonego pola predkoéci. W niektérych przypadkach
f:?d;idw‘QEO d‘;:“h l“k‘;"‘“ i"};“ic sonda mosze by¢ naraiona na oddzialywanie ekstremalnie niekorzystnych
G i & warunkéw, na przykiad w pomiarach przeplywu cieczy iracych badfé w komorach
Sz spalania. Tych trudnoéci moiemy uniknaé stosujac metody optyczne, ktére
wymagaja wprowadzenia jedynie wiazki §wiatla w obszar przeplywu. Zrédlem
0 informacji jest w tym przypadku éwiatlo rozproszone na drobnych czastkach
(zanieczyszczeniach) unoszonych przes plyn. Wiele plynéw spotykanych
w technice  natury zawiera takie czastki; jeéli nie, mozna je wprowadzi
sztucznie, na prayklad w postaci dymu (gdy miersy sie predkoéé gazu).

b=
W

Aby srozumie¢ zasade laserowej anemometrii optycsznej, naleiy
przypomnieé sobie trzy podstawowe fakty. Po pierwsze — §wiatlo jest fala

Sy elektromagnetycsna, csyli jego rozchodzenie sie polega na zmianie nategenia
pola elektromagnetycznego w csasie i przestrzeni zgodnie s przebiegiem

4 sto'dowd. Srodex O okrenn sinusoidalnym. Po drugie — dwie fale moga interferowal. W efekcie interferencji

wpisanego w trdjkat ABC leiy na

prpecleclus dvanbicRaicl RRVGw 140 dwéch fal o bliskich czestodciach otrzymujemy pewien praebieg okresowy

tréjkata. Dwusiecrna kata ACB polowi o podstawowej czestotliwodci zaleznej od czestotliwodci fal skladowych.

:L‘;;‘:fn[b;’é"j""“‘;l ':‘:"-‘;("}"]T;i”;‘;:”:z 3 Po trzecie — caestotliwoéé fali mierzona przez obserwatora saleiy od predkodci
a rownyc 1 m . T

SUIKE Srnscivcia bof duunmiingg 5 wiglednej frédla fali i obserwatora. Jest to tzw. efekt Dopplera, thumaczony

preez Si. zazwyczaj na przykladzie fal akustycznych. Obserwator, do ktérego zbliza sie

motocykl, slyszy inna czestotliwodé pracy silnika, nig obserwator, od ktérego
pojazd si¢ oddala. Analogiczne zjawisko zachodzi dla fal éwietlnych. Jedli
o$wietlimy poruszajaca sie czastke, to §wiatlo przez nia rozproszone bedzie
mialo inna czestotliwodé (a wiec i barwe) w zaleznoéci od tego, czy czastka
preybliza sie czy oddala od obserwatora. Teoretycznie, w celu pomiaru predkodci
wystarczy wiec oéwietli¢ czastke unoszona przes plyn, a nastepnie dokonad
pomiaru czestotliwodei éwiatla praes nia rosprosgzonego w dwu kierunkach.
Praktycznie jest to jednak niewykonalne, gdys czestotliwodé swiatla jest tak
duza, ge bezposredni jej pomiar bylby technicznie niezmiernie skomplikowany,
o ile w ogéle moiliwy. Abv ominaé te trudnoéé, w anemometrii dopplerowskiej
zawsze dokonuje si¢ interferencji (naloienia) dwu fal. W efekcie otraymuje sie
Wystarczy wykazad, ie tréjkat 05,5  sygnal, ktérego podstawowa czestotliwoéé jest réwna réinicy czestotliwodei dwu
jest réwnoramienny (a dokladniej, ic  fa] skladowych, a wiec zazwyczaj jest ona znacsnie nigsza od czestotliwodci fali
'f;: O:Bﬂz‘qugg“f T $wietlnej i mozliwa do gmierzenia.

= LZACB + L £ABC,
bo kat S10B jest katem zewnctrznym  Frédlem éwiatla ofwietlajacego czastke jest zawsze laser, ze wagledu na
;’r‘ii:“m ouB motliwoéci precysyjnegoe okreélenia czestotliwodci oraz latwodé koncentracji
LOBS, = LOBA+ LABS, = wiazki w przestrseni. Istnieje kilka wariantéw metody w saleinodci od tego,

= $LABC + } LACB, jakie fale sa na siebie nakladane. Mogna odwietli¢ porugsajaca gie czastke
r;nf::"l’“‘: g f;]:\:tcsl S EhRELeIRR pojedyncza wiazka laserowa, 2 nastepnie, przy usyciu odpowiedniego ukladu
Zatem £S,0B = LOBS,, optycznego, doprowadsi¢ do nalozenia wiazek éwiatla rozproszonych w dwu
skad OS5, = BS. rognych kierunkach. Mogna ofwietlié¢ csastke pojedyncsa wiazka, a nastepnie
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Roswiasanie sadania M 600. Jest
to okrag bedacy obrazem o w symetrii
wigledem prostej AB (bez A i B).

A oto dowdd. Niech AA' i CC'
beda wysokodciami tréjkata ABC.
Ortocentrum oznaczmy przer O.
Wysokodé CC' przecina o w punkcie D.
Mamy

LDCEB = LDAB,

bo 8a to katy wpisane w o i oparte na
tym samym luku.

Okrag o' o drodku w drodku odcinka
AC i przechodzacy przez A i C
przechodzi takie przez A' i C'
(bo 2z obu tyeh punktéw widaé AC pod
katem prostym). Zatem

2CAA = ICCTAS,
bo sa to katy wpisane w o' i oparte na
tym samym luku.
Wynika stad, 7e ZDAC' = LOAC',
a wiec tréjkaty DAC' i OAC' sa
przystajace (bo maja wspélny bok
i réwne odpowiednio przylegle do niego

katy). Zatem DC' = C'O i O jest
obrazem D w symetrii wzgledem
prostej AB.

dokona¢ interferencji éwiatla rozproszonego z niezaklécona wiazka laserowa.
Moszna wreszcie oéwietlié poruszajaca sie czastke dwiema wiazkami laserowymi
z réznych kierunkéw, a nastepnie mierzyé czestotliwodci nalozonych dwu fal
rozproszonych w tym samym kierunku pochodzacych od obu wiazek. W tym
ostatnim przypadku moiliwe jest nieco inne, prostsze, objaénienie zjawiska.
Dwie wiazki laserowe przecinajac sie w przestrzeni interferuja, dajac w pewnym
obszarze prazki interferencyjne. Czastka przelatujac przez ten obszar wysyla
impuls §wietlny w momencie, gdy przelatuje przez kazdy jasny prazek. Mierzac
czas miedzy poszczegblnymi rozblyskami oraz znajac odleglodé prazkéw, zalezna
od dlugodci fali i kata przeciecia wiazek, mozna wyznaczyé predkoéé czastki.
Scidlej rzecz biorac, skladowa predkodci lezaca w plaszczyfnie przeciecia dwu
wiazek laserowych i prostopadla do dwusiecznej kata miedzy nimi. Chcac
zmierzyé druga (prostopadla) skladowa predkodci nalezy krzyzujace sie wiazki
obrécié o 90° wokét dwusiecznej.

Y

A 4

w

Schemat ukladu pomiarowego ¥ podwdéjng wiazka laserows,.

. Lasger

. Uklad rozdzialu wiazki

. Uklad skupiajacy wiagki

. Przestrzeri pomiarowa wypelniona pragkami
. Uklad optyceny pomiaru sygnalu

. Fotodetektor

D oo Do

Duza zaleta anemometrii laserowej jest to, ze (jak wynika z analizy teoretycznej)
réznica czestotliwodei nalozonych wiazek jest wprost proporcjonalna do predkosci
czastek. Pewna wada jest natomiast to, ze de facto nie mierzymy predkosci
plynu, lecz predkodci zawieszonych w nim czastek. Na szczescie dla odpowiednio
drobnych czastek predkosci te praktycznie sie pokrywaja. Dokladnogé metody
jest wysoka i zalezy w pierwszym rzedzie od precyzji w okreéleniu kata

miedzy krzyzujacymi sie wiazkami. Blad pomiaru nie powinien przekraczaé

2 - 3%, co moze wydawal sie wartodcia znaczna, lecz w dziedzinie pomiaru
predkosci jest to spore osiagniecie. Anemometria laserowa nadaje sie do
pomiaréw predkodci szybko zmiennych. Reakcja ukladu pomiarowego na zmiane
predkosci jest w praktyce natychmiastowa, w odréznieniu od metod klasycznych
charakteryzujacych sie pewna bezwladnodcia. Jedynym ograniczeniem jest
gestosé rozmieszczenia czastek w plynie, gdyz oczywiste jest, ze nie da sie
dokonaé pomiaru w mniejszym odstepie czasu niz ten, ktéry oddziela pojawienie
sie dwu kolejnych czastek w przestrzeni pomiarowej. W kazdym razie, metoda
nadaje sie do mierzenia szybko zmieniajacych sie tzw. skladowych fluktuacyjnych
w ruchu turbulentnym plynu. Zdjecie na tylnej okladce przedstawia przyklad
zastosowania anemometrii laserowej do badania optywu wokét kadliba statku.

Autor pragnie wyrazi¢ podziekowanie dr A.K. Lewkowiczowi i dr S. Cheah
z Uniwersytetu w Liverpoolu za zyczliwa pomoc w przygotowaniu tekstu.
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