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Matematyka i gra w szachy
Eugeniusz SZUMAKOWICZ

W 1912 roku szwajcarski matematyk E. Zermelo (znany przede
wszystkim z aksjomatyki teorii mnogoéci) udowodnil, ze w grze

w szachy: albo biale moga zawsze wygraé, lub co najmniej
zremisowaé, albo moga zawsze wygrad czarne. ,Zawsze”, to

znaczy jedli nie popelnia bledu i stosowaé beda swoja strategie
optymalna. Twierdzenie Zermeli (,,szachowe”) nie daje zadnej
wskazéwki, jak taka strategie (funkcje wyboru na wezlach drzewa
gry pozycyjnej, jaka sa m.in. szachy) mozina znalef¢; nie rozstrzyga
réwnies, kiéra strona — biale czy czarne, ma taka strategie. Jest:

to prayklad udowodnienia istnienia w sposéb niekonstruktywny,
chociaé (!) niekonstrukiywnoéé ta ma charakter pragmatyczny -
teoretycznie bowiem, wobec skoficzonej liczby wariantéw krélewskiej
gry (finityzm) te strategie moina by znalefé za jakieé ... 1010

lat (wariantéw tych jest wiecej nii elektronéw w obserwowanym
Wazechéwiecie!).

Idea dowodu omawianego twierdzenia jest néwnie prosta co
blyskotliwa — zwrécil na to uwage polski matematyk, Jan Mycielski
w latach 60. we Wroclawiu. Przypuéémy na chwile, idealizujac,

ie kaida partia szachéw liczy 40 ruchéw (80 pélruchéw bialych

i czarnych na przemian). Istnienie nieprzegrywajacej strategii dla -
bialych w tych chwilowo ,usztywnionych” szachach mozna zapisaé
w jesyku logiki kwantyfikatoréw nastepujaco:

(*) VAV/\"'VA(hcxsbacz,---,

by 1 by c3 byo Cao
gdzie b;c; oznacza i—ty pélruch bialych wraz z nastepujacym po
nim i-tym pélruchem czarnych, P zaé oznacza podzbiér zbioru
wszystkich ciagéw 40-ruchowych, taki mianowicie, ze kaidy
jego element prowadzi do konfiguracji na szachownicy, ktéra to
konfiguracja jest co najmniej remisowa dla bialych.

540040) € P,

W dsiedzinach skoriczonych (jaka sa, ocsywidcie, szachy) obowiazuje
ponad wszelka watpliwodé logiczne prawo wylaczonego rodka:

p lub ~p. Podstawmy pod p hipoteze, ze biale maja strategie
nieprzegrywajaca — sapisana wsorem kwantyfikatorowym (%), wtedy:

~p=~ (V/\V/\ ‘V A(bicy, bacs, ..., b4gc4u]§P) =

by c1 by ca beo 40

= /\V/\V"'/\V(blcla5202,---,.540640]613' =
by c1 b3 ca bao Ceo

= AVAV"'/\V(‘&% bacz, ..., beocso) EN\ P,
by €1 by ea beo Ca0

gdszie N oznacza wzmiankowany jui zbiér wssystkich ciagéw
40-ruchowych. Ostatnia z réwnowagnych formul nie méwi nic innego
jak to, fe czarne maja strategie wygrywajaca (jedli konfiguracja
koficowa nie jest nieprzegrywajaca dla bialych, to jest wygrywajaca
dla csarnych - jesscze ras wylaczony érodek). C.b.d.o.

Z punktu widzenia absolutnej écislodci powyzsze rosumowanie
sawiera luki, ale sa one usuwalne, cho¢ kosztem sztucznych

i smudnych konwencji pomocniczych.

Jak jus powiedziano, twierdzenie Zermeli nie wskazuje, czy biale, czy
czarne s3 w lepszej sytuacji. Tymczasem wieloletnie dofwiadczenie

i teoretycsne analizy szachistéw sugeruja, e to biale sa w lepszej
sytuacji rospoczynajac gre (przewaga tempa). Argumentacja

1

Geometryczne

sofizmaty

| Jarostaw GORNICKI

O Euklidesie nie wiemy prawie nic.
Znany jest przede wszystkim jako

" autor Elementéw. Na uwage zashuguje
réwniez inna jego praca Falszywe wniosks

‘U (Pseudaria). Niestety, saginela ona

i 2 ogélnikowych przekazéw o jej tredci
mozna domniemywaé, Ze zawierala rézne
| falszywe twierdzenia geometryczne i ich
| bledne dowody. Do ich zrozumienia

wystarczy znajomoéé elementarnych faktéw

~ 2z geometrii. Oto kilka takich sofizmatéw.

| Sofizmat — rorumowanie na pozér poprawne,
" w ktérym popelniono blad logiczny, trudny

| nieras do wykrycia, nadajacy pozory

 prawdziwodci falszywemu twierdzeniu.

I. Kat prosty jest rowny katowi

B rozwartemu

| Zaléimy, ie figura ABCD jest kwadratem.

. Z wierzcholka C odkladamy odcinek CG

~ réwny CB. Punkty A i G laczymy prosta,.

~ Odcinki AB i AG dzielimy na potowy

~ odpowiednio punktami E i H. Poniewas

" AB || AG, wiec prostopadle do AB i AG,

" wystawione w punktach E i H, takie

. nie 83 réwnolegle. Przecinaja sie one

~ w pewnym punkcie K. Rozpatrzmy
praypadki:

. a) Punkt K leiy ,ponad” prosta DC

* (rys. 1) wewnatrz czworokata AGCD.

A, : B
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N

D : c
.~ Rys.1
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= Laczymy pﬁnkt K z wierzcholkami A, G,
- C, D. Wéwczas |[KD| = |KC|i|KA|=

| = |KG|. Zatem tréjkaty KAD, KCG maja
~ odpowiednie boki réwne. Stad |[LKDA| =
" = |.KCG)|. Dodajac katy KDA i KDC
" oras LKCG i LKCD (|LKDC| =

= |[£K CD|) otrzymu]emy réwnoéé
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b) Punkt K leiy na odcinku DC,

tzn. dzieli on odcinek C'D na polowy.
Réwnodé |LADC| = |£GCD| otrzymujemy
z prazystawania tréjkatéw KDA 1 KCG.

¢) Punkt K leiy ,,pod” prosta DC (rys. 2). |

Laczymy punkt K z punktami

D, A, GiC. Wéwczas tréjkaty KAH

i KHG sa praystajace. Zatem |[KA| =
= |KG|. Réwniei tréjkaty KDF i KCF
85, praystajace. Zatem |KD|=|KC|

i |ZKDC| = |LKCD|. Ponadto |DA| =

=|CB|=|CG|. W ten sposéb odpowiednie |

e e 1

boki tréjkata K DA sa réwne odpowiednim

bokom tréjkata KCG. Oznacza to, e
[£KDA| = |£KCG|. Odejmujac teraz
od tych katéw réwne katy KX DC i KCD,
otrzymujemy: |ZADC| = |/GCD|.

Rys.2
Wyjadnienia sofizmatéw na str.16

II. Kazdy tréjkat jest
réwnoramienny.

Weimy dowolny tréjkat ABC.

Poprowadémy dwusieczna kata C,

symetralna boku AB i rozwaimy ich punkt

przecigcia V.

a) Dwusieczna i symetralna nie przecinaja

sig, tzn. 83 réwnolegle. Oznacza to,

Ze dwusieczna jest prostopadla do AB,

czyli |AC| = |CB]|.

b) Dwusieczna i symetralna przecinaja

si¢ w punkcie N, bedacym wewnetrznym

punktem tréjkata ABC (rys. 3).-

Opuszczamy z tego punktu prostopadle

. NP i NQ odpowiednio do bokéw CB
iCA (|[NP|=|NQ|). Ponadto |[NA| =

= |NB|. Tréjkaty prostokatne NPB,

NQA s3 praystajace, wiec |[LNAQ| =

wiec |LCAB| = |LCBA|. Stad AABC jest

szachistéw, w odréguieniv od np. dowodu twierdzenia Zermeli, nie
jest dcisla, nie daje pewnodci, lecs tylko psychologicznie ten fakt
uprawdopodabnia. Jednakowos w nauce i réinych dziedzinach
dzialalnodci ludzkiej zdarzajg sie niespodzianki, paradoksy.
Intuicyjnie czujemy, se czasem korzystnie jest oddaé chwilowo
inicjatywe przeciwnikowi (mose nie tylko w grach hazardowych!?).
Uwagam, #e mosna by znalefé racjonalny argument na rzecs
czarnych w szachach roswiasujac pozytywnie nastepujace problemy:

1. Skomponowaé zadanie szachowe niekonwencjonalnego typu: uklad

figur i pionéw bialych i czarnych jest symetryczny wzgledem linii
poziomo polowiacej szachownice; temat: biale zaczynaja — czarne

wygrywaja!

2. Wynaleé¢ gre posycyjna dwuosobowa, o symetrycznej konfiguracji

poczatkowej, w ktérej rozpocsynajacy przegrywa przy optymalnej
grze, tj. stosowaniu optymalnych strategii z obu stron. A moze taka

gre juz znamy?

W ksiaice J. Nievergelt, J. Craig Farrar, E. M. Reinhold,
Informatyczne rozwigzywanse zadah matematycznych, WNT,
Warszawa 1978, na str. 109 — 111 jest opisana gra o nazwie Hex,
pozycyjna, dwuosobowa i symetryczna. Autorzy dowodza, ie biale
(rozpocaynajace gre) maja strategie wygrywajaca (remisy w tej
grze nie sa moiliwe). Idea przewodnia ich dowodu jest zalozenie
nie wprost, ze czarne wygrywaja, a nastepnie imitowanie strategii
czarnych przez biale pray pierwszym ruchu ,jalowym”. Mogloby
sie na pierwsay rzut oka wydawa, ze przypadek ten przemawia
przeciwko czarnym w szachach. Jednak nietrudno zauwazyé, ie
sposéb powyszszy nie przenosi sie z Hexa na szachy, warcaby itp.
{dlaczego?). Totei problemy — wyzwanie (punkty 1 i 2) pozostaja

otwarte.
e
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Roswiasanie sadania F 806.

i Poniewai interesuje nas jedynie

oszacowanie, wiec moiemy zamiast
oléwka rozpatrywaé wahadlo
matematyczne (o masie i dlugodci
réwnym masie m i dlugodci | oldwka)
ustawione w najwyiszym poloZeniu.
Tedli o hylenia

dla (oléwka) od pionu prrez @

naceymy kat od

W-"‘}
o réwnanie ruchu naszego ukladu
prryjmie poataé

mif = mgsinf .

Ograniczajac sie do malych odchyled

onu moZzemy prazyjaé sinf ~ 6

ruchu jest
twt

Rozwiazanie réwnan

wiec funkcja wykladnicza e , gdzie

/ :
w = 4/ K. Pionc

\ we poloienie oléwka

| jest poloieniem réwnowagi nietrwalej

| =|LNPB|. Poniewai |LNAM| = |.NBA|, |

1 wystarczy dowolnie m

y rozpoczal sie ruch,

a jak e“t, W i
edzie predkodé, a

mieniaé sie b

dla energii kinetycznej otrzymamy
~ Tt
T = Ae «

W opisanych w zadaniu warunkach

frédlem poczatkowego impulsu jest

nieustanne bombardowanie oléwka
przes czasteczki powietrza. Poniewas
kaida z nich ma energie kinetyczna
rzedu kT, gdzie k oznacza stala

&T

gie uzryska praktycznie

Boltzmann: temperature, wie

podobna e

i oléwek. Stad wynika

mozemy prayjaé

A=kT

adku energia kinetyczna

. A zatem czas, po jakim

nastapi upadek, dany jest przez

W temperaturze pokojowej dla

typowego wka (mil =~ 100 g-cm)
lostaniemy t ~ 2,1 8. Pordwnanie tegc
prz wania z wynikiem prostego

ot iczenia pokazuje, e warunki

praktycznie bardzo trudne



Patrz w niebo

Bialy karzel to ostatnia faza #ycia gwiazdy o masie zblizonej do
masy Slorica. Jest to silnie zgeszczone jadro gwiazdy, ktéra bedac
uprzednio czerwonym olbrzymem rozprossyla swoje warstwy
sewnetrzne przeksstalcajac sie w taki wladnie goracy, maly, swarty
obiekt. Bialy karzel §wieci juz tylko dlatego, e stygnie. Jest to
proces bardzo powolny. Dlatego bezpodrednio sie go nie obserwuje,
gnane sa natomiast biale karly o réznym wieku, a zatem znajdujace
sie na rozmaitych etapach stygniecia.

Gwiazda neutronowa to tez ostatnia faza zycia, ale gwiazdy
masywiiiejszej, rzedu kilku mas Slofica. Jest ona zapadnietym
jadrem wczedniejszego czerwonego nadolbrzyma, prsy czym
zapadniecie to i rozproszenie reszty gwiazdy odbywa sie wybuchowo
~ jako eksplozja supernowej. Zapadniete jadro ma mozliwoéé
sachowania dawnego pola magnetycznego i — oczywiscie — dawnego
momentu pedu gwiazdy, wobec tego gwiazda neutronowa z reguly
bedszie szybko wirowad i obdarzona bedzie bardzo silnym polem
magnetycznym. Jej pole magnetyczne omiatajac otaczajacy
rozproszony gaz powoduje w nim blyski i przez to taka gwiazda
neutronowa widoczna jest jako pulsar. Zrozumiale, ie tracac w ten
spos6b energie pulsar musi swalniaé obroty (i to sie bezpodrednio
obserwuje) oraz mozna spodziewad sie, Ze jego pole magnetycsne
bedzie zanikaé, jak wynikalo z pierwszych ocen teoretycznych,

w czasie rzedu dziesiatek miliondw lat.

Ale przyroda bywa bardziej skomplikowana. Oté: gwiazdy bardzo
czesto wystepuja parami, w szczegblnosdci znamy juz uklady
podwdjne skltadajace sie z pulsara i bialego karla ~ takim jest np.
obiekt o symbolu katalogowym PSR 0655 + 64 (poloiony w Zyrafie).
Jego bialy karzel jest osobliwie chlodny, jego temperatura
powierzchniowa nie przekracza 10000 K. Do takiej temperatury

" powinien on stygnaé przez jakied 2 miliardy lat, a w tym czasie pole
magnetycsne towarzyszacego mu pulsara powinno dawno zaniknaé

— jasne, e przyjmujemy tu najsensowniejsze zalogenie, it skladniki
ukladu podwdjnego sa w tym samym wieku.

Zaszla wiec koniecznodé stworzenia innego modelu pulsara, takiego,
ktéry méglby dlugo zachowywaé swoje pole magnetyczne — i chyba
to si¢ udalo kilka lat temu. W nowym modelu inny jest czas zaniku
pola skorupy pulsara, a inny — wladnie bardzo duzy - jego jadra.*
Pozostaje wobec tego wytlumaczyé, dlaczego tak stary pulsar

wiruje jeszcze tak szybko (jego pulsy powtarzaja sie co 195,6 ms).
Odpowiedf tkwi w samym fakcie, zZe jest on skladnikiem ukladu
podwéjnego. Mianowicie gwiazdy masywniejsze ewoluuja szybciej,
gatem pulsar powstal wczedniej niz bialy karzel. Pulsarowi musial
wiec kiedy$ towarzyszyé czerwony olbrzym. A wtedy mégt zachodzié
przeplyw materii z czerwonego olbrzyma do pulsara i przekaz w tym
samym kierunku momentu pedu. Czerwony olbrzym mégl wiec przez
jakid czas ,napedzaé® pulsara i w ten sposéb uchroni¢ go przed
wczedniejsza $miercia. Tzw. bratnia pomoc dziala nawet w dwiecie
gwiazd.

Tomasz KWAST

c) Dwusieczna i symetralna przecinaja
sie w punkcie N lefacym na boku AB.
Oznacza to, e dwusieczna i drodkowa
poprowadzone z wierzchotka C pokrywaja
sie, czyli tréjkat ABC jest réwnoramienny.

Mamy bowiem

Twierdsenie. Jeieli w trdjkacie drodkowa
i dwusieczna poprowadrone & jednego
wierzchotka pokrywajs sieg, to tréjkat jest
réwnoramienny.

" Dowéd. Niech w tréjkacie ABC odcinek CM

bedzie jednoczednie drodkows i dwusieczna
kata ACB. Opuszczamy &z punktu M
prostopadie MP i MQ na boki AC i EC
odpowiednio (punkty P i Q beda naletaly do
odcinkéw AC i BC, a nie do ich przediuier —
dlaczego?). Otrzymane trékaty prostokatne
AMP i MBQ sa, preystajace, satem |ZMAC| =
= |£MBC| i tréjkat ABC jest réwioramienny.

d) Dwusietzna i symetralna przecinaja sie
w punkcie N lezacym na zewnatrs tréjkata
ABC (rys. 4, 5). W obu praypadkach
|(LNAB| = |LABN| i tréjkaty NAQ, NBP.
sa, przystajace, zatem |LCAB| = |L.CBA|.

;s
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HI. Jezeli w czworokacie ABCD kat §

-1199 réwny katowi C, a bok AB

t réwny CD, to czworokat jest’
réza-';n.o}_eglubckiem.

Weimy czworokat ABCD, w ktérym
|¢tBAD| =|/BCD|i |AB| = |CD|.
Prowadsimy w nim proste BX 1 AD

. iDY 1 BC. Laczymy punkty Bi D.

| ~Tréjkaty ABX, CY D sa praystajace,

wiec |[BX| = |DY| i |AX| = |CY|. Stad
tréjkaty BXD, DY B sa praystajace, ich
odpowiednie boki sa réwne, zatem
|XD| |YB|. W ten sposéb |AD| = |BC|

i |AB| = |CD|, wiec czsworokat ABCD jest

réwnoleglobokiem.

B

Eaf

Rys.6

IV. Kwadrat o boku 21 ma takie
samo pole jak prostokat o bokach 34
il3.

Na odcinku AB, bedacym érednica,
opisujemy pélokrag. Jego dlugoéé wynosi
2|AB|. Dsielimy odcinek AB na polowy

i na kaidym odcinku kreélimy pélokregi
po przeciwnych stronach odcinka AB.
Otrzymana w ten sposéb kraywa
przypomina sinusoidg i ma dlugoéé §|AB|.
Teraz dzielimy odcinek AP na cztery

Monopole magnetyczne

Jacek ZIABICKI

Miedzy elektrycsnoécia | magnetysmem jest wiele analogii. Wiadomo,

ie bieguny (tak elektrycsne, jak i magnetyczne) réinoimienne prsyciagaja
si¢, a jednoimienne - odpychaja. Linie pola magnesu sztabkowego

i pary ladunkéw elektrycsnych (dipola elektrycznego) wygladaja bardzo
podobnie. Jest jednak zasadnicza réinica: dipol elektryczny moina
rozdzieli¢ na dwa ladunki, podczas gdy po przelamaniu magnesu
otrsymamy dwa male magnesy (dipole magnetycsne), a nie pojedyncze
bieguny (monopole).

W miarg jak dsielimy magnes na coras drobniejsze kawalki, sytuacja

nie ulega smianie. W rzeczywistoéci wezystkie snane fundamentalne
skladniki materii ~ atomy, jadra, czastki elementarne - albo wytwarzaja
pole dipola (takie jak magnes), albo nie wytwarsaja pola magnetycznego
w ogble. Pytanie, czy istnieja (moga istnie¢) w przyrodzie nie znane w tej
chwili czastki, obdarzone ladunkiem magnetycznym, pozostaje otwarte.
Sa pewne przeslanki teoretyczne wekazujace, e monopole powinny
istnie¢. Pierwszg z nich, najbardsiej oczywista, jest wspomniana symetria
elektrycznoéci i magnetysmu - brak ladunkéw magnetycznych te symetrie
zaburza.

Naukowe badania nad monopolami rozpoczal w 1931 r. Paul Adrian
Maurice Dirac, profesor matematyki na uniwersytecie w Cambridge, jeden
% twércéw mechaniki kwantowej. Dirac rozwaial monopol jako podobna,
do elektronu czastke elementarna, obdarzona zamiast elektrycznego —
ladunkiem magnetycznym. Pole magnetyczne wokél takiej czastki dane
byloby wzorem analogicznym jak dla elektrycznego ladunku punktowego
— Mo gr
(1) B= dx 13’
gdszie po - przenikalnoéé magnetyczna préini, a wielkodé g nazywamy
iadunkiem magnetycznym monopola. Wyobragmy sobie teraz natadowana
czastke (np. elektron), ktéra praelatuj¢ w duiej odleglodci b od monopola
tak, e mozemy zaniedbaé odchylenie spowodowane sila Lorentza
(rysunek)

(2) F=evxB.

¥

Elektron przelatujacy w dukej odleglofci b od monopola.

Sila ta, zgodnie s réwnaniem ruchu Newtona dp/dt = F, spowoduje
zmiang pedu czastki. Jedli pominiemy zmiane kierunku predkodci, to sila
(i zmiana pedu) bedsie miata tylko skladowa y (prostopadta do rysunku).
Obliczmy zmiane pedu w ciagu calego czasu ruchu czastki

(=] [=-]
Ap, = f Fydt = f evB, dt =
’ ] —oo

e dt
=E.Eggpb ——————— =
4T o (B3 + (vt)3)3/3
i zwiazana z tym zmianeg skiadowej z momentu pedu

AL, = bAp, = %Sr'-zeg.

o Zeg
4r b



Jeieli przyjmiemy kwantows hipotese, ie skladowa z momentu pedu moie
si¢ smieni¢ tylko o wielokrotnoéé A, (& = h/(2), h - stala Plancka}, to
otrzymamy zwiazek ;

(3) uoeg = nh, n - liczba calkowita;

musi on byé spelniony dla kaidej czastki o ladunku e, ktéra moglaby

si¢ znalefé w poblizu monopola. Poniewai zmiana momentu pedu AL,
jest niezaleina od minimalnej odlegloéci b czastki od monopola, moiemy
wybraé b dowolnie duze — usprawiedliwia to nasze prsybliienie, a zarazem
rozezerza zakres stosowalnodci (3) na wazystkie czastki znajdujace sig
dowolnie daleko.

Wzér (3) nazywany jest warunkiem kwantyzacji Diraca, poniewas
wynika z niego skwantowanie ladunku elekirycznego i magnetycznego.
Widaé z niego, ie jezeli najmniejszy, wystepujacy w prayrodsie,
ladunek elektryczny oznaczymy przez eo, to najmniejszym ladunkiem
magnetycsnym jest go = h/(poeo) (odpowiada to n = 1). Wazystkie
moiliwe ladunki magnetycsue sa wielokrotnodciami go (dla wyiszych
wartodci n). Z kolei wezystkie tadunki elekiryczne ea wielokrotnodciami
h/(#0go), czyli wielokrotnoéciami eg.

Teoria Diraca monopoli magnetycznych jest niekompletna.

Monopol pojawia si¢ w tej teorii dodé sztucznie: istnienie monopoli
speiniajacych (3) nie jest sprzeczne 3 reszta elektrodynamiki, ale poza
estetycznym argumentem symetrii elektrycznoéci i magnetyzmu i bardzo
atrakcyjnym wytlumaczeniem dyskretnej natury ladunku elektrycznego,
nie ma iadnych powodéw dla istnienia monopoli. Elektrodynamika

ich nie potrzebuje. W roku 1974 ’t Hooft i Polyakov na gruncie teorii
Yanga-Millsa podali sposéb konstrukesi monopola magnetycznego, ktéry
z daleka wyglada jak monopol Diraca. O ile ten ostatni traktowany

byl jak ,czarna skrzynka® - badano tylko pole na zewnatrs nie
interesujac si¢ tym, co jest w érodku - budowa wewnetrzna monopoli

't Hoofta-Polyakova jest znana i wynika z konstrukeji. Takie monopole
muszq powstawaé na gruncie calego szeregu teorii czastek elementarnych
(sa to tzw. teorie Wielkiej Unifikacji), ktére, jak sie uwasa, moga, -
opisywad fizyczna rzeczywistodé.

Teorie Yanga-Millea to tbudowane na wzdr elektrodynamiki teorie pola. Gléwne
réinice: foton (nodnik oddzialywar elektromagnetycznych) jest jeden i nie

niesie ladunku, podczas gdy w teoriach Yanga-Millsa jest kilka naladowanych
noénikéw oddzialywania. Przykladami teorii Yanga—Millsa moga byé: teoria
Weinberga-Salama oddzialywar elektroslabych oraz chromodynamika kwantowsa
(QCD), czyli teoria oddzialywan silnych. Po sukcesie teorii Weinberga—-Salama,
ktéra unifikuje (tzn. opisuje w ramach jednej teorii Yanga-Millsa) oddzialywania
elektromagnetyczne i slabe, zaczely powstawad teorie Wielkies Unifikacyf,
unifikujace oddzialywania: elektromagnetycezne, slabe i silne.

Jak to pogodszié z faktem, ze nikt jeszcze nie zaobserwowal monopola?
Oddzialywanie monopoli magnetycznych z materia (przede wszystkim

3 momentami magnetycznymi elektronéw, protonéw i jader) jest

dobrze sbadane. Wiadomo, e prowadsziloby ono do deformacji

i rosazczepnema jader, wzbudszania i jonizacji atoméw, powstawalyby
patomy” i , czasteczki” monopolowe. Oddzialywanie to jest na tyle silne,
ie moiliwe bylo skonstruowanie detektoréw wykrywajacych pojedyncze
monopole. Nie ma wigc obawy, ie niedwiadomie Zyjemy w morzu monopoli
magnetycznych.

Poczatkowo prébowano wytworzy¢ monopole w akceleratorach
~w podobny sposéb odkryto wigkszoéé znanych obecnie czastek
elementarnych. Prébowano np. przeprowadzi¢ reakcje (g oznacza monopol
magnetyczny, § - antymonopol):
tte—g+7
pP+p—g+7
PHF—ptp+a+7,

. Rys.9
. Niech AB bedszie dana, prosta, a C

réwne czedci i kredlimy linie zlozong

z czterech pélokregédw (rys. 8), ktérej
diugoéé tei wynosi §|AB|. Proces

ten kontynuujemy dzielac odcinek AB

na 22, 2%, ...réwnych czeéci i kredlac

na nich pélokregi na przemian raz

z jednej, raz s drugiej strony odcinka AB.
Otrzymujemy w ten spoedb ciag krzywych,
5 ktérych kaida ma diugoéé §|AB|,

i ktérych granica jest odcinek AB. Zatem
5|AB| = |AB| (dlugoéé pélokregu AB
réwna jest jego frednicy), skad v = 2.

Rys.8

VI. Piaty aksjomat,'Euk}idesa
o réwnoleglych mozna udowodnié
za pomoca pozostalych aksjomatéw.

Piaty aksjomat Euklidesa: jeieli prosta,
przecinajaca dwie proste, tworry katy

" wewnetrzne jednostronne o sumie mniejszej

od dwéch [katéw] prostych, to te dwie proste,
przedluzone nieograniczenie, spotkajs sie z tej
strony, gdzie suma jest mniejsza od dwéch
[katéw] prostych (rys. 9).

28 poczatkowych twierdrer Elementdw
(Ksiega I) ma uzasadnienia nie powolujace
si¢ na piaty aksjomat, dopiero twierdsenie

29 wymagsa jego stosowania. Moitemy wiec

| wykorzysta¢

Twierdsenle. Jeieli prosta padajaca na dwie
proste czyni katy naprzemianlegle réwnymi
miedzy soba, to te dwie proste beda réwnolegle
(rys. 10).

(Euklides, Elementy, Ksiega I, twierdzenie 27)

i

Rys.10

punktem nie lezacym na niej. Wykazemy,
ie przez punkt C mozemy poprowadzié
jedyna prosta réwnolegla do prostej AB.




Zeby takie reakcje mogly sajéé, musimy dysponowaé energia dwukrotnie

W tym celu opuszczamy z punktu C wieksza nii energia spoczynkowa (E = mc?) powstajacego monopola.
prostopadly na prosta AB, nastepnie " Z teorii Diraca nie wynika, jaka masa taki obiekt ma by¢ obdarzony.
prowadzimy prosta CF prostopadla | Dirac zaloiyl, ¢ klasycsny promieft moncpola ma byé réwny klasycznemu
do CD. Prosta ta jest réwnolegla do  promieniowi elektronu i stad oirzymal oszacowanie my s 2,4 GeV (dla
prostej AB na podstawie , Twierdzenia ¢ poréwnania, masa protonu m, = 0,938 GeV). Najwicksze dziatajace

o réwnoleglodci prostych przy réwnoéci || obecnie akceleratory moga prayspieszaé czastki do energii raedu
odpowiednich katéw”. Wiedzac, | 1000 GeV, a wiec wytworzenie monopola w akceleratorze byloby realne.
ze 3 punktu na prosta moina opudcié | Niczego takiego nie zarejestrowano, mimo 2e dotad prowadzone sa proby
dokladnie jedna prosta prostopadia, na kolejnych, coraz wigkszych akceleratorach. Wiadomo ju#, ie nie ma
oraz ze z punktu leZacego na prostej monopoli 0 masie mniejszej niz 150 GeV.

| moina wyprowadsi¢ dokladnie jedna
prosta prostopadla do tej prostej,

Korzystajac £ réwnowainodci masy i energii, E = me?, mase moina mierzyé

?ﬂds‘lmy' ze Prosta CE Jest wyznaczona | w jednostkach energetycznych, np. w diulach, elektronowoltach lub
;ednoznacsme. ¥ gigaelektronowoltach. Poprawnie naleialoby napisaé mgc’ N 2,4 GeV, ale fisycy
! czastek elementarnych dodé powssechnie uiywaja ukladu jednostek, w ktérym
c= 1.
L =
-/

Monopol powstaly zgodnie z najprostsza teoria Wielkiej Unifikacji

mialby mase rzedu 10'® GeV = 0,02 ug, inne teorie daja inne wartoéci,

| w granicach 10'° — 10! GeV. Jest to olbrzymia energia, poréwnywalna

A\ + - 3 energia kinetyczna sportowego samolotu. Takiej energii na czastke

nie ma i nie bedzie mial aden akcelerator. Tak masywne czastki mogly
powstal jedynie we wczesnym Wazechéwiecie, zaraz po Wielkim Wybuchu.

Rys.11 2

: : | Eksperymenty laboratoryjne zaprojektowane do szukania monopoli
VIL PD_“"‘?I'ZC}W_”E" sfery 2 (tak lekkich, jak i cieskich) w promieniowaniu kosmicznym, atmosferze,
o promieniu R jest réwna 7% - R?. materialach ferromagnetycanych, skatach ksiesycowych i meteorytach,
prowadszone przez wiele grup badawczych przez wiele lat, z zastosowaniem

A0S s |

" Rozpatrzmy pélefere o érodku O  réinych detektoréw dzialajacych na réinych sasadach, jako jedyna
i promieniu |[OP| = R. Okrag Q (rys. 12) | odpowiedZ przyniosly gérne ograniczenia na strumiefi ¥ monopoli
dzielimy na duia licsbe (!) n réwnych . przechodzacych przes laboratorium: od 10~7 do 10™'® g~ tar—'m~2,
czeéci i punkty podzialu laczymy lukami - Sensacjg wzbudzil odnotowany 14 lutego 1982 r. na Uniwersytecie
két wielkich z punktem P. Pélsfera ~ Stanforda w USA pojedynczy impuls odpowiadajacy praejéciu
rozpada si¢ na n tréjkatéw sferycznych - pojedynczego ladunku Diraca. Wyniku tego nie udalo si¢ nikomu
. o powierschnj 1 . LR . % = _Q.L -w?. R3, || powtdrzyé (nawet tej samej grupie, na tym samym i na nowych, czulszych
. Zatem pole-n tréjkatéw wynosi g -w3.R?, || detektorach) i dlatego nikt nie uwierzyt, ie byl to prawdziwy monopol.
| a pole sfery 72 R2. | Réwnocszednie nikt nie potrafi obalié tego eksperymentu, tzn. powiedzieé,

co spowodowalo uruchomienie detektora, mimo e uwzgledniono wiele
efektéw, ktére moglyby generowad falszywe impulsy. (Znacznie latwiej

o taki falszywy impuls w detektorze jonizacyjnym, ale tu detektorem byla
| nadprzewodszaca petla z drutu. Ograniczony nia strumief magnetyczny
zmienia sie przy przejdciu przez petle monopola o gog, indukujac prad
elektryczny. Calodé zamknieto w nadprzewodzacej oslonie, aby odizolowad
- detektor od pél sewnetrznych.)

~ Silniejsze ograniczenia na strumied monopoli stawia astrofizyka. Wiadomo
| 3 teorii, #¢ ladunek magnetycsny w polu magnetycanym jest przyspieszany
- (tak jak elektryczny — w elekirycanym) sila F = gB. Na przyklad na

| monopol o minimalnym ladunku w polu B = 1 T dszialalaby sila

3,29 x 10~" N. Moie sie wydawal, ze to niewiele, ale dla poréwnania: na
- elektron w polu elektrycznym E = 3 x 10® V/m (o takiej same]j gestodci

.| energii jak dla B =1 T) dsiala sila 4,8 x 10~** N. Moina to podsumowaé,
Ze o ile elementarny ladunek elektryczny jeat maly, o tyle magnetyczny —

| duiy (68,54 raza wiekssy). Obserwacje (m.in. polaryzacji éwiatla gwiazd)
- wskazuja na obecnoéé w Galaktyce stabego (B = 3 x 107*° T) pola
 magnetycznego. Pole to prayspieszajac monopole przekazywaloby im swoja
© energie. O ile nie istnialby mechanizm wytwarzajacy pole i dostarczajacy

| mu energii, pole to wkréice zoataloby stlumione. (Z tego wiaénie powodu
* nie ma w Kosmozie pola elektrycanego: sgasilyby je swobodne elektrony

| ijony.) Astrofizycy potrafia oszacowal, ile energii galaktycznemu polu
moie dostarczyé ruch gazn miedzygwiazdowego. Stad niezaleine od
doéwiadczef laberatoryinych ograniczenie: ¥ < 1072 g7 lor~'m™3,

_ Rys.12

VIII. Wszystkie okregi majg taki
‘sam obwdd
~ Rozpatrzmy dwa wspélérodkowe okregi
" o réinych promieniach r i R, gdzie r < K.
= Do okregéw tych w punktach N i M (N,
© M lega na jednej pélprostej) prowadzimy
. styczne NN, i MM,.

A R L

(4]



Teorie Wielkiej Unifikacji przewiduja rozpad protonu. Sredni czas iycia
bytby na tyle dlugi (t > 10%? lat; dla poréwnania: wiek Wsazechdwiata =
= 10'? lat, érednie czasy sycia wiekszoéci czastek elementarnych leia

w przedziale 10724 — 107® g), e rozpad ten mégt byé do tej pory nie
saobserwowany. Reakcja taka bylaby silnie egzotermiczna (80% masy
protonu byloby wypromieniowane w postaci kwantu 4). W 1982 r. Callan
i Rubakov obliczyli, ¢ monopole 3 Wielkiej Unifikacji bardzo silnie
katalizuja ten rozpad: zderzenie protonu z moncpolem prawie zawsze
koficsyloby sig¢ rozpadem. Stad najostrzejsze w tej chwili ograniczenie na
strumieri monopoli magnetycznych: monopole uwigsione (grawitacyjnie)
w gwiazdach (zwlaszcza gestych i starych, jak gwiazdy neutronowe i biale
karly) bylyby érédlem dodatkowego promieniowania. Obserwowane

promieniowanie ogranicza strumiefi do ¥ < 10722 g™ lgr™!m~2,

Toczymy bez poélizgu okrag o promieniu B *
po stycznej MM,. Gdy punkt M przejdzie |
w pologenie M’, to N przejdzie w N’,

| gdyi oba okregi obréca sie o ten sam

kat . Po wykonaniu peinego obrotu punkt
M przejdzie w M, zaé punkt N w N,

(rys. 13).
N

1M1

/

Teorie Wielkiej Unifikacji przewiduja powstawanie monopoli. Klopot

w tym, e przewiduja ich gbyt dugo: od 107! do 1072 s~ 'er"'m™2.
Gdyby tak bylo, prawie cala masa Wszechéwiata bylaby skupiona

w monopolach magnetycznych, Wazechéwiat bylby zamkniety i juz

po 30 tysiacach lat wrécitby do pierwotnej osobliwodci (ze wzgledu na
gachowanie ladunku magnetycznego minimalnie naladowane monopole
83 czastkami stabilnymi - nie mogly wiec sig rozpaéé). Obserwowane
tempo ekspansji Wazechdwiata i tzw. parametr hamowania dopuszczaja
maksymalnie # = 107" s7'sr"'m~2. Alan Guth zasugerowal,

ie Wazechéwiat na wczesnym etapie swej ewolucji, ale ju po utworzeniu
monopoli, mégl przejéé faze gwaltownej ekspansji, zwang inflacjq

‘(od ang. inflation - rozdmuchiwanie). W tym czasie Wszechéwiat
rozszerzylby sie co najmniej o czynnik 10?® i dzieki temu monopole
zostalyby ,rozcieficzone”: mozna by sie spodziewaé nie wiecej nii
jednego monopola na caly obserwowany Wszechdwiat. Jest to w jak
najlepszej zgodnoéci z negatywnymi wynikami dodwiadczen (zlodliwi
twierdza, e grupa stanfordzka zaobserwowala wlaénie ten jeden monopol).
Poniewas model inflacyjny Gutha rozwiazuje réwnoczeénie pare innych
probleméw kosmologii, jest on traktowany przez fizykéw i astrofizykéw
jak najbardziej powagnie. Obaliloby go, oczywiécie, zaobserwowanie

w sposéb nie budzacy watpliwodci choéby jednego monopola.

To, oczywidcie, niemoiliwe. Odosobniony, nie potwierdzony praypadek zawsze
bud=zi watpliwodci.

Rys.13

Wynika stad, e [MM;| = |NNi|, tj. okregi *
maja jednakowe obwody. (Powyiszy

sofizmat prazypisywany jest greckiemu
filozofowi Arystotelesowi.)

o

Czy monopole zostana kiedykolwiek zaobserwowane - tego, oczywidcie,
nikt nie wie. Nie chodzi tu jednak tylko ¢ moZnoéé przelamania
magnesu. Istnienie lub nieistnienie monopoli magnetycznych jest écidle
swiazane z najbardziej podstawowymi teoriami fizycznymi i jakikolwiek
rozstrzygajacy wynik eksperymentalny moze zadecydowaé o ich przyjeciu
lub odrzuceniu.

Ocrywiste jest, e cysterna powinna moiemy tei obliczyé objetodé balonu

taki kszstalt, by po

1aksymalnag mase, Zakladajac, &e temperatura helu

przed i po napelnieniu jeat taks tanie

(i réwna temperaturze otoczenia),
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1
1 s .
J +dz opisuje pole nie-

gkoﬁczonej figury zawartej
miedzy dodatnimi pélosia-
mi ukladu wspétrzednych
i wykresem odwrotnej pro-
porcjonalnosci. Jest ono
nieskoriczone.

0 1
Dlaczego wobec tego objetosé bryly powstalej
przez obrét tej figury wokél osi y jest skon-
czona?

Umow sie z kolega, Ze bedziecie rzucali mone-
ta dotad, az po kolei wypadnie OOR — wtedy
on wygrywa, lub ai wypadnie ROO — wtedy
wygrywasz ty. Mozesz zaproponowad, ze be-
dziesz mu placil dwa razy wieksza kwote, gdy
wygra, niz on tobie w razie twojej wygranej.

Dzialania nieskonczone moga prowadzié¢ do
wynikéw:

- zaskakujacych: “
V2v2v2... = {2+ V2442 ..,
— uzytecznych:

r= (-} b1 A-1-3+..)
- nonsensownych: mozna wyliczy¢, ze
1-34+31-141-14 =1n2=0,693147180..
Ale przeciez
N
= (143+3+. . )-23+1+14+ .0 =
=(1+1+..)-(1+3+..) =0.

Co wolno, a czego nie
— uczy analiza matematyczna.

Pole wycinka paraboli o-
blicza sie¢ za pomoca wzo-

ru podobnego do wzoru na
pole tréjkata: £ iloczynu
podstawy przez wysokos¢.
Jak uzyskaé taki wzor?

Rysunek przedstawia fi-
gure samopodobna, czyli
fraktal.

Obrazki tego rodzaju po-
jawiaja, si¢ zawsze, gdy ba-
damy proces, ktéry podle-
ga ewolucji. Proces taki o-
pisuje sie zwykle réwna-
niem rézniczkowym. Jego
rozwiazaniem jest funkcja f(t), ktéra opisu-
je wedréwke (np. po plaszczyZnie) ustalonego
punktu z uplywem czasu t. Fraktal zwiazany
z takim rownaniem opisuje ,cz¢stosé odwie-
dzin” réznych obszaréw plaszczyzny podczas
tej wedrowki.

Burzliwy rozwdj grafiki komputerowej umo-
zliwia dzi$ opis ewolucji skomplikowanych u-
ktadéw poprzez badanie ich fraktali.

Oto problem Collatza:

Wybierz dowolng liczbe naturalna 1

— jesli jest parzysta, to podziel ja przez 2,

— jesli jest nieparzysta, to pomnoz ja przez 3
i dodaj jeden,

_1 ﬁ z otrzymanga nowg liczbg zréb to samo.

- Postepujac w ten sposéb zapewne dojdziesz



Narysowane wyzej: sfera, torus i precel sa
przykladami rozmaitosci dwuwymiarowych:
w okolicy kazdego punktu wygladaja jak ka-
walek plaszczyzny. Moga one zatem sluzy¢
za modele Wszechswiata dla stworkow 2-wy-
miarowych. Przestrzenie takie s3 w pelni po-
klasyfikowane.

My, stworki 3-wymiarowe, zZyjemy na pew-
nej rozmaitosci tréjwymiarowej. Klasyfikacja
mozliwych modeli naszego Wszechswiata cia-
gle czeka na swego odkrywce.

Wyksztalcenie matematyczne daje szanse atrakcyjnej pracy:

Cennych informacji o obiektach matematy-

cznych dostarcza badanie ich symetrii. Obie-
ktami tymi sa nie tylko figury geometryczne,
lecz takze réwnania, zbiory liczb itp.

Np. zrozumienie symetrii ukrytych w réwna-
niach prowadzi do blyskawicznego rozwiaza-
nia klasycznych probleméw staroiytnych

Grekdéw: nie jest mozliwa kwadratura kola, §
trysekcja kazdego kata oraz podwojenie obje- §
tosci szeécianu przy uzyciu tylko linijki i cyr- £
kla. Na tej samej podstawie kazdy student §~
II roku wie, ze prozne sa poszukiwania wzoru

na pierwiastek réwnania z°-4z+2 = 0. Ta-
kich wzoréw nie ma (cho¢ pierwiastki umie-
my znalezé z dowolna dokladnoscia)!

a z olrzymang nowg 11czbg Zrob to samo.

" Postepujac w ten sposob zapewne dojdziesz
do liczby 1.
Tak jest, cho¢ nie wiadomo dlaczego.

Stosowanie matematyki to

- budowanie modeli rzeczywistosci

od czastki bialka

przez wzrost krysztalu, fale uderzeniows
do podejmowania decyzji ekonomicznych

Aby wykonywad to skutecznie, niezbedne jest

— tworzenie nowych metod matematycznych,

— prowadzenie obliczen superkomputerowych
i wieloprocesorowych,

- poszukiwanie wspolnego jezyka z innymi
naukami.

ZOBACZ SAM.

o w bankach, firmach ubezpieczeniowych itp. (F), Rysunek pokazuje, gdzie trafili absolwenci z 1986 roku
o w zarzgdzaniu (organizacja i optymalizacja) (Z), Wydziatu Matematyki Uniwersytetu w Manchesterze
o w szkotach wszystkich szczebli i rodzajéw (S), (WIk. Brytania).

o prowadzenia badaf naukowych (B). A Polska za kilka lat bedzie blizej Europy, wigc

i u nas mozna si¢ spodziewaé podobnego popytu
na matematykéw na rynku pracy.

STUDIA NA UNIWERSYTECIE WARSZAWSKIM DAJA SZANSE

uczeszczania na zajecia z rozmaitych dziedzin matematyki czystej, stosowanej i informatyki prowadzonych przez wyktadowcow 5;

o miedzynarodowej renomie,

kontaktu z nowoczesng technikg komputerowa,

udzialu w migdzynarodowych programach wymiany studentow,
otrzymania wyksztatcenia otwierajacego droge do kariery zawodowej na calym Swiecie.
Blizszych informacji o rekrutacji na Wydziat Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW udziela korespondencyjnie, osobiscie lub telefonicznie
Dziekanat Wydziatu, ul. Banacha 2 (wejscie od ul. Pasteura) pok. 128, 00-913 WARSZAWA 59, tel. 308-5471 lub 47-31-81.
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O pomiarze ciepla wlasciwego
Andrzey TWARDOWSKI

Zapewne wiekszoéé 3 Was miala kiedyé okazje wykonywaé pomiar ciepla topnienia lodu
lub ciepla wladciwego jakiegoé ciala. Jest to klasyczny, prosty eksperyment szkolny,
ktéry — trzeba przyznaé — nie wyglada sbyt atrakcyjnie i na ogél nie nasuwa skojarzef
% nowoczesny fisyka. Jednak wbrew posorom eksperymenty tege typu wykonywane sa
we wspélczesnych laboratoriach (tych, ktére maja po temu moiliwodci!) dodé czesto,
poniewas dostarczaja one istotnych informacji o strukturze materii.

Czym jest w istocie pomiar ciepla wladciwego (czyli inaczej pojemnoéci cieplnej)?
Jest to eksperyment polegajacy na wysnaczeniu ilodci energii (ciepla) potrzebnej

do podniesienia temperatury danego ciala od T do Ta: AE = ¢p(T2 — T1) (w tym
wzorze ¢, jest cieplem wiladciwym substancji przy ustalonym ciénieniu). Jezeli
wserost temperatury jest niewielki, to moiemy przyjaé, e c, jest pochodna energii
wewnetrznej wezgledem temperatury. Prayjrayjmy sie blidej zaleznoéci energii
wewnetrznej materii od temperatury. Aby to uczynié w obrazie mikroskopowym,
tzn. rozwazajac elektrony i jadra atomowe tworzace badany obiekt, musimy
postuiyé sie aparatem mechaniki kwantowej, odpowiednim do opisu mikrodwiata.
Elektrony, protony i neutrony moga mieé éciéle okreélone energie, przy czym na
ogbt jedynie niektére wartodci energii sa dopussczalne (jak np. w atomie wodoru),
Méwimy, e czastka jest w stanie o okreélonej energii, lub ie obsadza okreélony stan
energetyczny, a pozostale dopuszczalne stany 83 nieobsadzone. Prawdopodobiefistwo
tego, ie dany stan jest obsadzony, zaleiy od energii tego stanu oraz temperatury

w nastepujacy sposbb

(1) P(E) = A- exp(—E/KT),

gdzie k jest stala Boltzmana (k= 1,38 - 10722 J/K), a A jest stala zapewniajaca
wlaéciwa normalizacje P(E) (ocsywidcie, A = 1/ Y exp(—E:/kT), gdzie sumowanie
przebiega po wszystkich moiliwych stanach). ¢

Jegeli zatem mamy kilka réinych moiliwych stanéw, to beda one obsadzone z réinymi
prawdopodobiefistwami (rozumie sig, Ze jedli prawdopodobiefistwo obsadzenia danego
stanu przez jeden elektron wynosi np. 0,05, to w zespole 102? elektronéw 5 - 103!
bedzie obsadzaé dany stan) zsmieniajacymi si¢ w zaleinoéci od zmian temperatury.
Srednia energia calego ukladu bedzie suma wssystkich dopuszczalnych energii
wazonych prawdopodobiefistwami obsadzenia pozioméw

2 E; exp(—E:/kT)
(2) < E >= E\P(E,) + EsP(E3) + EsP(Es) +...= =
> exp(—E:/KT)

Pochodna éreaniej energii < E > wigledem temperatury jest cieplem wladciwym.
Latwo zauwaiyé, ie cieplo wladciwe wynoei zero, jedli mamy do czynienia z cialem

% pojedynczym poziomem energetycznym. Wynika to z faktu, Ze nie ma pozioméw,
ktére mozna by obsadzié podnoszac temperature ukladu. Z kolei dla ukladu
dwupoziomowego otrzymujemy charakterystyczna zaleinoéé ciepla wladciwego od
temperatury przedstawiona na rysunku 1. Warto zauwasgyé, Ze w tym przypadku -
jak wynika z (2) - w niskich temperaturach ¢, roénie wykladniczo z temperatura.
Zaobserwowanie tego typu zaleinodci ¢, od temperatury w eksperymencie dwiadczy
o istnieniu przerwy energetycznej pomiedzy stanami kwantowymi ukladu. Z zupeinie

_inna sytuacja mamy do czynienia w przypadku systeméw o ciaglym widmie

energetycznym (wszystkie energie z pewnego przedsialu sa dozwolone). Przykladami
takich systeméw sa: zespél elektronédw przewodnictwa w metalach oraz zeepét jader
atomowych w sieci krysztalu ciata stalego. Atomy w sieci krystalicznej moga, drgac

w taki sposéb, ie w pewnych zakresach energii 83 dopuszczalne drgania kolektywne
sieci krystalicznej (czyli tzw. fonony) o dowolnych energiach. Szczegblowe rachunki
pokazuja, se wtedy ¢, ~ T*. Z kolei w przypadku elektronéw przewodnictwa dostajemy
liniowa zaleinoéé ciepla wladciwego od temperatury: ¢, ~ T. Ta réinica miedzy
elektronowym i fononéwym cieplem wladciwym wynika z réinicy widm energetycznych
elektronédw przewodnictwa i fononéw (drgafi sieci) oraz z réinych praw

10
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statystycznych, ktérym pedlegaja elektrony i fonony. Na rysunku 2 pokazane s3 wyniki
pomiaru ciepla wladciwego dla krysztalu metalicznego potasu. W tym przypadku
wklad do ciepla wladciwego moze pochodzié zaréwno od sieci krystalicznej, jak

i elektronéw przewodnictwa, czyli moina oczekiwaé, ze bedzie ¢y =a - T +b - T3,

gdzie a i b sa pewnymi stalymi. Jak widaé na rysunku 2, istotnie tego typu zaleznoéé
jest obserwowana.

Interesujace s wyniki pomiaréw ciepla wiadciwego dla nadprzewodnikéw.

Na rysunku 3 pokazane s rezultaty dla galu. W stanie normalnym cp

pochodzi od drgafi sieci oraz wzbudzeh elektronéw przewodniciwa. W bardzo
niskich temperaturach istotny staje si¢ wklad od jader atomowych. W stanie
nadprzewodzacym ¢, wykazuje wykladnicza zaleinoéé od temperatury (rysunek 3),
co - jak wspomniano - §wiadcsy o istnieniu przerwy energetycznej miedzy stanami
elektronowymi. Pojawienie sig takiej przerwy energetycznej wskazuje na zachodzenie
drastycznych zmian w strukturze energetycznej subetancji przy przejécin do stanu
nadprzewodzacego i jest charakterystyczne dla zjawiska nadprzewodnictwa.

Jak widaé z powyzszych przykladéw, pomiar ciepla wladciwego moze dostarczyé
fizykowi niezwykle wainych informacji o stanach energetycznych i pozwala czesto
rozszyfrowaé nieznane widmo energetyczne badanego obiektu.

Do t&j pory nie méwilidmy nic o szczegélach pomiaru ciepla wladciwego. Oczywidcie,
aparatura stosowana do tego celu w laboratoriach jest bardziej skomplikowana nig
szkolny kalorymetr, ale idea pomiaru jest taka sama: do prébki o temperaturze

T, dostarcza sie pewna iloé¢ energii AE i mierzy si¢ koficowa temperature T3, do
jakiej nagrzala si¢ prébka. Schemat ,prawdsziwego” kalorymetru przedstawiony jest
na rysunku 4. Prébka [1] wraz z termometrem [4] i grzejnikiem [3] umieszczona
jest na uchwycie [2|. Caly uchwyt umieszczony jest w kalorymetrze [5], z ktérego
usunieto powietrze. Préinia w kalorymetrze zapewnia minimalny kontakt cieplny
uchwytu i prébki z otoczeniem. W ten sposéb grzejnik [3] ogrzewa wylacznie prébke
i uchwyt. Poniewas najczesciej pomiary wykonywane 83 w niskich temperaturach,
kalorymetr umieszczony jest w naczyniu (tzw. kricstacie) z cieklym helem *He

o temperaturze 4,2 K. Obnizajac ciénienie par nad cieklym helem mozna uzyskaé
temperatury do ckolo 1,2 K. W celu uzyskania jeszcze niZszych temperatur

(do okolo 0,3 K) moina zastosowal dodatkowo zbiornik z izotopem helu *He
(wstepnie schladzanym przez *He). Jeszcze niisze temperatury (do okolo 0,005 K)
uzyskuje si¢ mieszajac obydwa izotopy helu *He—>He (jest to tzw. chlodziarka
rozcieficzalnikowa)., W tym ostatnim praypadku (tzn. pomiaréw w milikelwinach)
trudnoéci eksperymentalne wzrastaja jednak znacznie, np. drgania podlogi
laboratorium spowodowane przez chodzacego po pokoju eksperymentatora —

a przenoszone na kalorymetr — maja czesto wystarczajaca energie, aby podniedé
temperature prébki do tego stopnia, 3e pomiar staje si¢ niemozliwy.

Sam pomiar przebiega nastepujaco: prébke wraz z uchwytem echladza sie watepnie

do najnifszej moiliwej temperatury za pomoca wylacznika mechaniczno-cieplnego [6]
bedacego w kontzkcie cieplunym ze zbiornikiem helowym. Po schlodzeniu prébki
wytacznik [6] otwiera sig i rozpoczyna pomiar. Termometrem [4] mierzy sie poczatkowa
temperature probki Ty, po czym podgrzewa grzejnikiem [3] prébke o ckolo 50-100 mK
do temperatury T;. Komputer spragiony z eksperymentem wyznacza cieplo wladciwe
na podstawie smierzonej réinicy temperatur oraz energii AE dostarczonej przez
grzejnik. Automatycznie uwzglednione zostaja rozmaite poprawki (np. pojemnodé
ciepina samego uchwytu, pojemnoéé cieplna kleju, ktérym przyklejona jest prébka,
iin.). Jeieli wprowadzimy do pamieci komputera mase prébki i jej formule chemiczna,
to mozemy uzyskal oetaiecznie cieplo wladciwe w przeliczeniu na jeden mol substancji.
Uzyskane wyniki mozna od razu wydwietli¢ na ekranie komputera uzyskujac wykres ¢,
jako funkcje temperatury.

W typowych ukladach eksperymentalnych w kriostacie zazwyczaj umieszczona
jest jesscze cewka nadprzewodraca (7], pozwalajacza na prowadzenie pomiaréw

w polu magnatyeznym. Wario podkreélié, fe pomiary takie, jak opisane powyiej,
8a standardowymi pomiarami, rwlaszcza w fizyce magnetyzmu. Jesi to chyba
jeden z nielicsnych prevkiaddw ekeperymentu, ktéry praeprowadzany jest zardéwno
w pracowni przecietnej sukoly, jak i w powainych laboratoriach naukowvch.
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Wakutek istnienia atmosfery Slorice
widzimy nawet po jego faktycznym
rachodsic

Umieszczajac delikatnie na dnie
akwarium 86l (oczywidcie, akwarium
nie jest ramiestkane) moiemy otrzymad
réina gestodé plynu zakrrywiajacs
fwiatlo latarki.

Swiatlo biegnie z A do B po lamanej,
gdyi w pryzmacie porusza sie

wolniej i po prostej biegloby dluiej
(wiecej o tjawiskach optycznych
twiazanych & prysmatem pisaliémy

w Deleie 2/1985).

Zjawisko soczewki grawitacyjnej bylo
opisane w Delcic 5/1982.

)

Cry moina tak ustawif soczewke i co
wtedy moina zobaczyd?

Kacik prac uczniowskich ukazuje sig w Delcie od numeru 3/1988
(z preerwami: Delta 6, 12/1088, 1, 6, 7, 8/1989, 6/1990

i 1/1991). Zawiera on propozycje ewentualnych tematéw na
Konkurs Uczniowskich Prac ¢ Matematyki. Oczywifcie, chetnie
widzimy takie prace na inne tematy.

Przestrzen optyczna

Najnowoczedniejszym sposobem mierzenia odleglodci jest uiycie miernika laserowego.
Pomijajac szczegdly techniczne moiemy stwierdzié, ze mierzy on odleglodé

diugodcia drogi promienia éwiatla. Podobnie, droga dwiatla mierza od lat odleglodci
astronomowie.

Od lat tei wiadomo, ze (2 matematycanego punktu widzenia) mierzenie odleglodci
dlugodcia drogi promienia éwietlnego jest sensowne tylko w bardzo szczegélnych
warunkach. Badanie tego, czym réini sie tak mierzona odlegloéé od tego,

co w matematyce nazywamy odleglodcia, moie by¢é interesujacym tematem
samodzielnej pracy.

Podstawowym prawem rzadzacym optyka geometryczna (zajmujaca sie biegiem
promieni éwietlnych) jest zasada Fermata. Glosi ona, e promiefi dwiatla biegnie

po drodze, ktérej prazebycie zabiera mu najmniej czasu, W absolutnej prézni jest

to, oczywidécie, prosta. Jeéli jednak obszar, w ktérym biegnie dwiatlo, préznia nie

jest, to tor promienia moze mieé zupelnie inny ksztalt. Spostrzeienie to pozwala na
budowanie klasycznych urzadzef optycznych, takich jak mikroskop, luneta czy okulary.
Sa to éwiadomie przez nas wprowadzone niejednorodnoéci przestrzeni powodujace,

Ze éwiatlo biegnie tak, jak to nam jest potrzebne.

Powstaje pytanie, jakie 3 ,przyzwoitych” wlasnoéci odleglodci mozemy w ten sposéb
popsué:

- czy moina 3a pomocy przezroczystych przedmiotéw (pryzmatéw, soczewek itp.)
spowodowaé, by dwa punkty ,nie mogly sie widzie¢”, czyli by z jednego z nich nie
mozna bylo oéwietli¢ drugiego?

- czy moina spowodowaé (bez ugycia luster i innych odbijajacych éwiatto
przedmiotéw), by éwiatlo bieglo po linii zamknietej?

— czy istnieje taki uklad optyczny, w ktérym éwiatlo moze biec z Ado B,az Bdo A
nie moze?

- czy mozliwa jest sytuacja, by promief éwiatla bieg} z A do B droga dluisza, niz
suma drég 2 Ado C iz C do B?

Podobnych pytafi moina stawiaé wiele i byloby interesujace, jak dalece zdumiewajace
wlasnoéci mozna uzsyskaé budujac (moze to byé konstrukcja teoretyczna) specjalny
uklad optyczny.

Kolejny kierunek badaf mozna zaczerpnaé z natury. Otéz astronomom udalo sie

na jednej klissy fotograficznej uzyskaé dwa oddzielne obrazy jednego kwaszara. I to
wecale nie przez dwukrotne jej nadwietlenie ani nie przez jakaé inna sztuczke — tak po
prostu bylo wida¢. Efekt ten zinterpretowano w ten sposéb, ie znajdujaca sie gdszies
miedzy nami a kwazarem ciemna, niewidoczna, ale ciggka mglawica uginala promienie
éwietlne w ten spoabb, ie powstaly dwie (zgodne z zasada Fermata) najkrétsze drogi
od kwazara do nas. I znéw moina postawi¢ pytania:

- czy liczba obrazéw jednego przedmiotu (bez pomocy luster) moie byé dowolnie duza?
- czy éwiatlo docierajace do nas z jednego frédia, ale réinymi drogami, biegnie tyle
samo czasu?

- co widsi oko umieszczone w punkcie, w ktérym zbiegaja sie promienie wychodzace

g punktowego frédla dwiatla?

I znéw podobnych pytaf moina postawié wiele.

Whbrew pozorom praca o przestrzeni optycznej bedzie praca matematyczna —

badamy w niej bowiem nie realne sjawiska fizycane, lecz ich matematyczny model.
Przyjmujemy wiec caly szereg zaloieni, ktérych realne odpowiedniki badanych zjawisk
spelnia¢ nie musza. I nie biersemy pod uwage calego szeregn wla.snoém, ktére ma
realne dwiatlo (np. efekty kwantowe).

Marek KORDOS



Podpis Jana Brotka na egzemplarzu Kasmografii Ptolemeusza.
Ksigtka byla przepisana recznie.
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Brozek czy Brzozek?

B R B W e
- Apiebr, s g quong ;@e?ﬁf{

W Delcie 6/1990 na str. 12 prof. Zbigniew Semadeni opublikowal stuszne uwagi
o polonizacji i latynizacji nazwisk. Warto moie do tego artykuli dodaé dalszy ciag:
trudnosé repolonizacji slatynisowanej formy naswiska powoduje, e wladciwie nie
wiemy, jak naprawde nazywal sie, najwybitniejszy przed Waclawem Sierpifiskim, polski
matematyk!

W nocy 2z 31 X na 1 XI roku pafiskiego 1585 (date, gregoriafiska, znamy 3 zachowanych

horoskopéw) urodsil si¢ w Kurzelowie chlopak, ktérego ochraczono ,Jan”. Chlopak ten
(ojciec jego mial na imi¢ Jakub) doréslesy byl studentem Uniwersytetu Jagiellofiskiego,

»Brzoski”.

STVDIOS &£

Juuentuti in Academia
Cracouienfl,

IOANNES BROSCIVS
Doé&or Medicinz, Ordinarius
Aftrologus. S. P,

Vi ewoluo exemplar Disphanti, qusd

Clariffimo Raynerie Fufcareno Patritio

Peneto, poflulante mibi concefsit iuris
confultifiimus Profefor in fludio Patauine De-
pinus Alesandert .S}nfilirqu.‘ chartulam fepa-
ratam reperiv in qua hee queflio defcripta fuit
abfs, vila folutione. De asthore quaflions non
conflats ¢ lar ipfum Diephanti profert in~
[eriptionem Maximi Planudi graci monachi,
A non malo Analyfia propofitam elfe.certum ofl.
Soluitur multis mods, lam enim plurimeat inne-
ni folutiones, vt wel hine perfpiciatur Taclices
wntiquorii vhertas. Genta ¢ft foluendi now illred
vugli, affemplo intra certos limites quonis Nu-
mevivalore, fed longé diuerfiom via demiflran:

i apodii Tica,hocefl certaFincocufaprocedens,
Fobu

potem jego profesorem (w miedzyczasie sostal ksiedzem), a wreszcie jego rektorem.
Opublikowal on pod nazwiskiem ,Broscius” réine ciekawe wyniki matematyczne.

Podpisywal sig, sressta, sam réwniei ,Broscius®. Tak samo, po jego émierci
w 1652 roku, pisano o nim tei ,Broscius” (czasem ,Broscyus” lub »Brosius”) nie
prébujac repolonizowal tego, oczywiécie, zlatynizowanego nazwiska.

Dopiero po 170 latach, w 1821 roku S. Bandtke zaczal pisaé ,Broiek”, inni zaé —
niemal réwnoczeénie — zaproponowali repolonizacje ,Brzozek”. J. N. Franke znalazlszy
w metryce Uniwersytetu Jagiellofiskiego zapis ,Brozek®, a potem dowiedziawszy

sie listownie od proboszcza w Kurzelowie, ie jest tam ,Broikowy Kat” zaczal

walczyé o forme ,Broiek”. I dsié, a jego monografia Jan Broiek (Krakéw 1884) to
wlaénie naswisko stosowane jest powszechnie w literaturze. Tymczasem wyst¢pujaca
parokrotnie w Pamietniku J. Wielewickiego (zmartego w 1639 roku prayjaciela i kolegi
Broika) forma ,Brzoscius® sugerowalaby raczej nazwisko ,Brzozek” lub — moze -

Poniewas J. N. Franke nie sprawdzil metryk parafii

w Kurzelowie (za jego czaséw istnialy jesacze ksiegi
obejmujace okres od 1641 roku), wiec zachecilem swego
czasu (dzié, niestety, jué nieiyjacego) dr Stanislawa
Dobrzyckiego do ich zbadania. Do dzié sachowane

ksiegi (przechowywane w Archiwum Archidiecezjalnym

w Gniefnie) maja sapisy dopiero od 1715 roku. Nie ma

w nich sadnych Broikéw (ani Brockich), a takie tadnych
Brzozkéw (ani Brzozkich). Poniewad zaé naswa ,Broikowy
Kat” moie pochodzié nie od rodsiny Broikéw, lecs
bezposrednio od slowa ,brég” (oznacza ono daszek nad
sterta), wicc chyba nigdy jui nie bedziemy wiedzieli na
pewno, jakie naprawde nosit nazwisko rektor Uniwersytetu
Jagiellofiskiego Joannes Jacobeus Broscius. ..

Warto moie jeszcze dodaé, Ze Broscius nie jest jedynym
matematykiem polskim, ktérego prawdsziwego nazwiska

nie gnamy. Nie znamy, na prazykiad, whadciwego nazwiska
Jana Musceniusa (moze Mucha?), ted sreszta urodsonego
w Kurzelowie, a smarlego w Krakowie w 1602 roku.

Z tym de Muscenius wprawdzie byl réwniei profesorem
Uniwersytetu Jagiellofiskiego (i to znanym), tei zajmowal
siz matematyka, ale nie byl — w praeciwiefistwie do Broika
(Brzozka?) — matematykiem twérczym.

Krzysatof TATARKIEWICZ



Klub 44

Croléwka ligi radaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
radad 205 (WT=2,85) i 2086 (WT=2,66)
z numeru 7/1990

Konrad Plére - Warszsawa 38,76

Mariusx Zajac - Pruszskdw 38,56
Pawel Kublt - Kresno 38,45
Tomaszs Greeslak - Krakdw 36,41

Croléwka ligi sadaniowej
Kiub 44 F
po uweglednieniu ocen rozwiazan
zadar 107 (WT=2,60) i 108 (WT=2,20)
& numeru 9/1990

Leszek Motyka - Krakfw 41,45
Pawel Perkowski = Szczecin 35,82
Dsierdyslaw Lipniacki— Lublin 25,46

RIp
1-4

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylad roswiszsnia zadaf & numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazafd zamiezsczamy w numerse n + 4. MoZna nadsylad rozwiazania
czterech, trzech, dwéck lub jednego sadania (kaide na oddsiclnej kartce}, moina to robi¢

co miesise lub 2 dowolnymi preerwami. Rozwiasania znadan z matematyki i s fizyki naleiy
prresylaé w oddsielnych kopertach, umiessczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 & dokladnodcia do 0,1. Ocene muoiymy
przez wspSlczynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiasania tego zadauia, a N - liczbe o0séb, ktére nadeslaly rozwiazanie cho¢by
jednego zadania 3z danego numeru w danej konkurencji {M lub F} - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po sgromadzeniu 44 punktédw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek = dwéch
konkurencji (M lub F), scstaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest saliczana
do ponownego udzialu. Traykrotne czlonkostwo — to tytul Weteranae.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numersze 7/1990.

Termin nadsylania rozswiazad: 31 VII 1001

Zadania z matematyki nr 219, 220 Redaguje Marcin E. KUCZMA

219. Niech z, = ) (4£2)" dla n = 2,3,4,... Csy ciag (zn/n) jest zbieiny?
k=3

220. W tréjkat ABC wpisano okrag styczny do bokéw tego tréjkata w punktach
P, Q, R. Miary katéw tréjkata ABC sa réwne a, 8, v; miary katéw tréjkata PQR
wynosza o', 8',7'. Dowiedé, e

sin asin B siny < sina'sin ' sin 7',
Zadanie 220 zaproponowal pan Adam Czornik z Bytomia.

Zadania z fizyki nr 117, 118 Redaguje Jerzy BROJAN

117. Prizekladnia élimakowa sklada si¢ 3 dwéch zazebionych ké! obracajacych sie
wzdlui osi wiajemnie prostopadiych (rys.1). Jaka jest maksymalna mozliwa wartodé
sprawnoéci energetycznej praekiadni, jedli wapélczynnik tarcia zebéw jest réwny f7

Rys.1

Rys.2

118. W obwodzie przedstawionym na rysunku 2 wystepuje £rédlo napiecia

o czestotliwodci akustycznej, gloénik zad odgrywa role miernika. Suwak przesuwano
wzdlui opornika R — Ry do uzyskania minimum déwieku. Wykazaé, ze na ogét déwiek
nie zanika catkowicie przy #adnym poloieniu suwaka. Jaki warunek musi by¢ speiniony,
aby dféwiek zanik}l?

Roswigsanie sadania M 696.
Zaznaczmy pewne pola tak, jak

na rysunku

Zauwaimy, e dowolny prostokat 4 X
zakrywa dokladnie jedno zaznaczone
pole. Poniewas 25 prostokatdw

pokrywa szachownice, wiec zakrywa
tylko 25 z 26 zaznaczonych pél, czyli

szachownicy pokryé sie nie da.

1
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Roswiasanie sadania M 6868, Obrét
wizgledem drodka okregu opisa o

1 1991-kacie elokrotr
360° /1991 przeprowadza drodek

boku (przekatnej o d

nodé kata

j dlugodci)

na frodek boku (pr

samej dlugodci) ka
o réinej dlugodci jeat w tym wielol
994.

995 o

PoniewaZ dowolny okrag nie bedacy

Zatem punkty zbioru S lez

gach po 1991 na kaidym.

jednym z tych 995 przecina kaidy
z nich w co najwyiej dwéch punktach,

wiec naleiy do niego co najwykej
2-995 = 1990 punktdw zbioru S
Stad na jednym okregu mote legeé
>0 najwytej 1991 punktéw zbioru S.

L -]

Roswiasanie sadania M 697.
Zauwaimy, e idac nasza figura pc
drodze samknietej musimy w

tyle samo ruchdw zwickszajacycl
rzedna, co zmniejszaj: :
Analogicznie jeat z o«
otrzymujemy, 2¢ w drod
1

zba ruchéw w prawo

liczbie ruchéw w dél i réwna 1
ruchdw po przekatnej w lewo w
Stad calkowita liczba ruchdw jest
podzielna przez 3. No, ale szachowni
10 ¥ 10 ma 100 pél, wiec na obejdcie jej
zgodnie & warunkami zadania potrzeb:
100 posunieé. PoniewaZ 100 nie jest
podzielne przesz 3, wigc szachownicy
obejdé sig nie da.

a
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Sto - Sto
Beniowski — student matematyki
(poczatek poematu)

»Za panowania kréla Stanistawa...”

Tak to przed laty zaczynal Slowacki.
Gdziei sie podziala dzié dawna oktawa?
Zginal poezji duch w narodzie lackim.
Wakrzesié go bedzie to nielatwa sprawa.
Ale sie znalazl podréd braci zackiej
Jeden, co w twarde tej oktawy rysy
Ujmie podstawy trudne analizy.

A wiec do dziela. Rzucone jui kodci.

Tak wiec 3 poczatku wprowadzimy émiato
Waine pojecie (pierwotne) mnogoéci,
Ktére, jak stwierdzi¢ by tu naleialo,

Jest réwnowaine pojeciu wlasnoéci.

A gdyby bylo nam tego za malo,

To w jeszcze inne ujawszy to slowa
Mnogo#éé, rzec moina, to forma zdaniowa.

Zbiér - to istotne. Nie ma jednak racji

(W tym chyba kaidy dsié zgodzi sie ze mna)
Kto lekcewady pojecie relacji.

Relacja moie byé na prayklad pelna,

Lub (co nastapi w dalszym ciagu akeji)

Ze zbioru tworzyé strukture zupeina,.
Odpowiem, owym nim sig¢ zajme tworem
Czym jest relacja? Par pewnych jest zbiorem.

Nota bibliograficzna

Wtajemniczeni twierdsa, e pod pseudonimem Slo - Slo

ukryla sie spdlka: Julinez Slowacki — Wojciech Slomceyriski.
Podobno jeden z autorédw byl swego udzialu niefwiadomy. Utwér
Beniowski - student matematyki (o ile wiadomo, nie dokoficzony)
powstal w roku 1979.

Galeria Jednego Cytatu

Nie zmieniajac odleglosci jeden

Jedli odwzorowanie piaszceyzny w plaseczyene prueksstalca
punkty odlegie o jeden w punkty odlegle o jeden, to musi
byé ono izometrig (por. EPSILON nr 1). Preychodsi na
myél pytanie: co si¢ dsieje, gdy funkcja o tej wlasnodci
prowadzi & plasscsyeny nie w plassceyzne, lecs w przestrren
tréjwymiarowsg?

Okazuje si¢, te snacenic latwiej jest odpowiedzied na
analogiczne pytanie, gdy przeksetalcenie prowadsi & plassczyeny
w preestrzerl 0 wymiarze nieco wieksgym nisg trey. Co to
snacey? Wiemy, e prosta mokna utogsamié ge gbiorem liczb
rzeczywistych (R), plaszcsysne ze gbiorem par licsbowych (R3?),
przesirzeri ge ebiorem tréjek (R32). Naturalne jest, ie dla
dowolnego naturalnego n motemy roswasaé przestrzed R™.

Np. kaidy element R® jest ,6semksg” liczb rzecsywistych
(z1,...,25). Symbole R® cey R!%%! wygladaé moga dls
niektérych odstrassajaco, nie naleiy si¢ jednak przeradaé.

Tu wagna bedzie jedynie pewna wiasnodé.

Na prostej znajdeiemy bes trudu dwa punkty odlegte o 1

(korice odcinka), na plaszcsyénie trzy punkty, takie, ie kaéde
dwa & nich sa odlegle o jeden (wierscholki odpowiedniego
tréjkata réwnobocenego), w przestrzeni zad — cstery punkty
(wierzchotki ceworodcianu foremnego) o tej wlasnodei. Nie jest
wigc zaskoczeniem informacja, ge w R™ istniejen + 1
punktdéw, z ktérych kaide dwa sg odlegle ¢ jeden. Takie punkty
ucgenie nasywa si¢ wierschotkami n— wymiarowego sympleksu
jednostkowego.

Pokagemy, te istnieje preeksstalcenie plaszceyzny w R® nie

bedsce izometria, odweorowujace punkty odlegle v jeden na

punkty réwnieé odlegle o jeden. Podzielmy plassceyzne na

kwadraty o boku : i ponumerujmy je tak, jak na rysunku.
Do kagdego kwadratu

»Ogolnie reecz biorac, podrozmaitodci w sensie immersji moga
by¢ obrzydiiwe”
(2 wykladu dla studentéw matematyki)

dolacemy lewy dolny

4 wierzcholek i dwa boki
stykajace sie w tym

5 wiergchotku (bee drugich

6

4

—

/koficéw). Eatwo sprawdzié,
ze jeteli dwa punkty sa
odlegle o jeden, to legg
w kwadratach ognaczonych
régnymi numerami.

w N
W N

~1lon o | s

7
8
9
7

Ponumerujmy deiewieé wierschotkdw sympleksu jednostkowego
w R?® licebami od 1 do 9. Funkcja nasza kagédemu punktowi
plaseceyzny preyporzadkowuje wierzcholek sympleksu, ktéry
jest oznaczony tym samym numerem, co kwadrat, do ktérego
badany punkt nalegy. Oznacza to, e jegeli punkty leig

w kwadratach o régnych numerach, to ich obrazy sg odlegle

o jeden. W seczegdlnodci zatem funkcja preeprowadea w réine
wierzchotki punkty odlegle o jeden (jakc elementy kwadratdw

% réinymi numerami), ceyli odleglodci takich punktdw nie
gmienia. Nie jest ona jednak izometrig (wystarczy rozwazyé dwa
régne punkty & tego samego kwadratu).

Podobnie moina skonstruowad funkcje = R? do R® o tej samej
wlasnodci (zamiast kwadratéw naleiy ptaszczyzne podsielié

na szedciokaty foremne). Takie przeksztalcénie jest, oczywidcie,
takie preykladem rogstrzygajacym problem dla wseystkich R™
przy n > 6, bo dla k < n moina R* traktowaé jako podebiér R"
(po dopisaniu zer na koricowych wspéirzednych).

Wréémy jednak do wyjdciowego pytania. Co sie dszieje, gdy
funkcja prowadzi ¢ R? nie w R®, nie w R®, ale w znakomicie
znang przestrzeri R*7 Pogostaly ponadto przypadki R* i R5.

Brzmi to moie zaskakujaco, ale odpowiedf na te pytania do tej
pory nie jest gnana.

Krzysatof CIESIELSKI

EPSILON - niezaleiny dodatek Delty. Redakcja: Krzysstof Ciesielski (naczeiny), Danuta Ciesieleka, Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Ananiasz Podmiechowski. Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem ¢.
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Rys.14

Rys.15

Rys.16

Sofizmaty — jak jest naprawde

I. Tajemnica sofizmatu jest tu poloienie punktu K, ktéry w rzeczywistodci ledy ponizej
prostej CD, ale tak, ie odcinek GK nie ma punktéw wepblnych z kwadratem ABCD
(rys. 14). Dokladniej, |BC| = |CG|, |AK| = |BK|, |AK| = |GK]|, a 3atem |BK| =

= |KG|. Osnacza to, ie punkty C i K leia na symetralnej odcinka BG@G, co gwarantuje
rozlacznoéé prostej KG z kwadratem ABCD.

II. Wezystkie prazedstawione przypadki sa niemozliwe, a jedyny mozliwy nie zostal
rozpatrzony. Punkt N bedzie leial zawsze na zewnatrz tréjkata ABC i to tak, Ze jedna
z prostopadlych NP, NQ (opuszczonych na proste BC, AC odpowiednio) przetnie
bok tréjkata (np. AC, rys. 15), druga zaé przediuienie drugiego boku. Rzeczywidcie,
niech |AC| > |CB|. Opisujemy na tréjkacie ABC okrag O. Z wlasnodci katéw
wpisanych, dwusieczna kata C przechodzac przez punkt N dzieli luk AB na polowy.
Podobnie symetralna odcinka AB. Zatem punl;_t\N €0 jako taki lezy na zewnatrz
tréjkata ABC. Poniewai |AC| > ]QBI, wiec J_;\QC| > |CB|. Lacsac to 3 faktem,

ie |[AN| = |NB|; otrzymujemy |CAN| > |CBN|, skad wynika, ie kat CAN jest
ostry, a kat CBN rozwarty. Uzasadnia to poprawnoéé rysunku 15. (Mozna dodatkowo
wykazaé, se punkty P, @, M leia na jednej prostej.)

III. Dowéd twierdzenia jest poprawny, jedli oba punkty X i ¥ leza na bokach
czworokata lub jedli oba leia na przedluzeniach tych bokéw. W przypadku, gdy jeden

z tych punktéw lezy na boku czworokata, a drugi na przedtuzeniu jego boku, dowéd
jest falszywy. Kontrprayklad przedstawia rysunek 16.

IV. Przy oznaczeniach takich jak na rysunku 17: tga' = %, tga = %. Poniewaz
2l > 18 wiec a' > a. Nieréwnoéé ta, w polaczeniu z faktem f = x — a, daje

B+a' =r+a' —a>m

B B
8 i = )
Y4l 13
21
ol
B I
m 13
13 1 )
: o
AN E
i 5 3 71

Rys.17

V. Blad polega tu na utozsamieniu dwéch réznych faktéw: geometrycznego
postrzegania ciagu krsywych i jego granicy (w naszym przypadku w sensie odleglodci)
oraz ciagu liczbowego — dlugoéci poszczegblnych krzywych.

VI. Popeliony blad naleiy do bledéw logicznych ,ignoratio elenchi® (niezrozumienia
dowodzonej tezy). Dowéd bylby poprawny, gdybyémy pokazali, e przez punkt C
mo#na poprowadzi¢ tylko jedna prosta réwnolegla do danej prostej AB. Istnieja

inne metody (od zaprezentowanej w ,dowodzie”) pozwalajace na wykreélenie prostej
przechodzacej przez punkt C i réwnoleglej do AB. Na przyklad: na prostej AB
mozemy wybraé punkt D' # D i poprowadzi¢ prosta D'C (rys. 18). Przy odcinku EC,
w punkcie C, sbudowaé LECF' = /CD'B. Na podstawie twierdzenia o réwnoleglodci
prostych, przy réwnoéci odpowiednich katéw, CF'||AB. Gdzie jednak gwarancja, ie
proste CF (z rys. 11) i CF' (2 rys. 18) pokrywaja sie? Tego wladnie naleialo dowiedé!
W naszym rozumowaniu bez dowodu przyjeliémy to, co naleialo udowodnié.

VIL Blad polega na przekonaniu, se ,nieskoficzenie waski® tréjkat z pélsfery moina
utogsamié z tréjkatem na plassczyfnie o podstawie |AB| = 2ZE j wysokodci IR

(rys. 12). W rzecsywistofici iaden tréjkat sferyczny (leiacy na powierzchni sfery) nie
moie byé utoisamiany, w powyiszym sensie, z tréjkatem na plaszczyinie. Widaé

to chociazby stad, fe dla tréjkatéw na plaszczyfnie euklidesowej enma miar katéw
wewnetrznych wynosi m, natomiast w przypadku tréjkatéw sferycznych jest ona
wigksza od  (rys.12 - dla sferycznego tréjkata PAB jest |(PAB| = |LPBA| = %).

VIII. Sofizmat ten jest kinematyczny. O ile okrag o promieniu R foczy si¢ bez
poélizgu po prostej MM, to w tym samym czasie okrag o promieniu ¥ < R toczy
sie z poélizgiem po prostej NN;. Jeieli w pewnym poloZeniu |MP| = |M'P| , to dla
mniejszego okregu |[NPy| >|N'Py|, gdyi [INP)| = & |[N'Py|.
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‘ ‘' Redaguje Michal WOJCIECHO WSKI

M 595. Czy szachownice o rozmiarach 10 x 10 mozna pokry¢ prostokatami 4 x 1
o rozlacznych wnetrzach?
Rozwiazanie na str. 14

M 5986. Niech S oznacza zbiér skladajacy sie ze drodkéw bokéw 1991-kata foremnego
oraz érodkéw wszystkich jego przekatnych. Jaka jest najwieksza liczba punktéw
zbioru S lezacych na jednym okregu? :

Rozwiazanie na str. 14

M 597. Na szachownicy 10 x 10 dysponujemy figura, ktéra w jednym ruchu moze
przesunaé sie o jedno pole w prawo, o jedno pole w dét lub o jedno pole po przekatnej
w lewo w gére. Czy moina ta figura obejéé szachownice bedac na kazdym polu raz

i wrécié do punktu wyjécia?

Rozwiazanie na str. 14

Redaguje Pawel KRAWCZYK
* F 304. Czy balon napelniony helem moze unieéé stalowa cysterne, w ktérej hel zostal

dostarczony?

Rozwiazanie na str. 7

F 305. Ostro zatemperowany oléwek postawiony zostal na czubku w pozycji dokladnie
pionowej. Oszacowal czas, jaki uplynie do chwili upadku oléwka, jedli otaczajace go
powietrze jest calkowicie spokojne.

Rozwiazanie na str. 2
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Prowadzone preeg ostatnie dwa lata przez amerykariska Agencje
Ochrony Srodowiska badania dowodza szkodliwego wplywu

»fal elektromagnetycznych o niezwykle malych czestodciach” na
organizmy ludekie i zwierzece. Powszechnie spotykanym frédiem
takich fal 83 domowe i preemyslowe instalacje elektrycezne. Ich
skutkiem jest werost prawdopodobieristwa zachorowania na
niektdre rodzaje bialaczek i raka. Jednakee mechanizm tego
zjawiska pozostaje nieznany.

R

Réwnania Einsteina opisujace zachowanie sie pola
grawitacyjnego w ogdlnej teorii weglednodci sa na tyle
skomplikowane, ze nieczesto si¢ zdarza, iz znajduje sie ich nowe
rogwiggania. Setuka ta udala sie w 1990 r. J. M. M. Senovilli

£ Uniwersytetu w Salamance. Co wiecej — rozwigzanie Senovilli
webudzilo sporo kontrowersji wéréd kosmologdw i relatywistéw.
Wbrew powszechnemu mniemaniu pokazuje ono, e motliwy
jest w historii Wszechéwiata najpierw werost, a potem spadek
gestodci materii beg osiagniecia stanu, w ktérym gestodé stalaby
si¢ nieskoriczona. Ta ostatnia sytuacja charakterystycena jest
przy konwencjonalnym opisie dla momentu Wielkiego Wybuchu,
w ktérym mial narodzié si¢ nasz Wszechdwiat. Byé moze jednak
wsazystko odbylo si¢ znacznie spokojniej.

17

Klimat po poludniowej stronie granicy amerykarisko-
-meksykariskiej jest w gnaczacy sposdb cieplejszy niz po

jej stronie péinocnej. Maksymalna dzienna temperatura

w kilkudziesigciokilometrowym pasie w pobligu granicy régni
si¢ drednio o okolo 4°C — gorecej jest w Meksyku. Preycezyna
tego zaskakujacego faktu jest ilodé bydla wypasanego w obydwu
krajach. W Stanach Zjednoczonych istniejg écisle ograniczenia
na koncentracje bydia (na km’), w Meksyku takich ograniczeri
nie ma. W efekcie flora po meksykariskiej stronie ulega
znacznemu gnisgczeniu i bez tonujacego wplywu rodlinnodci
klimat preypomina bardeiej klimat pustynny nié ma to miejsce

w USA.

. a I TIT] T I -
e
Jednym & udwieconych wynikéw fizyki kwantowej jest
twierdzenie Pauliego o swiagku spinu ze statystyka. Glosi
ono, ge sachowanie si¢ funkcji falowej opisujacej stan dwéch
identycznych obiektéw zalefy od wewnetrznego momentu pedu
(tj. spinu) tych obiektéw. Jeszeli spin jest liczba calkowita
(w jednostkach A = h/2x), to operacja zamiany miejscami
obiektéw nie gmienia funkcji falowej. W prezypadku spinu
poléwkowego funkcje falowg naleZy pomnogyé przez —1.
Obiekty pierwszego rodzaju nazywamy bozonami, drugiego
— fermionami. Inne zachowanie si¢ funkcji falowej dwéch
ceastek przy ich przestawieniu jest niemogliwe. Okazuje sig
jednak, te wniosek ten zalety od liceby wymiaréw przestrzeni
- gdyby nasza przestrzeri byla dwuwymiarowa, motliwe byloby
mnotenie funkcji falowej przez dowolng licebg zespolong
o module 1. Obiekty o tej wlasnodci nazwano anyonami
(2 ang. any — dowolny). By¢ moie, te w taki wladnie dziwny
sposéb gachowujg si¢ elektrony w niektdrych krysztalach
o wyragnej warstwowej strukturze, ktéra praktycznie wyklucza
przemieszczanie si¢ elektrondw w kierunku prostopadlym do
warstw. Choé jest to tylko niesprawdzona hipoteza, niektérzy
badacze spekulujg, e to wladnie anyony odpowiedzialne sa za
wysokotemperaturowe nadprzewodnictwo.




