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Rekordy
i otwarte problemy
w teorii liczb
Andrzey SCHINZEL

W niniejszym artykule chce przedstawi¢ 15 nie rozwiazanych zagadnief

z teorii liczb, ktérych wiekszoéé wybrana zostala bardziej ze wzgledu na
prostote sformulowan niz na znaczenie teoretyczne. Znaczenie takie maja
jednak zagadnienia 1-3, 10-12.

1. (C. Goldbach 1742). Czy kaida liczba parzysta wieksza niz 2 jest suma,
dwéch liczb pierwszych?

Wiadomo, Ze odpowiedZ jest pozytywna dla wszystkich liczb parzystych
mniejszych od 2 - 10'® (A. Granville, J. van de Lune i H. J. J. te Riele),
jak réwniez, Ze kazda dostatecznie duza liczba parzysta jest suma,

liczby pierwszej i iloczynu co najwyzej dwéch czynnikéw pierwszych

(J. R. Chen). Chen dowiéd} ponadto, ze dla dostatecznie dusych z liczba
liczb parzystych < z, ktére nie s3 sumami dwéch liczb pierwszych, nie
przekracza z24/2%,

2. Co moina powiedzie¢ o wielkosci réznicy pn+1 — pn miedzy kolejnymi
liczbami pierwszymi w stosunku do wielkodci p,?

To pytanie sprowadza sie do znalezienia funkcji fi, f2 rosnacych moiliwie
najwolniej oraz funkcji g1, g2 rosnacych mozliwie najszybciej, takich e
Pnt1 —Pn < fi(pn) dla wszystkich dostatecznie duzych n,
Pnt1 — Pn < f2(pn) dla nieskonczenie wielu n,
Prt+1 — Pn 2 g1(pn) dla wezystkich dostatecznie duiych n,

Pnt+1 — Pn > g2(pn) dla nieskoniczenie wielu n .

Obecne rekordy sa nastepujace. Dla dowolnego &€ > 0 mozna przyjaé

fi(z) =z, o= 1051 (C. J. Mozzocchi),
fa(z) =(b+€)lnz, b=0,248... (H. Maier),
gi(z) =2,

92(3) = (C R E) (lnz)(lnlnx)(lnlnlnln z)

c=2,33... (H.Maier

i C. Pomerance).

{Inlnln )7 1

Przypuszcza sie, ze dla dowolnego € > 0 mozna przyjaé
fi(z) = (Inz)?
fa(z) =gi(z) =2
92(2) = (1 - €)(In )

3. Cuzy istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych postaci n? 4+ 17

Najwigksza, znana, liczba, pierwsza, tej postaci jest (17 - 29251)2 4 1
(W. Keller). H. Iwaniec dowiéd! istnienia nieskoficzenie wielu liczb
postaci n? + 1, ktére sg iloczynami co najwyzej dwéch czynnikéw

pierwszych. To samo odnosi si¢ do dowolnego wielomianu stopnia drugiego

an? + bn + ¢, pod warunkiem, ze ¢ > 0, b® — 4ac nie jest kwadratem
.i najwiekszy wspélny dzielnik a + b, a — b i ¢ wynosi 1.

4. Cuzy istnieja dowolnie dlugie ciagi arytmetyczne utworzone
a) z liczb pierwszych,
b) z kolejnych liczb pierwszych?

Obecne rekordy sa nastepujace. Istnieje ciag arytmetyczny utworzony
z 20 liczb pierwszych 214861583621 + 1943 - 9699690k, (0 < k < 19)
(J. Young i J. Fry) oraz ciag arytmetyczny utworzony z 6 kolejnych liczb
pierwszych 121174811 + 30k, (0 < k < 5) (L. J. Lander i T. R. Parkin).
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Cihy cznik,
czyli
marzenie fizyka

Jakub TATARKIEWICZ

Gdy zimowym wieczorem powracamy do
domu, witajg nas u kominka godcinne
mite dZwieks kociolka, w kidrym gotuje

sie woda na herbate. (...) Powstawanie
dZwigkdéw, wydawanych przez kociolek, jest
bardzo zajmujgce. Dno kociotka jest tem
miejscem, kidrego dotykajg plomienie, jest
wi¢c najgorelszq czedcig kociotka; tutay
wladnie najwezedniej dochodzi woda do
temperatury, przy kidrej zaczyna wytwarzac
sig para. Drobne pecherzyks tej pary

:'. naydujq st¢ z poczgtku pod tak wysokiem

cidnientem, jaksem jest cidnienie caleg,
znajdujgce) si¢ powyze] wody. W miare
jak pecherzyki wznoszq si¢ ku powierzchni,
¢ dochodzq do chiodniejszych warstw
wodnych, temperatura ich obniza sie a wraz
z tem maleje takze 1 opdr wewnelrzny.
Nadchodzi chwila, gdy pecherzyks pary

nie mogg diuze] wytrzymaé cisnienia ze
wazystkich stron: zapadajg si¢ wowczas

z tak wielkq gwattownodeiq, 12 boki
uderzajq o siebie z glodnem cmokaniem.
Zderzenie sch jest tak silne, 12 upodobnic

| je moina do tego, jak gdyby stal zderzyla

si¢ ze stalg; { oto szum kociolka sie
wzmaga, jok gdyby padaly nan ciosy od
niezliczonych drobniutkich mioteczkdw.
Woda przekazuje te uderzenia metalowym
dctankom kociotka; mogq one zreszig

2 rdwnie dobrze spadac na nie bezposrednio.

(-.. ) Kociotek przestaje dpiewaé, gdy

wszystka woda dojdzie do punktu wrzenia,
' a pecherzyki wzniosq sie do jej swobodnej
przestrzent, nie zapadajge sie juz po

drodze. :
Sir William Bragg Swiat dZwiekdéw,
przekiad dr inz. J. Roliniski,
wyd. Mathesis Polska (1935)

" Mam nadzieje, iz wybacza mi Parstwo

o ten przydlugi cytat, jest to jednak

i jedyna wzmianka w ksiazkach naukowych
¢ o odglosach, wydawanych przez naczynie

do gotowania wody, ktéra udalo sie

znalezé. Udalo sie nie tylko mnie, lecz
§ takie recenzentom pracy, ktéra niedawno

popeinilem. Praca, byé moze, ukaie sie

w jednym z czasopism zagranicznych,

myéle jednak, Ze’artykut o tym, jak

4 doszlo do badania szumu czajnikéw
4 i jakie rezultaty osiagnieto, moze byé

takie interesujacy dla Czytelnikéw Delty.

Oto opowiesé o cichym marzeniu fizyka.

ek



- przedstawicielem nauki z tzw. trzeciego

Przebywajac na stypendium w Instytucie
Fizyki Ciala Statego im. Maxa Plancka
w Stuttgarcie mialem w maju 1988 roku
(jak wszyscy pracownicy Instytutu

raz na pewien czas) przyjemnoéé
przygotowywania codziennej kawy,

ktéra jest podawana zaraz po obiedszie.
Slepy los zetknal mnie pray tej okasji

z miodym fizykiem, ktéry do Niemiec
przyjechal z Bahrajnu. Samer Aljishi jest
pierwszym doktorem nauk fizycznych tego
malego kraju-wyspy, polozonego w Zatoce
Perskiej. Jednakie mylitby sie ten, kto
przypuszczalby, e dr Aljishi jest typowym

éwiata, bowiem doktorat otrzymal na
prestizowym uniwersytecie amerykanskim
w Princeton.

Tak wiec Polak i Bahrajiczyk gotowali
niezliczone czajniki wody, by napoié
spragnionych pracownikéw MPI-FKF.
Rozmawialiémy o tym i owym, lecz
ciagly szum podgrzewanej wody strasznie
nam przeszkadzal. Wtedy wlaénie
powzieli§my pomyst skonstruowania
cichego czajnika. Ostatecznie nawet fizycy
moga mieé swoje marzenia. Koledzy

nieco sie z nas podémiewali, sugerujac,

ze powinniémy badaniami zainteresowad
armie angielska, gdyz przyrzad taki
oddawalby nieocenione ushigi w czasie
dzialafi bojowych w poblizu wojsk
nieprzyjaciela. Nie przejmowaliémy sie
jednak tymi docinkami, przystepujac

do badaf na serio.

Jak na nowoczesnych naukowcéw
przystalo, rozpoczelismy od
komputerowego przeszukania literatury.
Ku naszemu zdumieniu, po wpisaniu
stéw kluczowych ,woda, gotowanie,
szum”, otrzymali§my ni mniej ni wiecej
tylko 104 odpowiedzi! Po wydrukowaniu
tytuléw prac wybranych przez komputer
szybko okazalo sie, Ze jednak w ciagu
ostatnich dwudziestu lat nikt nie badal
szumu czajnikéw. Po prostu istnieje
pewne bardzo duze urzadzenis, w ktérym
gotuje sie wode, a szum jest dla niego
szkodliwy. Urzadzeniem tym jest

... reaktor jadrowy. Szumi, oczywidcie,
strumiefi neutronéw, raz to przechodzac,
a raz nie przez bable pary wodnej i tym
samym zmieniajac warunki pracy.

¢

ty

AT

Jednakze z naszego punktu widzenia
wéréd ponad setki prac tylko dwie czy
trzy mogly byé interesujace, gdyz badano
w nich takie wplyw szumu akustycznego
na wytrzymaloéé mechaniczna reaktora.
O dziwo, wszystkie odszukane prace
pochodzily z czasopism radzieckich.

Po wielu perypetiach udalo sie zdobyé
odbitki tych prac.

£
<)
2

5. (N. L. Gilbraeth 1958). Tworzymy ciag podwéjiny dmn

(m=0,1,2,...; n=1,2,...) okredlony rekurencyjnie wzorami do,» = pn,
@m+1,n = |dm,nt1 = dm,n|. Czy prawda jest praypusszczenie, ie dm,1 = 1
dla wszystkich m > 17

Obecnie wiadomo, e dm,; = 1 dla wszystkich m < 455052510
(A. Odlyzko).

6. Czy istnieja,llicsby doskonale nieparzyste, tj. takie liczby
nieparzyste n, ze

a(n) = Zd =2n7?
. din

(d|n oznacza, ie d jest dzielnikiem n)

Wiadomo, ie jedli liczby takie istnieja, to maja co najmniej 8 réinych
czynnikéw pierwszych (P. Hagis Jr.) i sa wigksze niz 10°°° (R. P. Brent
i G. L. Cohen).

7. (E. Catalan 1888-L. E. Dickson 1913). Czy dla kaidej liczby
naturalnej n ciag n, s(n) = o(n) — n,ss(n), sss(n),... kofczy sig liczba 1
lub jest od pewnego miejsca okresowy?

Odpowied# jest pozytywna dla wszystkich liczb n < 276 (D. H. Lehmer
pin

T Poulet).
(l l)
p
P plerwaze

8. (R. D. Carmichael 1922). -Niech
em)=n ]

bedzie funkcja Eulera. Czy istnieja liczby naturalne m, takie, ze

réwnanie p(z) = m ma dokladnie jedno rozwiazanie?

Wiadomo, ze jeéli liczba m ma 3adana wlasnoéé, to m > 1019000

(P. Masai i A. La Valette).

9. (D. H. Lehmer 1932). Czy istnieja liczby zloione n, takie, ze
p(n)ln — 17

Wiadomo, ze jedli liczba zloZona n ma Zadana wlasnoéé, to n ma co
najmniej 14 réznych czynnikéw pierwszych (G. L. Cohen i P. Hagis Jr.).

10. (E. Jacobsthal 1961). Czy prawda jest prazypuszczenie, ze dla
dowolnej liczby naturalnej n zloionej z r czynnikéw pierwszych kaidy
ciag r? + 1 kolejnych liczb catkowitych zawiera liczby wzglednie
pierwsze z n?

H. J. Kanold udowodnit powyzsze przypuszczenie dla r < 12. Najlepszy
obecnie znany wynik ogélny pochodzi od H. Iwaiica: istnieje taka stala
C, ie po zastapieniu r? przez Cr?(loger)? przypuszczenie Jacobsthala
staje sie prawdziwe.

11. Cazy istnieje liczba rzeczywista r, taka, ze przy dowolnym n, jeéli
liczby 1,2,...,[r"] rozbijemy na n klas, to jedna z tych klas zawiera
liczby z, y, z spelniajace réwnanie .z + y = z (moze byé y = z).
Wiadomo, ze jesli r istnieje, to r > /315 (H. L. Abbott,

D. Hanson-H. Fredericksen). Z drugiej strony Zadana wlasnoéé ma zbiér
liczb naturalnych 1,2,..., [n! (e- 2—1‘)] (I. Schur-E. G. Whitehead).

12. (P. Erdds 1974). Cazy istnieje ciag nieskoriczony liczb naturalnych a;
nie zawierajacy Zadnego ciagu arytmetycznego tréjwyrazowego i taki, ze

25;:00?

taki, ze 2 & > r. Rekord nalezy do J. Wréblewskiego, ktéry znalazt

i=1 .
taki ciag a; bez ciagéw arytmetycznych tréjwyrazowych, ze

L=-]

Zal = 3,00849. ..

i=1



13. (P. Erdds 1955). Cazy istnieje stala ¢ > 0 o tej wlasnoéci, ze kazdy
ciag liczb naturalnych a; < a2z < ... < a,, dla ktérego wszystkie sumy
@i, + @iy +...+ai,, (1 <11 <1z <...<1, <r) 83 réine, speinia
nieréwnoéé

Gr 2> cu 201
Wiadomo, ze jedli stala ¢ ma zadana wlasnoéé, to ¢ > %
(J. H. Conway i M. Guy). Z drugiej strony wiadomo,
27 (P. Erdss i L. Moser).

14. (P. Erdds 1950). Czy dla dowolnego ¢ zbiér liczb
naturalnych mozna przedstawié¢ w postaci sumy
mnogoéciowe]j skoficzonej liczby ciagéw arytmetycznych,
ktérych réinice sa wszystkie réine i nie mniejsze od ¢?

ie a, >

Wiadomo, Ze odpowiedZ jest pozytywna dla ¢ = 20

Okazalo sie, ze woda gotowana
w trakcie przeplywu w rurze wytwarza

wyjatkowo skomplikowane widmo drgaf
akustycznych. A wiec jednak jest co

ikrofon bezprze
SennbmserS&mZ

Coming Hot Plate
Shrrer PC-351

(S. L. G. Choi).

15. (P. Erdds i E. G. Straus 1950). Czy prawda jest
przypuszczenie, ze dla kaidej liczby naturalnej n > 1

[+]

réwnanie

A=t 1
ﬂ¢+g+:

n
ma rozwiazania naturalne z,y, 2

Przypuszczenie zostalo sprawdzone dla wezystkich liczb naturalnych

n < 10® (N. Franceschine). Ponadto R. C. Vaughan dowiédl, ie liczba
ewentualnych wyjatkowych n < N nie przekracza przy odpowiednim ¢ > 0
i dowolnym N liczby Nexp (—r{lr"g N)?/3).

Istniejaca obecnie teoria czastek elementarnych znana pod skromna,
nazwa modelu standardowego pozostaje w zgodzie z ogromna, ilodcia
danych dodwiadczalnych. Bodaj jedyna powainiejsza niezgodnoédé
spedzajaca sen z oczu teoretykom i eksperymentatorom to tzw. problem
neutrin slonecznych. Chodzi tu o wynik jednego tylko, ale za to

bardzo dtugotrwalego, bo trwajacego kilkadziesiat lat, eksperymentu,

w ktérym mierzy sie strumieri neutrin dochodzacych do Ziemi ze Slofica.
Zmierzona wartodé strumienia okazala sie trzykrotnie mniejsza niz
przewidywania teoretyczne. Byé moie jest to efekt niedokladnosci
modelu struktury Slofica. Wytlumaczenie takie jest akceptowalne, gdyz
w doéwiadczeniu rejestrowano oddzialywania neutrin z chlorem, w ktérych
moze uczestniczyé jedynie niewielki ultamek neutrin slonecznych. Bardziej
atrakcyjna moiliwodé stanowi hipoteza oscylacji neutrin — procesu,

w ktérym neutrina elektronowe zmienialyby sie w nieobserwowalne za
pomoca, reakcji z chlorem neutrina mionowe i taonowe. Istnienie oscylacji
neutrin wymagaloby minimalnej modyfikacji modelu standardowego,

a przywréciloby symetrie pomiedzy leptonami a kwarkami. Pomimo
wielkich kosztéw doéwiadczert neutrinowych (ze wzgledu na minimalna
reaktywnodéé neutrin potrzebne 83 ogromne ilodci substancji czynnej

i ekranowanie od efektéw promieniowania kosmicznego; to ostatnie
wymaga umieszczania doéwiadczen gleboko pod ziemia), w najbliZszym
dziesiecioleciu dwa nowe eksperymenty powinny rozstrzygnaé problem
neutrin slonecznych. W pierwszym z nich, przeprowadzanym we
Wiloszech, w tunelu pod Gran Sasso, badane beda oddzialywania neutrin
elektronowych z jadrami galu (potrzebna iloéé galu wynosi okolo polowy
rocznej $wiatowej produkcji!). Reakcja taka jest czula na liczniejsze
neutrina o innych energiach niz w przypadku oddzialywan z jadrami
chloru. W drugim doéwiadczeniu, niedawno zaaprobowanym przez rzad
Kanady, substancja czynna bedzie 1000 ton cieikiej wody umieszczonej
w kopalni niklu Sudbury. Uzycie cieikiej wody pozwoli na rejestrowanie
wszystkich typéw neutrin. Tym samym mozliwy bedzie bezpoéredni test
hipotezy oscylacyjnej.
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Analizator
HP 3582A

Rys. 1

! Korzystajac z pomocy zaprzyjasnionych
- technikéw zestawiliéniy uklad pomiarowy
~ (jak na rysunku 1). Najwieckszym
~ problemem bylo poiyczenie analizatora
. widm, gdys jest to urzadzenie bardzo
drogie. Pomocna dlofi wyciagnat do nas
~ prof. Klaus von Klitzing (tak, ten od

kwantowego efektu Halla), nieco tylko

. Chcac wykonywad eksperyment w jak
najlepszych warunkach umiescili§my
uklad do grzania wody w jednym pokoju,
~ a w pokoju przyleglym, oddzielonym

E* podwéjna szyba, ustawiliémy analizator. X
. Skorzystaliémy przy tym z mikrofonu 3
I bezprzewodowego, wykorzystywanego
. na sali wykladowej. Mogliémy

":

| wiec obserwowaé gotowanie wody

i jednoczeénie wymieniaé uwagi bez %
e
B

~ uciagliwego milczenia. A mieliSmy o czym
~ rozmawiad!

CZAJNIK 1L wopy

T e

e e
czgstoruwose Thz
Juz pierwsze pomiary wykazaly (patrz

~ rysunek 2), ze typowy czajnik szumi

~ w sposbéb niezwykle skomplikowany.



Teraz stalo si¢ jasne, dlaczego dotad

nie bzdano szumu czajnikéw metodami
naukowymi — przeciez analiza fourierowska
drgaf akustycznych stala si¢ w praktyce
motzliwa dopiero w momencie wynalezienia
komputeréw oraz odpowiednich
algorytméw (tzw. szybka transformata
fourierowska). Poza tym te wymysélne
widma... Postanowili§my wiec '
wykonywad dalsze dodwiadczenia na
cylindrycznej zlewce szklanej o pojemnoéci
2 litréw (taka akurat mieliémy pod reka).
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Uderzajac linijka stwierdzili§my, ze po
nalaniu jednego litra wody rezonans
wlasny zlewki wystepuje przy okolo

1600 Hz (rysunek 3). Jednakze

w podwyzszonych temperaturach
zaczynaly pojawiad sie dodatkowe
maksima rezonansowe. Chcac upewnié sie,
iz rzeczywiscie pochodza one od szumu
wody, zrobili§my serie eksperymentéw

z réznymi ilodciami wody w zlewce.
Okazalo sie, Ze maksima rezonansowe
przesuwaja sie w zaleznosci od napelnienia
zlewki. Nalezalo wiec pomyéleé nieco

o teorii, ktéra pozwolilaby wyjaénié
zaobserwowane efekty.

Rys. 3

Cala matematyka ma zastosowania

Pewien Japoficzyk zaprosil godci na party i, jako czlowiek niezwykle
godcinny, przygotowal dla wszystkich male upominki. Chcial jednak,
aby zostaly one przez goéci wylosowane w sprawiedliwym losowaniu.
Zaproponowal wiec nastepujaca procedure:

1 2 3 4 5
\r ~ \( \r
- numerujemy goéci:
1,2,3,4,5, ... i prezenty:
I, IO II, IV, V, ... oraz rysujemy
tabelke,
A4 v W N
| ] m v v
J \2( 3 {./ 5
- nastepnie kaidy z godci rysuje ile
chce kresek poziomych laczacych
po dwie sasiednie kreski pionowe,
h 4 : ~ N 4 W
| I v v

— teraz wychodzac od numeru godcia wedrujemy po kreskach w dél,
z tym Ze napotykajac skrzyzowanie trzeba koniecznie skrecié — w dét
lub w bok ! :

W ten sposéb dochodzimy do numeru
prezentu, ktéry przypada danemu
gosciowi. Tu mamy 1 — III, 2 — IV,
3—-V,4-1,5—-1L

Japoniczyk molestowany przez gogci powiedzial tylko, ze wyprébowat
ten sposéb w wielu przypadkach i Ze zawsze dziala, ale nie wiadomo

dlaczego. Jeden z goéci — matematyk — bardzo sie ucieszyt. Zobaczyl
bowiem po raz pierwszy w zyciu jakie§ zastosowanie twierdzenia

o rozkladzie permutacji na transpozycje!

wg opowiesct Wiodzimierze Zadroznego zapisata
Agnieszka WOJCIECHOWSKA

Dla objasnienia przypominamy, Ze permutacja to dowolna zmiana
kolejnodci wyrazéw ciagu skoriczonego, a transpozycja to taka
permutacja, w ktérej zmieniona zostala kolejnoéé jedynie pewnych dwéch
sagiednich wyrazéw.

w prasie naukowej, w czasopismie Fhysical Keview Letters B (vol. 233
no 3/4, str. 530) ukazala sie ostatnio praca z dziedziny fizyki wysokich
energii pod pewnym wzgledem tak wszechstronna, ze stanowi godzien
odnotowania fakt historyczny. Po raz pierwszy w dziejach fizyki
opublikowana zostala praca, w ktérej lista autoréw zawiera przynajmniej
jedno nazwisko na kazda litere alfabetu, od A do Z. W sumie
wymienionych jest 449 autoréw, ale to nie stanowi bynajmniej rekordu.
Najwieksza liczbe autoréw, 562, miala dotychczas praca opublikowana
réwniei w Physical Réview Letters B (vol. 231, no 4, str. 539).



Drobiazgi astronomiczne 5 : 3 _
7 punktu widzenia akustyki zlewka

& jest analogiem klarnetu, tj. rury

@ akustycznej o jednym zatkanym koricu.

¢ Jak latwo mozna sprawdzié w kazdym

& podreczniku akustyki, czestodci f drgan

| rezonansowych takiej rury s opisane

# prostym réwnaniem:

W czerweu 1670 r. pewien bystrooki mnich z Dijon (Ftancja)
zauwazyl nowa gwiazde okolo 3 wielkodci w poblizu Albireo

w Eabedziu. Gwiazda ta byla péiniej obserwowana miin. przez
Heweliusza. Jej jasnoéé spadala do zimy owego roku, po czym
wszrosta znowu wiosna nastepnego roku. Obecnie znana jest jako
CK Vulpeculae (Lisa) w katalogu gwiazd zmiennych.

Kilka lat temu gwiazda ta zostala skrupulatnie przebadana przesz - e nv

astronoméw amerykanskich, w wyniku czego okazalo sie, ze jest i

to najmniej aktywna nowa ze wazystkich znanych obiekiéw tego & gdazie n jest jedna z nieparzystych liczb
typu. Po okresleniu jej odleglodci i jasnosci widomej jej jasnodé & (1,3,5...), v jest predkodcia diwieku,
absolutna, oszacowano na okoto 0,01 stonecznej. Tymczasem typowe 1 zad jest diugodcia slupa powietrza
gwiazdy nowe w okresie miedzy wybuchami maja jasnoéé absolutna o w rurze.

poréwnywalng ze sloneczna. Istnienie tak slabego obiektu sugeruje, . Jui w XIX wieku Lord Rayleigh

e nasze oceny czestodci wystepowania nowych mogsa by¢ znacznie & stwierdzil, e ze wzgledu na skoriczony
zanizone. . przekréj rury naleiy wprowadzié

. poprawke do | - zwykle prayjmuje
= si¢ poprawke addytywna, réwna
sismEsmsEEs . ok, 0,6 promienia rury.

g

f=-06+85012/1" H
R= 0997 }
= L+275¢cm

W gwiazdozbiorze Lwa lezy gwiazda

15 wielkodci o symbolu katalogowym
PG 1031 + 234. Jest to bialy karzel,
ktérego promieniowanie wykazuje

silng polaryzacje i rozszczepienie linii
widmowych, a wszystko to zmienia sig
w okresie 3"24™, Wnioskuje sie z tego,
ze jest to wirujacy z takim wiladnie
okresem bialy karzel obdarzony ponadto
rekordowym polem magnetycznym,
siegajacym 700 mln Gs (7-10* T).

Dla poréwnania — ziemskie pole
magnetyczne ma natezenie rzedu 1 Gs.

.
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! Nam udalo sie wyznaczyé te poprawke
. eksperymentalnie. Jak pokazuje
rysunek 4, liniowe dopasowanie czestodci
rezonansowej w zlewce, w ktérej
podgrzewa sie wode, do odwrotnodci
wysokodci slupa powietrza nad lustrem

Mark Sykes z grupa astronoméw z University of Arizona kilka lat

temu, na podstawie obserwacji nieba wykonanych przez pracujacego . wody daje poprawke 2,75 cm.

w podczerwieni satelite IRAS, wykryt obecnoéé kilkunastu pylowych * Nasza zlewka miala érednice okolo 11 cm,
fladéw po kometach. Okazalo sie, Ze najsilniej w podczerwieni © a wiec poprawka wyznaczona

dwieci élad po komecie Tempel 2. Zaobserwowano tez pasma pylu © eksperymentalnie zgadza sie dodé dobrze
po kometach Enckego, Gunna, Kopffa i innych, jak réwniez élady nie = ze wzorem Rayleigha. Proaze zwrécié
nalezace do zadnej ze znanych komet okresowych. " uwage, fe gotowana woda wzbudza

w powietrzu zawartym w zlewce drgania
akustyczne innego typu niz drgania
wytwarzane przez uderzenie — jest to
jednak zrozumiale, gdyz uderzenie
i ze wizgledu na swa, sile powoduje
przede wszystkim drgania wyzszych
& harmonicznych (n = 3), natomiast
Trudno byloby dociec, ilu ludzi w roku 1975 wierzylo np. w istnienie & woda...
iycia na Marsie - chyba niewielu. Niemniej jednak trzeba bylo
wczesniej czy péiniej to sprawdzié. Misja Vikingéw, ktére
po wyladowaniu na Marsie badaly obecnoéé §ladéw iycid w jego
gruncie, jest chyba najlepszym przykladem przedsiewziecia, w ktérym
niestychanym nakladem kosztéw i pracy uzyskano wynik negatywny,
w dodatku oczekiwany z géry.

No wladnie, wlasdciwie dlaczego

woda wzbudza drgania powietrza?!

Tu z pomocs przyszla nam abserwacja
© zachowania sie wody w trakcie
" podgrzewania.



& wprawdzie ...

Zauwazylismy, ze wraz ze wzrostem
temperatury, gdzied powyzej temperatury
70 stopni Celsjusza, w wodzie pojawia
sig coraz wiecej babelkéw pary wodnej.
Jest oczywiste, e (tak plastycznie opisane
przez Sir Williama) rozprezanie, a potem
zapadanie sie babelkéw pary wodnej
w intensywnie grzanej warstwie dennej
naczynia jest wladnie powodem powstawania
hatasu. Udalo sie nam dotrzeé do prac,

w ktérych prébowano oszacowad czestosci
akustyczne, wytwarzane przy zapadaniu
sie babelkéw gazu. Prace te dotyczyly
cichego poruszania sie todzi
podwodnych (zapadanie sie babelkéw
wytwarzanych przez éruby napedowe), ale

5 otrzymywane czestosci rzedu 100 Hz dobrze

pasuja do tych obserwowanych w naszym
eksperymencie.

Pora wiec odpowiedzied na tytulowe
pytanie: Jak zrobié cichy czajnik???
Uwazni Czytelnicy zauwazyli juz pewnie
(rysunek 1), ze do podgrzewania wody
stosowalidmy piecyk wyposazony w mieszacz
magnetyczny. Ostatni eksperyment, jaki
przeprowadziliémy, to gotowanie wody
polaczone z intensywnym mieszaniem.

Az do temperatury ponad 95 stopni
Celsjusza szum wydostajacy sie ze zlewki
byl minimalny. Podobnie gotowanie wody
dejonizowanej w nowiutkiej zlewce (nie
polecamy takiego eksperymentowania,
gdyz grozi ono eksplozyjnym wrzeniem
wody - brak centréw nukleacji) nie
powodowalo prawie zadnego szumu.
Wszystko stalo sie jasne: Zrédiem szumu
83, babelki pary wodnej, wytwarzane na
dnie czajnika. Tak wigc cichy czajnik
powinien mie¢ bardzo gladka powierzchnie
wewnetrzna (produkowano kiedy$ u nas
czajniki teflonowane, co wydawalo mi

sie wtedy zbytkiem technologicznym)

oraz powinno sie w nim mieszaé wode.
Oczywidcie, kaztalt czajnika powinien byé
nieregularny, by wykluczyé jak najwiecej
akustycznych moddéw rezonansowych.

W konstrukcji takiego czajnika-mozna by
takze wykorzystaé do mieszania wody maly
motorek, napedzany sila termoelektryczna,
wynikajaca z réznicy temperatur miedzy
dnem a raczka. Ale tym juz niech sie
martwia producenci — fizykom wystarczy
stwierdzenie dlaczego czajnik szumi.

Na koniec, zyczac Czytelnikom Delty
przyjemnych wieczoréw przy (jeszcze)
szumiacych czajnikach, nie moge
powstrzymad sie od ogélniejszej uwagi.

0Otéz wydaje mi sie, ze pomimo olbrzymich
postepéw fizyki ciagle latwo mozemy znaleZé
wokoél siebie zadania, ktérych rozwiazywanie
takze dostarczy prawdziwej frajdy. Czasami
® nawet wiekszej niz ,,prawdziwe” problemy
wielkiej fizyki.

Liczby pierwsze Gaussa

Liczbami calkowitymi na plaszczyZnie zespolonej nazwiemy liczby
postaci a + bi, gdzie a i b sa caltkowite. Wéréd nich liczbami
pierwszymi Gaussa nazywamy te, ktérych nie mozna przedstawié
w postaci iloczynu liczb catkowitych réznych od +1, £1.

Poréwnujac tradycyjne liczby pierwsze z liczbami pierwszymi Gaussa
dostrzegamy, ze nie kaida liczba pierwsza (ta tradycyjna) jest liczba
pierwsza Gaussa, np.

2=(1+4)(1-4), 5=(2+1)(2-1),
13=(2+3i)(2-36), 17=4+5)4-1),
29 = (5 + 24)(5 — 21), itd.
Z drugiej strony, liczby pierwsze postaci 4k — 1, czyli liczby
3,7,11,19,23,... s3 liczbami pierwszymi Gaussa (dlaczego?). Obok
nich pojawiaja sie ,,nowe” liczby pierwsze Gaussa: +1 +1, +2 +1, 34,
+2 4 31, £4 11, £5.1 24, itd.

Ponizej prezentujemy rozmieszczenie liczb pierwszych Gaussa, ktérych
modul jest mniejszy od 1000.

--ﬁ #5‘.+ fﬂ--

Oczywidcie symetria rysunku wynika z faktu, ze jedli a + bi jest liczba
pierwsza Gaussa, to réwniei ta % bi oraz +b * ai sa liccbami pierwszymi
Gaussa.

Jarostaw GORNICKI
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Rys. 2

Rys. 3

Czy krowe mozna wpisa¢ w kwadrat?

Jednym 3 najwainiejszych poje¢ matematycznych jest ciaglosé. Zalozenie jej

prowadzi do bardzo interesujacych, a czasem nawet zaskakujacych wnioskéw.

Klasyczna wlasnodcia (zwana wlasnoécia Darboux choé to nie Gaston Darboux
jest jej autorem!) jest przyjmowanie wszystkich wartoéci poérednich przesz
funkcje ciagla na przedsziale,oraz uogélnienia tego faktu. Konsekwencje tego
moga nas niejednokrotnie zaskoczyé. Oto przyklad: jakakolwiek postaé

(np. krowe lub kota) narysuje dziecko na kartce, zawsze mozna ja wpisaé

w kwadrat. Bardziej matematycznie: jeéli K jest krzywa zamknieta na
plaszczyinie, to na K zawsze mozna opisaé kwadrat.

Co to'znaczy: wpisaé krzywa w kwadrat lub — ogélniej — w prostokat?
Wybierzmy dowolna linie prosta m rozlaczna z dana krzywa (rys. 1)

1 przesuwajmy ja prostopadle do jej kierunku, az do momentu zetkniecia sie

z krzywa. Nastepnie wybieramy taka prosta m’', réwnolegla do m, ze krzywa
lezy miedzy obiema prostymi i znéw przesuwamy ja tak, by zetknela sie

z krzywa. Dalej wybieramy dwie proste k i k/, prostopadle do m, takie, by
krzywa byla zawarta miedzy nimi, a nastepnie powtarzamy operacje jak

w przypadku m i m'. Otrzymane proste wyznaczaja pewien prostokat, w ktéry
krzywa bedzie wpisana.

Krétko méwiac, krzywa jest wpisana w prostokat, gdy sie w nim zawiera

iz kaidym z bokéw ma przynajmniej jeden punkt wspélny. Majac dany dowolny
kierunek mozemy skonstruowaé prostokat, w ktéry krzywa jest wpisana,

i ktérego jeden z bokéw wyznacza tenze kierunek. Pokazemy, ze zawsze mozna
wybraé kierunek tak, by prostokat éw byl kwadratem.

Oznaczmy wierzcholki prostokata przez A, B, C, D, tak, by bok AB byt
réwnolegly do kierunku m. Przez f(m) oznaczmy dlugosé boku AB, przez g(m)
dlugoéé boku AD. Niech H(m) = f(m) — g(m). Prostokat bedzie kwadratem,
gdy f(m) = g(m), czyli H(m) =0 (rys. 2).

Zauwazmy, ze gdy m bedzie prosta prostopadla do m i dla niej przeprowadzimy
odpowiednia konstrukecje prostokata, to g(m) = f(m) i f(m) = g(m), cayli

f(m) — g(m) = —(f(m) — g(m)).

Jesli prosta m bedziemy obracaé (dookola ustalonego na niej z géry punktu), to
nasz prostokat bedszie sie zmieniaé. Wlasnodci H(m) zaleza w sposéb ciagly od
polozenia prostej m. Z przedstawionych wyiej wlasnosci wynika, ze H przyjmuje
wartosdci réznych znakéw, musi wiec przyjaé wartoéé zero. Stad wnioskujemy,

ze istnieje taki kierunek m, dla ktérego prostokat opisany na krzywej K jest
kwadratem. - '

Moina wiec, na przyklad, opisaé¢ kwadrat na rysunku krowy.

Przedstawione rozumowanie nie jest precyzyjnym dowodem, lecz jedynie jego
szkicem. Dokladnego okreslenia wymaga dziedzina funkcji H (korzystamy

z whasnosci Darboux, wiec wypada mieé przedzial — gdzie on jest?). Nalezy
formalnie uzasadnié, ze funkcja H jest ciagla ...

A co z pytaniem tytulowym? Méwili§my o rysunku krowy. Oryginalna krowa
jest jednak tworem tréjwymiarowym i nalezaloby sie raczej pytaé¢ o mozliwodé
jej wpisania w szeécian. Jedli juz stawiamy pytania, mozna si¢ zastanowié, czy
w krzywa zamknieta da sie¢ wpisaé kwadrat (a w przypadku tréjwymiarowym
- szedcian). W ten sposéb mozna kontynuowaé badanie rozmaitych, niekiedy
dosy¢ osobliwych, wlasnosci, u podstaw ktérych lezy pojecie ciaglodci.

Krzysztof CIESIELSKI, Zdzistaw POGODA



Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy

Rozwigzanie zadania M 692. Niech
Si(t) oznacza odleglodé od frodka

stolu do kofica minutowej wskazdwki
i-tego zegarka w chwilit, zad O, -
odleglodé od frodka stolu do érodka
i—tego zegarka. Poniewas? podwojona
dlugoéé drodkowej w trdjkacie jest nie
wicksza od sumy dlugodci sasiadujacych
% nia bokéw, wiec

Si(t) + Si(t + 30 min) > 20;.
Dodajac te nierdwnodci
stronami dostajemy:

3Si(t) + D Si(t +30 min) > 2" 0,

wiec albo E Si(t), albo
Z.‘-‘.{t + 30 min) jest nie mniejsza

od 2: [ F

Urodzilam si¢ w 1953 roku. Moja cecha (wada? zaleta?) od dziecifistwa bylo
pragnienie, by osiagaé cele szybko, nie szczedzac pracy czy wysitku. Totei do szkoly
podstawowej zaczetam chodzié majac szedé lat, co bylo w owych czasach nie lada
osiagnieciem, jako e lawki zajmowal wyz demograficzny. W szkole lubilam po trochu
wszystkie przedmioty, a wiec bylam typowym materialem na osobe, ktéra moze
studiowaé na dowolnym kierunku, ale bez ogromnej pasji.

Wielka miloéé do fizyki przyszia péino, bo dopiero w IV klasie IX Liceum
Ogélnoksztalcacego im. K. Hoffmanowej w Warszawie, gdy na horyzoncie pojawil sie
wyjatkowy nauczyciel, Profesor Witold Lucznik. Myéle, ze wszyscy w klasie odkrylismy
wtedy nagle piekno fizyki, bo zaczynaliémy interesowaé sie tym i rozumieé to, co

dzieje sie wokél nas. Zakochaliémy sie w fizyce, a sefiska czeéé klasy i w naszym Panu
Profesorze.

Potem, w roku 1971 przyszed! czas studiéw, éwiadomie wybranych, choé jeszcze rok
wczedniej marzyla mi sie geologia, medycyna, biologia lub elektronika. Zrozumialam
nagle, e fizyka — i tylko ona — pozwoli mi poznaé prawde o otaczajacym dwiecie

i prawa nim rzadzace, a co wiecej, w pbiniejszej pracy pozwoli mi uczestniczyé w tym
procesie poznania. Skoro wiec sie zdecydowalam, to znowu chcialam chlonaé wszystko
maksymalnie szybko i studia na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
skoniczylam w 1975 roku, rok wczedniej niz wiekszoéé moich kolegéw.

Po ukoniczeniu studiéw zaczelam prace w Zakladzie Fizyki Ciala Stalego Instytutu
Fizyki Dodwiadczalnej Uniwersytetu Warszawskiego. Wybér jako specjalizacji fizyki
ciala stalego wiazal sie z pragnieniem odczuwania potrzeby moich badan nie tylko

dla lepszego poznania praw rzadzacych otaczajacym nas dwiatem, ale i dla ulatwiania
naszego codziennego zycia. Chcialam po prostu, by wyniki moich badan znajdowaly
konkretne zastosowania. Fizyka ciala stalego niemal automatycznie spelnia to Zyczenie
— materialy badane znajduja szerokie zastosowanie zaréwno w przedmiotach uzywanych
na co dziefi, jak i w bardziej wyrafinowanych przyrzadach, choéby tych, ktére lataja
daleko od nas w przestrzeni kosmicznej. I tak zostalam fizykiem ciala stalego,

ktérym jestem do dzis. W roku 1979 obronilam prace doktorska, a w 1987 — prace
habilitacyjna. W zeszlym roku mianowano mnie na stanowisko docenta.

W miedzyczasie odbylam dwa zagraniczne staie naukowe. W latach 1980-1982
pracowalam w Massachusetts Institute of Technology w Bostonie, a w latach 1987-90
na Uniwersytecie Kalifornijskim w Berkeley kolo San Francisco. Obie uczelnie naleza,
do najlepszych w Stanach Zjednoczonych. Z przyjemnoscia musze stwierdzié, ze
obserwacje poczynione w trakcie w sumie piecioletniego pobytu w USA wyleczyly
mnie z wezelkich typowych polskich komplekséw. Dzié z pelnym przekonaniem moge
stwierdzié, Ze polska szkola fizyki jest szkola bardzo dobra, otwiera nam szeroko drzwi
w éwiat i pozwala z wyémienitej pozycji wspélpracowal z renomowanymi oérodkami
§wiatowymi. Polscy fizycy cenieni sa bardzo wysoko na calym éwiecie. Tu, w tej
dziedzinie marzenie o wspélnej Europie, ba, 0 wspélnym éwiecie, nie jest utopia.

W swojej pracy naukowej prowadze badania defektéw w krysztalach
péiprzewodnikowych. Niedodcignionym przez nature i czlowieka idealem sa krysztaly
o niezaburzonej strukturze, zloione z atoméw ustawionych w réwnych odlegloéciach.
Rzeczywiste krysztaly maja defekty, jak choéby przymieszki obcych atoméw, luki

-(puste miejsca wezlowe, w ktére nie wbudowal sie Zaden atom) czy tei atomy

wbudowane w miejscach nieprawidlowych. Defekty w sposéb bardzo istotny wplywaja
na wlasnoéci elektryczne i optyczne péiprzewodnikéw, a wiec te wlasnoéci, ktére
wykorzystuje sie¢ w zastosowaniach tych materialéw. Nasze badania prowadzone

sa, w kierunku zrozumienia znaczenia poszczegblnych defektéw dla wlasnodci
pélprzewodnikéw i przede wszystkim okreélenia struktury mikroskopowej tych
defekté4w. Jest to niestychanie fascynujace, gdy poérednio z badan elektrycznych

i optycznych moZna wnioskowad, jak wyglada w krysztale malutki obiekt, wielkodci
kilku A, ktérego nie da sie zobaczyé bezpodrednio nawet za pomoca, najlepszego
mikroskopu elektronowego. Uwaiam, e najwiekszym osiagnieciem naszej grupy bylo
pokazanie, iz gléwnym defektem krysztalu pélprzewodnikowego arsenku galu jest tzw.
antystrukturalny arsen, czyli atom arsenu, ktéry zamiast w swoje miejsce, wbudowuje
sie w miejsce wladciwe dla galu. Okaszuje sie, ze przecietnie jeden na milion atoméw
arsenu wbudowuje si¢ w miejsca galowe w arsenku galu.

Maria KAMINSKA
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Redakecja Epslona oglasza nieustajacy konkurs na temat:
sMatematyka z przymrugeniem oka”. Prosimy o nadsylanie
nam dowcipéw matematycznych, zartéw, rysunkdw, anegdot,
wypowiedzi o matematykach itp. Szczegdlnie mile widziane
83 autentyczne cytaty z wykladdw, referatdw czy lekcji
matematyki, zwlaszcza ilustrowane. Najciekawsze bedziemy
publikowaé. P widujemy nagrody.

O problemie izometrii

Wséréd probleméw matematycznych wyrézniaja sie takie,
ktére maja elementarne sformulowania, ale na rozwiazania
wcale nie jest latwo wpadé. Jednym z najladniejszych
przykladéw jest problem izometrii, bez trudu zrozumialy
przez licealiste.

Rozwaimy przeksztalcenie plaszczyzny o nastepujacej

wlasnodci:

*) Jedli odleglodé dwdch punktéw jest réwna jeden,
to odleglodé ich obrazéw tei wynosi jeden.

Czy takie przeksztalcenie musi byé izometria?

Problem kusi prostota swej postaci, rozwiazanie jednak
wcale sie od razu nie nasuwa... Redakcji Epsilona
znanych jest wieln matematykéw, ktérzy bezskutecznie
prébowali zadanie pokonaé. W literaturze istnieje kilka
{niezale:&nyc’h) opublikowanych dowoddw; najstarszy
spodréd nam znanych pochodzi z 1853 roku (praca
Beckmana i Quarlesa w Proceedings of the American
Mathematical Society).

Ponizej przedstawiamy ideg najprostszego chyba
rozumowania. Problem, postawiony w Kole Matematykéw-
Studentéw UJ przez Edwarda Kanie, rozwiazal

w 1980 r. Stawomir Kotodziej (wéwczas student I roku).
Oto schemat jego dowodu. Odleglosé (euklidesowa)
punktéw A i B oznaczamy przez |AB|, badana funkcje

o whasnodci (*) przez f, okrag o érodku P i promieniu r
przez o( P,r).

(1) Wierzcholki tréjkata réwnobocznego o boku 1
przechodza w wierzchotki tréjkata réwnobocznego
o boku 1.

(2) Jesli |AB| = /3, to | f(A)f(B)| wynosi 0 lub v/3

(wystarczy skonstruowad odpowtedni romb i skorzystaé z (1)).

(3) Jedli |[AB| = /3, to |f(A)f(B)| = V3 (wesmy okrag
o(A, \/5), oraz punkty B i C lezace na tym okregu, odlegle
01. Z(2) oraz (*) wynika, ze f(B) i f(C) muszq leze¢ na

okregu o f(A),/3)).

(4) Wierzcholki ,nieskoriczonej siatki” utworzonej
przez tréjkaty réwnoboczne o boku 1 przechodza na
wierzcholki takiej samej siatki (co wynika bezposrednio
z(2)). W szczegdlnodei — na dowolnej prostej, punkty
odlegle o liczbe catkowita po przeksztalceniu leia tez na
jednej prostej, w tej samej odleglodci.

(5) Jesli |AB| < n, to | f(A)f(B)| < n +1 (wystarczy
skonstruowaé n + 2 odpowiednich punktéw odleglych o jeden).

1/ \1
P R B, IR | B

(6) Kazdy okrag o promieniu 1 jest przeksztalcany
izometrycznie na okrag o promieniu 1. (jesli nie,

to znajdziemy na okregu o(P,1) dwa punkty A i B,

ktérych odleglodé sig zwigkszy; ich obrazy lezq na okregu
jednostkowym o drodku f(P). Zuwickszaé sie bedzie takze
odleglodé obrazdw punktéw na prostych PA ¢ PB odleglych
od P o t¢ samgq liczbe calkowitq (korzystamy z (4)), co, dla
punkiéw odpowiednio dalekich od P, przeczy wlasnodci (5)).

.
. .

Z punktu (6] tatwo juz wynika, ze f jest izometria.

Na zakoriczenie zauwaimy, ze z powyzszego twierdzenia
blyskawicznie moina otrzymaé rozwiazanie zadania 9
biezacej Olimpiady Matematycznej.

W numerze 2 Epsilona opowiemy o izometriach troche wiecej.

Kacik olimpiiczyka

Tym, ktérzy maja klopoty z rozwiagzywaniem zadar
olimpijskich, a takze innym, ktérym nie zawsze udaje
si¢ przeprowadzi¢ dowody twierdzeri, polecamy kilka

niestandardowych metod dowodzenia (wigkszodé¢ z nich pochodzi

g archiwum Instytutu Matematyki Najwspdlczesniejszej,
o ktérym przy innej okazji)

- dowdd przez kalendarz (to bylo w zesdym roku),

- dowdd cybernetyceny (to automatycanie wynika z ... ),

- dowdd przez oglad (jak latwo widad),

- dowdd przez autorytet (jak napisano w Delcie),

- dowdd iluzjonistyczny (zrobimy teraz malq sztuczke),

- dowdd przez sztuciec (a nuz wydae)

i najbardziej efektywny

— dowdd przez zaloZenie tezy.

Galeria Jednego Cytatu

»Rzad nie moze podskoczyé”

(z wykladu o rozmaitodciach réiniczkowych dla studentéw
matematyki)

EPSILON - niezaleiny dodatek Delty. Redakcja: Kraysatof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Ananiasz Podmiechowski. Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakdéw, z dopiskiem &.
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Roswiasanie sadania F 808.
Zaniedbajmy opdr powietrza.
Wdéwczas ruch pocisku wystrzelonego
5 pierwszego czolgu jest rzutem
ukodnym z predkodcia poczatkowsa
o skladowych (poziomej i pionowej)
%) + vy cos @y i vy 8in a3, w3 oznacza
tu predkodé pierwszego crolgu. Zatem
czas lotu pocisku i jego zasieg wynosza
odpowiednio

T 2vlsina1 ‘

E

sy = (ug +vycosay)T
Poniewai przez czas T drugi czolg
przebyl odleglodé a'l = ugTy , wiec
dystans miedzy czolgami musial
wynosi¢ w chwili strzalu
d= 81 + a'l =

vy 8in a;

2 "
Dokladnie takie samo rozumowanie dla

= 2(u; + u3 +vicosay)-

drugiego czolgu pokazuje, e

- vg 8in ag
7& .
Tym samym wizgledna predkodé
czolgdw dana jest przez

d = 2{u; + ug + vz cos ag) -

V=u+u3=

vid sin 2a; — va? sin 2a4

2(vz 8in az — v) sin a; )
i nie saleiy od odleglodci d. Zauwaimy
jeszcze, e mianownik w powyiszym
wzorze nie moie znikaé. Gdyby
bowiem tak bylo, to z réwnaii na d
wynikaloby, ze v; = v,
Pociski zderzylyby sie w powietrzu

a; = agz.

i warunek zadania nie bylby spelniony.

L. .1

Roswiqeanie sadania M 594.
Niecha < b< ¢ < d < e beda
dlugodciami danych odcinkéw.
Zaléimy, te 2 zadnych trzech

spodréd nich nie moina abudowad
tréjkata ostrokatnego. Poniewasz

w nicostrokatnym trdjkacie kwadrat
diugodci najdluiszego boku jest wickszy
lub réwny sumie kwadratdw dlugodci
pozostalych bokéw, wiec ¢? > a® + b,
d? > e? +b?, e? > d? + 2. Stad

e? > a? + 267 4+ ¢® > a’ + 2ab+ b2,
czylie 2> a+ b, tj. 2 odcinkéw a, b, e
tadnego trdjkata zhudowad nie moina.

Liczby pierwsze i kwadraty spiralne
W 1772 roku wiadomo bylo (L. Euler), e dla z = 0,1,...,p — 2 wielomiany f,(z) =

= 22 + z + p przyjmuja wartoéci bedace liczbami pierwszymi, o ile p € {3,5,11,17,41}.

Od 1966 roku wiadomo, Ze nie ma innych wielomianéw f, o te] wlasnodci.

Stanistaw Ulam zauwagyl, ze formuta f,(z), dla 2 =0,1,...,p — 2 opisuje liczby
pierwsze polozone na gléwnej przekatnej odpowiednich ,kwadratéw spiralnych”:

p=3 5‘
DN
p=5 17\16 15 14
18\ T\ 6 13
19 5N2
20 9 10\l
r=11 96 95 94 93 92 ;
63 62 61 60 91

103
104

105 70
106 71
107 72
108 73
109 74
110 75

Oto fragment kwadratu spiralnego dla p = 41:

Qho\;ﬁg 418 417 416 415 414 413 412 411 410 409 408 407 406 405 404 403 402
422347 346 345 344 343 342 341 340 339 338 337 336 335 334 333 332 331 330 401
423 348'281

0 279 278 277 276 275 274 273 272 271 270 269 268 267 266 329 400

424 349 282°223 222 221 220 219 218 217 216 215 214 213 212 211 210 265 328 399

427 352 285 226 175 13 93 92 91 90 121 160 207 262 325 396
428 353 286 227 176 133 9 68 67 66 89 120 159 206 261 324 395
429 354 287 228 177 134 99 51 50 65 88 119 158 205 260 323 394

430 355 288 229 178 135 100 87 118 157 204 259 322 393

431 356 289 230 179 136 101 74 55 63 86 117 156 203 258 321 392
432 357 290 231 180 137102 75 56 45 2 85116 155 202 257 320 391
433 358 291 232 181 138 103 76 57 58 84 115 154 201 256 319 390
434 359 202 233182139104 77 78 79 80 81 82 83114 153 200 255 318 389

Jarostaw GORNICKI
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Metoda portretéw fazowych

Krzysztof MASLANKA

Teoria réwnari rézniczkowych dawno juz awansowala
do rangi samodzielnej i solidnej dyscypliny
matematycznej, a zajmujacy sie nia z pewnoscia
nigdy nie narazi si¢ na zarzut, ze jego przedmiot
jest niemodny. Z praktycznego punktu widzenia
wazna jest tu nietrywialna odpowiednioéé, jaka
niewatpliwie zachodzi miedzy (niektérymi)
réwnaniami rézniczkowymi a prawami fizyki lub,
bardziej wzniodle, prawami natury. Jest w tym jakied
odbicie pelnej glebokiej tresci uwagi amerykaiskiego
fizyka wegierskiego pochodzenia, Eugene’a Wignera,
ktéry mowil o niepojete; skutecznodes matematyks

w opiste rzeczywistoscr.

Wspomniana odpowiedniodé: rdwnanie rézniczkowe —
prawo fizyki nie jest bynajmniej jakim$ eleganckim,
wzajemnie jednoznacznym przyporzadkowaniem.

Nie kazde réwnanie musi koniecznie opisywad jakad
rzeczywistodé. Z kolei pewne réwnania zawsze mialy
wielkie powodzenie: po prostej zmianie nazw swych
wspélczynnikéw moga przydaé sie do opisu zupelnie
nowych zjawisk.

Z czysto praktycznego punktu widzenia, na kims,

kto otrzymal jakied réwnanie rézniczkowe wraz

z bezdusznym rozkazem ,do rozwiazania®, robi

ono zwykle wrazenie mniej lub bardziej perfidnie
zaprojektowanej szkatulki bez klucza, w ktérej wnetrzu
ukryto cala rodzine rozwiazan.

Wyobrazmy sobie zatem do$é typowy scenariusz.

Oto wyrachowany Praktyk (Fizyk lub Inzynier),
otrzymawszy w wyniku swych badan pewne réwnanie
rézniczkowe prébuje jakos wydlubaé choéby jedno
rozwigzanite $cisle i na tej podstawie powiedzied cod

o upragnionej interpretacji fizycznej. Na poczatek
siega do jakiej$ autorytatywnej monografii,

np. Teorit réwnar rézniczkowych Arnolda, przez co
wyraZnie poglebia swe rozeznanie w temacie, ale nie
posuwa naprzéd sprawy rozwiazania. Eleganckie

1 wyrafinowane paragrafy Analizy Maurina poglebiaja
tylko stan przygnebienia.

Mruczac pod nosem jakies niewybredne uwagi na
temat poziomu wyksztalcenia, jakie mu zaaplikowano
w przeszlodci, nasz Praktyk postanawia zwrécié sie do
znajomych Matematykéw: sa w koricu specjalistami,
niech rusza glowa. Pierwszy lepszy ze spotkanych
uprzejmie wymawia si¢ (ja jestem Probabilistq), drugi
obiecuje popytaé znajomych, ktérzy udowodnia, ze
rozwiazania istnieja, kolejny wreszcie roztacza wizje
stare] i eleganckiej teorii grup Liego, pozwalajacej,

W oparciu o pojecie symetrii, skutecznie i radykalnie
upraszczaé réwnania, redukujac ich stopiefi oraz liczbe,
a nawet ...rozwiazaé éci§le. Nasz Praktyk, nie wierzac
wlasnym uszom, driacym glosem zapytuje o szczegdly
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tak niezwyklej metody, wychwalajac w duchu geniusz
wielkiego Liego. Okazuje sie, ze réwnanie musi

by¢ symetryczne, czyli ,niezmiennicze wzgledem
jakiejé grupy ciaglej”. Jednak usilne przygladanie

sie badanemu réwnaniu dowodzi, ze nie raczy ono
wykazywaé sladéw jakiejkolwiek symetrii.

Doznawszy takiego zawodu Praktyk niekiedy
wstydliwie grzebie jeszcze po zbiorze Kamkego,

gdzie zgromadzono, na wszelki wypadek, kilkaset
szczegblnych réwnan i ich rozwiazan. Niestety!

Tego jednego akurat nie ma. Wtedy, w sama pore,
przychodzi zyczliwa wiadomogé od znajomego
Informatyka: komputery, za pomoca specjalnych
jezykéw symbolicznych, rozwiazuja ogdlnie réwnania
rézniczkowe! Ozywiony na nowo nadzieja Praktyk
zabiera si¢ do nauki odpowiedniego muMATHa czy
innego REDUCFE’a. Na to wszystko (oraz mnéstwo
innych madrodci co do systemu komputera) schodzi
mu pét miesiaca i po tym czasie juz wie, ze komputer
znajdzie mu rozwiazanie réwnania dla oscylatora
harmonicznego, ale po zadaniu jego wlasnego
przypadku kaze czekaé: godzine, dobe, tydzieri ... ;
slowem udaje, ze ,si¢ zawiesil”. Co w tym czasie

robi - tego nie wie nikt. Gdy wiec i to nie pomaga,
pelen zrezygnowania i desperacji Praktyk zasiada sam
do pisania programu komputerowego, ktéry, by sobie
poprawi¢ humor, nazywa , kodem numerycznym?”. Ten
ostatni, oczywiscie, najpierw ,nie chodzi”, potem daje
jakies, nie budzace zaufania, tabelki liczb, bardzo
ladnie skaczace po ekranie komputera, z ktérych
jednak niewiele wynika. Nieslawny final calego
zmagania (przeprowadzany jui w écislej tajemnicy)
polega na skorzystaniu z gotowego podprogramu
napisanego przez fachowcéw. Na pocieszenie mozna
tym razem stosowne liczby wykreslié w efektownej
ramce, ktéra pieknie wyrysuje najnowszy program
graficzny niedawno potajemnie skopiowany na
Zachodzie i zainstalowany przez zadowolonego z siebie
Informatyka.

Czy w tej sytuacji nie mozna bylo od razu tak
postapi¢? Oczywidcie, ze tak i wielu czyni to bez
szczegblnego zazenowania. U pozostalej, niezbyt
licznej, czeéci pozostaje jednak odrobina zalu.
Znalezienie $cislego rozwiazania jakichs szczegblnie
stawnych, zwykle wygladajacych dosy¢ niewinnie,

a w istocie beznadziejnie skomplikowanych i zlosliwych
réwnaii, to sprawa warta wysitku. Mozna wtedy
zasiaé¢ do pisania krétkiego preprintu pt. Nowe dcisle

_ rozwigzanie ..., majac przy tym, gleboko skrywana,

nadzieje, ze ta szczegdlna kombinacja jakichs sinuséw
czy logarytméw — ozdobiona szlachetnym nazwiskiem
szczesdliwego szperacza — trafi do monumentalnego
Katalogu $cistych rozwiqzan.



Niekiedy jednak jest jeszcze i jedno, nawet jeéli nie
eleganckie, to z pewnoécia nadzwyczaj honorowe,
wyjdcie 2 tej praykrej sytuacji. Od kilkunastu dobrych
juz lat stosuja je m.in. kosmologowie. Kosmolog

to dod¢ pokraczne siworzenie bedace (sa chlubne
wyjatki, ale autor nie nalezy do nich) skrzyzowaniem
niedouczonego fizyka, matematyka-amatora,

a na dodatek jeszcze i takiego astronoma, ktéry
niespecjalnie wie, z ktérej strony patrzeé do lunety.

Kosmologowie na co dzieni stykaja sie

z najpotworniejszym przypadkiem ukladu nieliniowych
réwnan réiniczkowych, jaki zna fizyka, réwnas
Einsteina (kilkanascie tysiecy réznych czlonéw

w ogélnym przypadku) i nic dziwnego, ze szczegblnie
upodobali sobie pewna do$é dowcipna metode. Jak
Ja najkrécej okresli€? Powréémy do poréwnania
réwnania rézniczkowego do szkatulki bez klucza.

O normalnym otwarciu nie ma mowy (oznaczaloby
to znalezienie kompletu wszystkich rozwiazai), a na
wyciaganie pojedynczych, przypadkowych rozwiazan
rozmaitymi dorywczymi sztuczkami mozna stracié
wiekszoé¢ gycia; dlaczego wiec nie zajrzeé przez
dziurke od klucza i obejrzec — niejako nie dotykajac
- wszystkie rozwiazania?

Po tym przegadanym wstepie pora na przyklad,
ktéry powinien dopelié reklamy metody. Rozwaimy
réwnanie (jedno z réwnaii pola Einsteina):
d’H 1/,dH 2 dH
Ho = AH' - BH* + o ((S5)* - 652H?) +C
de? T3 ( dt ) dt ais
gdzie A, B, C sa stalymi, a H jest szukana funkcja
czasu t, ktéra opisuje szybkoéé rozszerzania sie
Wszechswiata; pustego, ale zdominowanego przez
wszechobecny szum kwantowy, pochodzacy od réznych

pél fizycznych. (Konkretne wartoéci wspdlczynnikéw
A, B, C zaleza od ilodci i rodzajéw tych pél, samo C
zalezy ponadto od do$¢ tajemniczej wielkodci, stalej
kosmologicznej, ktéra reprezentuje energie préini.)
Kaida funkcja H(t), spelniajaca powyisze réwnanie,
to jakis (kwantowy) model Wszechéwiata.

Nie ma tu, niestety, miejsca, by w sposéb
odpowiedzialny i uczciwy przedstawié wszystkie
argumenty fizyczne prowadzace do konstrukcji
tego réwnania; zajmuja one caly dlugi rozdzial

w meonografii P. C. W. Daviesa Pola kwantowe

w czasoprzestrzeniach zakrzywionych i, prawde
méwiac, nie wszystkie one sa réwnie przekonujace
i jasne. Waine jest tu nie samo réwnanie, ale przykry
fakt, e nie jest ono szczegdlnie estetyczne, czyli,

z punktu widzenia teorii grup — symetryczne. I nic
w tym dziwnego: szczegblna symetria réwnania
oznacza zawsze znaczna nadmiarowodé, a stad —
mozliwodé uproszczen.

Dokonujac podstawienia

:_c_zH, y= %, dr =z~ 1dt,
dostajemy uklad réwnan
dz 2
*) dr Y,
dy

— = Az* - Bz? + 1(yr2 -6z%y) + C,
dr 2

w ktérym z oraz y sa funkcjami 7, (nowego)
parametru typu czasu. Obecnie, w naturalny sposéb,
za model kosmologiczny uwazamy pare funkcji

z(7), y(r), spelniajaca uklad (x). Para taka ma
prosta interpretacje geometryczna: jest to krzywa
na plaszczyinie zy, ktérej punkty numerowane sa

Deformacja nieskoriczonej szachownicy do kota Poincarégo przypomina odwzorowanie obiektywem ,rybie oko” o kacie widzenia 180°. -
Graniceny okrag jednostkowy to obraz ,,widnokregu” wyjsciowej plaszczyzny.




parametrem 7. Uklad wszystkich takich krzywych
lezacych na calej plaszczyinie — to obraz wszystkich
rozwiazan wyjéciowego réwnania.

Rzecz teraz w tym, by spojrzeé na cala te plaszczyzne
w sposéb globalny. W tym celu wygodnie jest dokonaé
transformacji zwanej kompaktyfikacjq plaszczyzny
(uzwarceniem). Transformacja ta (zaproponowana
przez Poincarégo) przeprowadza cala plaszczyzne

w kolo zgodnie z regula:

punkt plaszczyzny (z,y) — punkt kola'(f, n).

Konkretnie

Sk y

(=aF R’ a+R’
gdzie a jest dowolna dodatnia stala, natomiast
R = (z,y) jest wektorem na wyjsciowej plaszczyznie,
r = (£, n) opisuje punkty kola. Widaé, ze gdy
R — oo, wtedy r dazy do brzegu kola. Caly
zabieg przypomina wynik dzialania szerokokatnego
obiektywu zwanego wéréd fotoamatoréw ,rybim
okiem”. Patrzac z géry przez taki obiektyw (o kacie
widzenia 180°) na nieskoriczona szachownice dostajemy
nastepujacy obraz calej plaszczyzny ,gciagnietej” do
kola jednostkowego: lezacy w nieskoriczonej odleglosci
,widnokrag” przechodzi w okrag jednostkowy.

"= (R=[R]),

W ten sposéb powstanie graficzny portret badanego
réwnania, bowiem wraz z punktami plaszczyzny takze
i wszystkie krzywe catkowe, tj. rozwiazania (x) uloza
sie wewnatrz kola. Kazida z nich ulegnie deformacji,
ale jakodciowo nic sie nie zmieni; w kazdym razie
nic, co istotne, np. topologia ukladu krzywych.

W szczegdlnodei nie zmieni sie charakter tzw. punktéw
krytycznych, w ktérych krzywe moga sie schodzié.
Okazuje sie, ze wladnie te punkty — ich rodzaj,

ilog¢ 1 rozmieszczenie — jednoznacznie okreslaja
topologie calej sieci rozwiazan. Patrzac na te sieé
wszystkich krzywych na kole Poincarégo (uzywa

sie tez nazwy plaszczyzna fazowa) mozemy bez
trudu (i bez zadnych catkowai!) wskazaé rézne

typy kwantowych modeli Wszechéwiata, nieomal
,policzyé” je, podzielié¢ na klasy jakodciowo réznych
zachowari, odpowiedzie¢ na pytanie, ktére z nich sa
typowe, a ktére wyjatkowe. Wybierajac dowolny
(nie krytyczny) punkt, a nastepnie poruszajac si¢
wzdhuz jakiej$ szczegblnej krzywej mozemy w sposéb
jakosciowy odtworzy¢ zachowanie sie wybranego
rozwiazania, w szczegblnosci skad (z jakiego punktu
krytycznego) przybywa i dokad zmierza. Inaczej
méwiac, taki zwarty i oszczedny obrazek zawiera
cala istotna informacje o, skadinad beznadziejnym,
réwnaniu oraz o, ukrytej w tym réwnaniu, istocie
fizycznego modelu. : '

Rozwiazania ukladu réwnan () na fragmencie plaszczyzny oraz ich komplet na kole Poincarégo (dla pewnych konkretnych wartosci
stalych A, B, C). Praktyczna konstrukcja jest nastepujaca. Wybierzmy dowolny punkt o wspéirzednych (zo,y0). Podstawiajac te
wartodci do prawych stron (#) dostajemy pochodne dz/dr, dy/dr w tym punkcie. Pochodne te pozwola nam, za pomocg rozwinigcia
Taylora, znale#é nieskoriczenie bliski punkt (z1,y1) na krzywej-rozwiazaniu jako 3

d
T & zg+ —zA'r,
dr

d
V1 & Yo + _UAT‘
dr

gdzie At jest malym przyrostem parametru 7. W ten sposéb mozemy, z dowolng dokladnoscia, przesledzié calg krzywa, zgodnie
z parametrem 7 oraz przeciwnie do jego wzrostu — az do jakiegod punktu, w ktérym pochodne beda sie zerowaé. Sam ten punkt to
réwniez rozwiazanie (%), chod nieco szczegdlne: statyczne. Strzalki na kazdej kreywej oznaczajg kierunek wzrostu parametru 7.
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Kacik Prac Uczniowskich ukazuje sie
w Delcie od numeru 3/1988

(z przerwami: Delta 6, 12/1988,

1,6, 7, 8/1989, 6/1990 i 1/1991).
Zawiera on propozycje ewentualnych
tematdw na Konkurs Uczniowskich
Prac z Matematyki. Oczywidcie,
chetnie widzimy takie prace na inne

tematy.

enmed " R

Wspélrzedne barycentryczne

Prawie siedem lat temu pisali§my w Delcie (8/1984) o wspdirzednych
barycentrycznych. Jest to wykorzystanie w matematyce pomyshi z déwigniami, przy
zalozeniu, Ze znajdujemy sie w jednorodnym, stalym polu grawitacyjnym.

Jedli w punkcie A umiedcilifmy mase m 4, a w punkcie B mase mp, to drodek ciezkosdci
tego ukladu wypadnie w takim punkcie P odcinka AB, ie

AP_mg
() BP " ms’

wiadomo: sila razy ramie. Fizycy twierdza tez, ie sily dzialajace na uklad moina
zastapié jedng sila (sumaryczna) dzialajaca na érodek cieikodci. Wierzac im na stowo
mozemy wobec tego dolaczy¢ jeszcze punkt C (nie lezacy na prostej AB) z masa mc
i bez trudnoéci stwierdzié, ze drodek ciezkosdci calego ukladu bedzie w takim punkcie Q
odcinka PC, ze

PQ at me
o Cq " matms’
Moze troche zdziwié, ze szukajac drodka cigzkodci najpierw dla odcinka np. BC,
a potem dolaczajac A otrzymamy ten sam punkt @, ale sprawdzenie (prosze je
wykonad) wykaze, ze rzeczywiééie tak bedzie.

Dla tych, ktérzy sprawdzié nie umieja — metoda nieinteligentna, ale algorytmiczna.
Jedli punkty A, B i C mamy w ukladzie wspéirzednych, to wspélrzedne punktu @ sa

dane przez réwnoéé
A-ma+B-mp+C-m
(3) Q s A B C
ma+mp + meg
prosze to sprawdzié. A to wyraZenie nie wyrdinia juz zadnego z punktéw A, B, C.

1

Jakie punkty moga by¢ érodkami ciezkoéci uktadu A, B, C przy zmieniajacych sie
masach? Dla mas dodatnich otrzymamy wszystkie punkty wnetrza tréjkata (skad to
wiadomo?), a dopuszczajac masy zerowe — réwniez jego brzegi. No, a masy ujemne?
Mozna przeciez wyobrazi¢ sobie masy jako odwazniki, albo baloniki wypeinione helem.
I co wtedy? Okazuje sie, ze wtedy srodkiem ciezkodci ukltadu A, B, C bedzie mégl byé
kaidy punkt plaszczyzny (tez koniecznie nalezy to sprawdzi¢). Ale jak to zrobié? —
przeciez wszystkie dotychczas przytoczone wzory dotyczyly liczb dodatnich.

Jesli jednak powainiej potraktujemy wstepne uwagi o diwigniach, to wzér (1) przyjmie
postaé

— —
AP -my = PB -mg,
ktéry ma sens i dla mas ujemnych (réine znaki mas odpowiadaja déwigni

jednostronnej, a jednakowe — dwustronnej). Analogicznie zmieni sie wzér (2).
Ale (co mozna sprawdzi¢) wzér (3) nie zmieni sie wcale — kaidy punkt X ma takie

same wspdirzedne jak wektor oX.

Skoro tak, to mozna ustalié raz na zawsze punkty A, B, C i uznaé masy ma, mp i mo
za wspdlrzedne ich érodka ciezkodci. Kazdy od razu zauwagy, ze punkt o wspéirzednych
(ma,mp, me) to ten sam punkt co punkt o wspélrzednych (tma,tmp,tme) dla
dowolnego t # 0. Tak okreélone wspélrzedne (nazywa sie je barycentrycznymi) sa,
jednorodne — proporcjonalne uklady liczb odpowiadaja temu samemu punktowi.

Po dluzszym namyséle mozna wyciagnaé stad wniosek, Zze réwnania dowolnych tworéw
algebraicznych zapisane dla takich wspélrzednych beda réwnaniami jednorodnymi,

to znaczy, Ze kaidy wielomian opisujacy jakas figure bedzie mial wszystkie wyrazy tego
samego stopnia.

Dla tych, ktérych temat zainteresowal, proponuje na poczatek sprawdzenie, ze
rébwnanie
az; +bza +cz3 =0

opisuje (dla choéby jednego wspélczynnika réinego od zera) zbiér punktéw
o wspblrzednych barycentrycznych (z1,22,23) bedacy prosta. A takze, Ze kaida prosta
ma we wspélrzednych barycentrycznych takie réwnanie.

A dla ambitnych tematy do samodzielnej pracy: co opisuja réwnania kwadratowe
(oczywiscie jednorodne), jak znalesé réwnanie okregu o danym érodku i promieniu?

Marek KORDOS
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Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uweglednieniu ocen rozwiazan
tadaff 203 (WT=2,00) i 204 (WT=2,40)
z numeru 6/1990

Adrian Langer - Nisko 46,78
Pawel Kubit - Krosno 36,74
Tomass Grzesiak - Krakéw 36,41

Pan Langer: numer 63
w ,matematycznym” Klubie 44.

1-44

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F :
. po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadad 105 (WT'=3,76) i 106 (WT=2,74)
z numeru 8/1990

Leszek Motyka - Krakfw 39,13
Pawel Perkowskl - Szczecin 25,82
Dzierdyslaw Lipniacki- Lublin 25,46
Andrze] Kondrackl - Blalystok 16,37

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki 1 Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylaé rozwiazania sadari & numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazafi ramieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce}, moina to robié

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadanr z matematyki i = fizyki naleiy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoécia do 0,1. Oceng¢ mnoiymy
przez wspblczynnik trudnoféci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurenecji [M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trazykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szcregblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Termin nadsylania rozwiagari: 30 VI 1991

Zadania 3 matematyki nr 217, 218

Redaguje Marcin E. KUCZMA
217. Wyznaczy¢ maksymalna wartodé wyrazenia
w \2 2\ y 2 2
(w2+l) * (z“+1) £ (y’+l) & (z2+1) ?

gdy (w, z,y, z) przebiega zbiér wszystkich czwérek liczb dodatnich, takich,
zZew+z+y+z=2.

218. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza. Dowiedé, e jesli n jest liczba naturalna,
a z = \/n nie jest liczba naturalna, to réinica [(z + [z])?] — 2[z] dzieli sie przez 2p.
(Jak zwykle, [t] oznacza najwieksza liczbe catkowita < t.)

Zadanie 218 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.
Zadania z fizyki nr 115, 116
Redaguje Jerzy BROJAN

115. Opisaé metode pomiaru predkoéci pocisku karabinowego z wykorzystaniem
woltomierza, kondensatora, bateryjki, opornika, paskéw folii aluminiowej i tadmy
mierniczej lub dlugiej linijki. Naleiy przedstawié schemat obwodu i podaé wzér,

z ktérego moina obliczyé predkodé pocisku. Jedli woltomierz ma opér 100 ki1, to jak
nalezy wybraé wartodci oporu opornika i pojemnosci kondensatora, aby pomiar byt
najlatwiejszy i najdokladniejszy?

116. Spoéréd réznych standéw polaryzacji fali elektromagnetycznej wyrézniamy
polaryzacje liniowg (gdy pole elektryczne drga wzdluz okreélonej osi prostopadiej

do kierunku fali) i polaryzacje kolows (gdy pole elektryczne obraca si¢ w plaszczyznie
prostopadlej do kierunku fali, nie zmieniajac wartoéci). Wykazaé, ze mozna wytworzyé
fale spolaryzowana kolowo przepuszczajac fale spolaryzowana liniowo przez obracajacy
si¢ polaroid i rozkladajac otrzymana falg na skltadowe harmoniczne. Oblicz amplitudy
i czestodci tych skladowych, jedli dana jest amplituda A i czestodé w fali padajacej oraz
predkodé katowa polaroidu Q.

7%

28 V 1737 r. nastapito jedyne - jak dotychczas - w dziejach astronomii teleskopowe)
zjawisko, mianowicie zakrycie Merkurego przez Wenus. Zakrycie zaobserwowal jedyny
dwiadek, astronom amator John Bevis z obserwatorium w Greenwich. Nie powinno
to dziwié, bowiem pomijajac juz zwykle trudnodci z obserwowaniem Merkurego (nisko
nad horyzontem i w hunie stonecznej) Wenus zakryla go samym poludniowym skrajem
tarczy i z innych obserwatoriéw europejskich, jako lezacych bardziej na poludnie niz
Greenwich, zjawiska w ogéle nie daloby sie zobaczy¢. Swoje obserwacje John Bevis
opublikowal w Philosophical Transactions, January — February 1741. Mozna tam
przeczytaé, ie zakrycie nastapilo 17 V 1737 r., poniewai Anglia wtedy, jako bardzo
antypapieska, uzywala jeszcze kalendarza juliariskiego.



Wydziat Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

Korespondencyjny Klub Fizykéow

Dszisiaj proponuje¢ Ci, Czytelniku, zadanie szczegblne.
Bedzie to

Pomiar temperatury bez termometru.

Co wiecej, bedziemy mierzyli temperature obiektu nie
dotykajac go, a to z dwéch powodéw: po pierwsze — aby

go nie zniszczyé, po drugie — poniewaz jego temperatura

jest wysoka. Obiektem tym bedzie WEOKNO ZAROWKI. |

Tak, bierzemy zwykla zaréwke sieciows (na 220 V).

Jej wiékno w czasie normalnej pracy éwieci bardzo jasno,
podejrzewamy wiec, ze ma bardzo wysoka temperature.
Ale jaka? Zeby ja okredli¢, wystarcay (zrobiwszy pewne
upraszczajace zalozenia) zmierzyé napigcie, przy ktérym
wlékno zaczyna sie zarzyé. Bedzie to napigcie (oznaczmy
je Up) znacznie nizsze, niz nominalne napiecie pracy Un,
wynoszace 220 V. Do pomiaréw mozemy uzyé bateryjek
- minimalny komplet to 4 baterie plaskie i 3 okragle (R20
lub R14). Po doéwiadczeniach mozna ich uzywaé zgodnie
z przeznaczeniem. Najlepiej mieé miernik elektryczny,

ale nawet bez niego poradzimy sobie, laczac odpowiednisa
liczbe baterii. Postugujac sie nimi jak odwaznikami

na wadze, okreélimy szukane napiecie z dokladnoscia

do 1,5 V (tyle wynosi napigcie R20 lub R14; bateria plaska
ma 4,5 V). Na przyklad jesli stwierdzimy, ze przy trzech
bateriach plaskich wikno jeszcze sie nie zarzy, a dodajac
do tego jedna okragla wywolujemy juz roziarzenie sie
wlékna, to wiemy, Ze szukane minimalne napiecie Zarzenia
Uy zawiera sie miedzy 13,5 V a 15 V. Mozemy to tez
zapisaé w formie Uy = 14,25 + 0,75 V.

Drodzy Czytelnicy!

Oczywidcie, baterie laczymy szeregowo:

@ L
BATER A "
e sy

45Y A5V

)

Jak to wszystko polaczyé, zeby sie nie rozsypalo? Myséle, ze
gobie, Czytelniku, poradzisz. A teraz problem zasadniczy:

Zrobili§my pomiar, a gdzie temperatura?

To jest teoretyczna czeéé zadania, ktéra Cie czeka.

Aby nie byla ona zbyt trudna, poczynimy pewne
zaloienia upraszczajace. Otrzymany wynik bedzie niezbyt
dokladnym przyblizeniem, ale chodzi tu przede wszystkim
o zasade pomiaru. A oto zaloZenia:

1.. Wiékno wolframowe zaréwki jest cialem doskonale
czarnym, a wiec moc wysylanego przez nie promieniowania
wynosi: P = ¢T*, gdzie o jest stala, a T' — temperatura,
w kelwinach (aby ja otrzymaé, naleiy do temperatury

w stopniach Celsjusza dodaé 273,2°).

2. Temperatura, w ktérej zauwasamy zar wynosi, 500° C.
3. Calkowita moc pradu wydzielana we widknie jest
oddawana w postaci promieniowania (zaniedbujemy
przewodzenie ciepta i konwekcje wewnatrz zaréwki).

4. Opér wolframu jest proporcjonalny do temperatury
bezwzglednej (w kelwinach).

5. Promieniowanie cieplne od otoczenia pochlaniane przez
wiékno mozna zaniedbaé.

Uzbrojeni w te zaloZenia moiemy wyznaczy¢ temperature
normalnej pracy zaréwki (przy napigciu 220 V).

__Powodzenia!

Redaguge Jan GAJ

Jak co miesiac, preysnamy nagrode ksiatkowa dla autora najciekawszej odpowiedzi.

Listy proegimy przysylaé pod adresem:

Korespondencyjny Klub Fizykéw, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego, ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa.

Zadania

Redaguje Michal WOJCIECHO WSKI

M 592. Na stole lezy 100 chodzacych zegarkéw. Udowodnié, ze w pewnej chwili suma
odleglodci od érodka stohi do koficéw minutowych wskazéwek jest nie mniejsza od sumy
ndlegloéci od érodka stohn do Srodkéw zegarkéw.

Rozwiazanie na str. 8

Rozwiazanie na str. 6
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M 593. Kaidemu z wierzchotkéw pietnastokata foremnego przyporzadkowano
liczbe 1 lub —1. Przeksztalcamy uklad liczb zmieniajac znaki tych liczb, ktére sa
przyporzadkowane wierzchotkom jakiegoé wielokata foremnego (tréjkat, pieciokat,
pietnastokat). Czy w wyniku takich przeksztalceri zawsze mozna dojé¢ do ukladu
zinzonego z samych jedynek?

M 594. Mamy pieé takich odcinkéw, e z kaidych trzech spoéréd nich mozna
zbudowad tréjkat. Wykazaé, ie z pewnych trzech mozna zbudowad tréjkat ostrokatny.
Rozwiazanie na str. 10 )

Redaguje Pawel KRAWCZYK

F 302. W filmie ,,Wojny Gwiezdne” Darth Vader, dowodzacy okretem kosmicznym
Impermm Zla, calkowicie zniszczyl planete Alderaan. Korzystajac z tej informacji

i zakladajac, e Alderaan byl planeta typu ziemskiego, oszacowad potenc,]al mlhtarny
Imperium (w megatonach TNT).

Rozwiazanie na str. 14

I 3038. Dwa wrogie czolgi zbliZaja sie kursem na zderzenie czolowe. W pewnym
momencie za!ogi obydwu czolgéw oddaja jednoczesne strzalty w kierunku przeciwnika.
Zakladajac, ze predkodei pociskéw (wzgledem czolgéw) wynosily vy i vg, lufy zad byly
nachylone do poziomu odpowiednio pod katami a; i a2 oraz przyjmujac, ze obydwa
strzaly byly celne, znaleié wzgledna predkodé czolgéw.

Rozwiazanie na str. 10 ¥



Patrz w niebo

Jak sporzadzié¢ mape gwiazdy, skoro kaida widzimy jedynie jako punkt? Ten
beznadziejny, zdawatoby sie, problem zostal jednak pozytywnie rozwiazany — powstala
technika zwana dopplerowska technika obrazowa, ktérej idee pokrétce przesledzimy.

Co to w ogdle jest mapa gwiazdy? - nie ma tam przeciez ladéw i mérz. Rozumiemy
pod ta nazwa obraz rozkladu réznych pierwiastkéw na powierzchni gwiazdy. Jest
on, co prawda., zmienny (jak np. rozklad plam na Sloricu), ale doé¢ powoli, wiec
praktycznie mozna go uznaé za niezmienny w ciagu wielu dni. Plama bedziemy
nazywaé maly obszar powierzchni gwiazdy o podwyiszonej zawartosci jakiegod
dowolnego pierwiastka.

Wyobragmy sobie gwiazde z jedna tylko mala plama. Linie widmowe tej plamy beda
widoczne, oczywidcie, tylko wtedy, gdy znajdzie sie ona na widocznej z Ziemi pétkuli
gwiazdy. Suma okresu widocznoéci i niewidocznodci plamy jest réwna okresowi obrotu
gwiazdy. Malo prawdopodobne jest, by te dwa okresy skladowe byly jednakowe, a jezeli
sa, niejednakowe, to znaczy, se gwiazde widaé w pozycji niczym nie wyréinionej i ze
plama lesy gdzieé miedzy réwnikiem a biegunem gwiazdy. Jak wyznaczy¢ kat miedzy
osia, gwiazdy a promieniem widzenia oraz ,szerokosé geograficzna” plamy?

Otéz, plama pojawiajac sie na skraju tarczy gwiazdy zbliza si¢ do obserwatora,

czyli ma ujemna, predkoéé radialna. Predkodé ta nastepnie maleje co do wartodci
bezwzglednej, jeszcze péiniej rosnie i wreszcie plama znika oddalajac sig stale od
obserwatora. Caly przebieg predkodci radialnej mozna wyznaczy¢ z obserwacji
dopplerowskich przesunieé linii widmowych plamy. Ale znajac typ widmowy. gwiazdy
i jej okres obrotu mozZna okresli¢ jej promieri i odtworzy¢ teoretycznie przebieg
predkosci radialnej plamy przy zadanej jej ,szerokosci geograficznej” i przy zadanym
ustawieniu osi obrotu gwiazdy. Naleiy wiec tak dlugo zonglowaé tymi dwoma
parametrami, az teoretycany przebieg predkodci radialnej zgodszi sie z obserwowanym
- dwa parametry mamy w ten sposéb wyznaczone.

Latwo przewidzie¢, ze w rzeczywistodci wszystko jest duzo bardziej skomplikowane,
bo rozklad pierwiastké6w na powierzchni gwiazdy nigdy nie jest tak wzorcowo

prosty. Zawsze linia widmowa czegokolwiek pochodzi od wielu obszaréw, z ktérych
jedne zblizaja sie, a inne oddalaja od obserwatora, linia ulega wigc w zawily sposéb
poszerzeniu zmiennemu w czasie, ale daje sie to — oczywidcie do pewnych granic -
rozwiktaé, nie daje sie tylko tego tak ,na palcach” przedstawic. Wynik, czyli mape
gwiazdy, uzyskuje sie po wykonaniu ogromnych rachunkéw, co jest obecnie wykonalne
dzieki zastosowaniu komputeréw. Mapy takie nie doréwnuja, oczywiscie, ostroscia,
zdjeciom np. Slofica, nie zapominajmy jednak, Ze sa to przeciez mapy punktow!

Na tylnej okladce prezentujemy mapy ,zaplamionych” gwiazd.

Tomasz KWAST

O MECE UCZNIA

(ktéremu zadano napisanie wiersza barokowego)

YLatwiej wielbladowi przez igielne ucho
Przejéé, a émiertelnemu morze stopa sucha,
Latwiej skonstruowad perpetuum mobile,
Cofanie si¢ czasu spowodowad na chwile,
Sila woli wstrzymaé swobodne spadanie,
Dekretem zawiesi¢ prawa zachowania,
Ujrzeé czwarty wymiar realnego $wiata,
Dowiesé wielkiego twierdzenia Fermata,
Kwadratury kola dokonaé na lekeji,
Cyrklem i linijka kata trysekcji,

Latwiej bezzebnemu przezué pryzme tlucznia,
NizZli polonidcie pojaé meke ucznia.

Pawel Sikora, 1988

Wiersz powstal w III klasie liceum nie wywolujac entuzjazmu nauczyciela. Autor
zgodzil sie na jego publikacje w ,,pierwszym obiegu” dopiero po szczesliwym
zdaniu matury.
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