SPIS TRESCI
NUMERU 12(199)

Ustawa — frédlem algorytmu

dr Antons L. Dawidowicz str. 1
Uklad Sloneczny str. 819

str. 6111

str. 4113

str. 2115

Tablice opracowat dr Tomasz Kwast

Dwa zadania
mgr Jaroslaw Wréblewsk:

Twierdzenie Fermata o
rozkladzie liczby pierwszej
‘na sume kwadratéw

doc. dr Wojciech Guzicki

Zadania
Mala Delta

Algorytm rozktadu liczby
pierwszej na sume kwadratéw
doc. dr Wojctech Guzicks

Korespondencyjny Klub
Fizykéw

Drobiazgi
Klub 44

W nastepnym numerze:

200 lat temu

str. 3

str. 5
str. 5

str. 7

str.10

str.12
str.14
str.16

Aby wygodnie korzystaé z tablic,

nalezy rozpiaé i usunaé
zszywki egzemplarza.

KAZDY MOZE BYC KOLPORTEREM !!!
Delta tafisza o 25 %

Kupujac 150 egzemplarzy Delty placisz tylko 1.500,~ zt za numer.
Przesylajac pod adresem redakcji dowéd wplaty
wielokrotnoéci sumy 225 tysiecy zlotych
otrzymasz tylei paczek po 150 egzemplarzy
najblizszego numeru Delty.

Nasze konto:
PBK VIII OM W-wa 3700284170
Uniwersytet Warszawski, redakcja miesiecznika Delta

»Delta” Redaguje kolegium w skladzie:
matematyczno-fizyczno-astronomiczny
miesigcznik popularny

Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego
Towarzystwa Fizycznego i Polskiego
Towarzystwa Astronomicznego
wydawany przy poparciu
Ministerstwa Edukacji Narodowej

mgr ingé. Krzysztof Biesaga

dr Lidia Goettig — z-ca red. nacz.
mgr Maria Kapudciriska

mgr Krystyna Kordos — sekr. red.
dr hab, Marek Kordos — red. nacz.
dr Pawel Krawczyk

dr Tomasz Kwast

mgr Anna Rudnik

dr Jerzy Ryll

Katarzyna Slomka

mgr Joanna Udalska

Ilustrowala Maria Brykalska-Karlowska

Adres Redakcji

- Centrum Informatyczne UW
Krakowskie Przedmiedcie 26,28
00-927 Warszawa
tel. 20-03-81 wew. 841

Komitet Redakeyiny

dr Maciej Bryfiski

dr Bogdan Cichocki

dr Antoni L. Dawidowicz
dr Alicja Derkowska
doc.dr Jan A. Gaj
doc.dr Boleslaw Gleichgewicht Wydawca:

prof.dr Tomasz Hofmokl — v-przewodniczacy Uniwersytet. Warszawski

doc.dr Tad J b ki . s
poaigrellhariag s i Krakowskie Przedmieécie 26/28
00-927 Warszawa

mgr Andrzej Makowski
dr Zbigniew Plochocki

= = Naklad 18 000 egz. Objetosé 2 ark. wyd.,
2,50 ark. druk.,

dr Jan Rempala
prof.dr Konrad Rudnicki

papier offsetowy V kl. 70 g.
Wydrukowano

prof.dr Grzegorz Sitarski
w Zakladach Graficznych

prof.dr Jézef 1. Smak
prof.dr Kazimierz Stepiefi

RSW ,Prasa-Ksiatka—Ruch”
w Warszawie, ul. Srebrna 16

prof.dr Mieczyslaw Subotowicz
doc.dr Andrzej Szymacha
doc.dr Aniela Wolska

prof.dr Andrzej Woszczyk
prof.dr Wojciech Zakowski —
przewodniczacy

Sklad systemem TgEX
wykonala redakcja.

WARUNKI PRENUMERATY

1. Wplaty na prenumerate prayjmowane sa tylko na okreay kwartalne.

2. Cena prenumeraty na II kwartal 1991 r. wynosi 5 700,— zl.

3. Prenumerata ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyisza; w przypadku
zlecenia dostawy droga lotnicza — koszt dostawy lotniczej w pelni pokrywa
prenumerator. .

4. Whplaty na prenumerate przyjmuja:

— oddzialy RSW wladciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora
- odbioru zaméwionych egzemplarzy dokonuje prenumerator w wyznaczonych
punktach sprzedazy lub w inny, uzgodniony sposéb, .

~ urzedy pocztowe i listonosze — od prenumeratoréw z terenéw wiejskich
lub innych miejscowodci, w ktérych nie ma oddzialéw RSW, a w miastach
tylko od 0séb niepelnosprawnych — poczta zapewnia dostawe zamdwionych
egzemplarzy pod wskazany adres pod warunkiem uiszczenia dodatkowej
oplaty za kaidy doreczany egzemplarz — oplata wynosi 250,— zi od
egzemplarza,

-~ Centrala Kolportaiu Prasy i Wydawnictw, 00-958 Warszawa, konto
PBK XIII Oddzial W-wa 370044-1195-139-11 - tylko od prenumeratoréw
zlecajacych dostawe za granice.

5. Terminy przyjmowania prenumeraty:

— na kraj - do 20 XI na I kwartal roku nast¢pnego

do 20 II na II kwartal
do 20 V na III kwartal
do 20 VIII na IV kwartal
— na zagranice — do 31 X na I kwartal
oraz do 1 dnia kaidego miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty roku bieiacego.

Cena 1 eggemplarza =21 2000,—



Roswigsanie sadania M EB8S.
Nazwijmy pola na dolnej i gérnej

linii brzegowej (tej dlugodci n)
skrajnymi, a pozoktale frodkowymi.
Na skrajne pole moina przejdé koniem
tylko z pola drodkowego. Jeieli kori
obszedl wazystkie pola, to 2n ruchéw

wykonano z pél érodkowych na skrajne,

a pogostale 2Zn ruchdéw & pél skrajnych
na frodkowe i ruchy tych obu rodzajéw
wykonano na przemian. Ale przy
kaidym ruchu zmienia sie takie kolor
pola, na ktérym stoi kori, stad wnicsek,
e wezystkie pola skrajne sa tego
samego koloru. Sprrecznodé.

Roswiazsanie sadania M 584.
Moiemy zalotyé, #e pierwszy prostokat
ma boki dlugodei 9 i 16.

Poniewad kat ¢ jest prosty, wiec
tréjkaty zakreskowane sa podobne.
Stad
(*)

a 4
—==1i Ta—4b=0,
7 i Te

b
oraz
16 — a 7
[#%) =— { 4a—-Th=1,
9-~b 4
Odejmujac (++) od (+) otraymujemy
3a+ 3b= —1, co jest sprzeczne z tym,
zeaib> 0.

Rozwiazanie sadania M 585.

Mozemy zaloiyé, ie wielomian P(z) =
m

= E axz* jest rosnacy dla z > zg.
k=0
Niech n > z5 bedzie taka liczba
naturalna, ze P(n) > 1. Wéwczas
mamy
P(n) < P(P(n)+n) =
m
= Z ax(P(n) + n]k =
k=10
m
— E agn”® + P(n) -5 =
k=0
P(r)-(S+1),
gdzie S jest pewna liczba calkowita.
Tak wige P(n) jest dzielnikiem
P(P({n) 4 n), P(n) > 1 oraz

Ustawa — #Zrédlem algorytmu
dr Antont Leon DAWIDOWICZ

Rozumowanie matematyczne moina stosowaé w wielu réinych sytuacjach.

Niektérzy matematycy doszukiwali sie tredci matematycznych w dzietach

literackich, artystycznych, itp. Przedmiotem moich rozwazan bedzie szukanie tredci
matematycznych w aktach prawnych. Zeby nie byé golostownymi, wefmy do reki
ustawe z dnia 19 IV 1969 (z pééniejszymi zmianami) - Kodeks Karny. Czytamy w niej
m.in.

Art. 67. § 1. Kara igezna nie moze byé nizsza od najwyzsze) z kar wymierzonych za
poszczegdine przestepstwa 1 nie moze przekraczaé sumy kar wymierzonych, jak réwniez
gdrnej granicy danego rodzaju kary.

Przyjmijmy dla uproszczenia oznaczenia z; A ... A 2, = min{z;,...,z.} oraz

Z1 V...V 2Zn, =max{z),...,Zn}. Dla wigkszej przejrzystoéci rozumowania rozwaimy
tylko kare pozbawienia wolnodci. Dzieli sie ona na dwa rodzaje, tj. pozbawienie
wolnodci do lat 15 (Art. 30 i 32) oraz 25 lat pozbawienia wolnodci (Art. 30). -

‘Na poczatek rozwaimy tylko kare do 15 lat pozbawienia wolnodci. Wéwczas —

na podstawie cytowanego artykulu ustawy — jezeli przez z,,...,z, oznaczymy
poszczegdlne skltadowe kary lacznej, a przez X kare laczna, otrzymujemy, ze
Z21V...V2p, <X <2y +...+ 2,. Tojednak nie wszystko, wiemy bowiem, ze kara
la,cxna nie moze przekroczyc gérnej granicy dla danego rodzaju kary (w tym przypadku
‘15 lat). Zatem prawidlowa postaé wzoru w tej sytuacji powinna wygladaé nastepujaco:
Z1V...V2, <X < (21+ ...+ 2a) A 15. Rozwaimy teraz sytuacje, gdy jedna ze
,,sk}adowych” kary lacznej jest kara 25 lat pozbawienia wolnodci. Wéwczas, oczywidcie,
tyle samo musi wynieé¢ ta ostatnia. Sprébujmy i to zapisaé w formie algorytmu.
Istotnie, jezeli z, V...V z, = 25, to X = 25, natomiast jedeli z, V...V z, < 25,
toziV...Vz, £ X < (214 ..+ 2z,) A15. Zatem ostateczny wzér ma postaé:
Z1V...VZn S X< (21+...+ 2n) A (21 V...V 3, V15). Nieprawdai? Réwnied inne
akty prawne moina by ujmowaé w ten sposéb, ale to moie byé na przyklad tematem
pracy na konkurs prac uczniowskich. Ja natomiast chcialem sie zatrzymaé na innym
akcie prawnym, ktérego analiza pod tym katem prowadzi do ciekawych wnioskéw
dotyczacych samej ustawy. WeZmy do reki ustawe z dnia 19 IV 1969 (z pézniejszymi
zmianami) - Kodeks Postepowania Karnego. W ustawie tej czytamy m.in.

Art. 98

§ 1. Orzeczenia zapadajg wickszodcig gloséw.

§ 2. Jezeli zdania si¢ tak podzielg, Ze Zadne z nich nie uzyska wigkszodci, zdanie .
najmniej korzysine dla oskarzonego przylacza sie do zdania najbardziej dovi zbhzonego, :
az do uzyskania wickszodct.

Artykul powyiszy méwi o zasadach ustalenia wymiaru kary, gdy czlonkowie

kompletu orzekajacego maja rézne poglady. Niech Z1,...,%2n—1 0ZNaCZaj3 Wymiary
kary proponowane przez poszczegdlnych 2n — 1 czlonkdw kompletu orzekajacego
(praktycznie 2n — 1 = 3 lub 5, a zawsze jest liczba nieparzysta) uporzadkowane

tak, by z, < ... < zzpn-1. Niech R(z),...,%2,-1) 0znacza wymiar kary ustalony

przy tych propozycjach. Aby mial zastosowanie § 1, musi byé z, =... = z,, gdzie -

¢ 2 p+n—1 (co najmniej n czlonkéw kompletu orzekajacego musi mieé to samo
zdanie). Ale wtedy (poniewai 0 < p<g<2n—1) musibyé p<n<gq, az tego
wynika, ze R(Z1,...,%Z2n-1) = 2n. W przypadku, gdy nie zachodzi powyisza sytuacja,
stosujemy przeksztalcenie opisane w § 2 tak dlugo, az bedzie mozna zastosowad § 1.
Opi_sxmy to przeksztalcenie. Oznaczmy je przez o i niech a(z1,...,%Z2n-1) =

= (¥1,.--,¥Y2n-1)- Przeksztalcenle to jest okredlone dla tych argumentéw, dla ktérych
nie dziala § 1. Niech z; <2, <...<2,_1 <2, =...= Z3a—1. Dla kaidego argumentu
z = (21,...,%an-1) takie p 1stn1eJe [gdy Ty =...= Z,, przyjmujemy z definicji p = 1)

i oznaczamy je przez p(z).' Oczywiscie, jezeli p[z} < n, wtedy ma zastosowanie § 1
(istotnie, wtedy 2n — 1 — p(z) > n). Natomiast gdy p(z) < n, definiujemy yx = 2« dla
k <p(z)iye =zp-1dla k> p(z). Oczywiicie, (a(z}) <5 p[:r.}, zatem po skoficzonej
liczbie krokéw dojdziemy do sytuacji, w ktérej ma zastosowanie § 1. Ponadto przy
zastosowaniu operacji a zawsze y, = z,. Wynika stad, iz zawsze R(z) = z,, czyli

bez wzgledu na rozklad gloséw ostateczny wyrok bedzie mediana proponowanych
wymiaréw kary.

- Na koniec wypada podaé pewien komentarz natury niematematycznej. Otéz tekst

ustawy sugeruje, jakoby preferowal drodki lagodniejsze w stosunku do surowszych.
W istocie jednak tak nie jest; gdyby analogiczna procedure prowadzi¢ odrzucajac
najpierw kary najlagodniejsze, efekt bylby identyczny. Mozna by wiec zastanowié

P{FP(n)+ n) > P(n}, stad wnioskujemy, sie, czy ttumaczac inne ustawy na jezyk algorytmu nie znajdziemy tez przejawéw
e P(P(n)+ n) nie jest liczba pierwsza. pozornego humaniﬁaryzmu ustawoda.wcy.

1



URAN
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1986 r. Uzyskane wtedy

. - " b .
zdumiewajaco .gladka”  pow
warstwy chmur planety. \ silne
sztuczne wzmochienie kolordw Wjawnia

II.I. w
: : |
atmosferze nadaje planecie lekko zieln-

kawe zabarwienie.

_ wielka pétos orbity 19,304 j.a.

mimosréd 0,0503
nachylenie 02713
promien réwnikowy 25400 km
masa 14,56 masy &
okres obrotu —-0465

okres obiegu 87,818 lat

Pierécienie Urana, choé bezpoérednio zaobserwowane dopiero przez Voyagera 2,
znane byly juz wczesniej. O ich obecnosci wiedziano od chwili. gdy planeta
przestonita 30 111 1977 gwiazde SAO 158687. Mianowicie przed i po zakryciu gwiaz-
dy zaobserwowano symetryczne wahania jej blasku, co zinterpretowano wtasnie
jako skutek obecnosci pierscieni.

Na wiekszych satelitach Voyager 2 wykryt $lady dziatalnosci wulkanicznej, ruchow
tektonicznych i prawdopodobnie obecnosci dawnych rzek. Zupetnie zagadkowe s3
niezwykle gtebokie (do 20 km) kaniony na powierzchni Mirandy - nieznany jest
mechanizm tak dramatycznych zjawisk na tak matym obiekcie.

Ariel

# Miranda

Umbriel
Titania
§ Oberon

Umbriel

Titama

Oberon

Satelity
pétos orbity okres obiegu $rednica
(min km) (dni) (km)
0.129 1.414 550
0.191 2,520 1400
0,266 4,144 1100
0.436 8.706 1600
0.584 "13.463 1650

plus 10 drobnych o $rednicy < 100 km, kté-
rych nie wszystkie dane sa znane. Kierunek
obiegu satelitéw zgodny z kierunkiem obrotu

Pierscienie Urana planety.



Dwa zadania

10

219

4796

105030

2300104

50371117

1103102046

24157378203

520034393290

11585586272312

253718493496142
5556306986017175
121680319386464850
2664737596978110299
58356408797678883616
1277975907130111287030
27987027523701766535844
612001781044839990619277
13422239746246942020463326
293940277834746405249823203
6437143767881726489B06973190
140970200455734695276637468392
3087176259086334835548776106122
67607602343297851162601939391695

1480572377802050246594187936024890
32423788005073752816976163732130379
710064596881545822871428836670676836
155500563865534474T2796412677073638630
340538388601466711930899827265490092384
7457618881148419333592105943068579865437

Roswliasanie sadania F 297.
Srodek masy ukladu osiagnie najnizaze
polotenie wtedy, gdy znajdzie sig

na poriomie wody w szklance. Jedli
bowiem poziom wody leialhy poniie]
frodka masy ukladu, to po dolaniu
wody érodek masy obnizylby sig
(zwiekszylaby sie wtedy masa poniiej
drodka masy). Jefli ead poriom wody
tnajdowalby sie wytej nit drodek masy
ukladu, to po wylaniu czefci wody
frodek masy takie by sig ohniiyl

Aby obliczy¢ wysokodé poziomu wody
w srklance, oznactmy prrez mj

mase wody, m3 - mas¢ fcianek i przez
my — mase dna szklanki. Prrez y
ornacrymy polotenie drodka masy
ukladu. Srodek masy fcianck srklanki
tnajduje sie na wysokodci h/2, dna

0, ead wody - yf2. 2 definicji frodka

masy dostaniemy ewiarek

(my + ma +myly =

v |
=m;-—+m3 —+my 0
2 2

. 2
Podstawinjac m; = LE--y;a_ mg = mdhyu,

my = H-“‘?—jj otrrymujemy réwnanie
kwadratowe
yldp + pu(8h + 2d)y — 4h7u =0.

ktére ma jedno dodatnie rorwiazanie:

1 s
= —| 43 (dh + d)? + 4hpudp +
== \/i ( ) f

—u(4h + d)).

Zadanie 1: Znaleié regule, wedhig ktérej skonstruowany jest
ciag o 30 poczatkowych wyrazach podanych obok.

Rozwiazanie 1:

A(1) = 10, A(2) = 219, A(n + 2) = A(n + 1)?/A(n) zaokraglone
do najblizszej liczby calkowite].

To znaczy: zaczynamy od 10 i 219, za kaidym razem

wybieramy liczbe, ktéra z najlepszym przyblizeniem tworzy ciag”
geometryczny z poprzednimi dwiema. -

Rozwigzanie 2:

Zaczynamy od 10, 219, 4796, 105030 i kontynuujemy wedhig
wzoru A(n +4) = —11 - A(n) + 18- A(n+1) =3 - A(n +2) +
+22 - A(n + 3) (rekursja liniowa 4 rzedu).

Zadanie 2: Skoro dany ciag moze by¢ zdefiniowany na 2 rézne
sposoby, to jak wykazal, ze te dwie definicje sa réwnowazne.

Rozwigzanie:

No céz, mozna obliczy¢ pierwszych 1000 wyrazéw uzywajac obu
definicji i przekonaé sie, ze wszystko si¢ zgadza. Wydrukowanie
tysiaca poczatkowych wyrazéw zajeloby pokaZnych rozmiaréw

ksiazke. Czyi trzeba bardziej przekonujacego argumentu? Tak,
trzeba. Tylko ze takiego argumentu po prostu nie ma. Obie,
bad# co bad#, bardzo proste definicje okreélaja 2 rézne ciagi!!!
Jedynie ,skromny” poczatek obu ciagéw skladajacy sie z 1402
wyrazéw jest taki sam. Ale wedhug pierwszej definicji 1403
wyraz jest réwny’
1943708471314943308059445452657010940487450311864066842732596790939279068
191168021439671095304800683519756645143142801766345115405789059172602192
426024357604507643919310528104572431148473422703387902120314696316682603
7352676921l1685622339243356242260Q§§059336217912799059786079481997806631
9139554931349410985358770263918313025848373581726054928149011342047774528

' 154248287433782463237576416857026309254788755903742777139477594456385042

020381315538604379941789590322666368814892780385046811477655985825537894
431894143994712043942268394043823543450207513886190799409707531632679517
052869104335940723488960240770470438470434329535343866330429132657179201
894810776495469936998716229270764904917198741365340242782600909003168195
629553831589770365472687705483796661474238920271726070390505179067208859
490817765494636249793643314197295308500154814706778732034270622318621910
522030142040283435992446877395852252468365235219657327211742475429216859
612898009146799397834207588995393930733511691021384920256724554594857336
855550714963221355049079118765001875374835520434138927516201876958496564
958805765202364476313555615826884516631224599151532590504446541236893625
713832620042439077419006777861484860386048975978762433100742439296700782
881889486380714070148887484098410694218233687263042755465493793927981497
199521026920386200848153568287674310343346371498689283968784694184354766
679111870702565268681491357079215569781219694309328629243757829281537544
222305623084962270299300645420182502879046175714261919397771509700298570
157891004711917373029290386303109701959096841328964650889891682871446978
568692922345060182670103628056600403977432916893829069098732545636174794
446362475483205590674696119315488543667867514676786440758126850754300452
964368265133082563202580908171650074203739290735941387946242005524276316
413356912394816492851593842390985938520048268384592849898513622096090183
58701822,

podczas gdy druga definicja daje 1403 wyraz o 1 wiekszy.

mgr Jaroslaw WROBLEWSKI



wielka pétos orbity 5,204 j.a.

mimosréd 0.0478
nachylenie, 1°306
promief réwnikowy 71398 km
masa 317.9 mas @
okres obrotu 04413

okres obiegu 11,874 lat
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Atmosfera Jowisza

Ganimedes Wielka Czerwona Plama

_— bo go tam nie g

JOWISZ

Jest planeta o masie wiekszej niz taczna masa

jest najwiekszym przedstawicielemy
nie innego typu niz cztery drobg

by zbudowane gidwnie z wg
skalnym jadrem i grubg™

brzeznego wodez -i‘

si¢ na szybki
ny obraz réw-
znych., S3 to
osfery (jasne)

na konwekcja, ktéra naktadaja
ruch wirowy daje charakterysty
noleznikowych paséw atmosfer
obszary wypietrzania sie mas at

leskopowych obserwacji planety. Jowitga odwie-
dzity cztery sondy: Pioneer 10 ( kﬁ 1973).
Pioneer 11 (XII 1974). Voyager 1 (N} 1979),

Voyager 2 (VII 1979). Oprécz badarh samggo Jo-
wisza przeprowadzity obserwacje jego gali{euszo-
wych satelitéw, odkryty szereg nowych. rob
nych satelitéw oraz staby pierécien pyiowJo-
wisza. Wyjatkowym satelita jest lo, niete
aktywny i strzelajacy siarka ze swych wulkang
na wysokos¢ setek kilometréw.

Satelity
p&tos orbity okres obiegu rozmiary
(min. km) (dni) (km)

Metis 0.128 0.29 40
Adrastea 0.129 0.297 30x20
Amaltea 0.181 0.498 270x153
Thebe 0,222 0.678 80
lo 0,422 1,769 3632
Europa 0.671 3,551 3126
Ganimedes 1,070 7.155 5276
Callisto 1.883 16,689 4820
Leda 11,100 239.2 14
Himalia 11.470 250.6 170
Lysitea 11,710 2590 35
Elara 11,740 260.0 80
Ananke 20,700 -631 28
Carme 22,350 -692 40
Pasiphae 23,300 —-739 70

Sinope 23,700 —758 36



Twierdzenie Fermata

o rozkladzie liczby pierwszej na sume kwadratéow

Klasyczne juz dzié twierdzenie Fermata méwi, ze kazda
liczba pierwsza p postaci 4n + 1 jest suma dwéch
kwadratéw: p = a? + b%. Znamy wiele dowodéw

tego twierdzenia. Chyba najkrétszy zostal niedawno
opublikowany przez D. Zagiera w American Mathematical
Monthly. Zapoznajmy si¢ z tym dowodem.

Rozwaimy skoriczony zbiér S zdefiniowany nastepujaco:
$ = {(z,v,2) € N* : 2* + 4yz = p}
oraz funkcje f : § — S okreélong wzorem:
(z+22,z,y—z—2), jefliz<y-—z,
f(z!y!z) = {(2!0'_ Y,z — y+z)! .jeﬂi 3 —ET z‘< 2%
(z-2y,z—y+2vy), jebliz>2y.
Funkcja f jest inwolucja, tzn. dla dowolnej tréjki liczb
(z,y,2) € S zachodszi réwnoéé f(f(z,y,2)) = (z,y, 2).
Zauwaiamy nastepnie, Ze tréjka (1,1,n) jest punktem
stalym funkeji f: f(1,1,n) = (1,1,n). Jest to przy
tym jedyny punkt staly tej funkcji. Inny punkt staly
dawalby bowiem rozklad liczby p na iloczyn dwéch liczb
catkowitych. Wynika stad, ze zbiér S ma nieparzysta,
liczbe elementéw.

Wefmy teraz nowa funkcje g: S — S dana wzorem
g(z!ylz) T (_zs 2, y) .
Ta funkcja jest réwniez inwolucja: g(g¢(z,y,2)) = (z,y, 2).

Zbiér S ma nieparzysta liczbe elementéw, a wiec funkcja g
musi mieé co najmniej jeden punkt staly: g(z,y,2) = (z,y, 2).

startu? :
Rozwigazanie na str. 1.

wierzcholek drugiego?
Rozwiazanie na str. 1. -

pierwszymi.

Rozwiazanie na str. 1.

wiekszym promieniu?
Rozwiazanie na str. 16.

objetodciowg p.
Rozwiazanie na str. 3.

5

Ale wtedy y = z, cayli p = 2% + dyz = 2% + 4y* = 2% + (2y)?,
co koriczy dowéd twierdzenia. Pominiete szczegbly dowodu
pozostawie Czytelnikowi jako bardzo latwe éwiczenie.

Przeprowadzony wyiej dowéd twierdzenia Fermata jest
bardzo prosty, ale ma jedna zasadnicza wade. Nie pokazuje
on, w jaki sposéb mozna znaleé takie liczby a i b, e

p = a® + b2, Jest on calkowicie niekonstruktywny. Znamy
wiele dowodéw tego twierdzenia dajacych réine metody
otrzymywania liczb @ i b. Uzyskiwane w ten sposéb
algorytmy maja réine wlasnodci, jedne dzialaja szybciej,
inne wolniej.

Bardzo ladne wzory podal Gauss. Jedli p = 4n + 1 oraz
przez (z) oznaczymy taka ,reszte” z dzielenia z przez p, ie
[(z)| < &, (tzn. 2 = ¢ - p + (z) oraz [(z)| < £), to:

(3 (%), o=t

Te wzory, niestety, tez 8a zupelnie nieprzydatne

w praktyce. Do obliczenia liczby (2n)! trzeba wykonaé

2n mnozen. Jeéli liczba n ma kilkadziesiat cyfr, to takie
obliczenia trwalyby co najmniej miliardy lat. Pray
wyznaczaniu liczb a i b, zgodnie z algorytmem danym
przez wzory Gaussa, musimy wykonaé liczbe dzialan
proporcjonalna, do liczby p. Dla duzych liczb p jest to
niewykonalne. Jestedmy wiec zainteresowani znalezieniem
algorytmu szybkiego i prostego. Sa takie algorytmy. Jeden
z nich przedstawiamy w tym numerze Delty (str. 10).

doc. dr Wojciech GUZICKI

i Zadania

Redaguje mgr Michal WOJCIECHO WSKI

M 588. Czy szachownice o wymiarach 4 X n mozna obejéé ruchem konika szachowego
tak, by na kaidym polu staé dokladnie raz i w ostatnim posunigciu wrécié¢ na pole

M 584. Czy w prostokaf o stosunku dlugoéci bokéw 9 : 16 mozna wpisaé prostokat
o stosunku dlugoédci bokéw 4 : 7, tak by na kaidym boku pierwszego prostokata lezal

M 585. Udowodnié, ie nie istnieje wielomian dodatniego stopnia o wspélczynnikach
calkowitych, ktérego wartodci we wezystkich punktach catkowitych 83 liczbami

Redaguje dr Krzysztof CHARCHULA

F 296. Rakieta wyposazona w impulsowy silnik odrzutowy, pozwalajacy zmieniaé
predkodé w ciagu bardzo krétkiego czasu, krazy wokél Ziemi po orbicie kolowej. -
Jak uzyé tego silnika, aby przemiedcié rakiete na orbite réwniei kolowa, ale o nieco

F 297. Do szklanki o drednicy d i wysokodci h nalano wody. Przy jakim poziomie
wody érodek masy ukladu: szklanka + woda przyjmie najniisze polozenie? Przyjaé, ie
dcianki i dno szklanki 83 jednorodne i maja gestoéé powierzchniowa u, woda zaé gestodé



HETEROSFERA

HOMOSFERA

Atmosfera Ziemi

KSIEZYC promiefi orbity 384400 km
; okres obiegu 2733217

Ksiezyc jest w sto- promien 1738 km
sunku do swojej ma- Masa 7.348x1072 kg
cierzystej planety najmasywniejszym satelita w Ukta-
dzie Stonecznym (by¢ moze, z wyjatkiem uktadu Pluton
— Charon). Nic wigc dziwnego, Ze wiasnie on warunkuje
szereg zjawisk zachodzacych na Ziemi, np. precesja osi
ziemskiej, ptywy i wynikajace z tego spowalnianie ru-
chu obrotowego Ziemi (w tempie 0,002 s /stulecie) i in.
Réwniez Ziemia wywarta swéj wptyw na Ksiezyc, np.
wyhamowujac jego obrét tak, Zze obecnie jego. okres
obrotu réwny jest okresowi obiegu. Dlatego Ksiezyc
widzimy stale z jednej tylko strony — pierwsze obrazy
odwrotnej strony Ksiezyca przestataduna 3 w 1959 r.
Z kolei spowalnianie obrotu Ziemi, czyli ubytek jej mo-
mentu pedu, musi by¢ skompensowany wzrostem mo-
mentu pedu Ksiezyca — dlatego obecnie Ksiezyc oddala
sie od Ziemi, co jest bezposrednio mierzalne metodami
laserowymi. Wreszcie naturalna rzecza jest. ze Ksiezyc
zostat pierwszym celem kosmicznej wyprawy cztowieka
(N. Armstrong, 1969).

ZIEMIA

Planeta uznawana d 543 r. za centrum Wszech-
$wiata. Kres temu pop

mia. Ale od 1
badaé metodami . kosw
ctwem sztucznych sateht
W tym wiasnie roku zostat w
sztuczny satelita Sputnik 1.
nymi przebadano ziemska atm

najmniej w Uktadzie Sionecznym) ia
rozwlneio sie Zycie. Zycie to, zanim

wielka pétos orbity 150 min km

mimosréd 0.0167
nachylenie 0

promieft rownikowy 6378 km

masa 5.974x102%* kg
okres obrotu 04997

okres obiegu 365325

LM nad Ksiezycem



NMaia delld

Wazenie — czynnos$¢ prosta!l

Wazenie to jedna z tych zwyczajnych

czynnosci, z ktérymi spotykamy sie na co dzien.
Na zartobliwe pytanie z czaséw dziecinistwa, co
jest ciezsze: 1 kg drewna czy 1 kg zelaza, nie
damy sie nabrad i wszyscy chérem, choé czasem
bez glebszego zastanowienia, odpowiemy: 1 kg to
1 kg, wiec wazy tyle samo. Czy rzeczywiscie?

Kazde cialo zanurzone w powietrzu doznaje

parcia, tj. sity wyporu, skierowanego ku gorze

i réwnego ciezarowi wypartego przez to cialo

powietrza. Innymi slowy, kazde cialo w powietrzu

traci pozornie na ciezarze tyle, ile wynosi ciezar

powietrza zajmujacego taka objetosé jak to cialo.

Jest to tres¢ prawa Archimedesa, ktdre stosuje sie

zaréwno do cieczy, jak i do gazéw.

Wezmy teraz wage szalkowa i na jednej szalce

ustawmy jednokilogramowy zelazny odwaznik,

a na drugiej — drewno w takiej ilosci, aby

waga znalazla sie w réwnowadze. Powiemy,

ze odwazyliSmy w ten sposéb 1 kg drewna.

Oczywiste jest wiec, iz 1 kg drewna wazy

tyle samo co 1 kg zelaza. Oczywiste, ale

niedokladne. Na lewg szalke dziala sila ciezaru

odwaznika réwna m - g (m — masa odwaznika,

g — przyspieszenie grawitacyjne) pomniejszona

o sile wyporu powietrza skierowana przeciwnie

iréwna V -d-g (V - objetosé¢ odwaznika,

d - gestosé powietrza). Sile wyporu trzeba

réwniez uwzgledni¢ dla drewna na prawej szalce.

Z réwnosci sit dzialajacych na obie szalki wagi

znajdujace] si¢ w réwnowadze, wynika, ze:
md-g—Vd-d‘g?m,Ag—Vz-d-g,

gdzie indeksy d, z oznaczaja odpowiednio drewno

1 zelazo.

Stad otrzymujemy, ze

Eli_ l_d/dx
m; 3! 1—d/dd

Podstawiajac dane liczbowe:

gestosé zelaza d,=17,9-10° kg/m3,
gestosé drewna
(suszone sosnowe) dy=0,5-10° kg/m?,

gestosé powietrza d =1,3 kg/m3,
otrzymujemy
mg/m, = 1,0024 .

Wynika stad, iz rzeczywisty (czyli wyznaczony

w prézni) ciezar 1 kg drewna (w powietrzu) jest
wigkszy niz rzeczywisty (czyli w prézni) ciezar

1 kg zelaza (w powietrzu) o okolo 2,5 g. Drewno
ma mniejsza od zelaza gestosé, wiec ta sama masa
drewna zajmuje wieksza objetosé, a wiec 1 wypiera
wiece] powietrza, wazy wiec w powietrzu mniej.
Aby te materialy w powietrzu wazyly tyle samo
(waga znajduje si¢ w réwnowadze), masa drewna
musi byé wieksza. Paradoksalna teza, ze 1 kg
drewna jest ciezszy od 1 kg zelaza jest, o dziwo!,
prawdziwa.

Poprawka na wazenie w powietrzu jest tym :
wigksza, im gestos¢ wazonego towaru jest blizsza
gestosci powietrza, przy zalozeniu, ze masy
towaréw poréwnujemy z masa odwaznikow
mosigznych czy zelaznych (albo tez uzywamy

wagi sprezynowe]j). Gdy kupujemy 1 kg cukru,

to w rzeczywistosci dostajemy go o okolo 1,5 g
wiecej, ale nie ma to wiekszego znaczenia,

gdyz dokladnoséé wazenia w sklepie wynosi

w najlepszym przypadku 5 g.

Koniecznie natomiast trzeba uwzgledni¢ poprawke
na wypor powietrza wtedy, gdy pomiaru
dokonujemy z dokladnoscia do mg (1072 g) lub
dziesiatej czesci mg, a taka dokladnos¢é mozna
uzyskaé poslugujac si¢ np. waga analityczna.

Malq Delte przygotowala Lidia GOETTIG



MERKURY

Ta najblizsza Storicu planeta jest bardzo trudna do zaobserwo-
wania - z reguly ginie w blasku Storica, poniewaz jej katowa
od niego odlegto$¢ nie przekracza 28°. Z tego tez powodu
topografia Merkurego wiasciwie zupeinie nie byta znana do
1974 r., wtedy bowiem zblizyta sie dori jedyna. jak dotychczas,
sonda Mariner 10 (Mariner Venus—Mercury). Kamery sondy
ukazaly. ze glob planety do ztudzenia przypomina Ksigzyc,
tak ze bez znajomosci topografii tych obiektéw nie sposéb
ich rozrézni¢. Najwybitniejszym tworem na powierzchni Mer-
kurego jest kotowy wat gérski o $rednicy 1300 km. zwany .
Caloris Planitia. Jest to najprawdopodobniej pozostatos¢ po wielka p&to$ orbity -~ 0,387 j.a.

upadku wielkiego meteorytu. W okolicy antypodycZngj teren mimosréd 0,2056

jest szczeg6lnie chaotycznie uksztaltowany, co interpretuje sie nachylenie 72004

jako wynik zogniskowania fali sejsmicznej powstatej w wyni promieri réwnikowy 2439 km

uderzenia tego meteorytu. masa 0.0553 masy &
\\3 okres obrotu 5846462

okres obiegu 87295 N
Wskutek bliskosci Storica i braku atmos “ZA}VJ'

Merksa wyjatkowo surowe. P oghsBia to dodat-
kowo diugd¥¢ doby (1767), w wynijGez ..A ofia oswiet-
lonej pélkuli perat N siega hl [7/aMa nieoSwiet-
lonej spada do \ r-h‘ ,/v\'\ i bliskoéci Storica
Merkury bywadalg -.\"‘7 le jegotdfzy. Do

korica stulecia Zj a ( mairg\bedzie obserwowad
jeszcze dwukrotnie (G

m X1 1999,
Dzigki szybkl N o

& ROLmu | StOSUIIkOWO
duzgm" H Sl

rblty " ry dostarczyt jed-

nego z 40) ' i noéci ogétnel xQorii wzglednodci.
Teori 7 Spicis przewiduje, ge q+ orbity Merku-
regdggoy )! obracad sie (po uwzglednieniu perturbacji
ze s 3'-‘-!y- ych planet) w tempie 071 la jeden obieg

Powierzchnia Merkurego — zjawisko to jest od dawna obserwowane.



WENUS

Ta podobna rozmiaramii masa do Ziemi planeta
jest — po Storicu i Ksiezycu — najjaéniejszym
obiektem na naszym niebie. Jej katowa od-
legto$¢ od Storica nie przekracza 46°; Wenus
$wieci wtedy jako Gwiazda Poranna lub Wie-
czorna. Fazy V hoerwaTah
Swéj blask pla ﬁi’r 2
$wiatto stonecapg

N [ :
LTI

m.

u dotu). Okazato sie, Ze atmosfera skiada sie
‘gtéwnie z dwutlenku wegla, co ttumaczy warunki

Wenus w nadfiolecie

panujace na powierzchni planety. Mianowicie ci$nienie wynika po prostu z wielkiego ciezaru gestej atmosfery, za temperature
za$ odpowiedzialny jest tzw. efekt cieplarniany. Polega on na tym. ze warstwa CO, £le przepuszcza promieniowanie pod-
czerwone gruntu, ktéry wobec tego nie moze sie dostatecznie szybko wychtodzi¢. Surowo$¢ warunkéw na Wenus pogtlebiaja
dodatkowo deszcze kwaséw. gtéwnie siarkowego. Przy tym wszystkim wrecz zaskakujace jest, ze na powierzchni planety

jest jednak do$¢ widno — 14% o$wietlenia na Ziemi.

wielka p6tog orbity 0,723 j.a.

mimosréd 0.0068
nachylenie 37394
promien réwnikowy 6052 km
masa 0.815 masy «-
okres obrotu —243301
okres obiegu 22447

[hPa)

Atmosfera Wenus

Grunt wenusjariski



Algorytm rozkladu liczby pierwszej na sume kwadratow

doc. dr Wojciech

Jeden z najszybszych algorytméw rozktadu liczby pierwszej postaci 4k + 1 na sume

G U g IC KI kwadratéw wyglada nastepujaco:

(por. artykul na str. 5)

FIZYCZNE NOWINRI

Ewolucje w kosmosie,
czyli jak wykorzystad
grawitacje

Grawitacja kojarzy sig nam zwykle

s caymd, co ,praeszskadza”™ oderwad sig od
Ziemi, Ksigiyca, planet itp. Przecied sondy
mig¢dzyplanetarne wyposaione sa w silniki
koniecsne do pokonania przyciagania
grawitacyjnego cial niebieskich lub do
smiany orbity. Moina jednak w tych
celach wykorsystad wiadnie grawitacje.

W styczniu 1990 r. Japodczycy wystrzelili
pierweszy pozaziemski sputnik, nazwany
Hiten - od nazwy buddyjskiego aniola.
Przez sprytne wykorsystanie prayciagania
Slofica, Ziemi i Ksigiyca iniynierowie

3 Instytutu Naukowego Przestraeni

i Astronautyki maja nadziejg smusid Hitena
do wykonania serii skomplikowanych
ewolucji wokél Ziemi i Ksigiyca bez uiycia
dadnych silnikéw. Zreszta Hiten jest
bardzo maly, jego masa wynosi zaledwie
182 kg (niewicle wigcej nit japodiskiego
zapaénika #umMo) i nie ma odpowiednich
ku temu silnikéw.

Hiten zostal wyniesiony na orbite
Ziemi przez mala rakietg na paliwo
stale. W marcu 1990 r. prayciaganie
grawitacyjne Ksigiyca ,,wyciagnelo™

- Hitena na orbite 2 apogeum 750 tys. km
(odleglodé Keigiyca od Ziemi wynosi
ok. 380 tys. km). Po prawie 4 miesiacach
wleniwego™ okrazania Ziemi Hiten
przeszedl ponownie blisko Ksigiyea,
co spowodowalo zmniejszenie apogeum
orbity do 560 tys. km. Teraz sonda zbliza
sie do Ksigiyca co miesiac. Po trzech '
zblizeniach, ktédre nastapily 4 sierpnia,
7 wrzeénia i 2 paddziernika 1990 r., Ksigiyc
spowodowal wyrzucenie sondy na odleglodé
1350 tys. km od Ziemi, aby na poczatkn
1991 r. ,zlapaé”™ go na orbitg blizsza Ziemi.
Fo serii kolejnych zblizedt do Ksigciyca
perigeum orbity zmaleje do 120 km (nie
tysigcy!l). Ma to nastapié w polowie marca
1991 r. W czasie tego zbliienia do Ziemi
oddzialywanie z gébronymi warstwami
_atmosfery ziemskiej powinno spowolnié
Hitena na tyle, aby umiedcié go w tzw.
punkcie Lagrange'a, gdzie przyciaganie
grawitacyjone Ziemi i Slofica réwnowaiy
gie. Po krétkim pobycie w tym punkcie
Hiten, za pomoca swoich miniaturowych
silniczkéw, zostalby umieszczony na orbicie
okoloksigiycowej.

Jak dotad, Hiten spisuje si¢ znakomicie.
Jedynie mini—satelita wielkoéci pilki
baseballowej, ktéry odlaczyl sig od

Hitena w czasie pierwszego zhlizenia do
Ksigiyca, ,zniknal” naukowcom. Juz po
jego odlaczeniu sig stwierdzono, ie uklad
telemetryczny mini—satelity nie dziala
prawidlowo i nie mozna éledzié go z Ziemi.

Ciekawe, jak zakodczy si¢ misja Hitena.
Kierownik programu naukowego Hitena,
K. T. Uesugi twierdzi, 2¢ hamowanie

w atmogferze ziemskiej jest bardzo
ryzykowne i moie gkoriczyf sie fatalnie.

krok I:znajdi taka liczbe z < p, e z? = —1(mod p),
krok II: zastosuj algorytm Euklidesa do p i z; pierwsze dwie reszty,

mniejsze od \/;, 83 liczbami a i b.
Krok II jest wykonywany bardzo szybko. Prsypomniimy, na czym polega algorytm

Euklidesa. Majac dwie liczby ro i r; (zakladamy, ze ro > r;) wypisujemy ciag reszt
z kolejnych dzieleri:

ro=r1-q1+rz, 08z <,
ri1=rz2-qatrs, 0<rs<rs,
ra=7rs3-qs+"ra, 0<ry<rs,

fn-2 =Tn—1'Qn-1+Tn, 0<rn <fn-1,

“Gn -

Postepowanie to koriczymy, gdy kolejna reszta bedzie réwna 0 (rn4+1 = 0). Twierdzenie
Lamégo méwi, ze liczba dzieleri nie przekroczy pieciokrotnej liczby cyfr liczby r;.

Dla liczb p i z, majacych kilkadziesiat cyfr, wykonamy zatem co najwyzej kilkaset
dzielefi, co moze byé wykonane na duzym komputerze w bardzo krétkim czasie.
Zauwaimy, Ze liczba dzialan, ktére tu wykonujemy, nie jeat juz proporcjonalna

do liczby p, lecz do liczby cyfr (czyli logarytmu dziesietnego) liczby z (a wiec

i do liczby cyfr liczby p). Krok II algorytmu koticzy sie zreszta wczedniej. Moina
pokazaé, ze wypiszemy dokladnie polowe wszystkich reszt.

fan-1=Tn

Troche gorzej jest z krokiem I. Liczbe z znajdujemy w nastepujacy sposéb. Najpierw
znajdujemy tzw. niereszte kwadratowa modulo p, tzn. taka liczbe ¢, Ze kongruencja
z? = ¢(mod p) nie ma rozwiazania. Euler wykazal, ze wtedy ¢*~1/2 = —1(mod p).
Zatem ¢2" = —1(mod p), a wiec za = wystarcay wziaé liczbe ¢", a wladciwie reszte

z dzielenia tej liczby przez p.

Pojawiaja sie tu dwa problemy. Po pierwsze, jak obliczyé ¢"7 Wydaje sig, Ze trzeba
wykonaé n mnozen przez liczbe ¢. Okazuje sie, Ze jednak nie. Wyobraimy sobie dla
przykladu, ze mamy obliczyé liczbe ¢'®. W tym celt wykonamy tylko 4 mnozenia:

mnozymy c¢-¢ otrzymujac c2,
mnozymy c?-c¢? otrzymujac c*,
mnozymy c*-c¢* otrzymujac c® i wreszcie

mnozymy c¢®-c® is

otrzymujac ¢
W podobny sposéb mozna wykazaé, Ze liczba mnozefi potrzebnych do wyznaczenia ¢"
jest proporcjonalna do logarytmu (przy podstawie 2) liczby n. Zauwasamy przy tym,
ze nie interesuje nas dokladne wyznaczenie liczby c", ale jedynie reszty z dzielenia

jej przez p. W kolejnych mnozeniach nie bedziemy zatem mieli do czynienia z coraz
wiekszymi liczbami (przez co kolejne mnozenia trwalyby coraz dluzej), ale za kazdym
razem mnoZymy liczby mniejsze od p i bierzemy reszte z dzielenia przez p. Ta czeéé
algorytmu bedzie zatem trwala krétko, jej czas dzialania jest znéw proporcjonalny

do logarytmu liczby p.

A jak znale#é niereszte kwadratowa modulo p? Musimy wiedzieé, w jaki sposéb
sprawdzié, czy liczba ¢ jest niereszta kwadratowa oraz wiedzieé, gdzie ich szukaé.
Okazuje sie, ze doéé latwo jest sprawdzié, czy liczba ¢ jest niereszta kwadratowa.
Pomocne jest tu tzw. prawo wzajemnodci dla reszt kwadratowych (po szczegély odesle
Czytelnika do Teoris liczb W. Sierpifiskiego). Jak jednak szukaé tych niereszt? Okazuje
sig, ze bardzo skuteczne jest szukanie ich ,po kolei”. Bierzemy kolejne liczby pierwsze
(latwo zauwaiyé, ze to wystarczy] i spra.wdza.my, ktéra z nich jest niereszta. Ale jak
diugo bedzie to trwalo?

Eatwo dowodzi sie, Ze istnieje (p — 1)/2 niereszt kwadratowych modulo p, mniejszych
od p. Ale nie wiemy, jak duza jest najmniejsza z nich. Taki algorytm moze wiec okazaé
sie znéw nieprzydatny, czas dzialania moze znéw by¢ proporcjonalny do p. Jednak

w praktyce bardzo szybko znajdujemy niereszte. Dla liczb p, mniejszych od 1000000
(pamietajac, Ze p = 1(mod 4)), znajdujemy niereszte wéréd liczb nie wiekszych od 37.

Przypuszczamy, ze zawsze doéé szybko taka niereszte znajdziemy. Wnioskiem z (nie

Jan KALINOWsKT udowodnionej) Uogélnionej Hipotezy Riemanna jest oszacowanie: najmniejsza niereszta

(wg Nature z 2 sierpnia 1990 r., str. 400)

jest mniejsza od 2 - (log, p)®. Jest to jednak tylko przypuszczenie — za to skuteczne.
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Grunt marsyjski

Na niebie tatwo go poznaé po wyraZnie czerwo-
nym blasku - dlatego zostat nazwany imieniem
boga wojny. Stosunkowo silne sptaszczenie jego
orbity zauwazyt Kepler i tak Mars przyczynit sie
do sformutowania stynnych praw ruchu planet.
Za to péiniej planeta stata sie Zrédtem zadziwia-
jacego masowego zludzenia: wszyscy obserwa-
torzy widzieli na powierzchni Marsa , kanaly”, co ; : :
stato sie nawet przyczyna spekulacji o cywiliza- Wielka psto$ orbity 1,524 j.a.
cji zamieszkujacej planete. O istnieniu zycia na mumoéré:.:l 0.0934

Marsie $wiadczyly tez jakoby sezonowe zmiany nach;:*le’nle, : 17850

zabarwienia gruntu interpretowane jako efekt cy- Promief réwnikowy 3397 km

klicznego rozwoju i zamierania ro$linnosci. Wta- Masa 0;1107 masy ©
Sciwie dopiero dzieki obserwacjom przeprowa- °kres °b_"°t” 17026
dzonym z bliska przez sondy kosfitezne okazato ©kres obiegu 1.881 lat

-

sie wyraZnie, ze ka y nj "IQ__--'JL

3 przeNtatny

-
A¥:
P

dobnie najwyzsza géra w caly
poziom ckolicznego gruntu.

Dwa ksiezyce Marsa s3 bardzo trudne do zaobserwowania. gdyz gina w blasku samej
planety (odkryt je Asaph Hall w 1877 r.). Fobos obiega Marsa tak nisko, ze jego obieg
trwa krécej niz marsyjska doba, wskutek czego
wschodzi na zachodzie i zachodzi na wschodzie.
Jest to jedyny taki przypadek w calym Uktadzie
Stonecznym.

Satelity
promiefi orbity  okres obiegu rozmiary
(km) (dni) (km)
Fobos 9378 0.319 26%21

Deimos 23459 1,265 13 ' Fobos



Drodzy CjoMe 1 Sympatycy Klubu!
Przypominamy, Ze co miesiqc przyznajemy
nagrode ksigzkowq dla autora najciekawiey

p g0 1 iqzania postawionych
zagadnien.
b h |
I P
OLOWEK
| Xl 1
DRUT

Rys. 2

Rys. 3. Wykres farowy wody.

Listy prosimy przysylaé pod adresein:

Korespondencyjny Klub Fizykdw,
Wydzial Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego

ul. Hoia 69, 00-681 Warszawa.

Wydziat Fiz-yki Uniwersytetu Warszawskiego
KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKOW

Dzisiaj proponuje doswiadczenia zwiazane z plywaniem cial. Uczono nas w szkole,

ie cialo plywa, jezeli cigiar wypartej cieczy moze zréwnowaiyé cigiar zanurzonego
ciala. Jest to mozliwe, kiedy gestodé ciala zanurzonego nie przewyisza gestodci cieczy.
Chcialbym wyjéé poza ten najprostszy warunek i zapytaé, w jakiej pozycji cialo moze
stabilnie plywaé? Wiadomo, Ze na przyklad oléwek wrzucony do wody bedzie plywal
w pozycji poziomej, natomiast nie da sie go przekonaé, aby plywal pionowo. Inaczej
jest z tzw. areometrem, przyrzadem, ktéry sluzy do wyznaczania gestodci cieczy. Ten
plywa pionowo. Sprébujmy zbadaé nieco dokladniej, od czego zaleiy zdolnoéé ciala do
stabilnego plywania w okredlonej pozycji. Do naszych badaf wybierzemy sobie

Obiekt fizyczny

Bedzie nim zwykly oléwek, najlepiej nowy (nie zatemperowany). Jezeli chcemy,

aby nasze dodwiadczenia byly precyzyjne, nalezy go przed wlozeniem do wody
zaimpregnowad, aby nie nasiakal woda. Zrobimy to zanurzajac oléwek na kilka minut
w goracy pokost lub olej. Po wyjeciu wytrzemy go szmatka. MozZemy teraz przystapié
do wladciwych dodwiadczeri. Aby daé oléwkowi szanse plywania pionowo, bedziemy go
obciazali. Najwygodniejszy jest do tego drut miedziany (bez izolacji). Zaopatrzywszy
sie w drut i narzedzie do jego ciecia oraz naczynie z woda, w ktérym oléwek moze
swobodnie plywaé, przechodzimy do nastepnego etapu, ktérym jest

Badanie stabilnodci plywania

Bierzemy kawalek drutu o dlugodci, powiedzmy, ! i nawijamy go na oléwek tak, aby
utworzyt mozliwie skupione obciaZenie w dowolnie wybranej odleglodci d od korica
oléwka (patrz rysunek 1). Calkowits diugoéé oléwka oznaczmy przez h. Wrzucamy
teraz obciazony oléwek do wody. Jezeli tonie, skracamy diugoéé drutu I, poszukujac
takiej najwiekszej jego dlugosci .z, przy ktérej oldwek jeszcze plywa. Jeieli wiemy
juz, ile drutu mozemy nawinaé nie topiac oléwka, wykonujemy serig¢ dodwiadczen dla
réznych dlugodci drutu, na przykiad: 0,9lmaz, 0,8lme: itd. Kaide dodwiadczenie -
bedzie polegato na przesuwaniu kiebka drutu wzdiuz oléwka (czyli zmienianiu
odleglodci d) i ustalaniu, w jakiej pozycji oléwek pltywa. Wyniki zapisujemy w tabeli,
na przyklad dla lne, = 30 cm:

Diugodé | * Wynik dodwiadczenia
(cm) plywa pionowo . plywa poziomo
25 dlad <5cmlubd>13cm dla5cm <d <13 cm
10 nigdy zawsze (dla kazdego d)
itd. itd. itd.

Wyniki takich dodwiadczer mozna przedstawié na wykresie (patrz rysunek 2).

Dysponujac odpowiednia liczba wynikéw bedziemy mogli na plaszczyinie wykresu
wyrdznié obszary o réznym zachowaniu ukladu:

1) plywanie poziome,

2) plywanie pionowe,

3) toniecie.

Taki wykres przypomina tak zwane wykresy fazowe w fizyce. Na przyklad mozna
przedstawiaé stan skupienia wody na wykresie cidnienia w zaleinoéci od temperatury
(patrz rysunek 3). MozZna z niego na przyklad odczytaé, ze przy ciénieniu 1000 hPa
woda krzepnie w temperaturze 0°C (przejdcie 16d—ciecz) i wrze w temperaturze 100°C
(przejécie ciecz—para). '

Wracajac do naszych dodwiadczeni, jak zawsze nalezy notowad waszystkie istotne dla
doéwiadczenia informacje, na przyklad gruboédé drutu, jego ciezar, cigiar i wymiary
oléwka, dlugosdé wystajacej z wody czedci oléwka plywajacego pionowo itd.

Oczywidcie, podobne dosdwiadczenia mozna wykonywad z innymi obiektami
plywajacymi. Dla najambitniejszych mam propozycje proby opisu teoretycznego
otrzymanych wynikéw. A, jeszcze jedno: trzeba sie strzec oléwkéw kopiowych — nie
nadaja sie do dodwiadczeri w wodzie!
Powodzenia.

Redaguje doc. dr Jan GAJ
Z opisanym zjawiskiem fizycznym wiaie sie problem matematyczny: jakie ksztatty
moga mieé ciata plywajace jednakowo dobrze w kaidej pozycji. Napiszemy o tym
w jednym z kolejnych numeréw.

Redakcja
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SATURN

Odkrywca pierscieni Saturna, Ga-
lileusz, nie wiedziat, co whasciwie
widzi. Byt przekonany, ze odkryt
planete ,.potréjna”, tak bowiem
mdgt wygladac Saturn z pierscie-
niami oglatdny przez lunete o nie
' najlepszej \ ce. Prawidtowo
przedstawit récienie dopiero
Christiaan Huygs w 1658 r. W
ostatnich latach \kazato sie, co
X e planety ol-
brzymie maja pierScieyie. ale u Sa-
turna sg one najbard

zna tu wymieni¢ np. przer
odpowiadajace orbitom, na \o

gu wokdt planety bytby wspétrie

obiegu niektérych satelitow; prze
skowania grawitacyjnego cienkie
przez dwa satelity poruszajace sie

o
piersciefi; nie wyttumaczone do}y%

nieco cia$niejszej i nieco obszerni

Wszystkie te fakty znane $
Voyager 2 (VIIl 1981). So
satelitéw stwierdzono kilka

N7
2%

2

znana zresztg juz od dawnd
z drobniejszymi domieszka

sza. jest globem znt

metanowo—-amoniakalna atmosfera jest bardziej jednolita i przypo-
mina atmosfere Jowisza dopiero po sztucznym wzmocnieniu koloréw.

w pierécieniach
rych czas obie-

rny z czasem
wy tzw. ogni nachylenie 2°486
promief réwnikowy 60000 km
9517 mas @
034375
29,630 lat

warstwa chmur z kropelek azotu, a

Rendezvous

with Saturn

wielka péto$ orbity 9,575 j.a.
mimosréd 0.0527

ioneer 11 (IX 1979), Voyager 1 (XI 1980),
] kilka nowych drobnych. W uktadzie

ke Satelity
ghia si¢ na okoto 1.5 atm. p6tos orbity okres obiegu rozmiary
podobienstw fizycznych do Jowi- (min km) (dni) (km)
niejszym, dlatego jego wodorowo— Atlas 0.138 0.602 60
1980s27 0,139 0.613 140x 80
1980526 0,142 0,627 110x70
Janus 0.151 0.695 220x60
Epimetheus 0,151 0,695 140x100
Mimas 0.186 0.942 390
Enceladus 0,238 1,369 510
Tethys 0,295 1.885 1050
Telesto 0,295 1,885 50
Calypso 0,295 1,885 60
Dione 0,377 2.7137 1120
Dione B 0377 L TAT 60
Rhea 0,527 4,511 1530
Tytan 1,222 15,910 5120
Hyperion 1,483 21,281 410x220
Japetus 3,560 79.1 1440
Tytan Phoebe 12,950 5491 200



~ DROBIAZG!

Ubiegly rok preynidsl w fizyce kilka kontrowersyjnych wynikdéw
opublikowanych w powagnych czasopismach naukowych.
Wynikéw, ktére webudzily wiele emocji, by po krétkim ceasie
okazad si¢ falszywymi. Wepomnieé tu nalezy przede wsezystkim
o ,zimnej synteeie jadrowej”. Byé moze podobny los spotka
prace uczonych japoriskich H. Hayasaki i 8. Takeuchiego,

w ktérej donoseg oni o obserwacji ubytku masy preez ...
wirujacy gyroskop. Ubytek ten ma by¢ proporcjonalny do
predkodcei katowej i wynosié okoto 5-107° poczatkowej masy

w preypadku jednego obrotu na minute. Co dziwniejsze,
Hayasaka i Takeuchi twierdzg, te efekt zalety od kierunku

i zwrotu predkodci katowej: jest ekstremalny, gdy of obrotu
ma kierunek pionowy. Gdyby patrzed na gyroskop & géry,

to ubytek masy bylby maksymalny dla obrotdw zgodnych

£ ruchem wekazdwek zegara, a znikalby zupelnie prey

obrotach przeciwnych. Spolecznodé naukowa emeczona nieco
peeudorewelacjami odnosi si¢ sceptycenie do japoriskiego
doniesienia. Warto jednak pamietad, ee gdyby okazalo si¢ ono
prawdziwe, musieliby§my calkowicie zmienié poglady na nature
oddeialywar grawitacyjnych.

pizez wiele lat bylo synonimem niezmiernie
kosztownych urzadgen, ktérych fizycy czastek elementarnych
ugywali do swych ezoterycenych doswiadczerl. Wszystko
wskazuje na to, ge sytuacja ta ulegnie juz wkrétce radykalnej
gmianie. Od 1972 roku wiadomo, ze niezwykle energetycene
promieniowanie elektromagnetycene, emitowane przez czastki
rozpedzane w synchrotronach, moze zostad ugyte do produkecji
ukladdw scalonych wielokrotnie mniejszych, a wiec i sgybszych
ni¢ wytwarzane obecnie. Technologia ta, ewana litografia
rentgenowska, ‘wchodei obecnie w faze badan praktycenych.
Przoduje w tej deziedzinie Japonia, gdzie buduje si¢ siedem
synchrotrondw specjalnie przeznaczonych do tych celéw.
Preewidywania méwia, e rozwdj elektroniki bedzie wymagal
konstrukeji okolo 175 synchrotrondw w ciagu najblizszych
kilkudziesigciu lat. :

iadcezenie. Jednak poglady na role
odgrywang preee kpedy & tych skladnikéw bywaja calkowicie
sprzecene. Artur Conan Doyle, autor Przygéd Sherlocka
Holmesa, byl edania, e Teoretyzowanse, zanim pozna #i¢ dane,

jest podstawowym bigdem. Niefunadomie zaczynamy naginaé fakty,
aby pasowaly do teorsi, zamiast zmieniad teorie, by pasowaly do
faktow. Odmiennego edania byl jeden z pionierdw ogdlnej teorii
weglednosci, Artur Eddington: Rozsgdnie jest nie ufad zbytnio
wynikom dofwiadczalnym, dopdks nie zostang one potunerdzone przez
teorig. ; .

iagzywania réwnan aerodynamiki nie
83 w stanie wytlumacey¢ zasad lotu owaddw. Symulacje
komputerowe prowadzg do przewidywania sily ciagu ich skrzydel
kilkakrotnie mniejszego niz emierzony dodwiadcealnie. Dla
usprawiedliwienia aerodynamikéw motzna powiedzieé, te niektére
owady stosuja niezwykle wyrafinowane metody lotu, np. stykaja
ze sobg skreydeltka w ich najwygszym potogeniu. Ich rozlaceenie
wytwarza nastepnie chwilowg préénie pomiedgy nimi, co
drastycznie ewigksza sile ciggu.
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Plazma bywa nazywana ,cewartym stanem materii”. Zasluguje
ona jednak raczej na miano ,pierwszego stanu”, gdyg jest
wezechobecna we Wezechdwiecie. Ponad 99% obserwowanej
materii to wladnie plazma. Masa naszego Ukladu Slonecznego
jest calkowicie edominowana przez ogromng kule plazmatycena,
jaka jest Slorice. Najbardeiej edumiewajace jest to, e materia,
ktéra okredlamy jako plazme, wystepuje w formach, ktérych -
gestodei réinig sie ag o 30 reeddw wielkodei.

€] dar atuje na to, e ugywanie komputeréw
jest szkodliwe dla gdrowia. Nie chodzi jednak np. o wplyw
promieniowania monitoréw czy tez o inne oddzialywanie
specyficzne dla komputerdw, ale o powszechne naruszanie zasad
ergonomii przy ich stosowaniu. Rezultatem staja sie wady
postawy, bdle korzonkowe itp.

IBM w Yorktown Heights (USA)
opracowali metode /preesylania sygnaléw uniemoiliwiajaca

jakikolwiek podstuch. W metodzie tej informacja kodowana jest
jako polaryzacja wiazki éwietlnej tak slabej, e istotne staja sie
dla niej efekty kwantowe. W rerultacie zasady nieoznacronodci
dowolna préba przechwycenia sygnalu bee postugiwania sie
dpecjalnym kodem odbioru (do ustalenia przez porozumiewajace
si¢ strony) powoduje eniszczenie informacji.

ielajace sie programy, moga byé
niebezpieczne dla Komputerdw. Wiedeg o tym wszyscy
utytkownicy. Ale takie komputery moga by¢ sckodliwe dla
wirusdéw. No, oceywidcie, nie komputemwych,'nle prawdeiwych,
biologicznych. Od okolo deiesieciu lat prowadezone s3 badania
nad lekami antywirusowymi wykorzystujace projektowanie
komputerowe. Powodem, dla ktérego utywa sie do tych badan
komputerdw, jest koniecznodé uzyskania leku o wysokiej
swoistodci i precyeji deialania: musi on przerywaé namnatanie
wiruséw bee zahamowania cyklu roewojowego komérki, ktérej
integralng czedcig staje sie wirus. Niestety, do tej pory nie udalo
si¢ wykry¢ postukiwanego specyfiku. Jednak wrat £ rozwojem
coraz sgybszych komputerdw szanse na koricowy sukces rosna.

Wiele w -apokaliptycene wizje miast gatopionych
na skutek podniesignia sie poziomu mére, wywolanego prree
efekt cieplarniany, s3 mocno przesadzone. Ostatnie badania

w dtziedzinie klimatologii pokazuja, te najprawdopodobniej
Ziemia jest lepszym homeostatem, niz sobie to dotychczas
wyobragano. Po pierwste, werost temperatury wywola
wemogone parowanie mére, a wiec i werost eachmureenia. To
e kolei moze powstreymaé lub ewolnié werost temperatury.

Na skutek zwiekszenia wilgotnodci powietrea ewieckszy sie
réwniet prawdopodobnie seybkadé tworeenia lodu w poblitu
biegundw. W korficowym efekcie polarne ceapy lodowe moga
nawet nieznacenie werosngé, powodujac spadek potiomu mére,
ale tylko o okolo 1. mm.

dziwne, tew. alternatywne sposoby
generowania energji elektrycznej budea czasem spreeciwy
obroficéw naturalnego drodowiska. W Wielkiej Brytanii

np. istnieje oporycja preeciw instalowaniu elektrowni
wiatrowych, gdyt gigantycene wiatraki niszceg pigkno
krajobrazu brytyjskich wegére. Podobne problei'ny stwarzajg

w cieplejszych krajach elektrownie sloneczne — aby generowad
znaczacy ilodé energii, baterie slonecene muszg eajmowad
ogromne powierechnie. Ostatnio praktyceni Sewajcarey znalegli
nastepujace roewiazanie: umieszceajg oni baterie wedlué swych
wysokogdrakich autostrad.



NEPTUN
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, .do szuflady”).
Ie efektownym dowo-

mozemy podad petnej tabeli sateil
wacji sg jeszcze w stadium opracow W nia). Widaé, ze wielka potos orbity 30,206 j.a.
pod tym wzgledem wyniki obserwacjigszystkich pla- mimosréd 0.0040
net olbrzymich s3a ,.nuzaco” podobne. gromne bo- nachylenie = 22113

gactwo struktur geologlcznych ukaza}a " promien réwnikowy 24 300 km

masa 17.24 mas @

okres obrotu 04768

okres obiegu 166,02 lat

Satelity
p&tog orbity okres obiegu $rednica

. (min km) (dni) (km)
Tryton 0,355 —5.88 5000
Nereida 5,510 360 400

plus kilka drobnych o $rednicy < 100 km

s RS s Tryton
wielka pétos orbity 3991 j.a.
mimosréd 0.2567
Metoda odkrywania nowych pla- nachylenie 177136
net na podstawie analizy ruchu promien rownikowy ~2000 km
planet znanych pozornie sprawdzi- masa ~0f03 masy @
fa sie po raz drugi - w 1930 r. okres obrotu ~o54
Clyde Tombaugh znalazt na zdje- okres obiegu 252.1 lat

ciach Plutona na podstawie obliczen wykonanych przez Percival Lowella i William
Pickeringa. Ale ... polozenie obserwowane nowej planety nie zgadzato sie z obli-
czonym, wyznaczona pézniej masa nie zgadzata sie z obliczona, itd. W rezultacie
podejrzewa sie, ze odkrycie byto jednak przypadkowe.

Osobliwoécia Plutona jest duzy mimosréd orbity. W wyniku tego bywa on niekiedy
blizej Storica niz Neptun — taki okres mamy wtasnie obecnie. O jego cechach
fizycznych do dzi$ wiele nie wiadomo, z trudem udato sie oceni¢ jego rozmiary.

Okres obrotu okreslono na podstawie zmian jasnosci — obrét planety okazat sie synchroniczny z obiegiem Charona (promien
~1000 km, masa ~0.1 masy Plutona, promien orbity ~20 000 km), zatem w tym przypadku planeta jest do swego satelity
zwrécona stale jedna strona. Jest to jedyny taki przypadek w Uktadzie Stonecznym. Obserwacje spektroskopowe wydaja
sie dowodzi¢, ze powierzchnia planety pokryta jest metanowym lodem, wyzej za$ rozciagga si¢ rzadka metanowa atmosfera.
Istnienie atmosfery przypisuje sie wtasnie wyjatkowo obecnie matej odlegtosci od Storica.
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Roswiasanie sadania F 296.
Zaléimy, ie promied pierwszej orbity
wynosi ry. Wéwczas predkodé rakiety
dana jest wzorem

GM

L |

v =

gdzie M jest masa Ziemi. W pewnym
momencie ustawiamy rakiete
réwnolegle do kierunku jej predkodci

i uruchamiamy silnik. W rezultacie
jego dzialania predkodé rakiety osiagnie
wartodé vy = v + Avy, natomiast
odleglodé od Ziemi nie ulegnie zmianie.
Orbita stanie si¢ teras elipsa o ognisku
w frodku Ziemi, przy czym (jak wynika
% zasady zachowania energii) punkt,

w ktérym znajduje si¢ rakieta po
ustaniu dzialania silnikéw, bedzie
perigeum nowej orbity. Po uplywie
pewnego czasu rakieta przemiedci sie
do apogeum odleglego od drodka Ziemi
o rj.

Predkodé w apogeum v bedzie,
oczywidcie, mniejsza niz w perigeum.
Wystarczy teraz ponownie uruchomié
silnik i prayspieszy¢ rakiete do
predkodei odpowiadajacej ruchowi

po orbicie kolowej o promieniu rg:

v = \/?;‘—“: Obliczymy teraz zaréwno
ra3, jak i v3. Z zasad rzachowania energii
i momentu pedu (obowiazujacych,

gdy nie dzialaja silniki) dostaniemy
nastepujace réwnodci:

GM 2 GM vl
S el S +?’.

ri 2 ra
rivy = ravg.
Znajdujemy stad
riv?
"= 2GM —r1v?’

2GM — rlq?
rvy i
GM(2GM - rluf]

. = &U).
riv)

gdzie przez Avy = v’ — vz oznaczylidmy
przyrost predkodci konieczny do
osijgniecia orbity kolowej w apogeum.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Szcregblowy regulamin Klubu 44 zamiedcilifmy w Deleie 7/1990, a jego skrét — we wszystkich
mumerach, w ktérych sa zadania ligowe (tj. w tym roku z wyjatkiem numeréw 11 i 12).

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Roswiazania sadar s matematyki ¥ numeru 8/1990

Prsypomin.amy tredé zadan:

207. Liczby rzeczywiste z, y, z spelniaja réwnodé
e B s y’+x’—z’+z’+:’—y’
2zy 2yz 2zzx

Dowied€, ie dwa spodréd ulamkéw bedacych skladnikami lewej strony sa réwne 1
(a pozostaly —1). ’

=1.

.308. Rozwaiamy ciag funkcji (fn) okredlonych na przedziale (0; m) wzorem: f;(z) = sin =z,

In+1(z) = (sinz)/»(*), Dla kaidego n naturalnego wyznaczyé lim fn(z).
z—0+

207. Zachodzi fa.twa do sprawdzenia toZsamoéé
22 +y? —2% g 42—z 2242%—y? (—z+y+2)(z—y+2)(z+y—2)
+ =+ -1= Y
2zy 2yz 2..:: 2zyz
Skoro lewa strona ma byé réwna zeru, jeden .z czynnikéw prawej strony musi byé
zerem. Jedli na przyktad z+y—2=0, to
y? + 2% — 22 = (y — 2)? — 22 + 292 »
2yz 2yz

1}

i podobnie

22422 —¢?

2zz b
Stad teza.
208. Zamiast ciagu (fa) rozwaimy ciag funkcji (gn) okreélony wzorem rekurencyjnym
(1) a(z) =2z, gapr(z)=2"" dlaz>0, n=1,23,...
Ciagi (fn) i (9n) 82 zwiazane zaleinodcia
(2) Jn(z) = gn(sinz) dlaze(0;x), n=1,2,3,...,

wynikajaca przez natychmiastowa indukcje wprost z definicji tych ciagdw.

Przyjmijmy dodatkowo: go(z) = 1; oczywiscie, wzér (1) jest wéwczas stuszny i dla
n = 0. Wykazemy przez indukcje, ze

(3) lim+ Uz =1 diak=0;1.2,...
z—0

Dla k = 0 nie ma czego dowodzié. Przyjmijmy, ie relacja (3) zachodzi dla pewnego

k; mamy wykazaé jej stusznoéé z k zwiekszonym o 1. Z zalozenia indukcyjnego g,, (z)
dazy do 1 przy z daiacym z prawej strony do zera, a wobec tego 1/2 < ¢,,(z) < 2 dla
z dostatecznie bliskich 0. Stad, przez dwukrotne zastosowanie wzoru (1),

(4) "< OiilT) < z*" dla z bliskich 0.
Dla kai&ego wykladnika p > 0 mamy, zgodnie z regula de I’Hospitala,
In -1
fin #Pdiz = Hm 2= lm et =l gim 5 =0,
z—0+ z—0t TP a0+ —pz~ P! P z—o0+
a stad

: AP 5 s
‘E%a+ = zgx;l+ exp(zfInz) = 1.
Zatem oba skrajne czlony nieréwnosdci podwéjnej (4) daza do 1 (przy z — 071), wiec
i érodkowy musi dazyé do 1. To koriczy indukcyjny dowdd relacji (3).

Z (3) wynika natychmiast: :
(5) Jim g, (z) = Jim, ) =0 dlak=0,1,2,...

Wobec zaleinoéci (2) takie same sa tei wartodci granic prawostronnych w zerze
funkcji fa: 3

1 dla n parzystych,

,EI;L fn(2) = {0 dla n nieparzystych.
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Rozwigzania zadai z fizyki z numeru 8/1990 Redaguje dr Andrzej NADOLNY
Przypominamy treéé zadaf:

106. Statek o okresie wlasnym kolysania poprzecznego rdwnym 7 plynie z predkodcia ¥ przez
fale oceaniczne o dlugoéci d, poruszajace sie z predkodcia W. Przy spelnieniu jakich warunkéw
wystapia, cetery réine ,wrailiwe kursy” statku, dla ktérych dzialanie fal na statek bedszie
wezbudzalo jego drgania wlasne? Kurs statku okreflony jest przez wektor 7.

106. Jednorodny, wiotki, cienki, obdarzony masg sznurek (lub laficuszek) o dlugodci I,
sawieszony na jednym korficu, moie wykonywaé drgania poprzeczne o réinych czestotliwodciach,
ktérym odpowiada réina liczba wezléw (jeden z nich wystepuje nawsze w punkcie zawieszenia).

Crestotliwodei takich malych drgan sa proporcjonalne do 4/ g/l (g — przyspieszenie ziemskie).
Obliczyé — w sposdb numeryczny — pierwsze catery czestotliwodci malych drgan tego sznurka,
przyimujac, #e postczegdlne elementy sznurka drgaja harmonicznie & ta sama czestotliwodcia,
lecz & réinymi amplitudami.

105. Predkoéé statku wzgledem fal jest réwna v — . » Wrailiwe kursy” odpowiadaja katom o spelniajacym
Prostopadla do fal skladowa tej predkodci wynosi réwnanie (x). Aby moglo mieé ono cztery pierwiastki a,

musi zachodzié
u T
- + — 1.
v (1 T)| *

Wobec 7 > 0, T > 0 oznacza to

vcos a — u,

gdzie a jest katem miedzy wektoramj ¥ i 7.
Spotkania statku z kolejnymi grzbietami fal beda,
nastepowaly w odstepach czasu

e ; 1+ %; < -3—,
vcosa —u’ 2 czego wynika
Aby moglo przy tym nastepowaé wzbudzanie wlasnych
drga statku o okresie T, powinien zachodzi¢ warunek U3 AT
t = &T, ktéry - po wprowadzeniu oznaczenia na okres fal Jeieli maja byé wsbudzane drgania poprzeczne, obliczone z
7= { - prayjmuje postat réwnania (x) katy nie powinny mieé wartodci sbyt bliskich
) SO, (1 3l ) , 0° oraz 180°. Ponadto dlugoéé fal d nie powinna byé
v i wigksza od rozmiaréw statku.

106. Dla uproszczenia przyjmujemy, ze sznurek sktada sie z n punktéw materialnych o
masie 2 odleglych od siebie o L. Oznaczmy wychylenia kolejnych mas jako 21 ...%Zn,
poczynajac od dolnego korica. Sila napigcia sznurka pomiedsy i-tym a (¢ + 1)-szym
punktem materialnym ma (w przyblizeniu malego odchylenia od pionu) wartodé =<,
zaé jej pozioma skladowa wynosi

mEs Tiy1 — i mgs
1 b A n L LR ;
(1) a7 5 (Zi1 — 20).
Podstawiajac ¢ = 1 moiemy przyréwnaé to wyraienie do iloczynu masy 7
i przyspieszenia dolnego punktu a; = —w?z,. Po przeksztalceniach otrzymujemy
A 2 2
(2) z3 = (1 - ;-) z;, gdzie A= w?

Na kazdy z nastepnych punktéw materialnych dzialaja dwie sily okreélone
réwnaniem (1) - gérna i dolna. Odejmujemy je

mgi(ziyr — 2:) _ mg(i —1)(zi — 2i-1)
l l

i przyréwnujac do = (~w?z;) otrzymujemy jak poprzednio

(3) Tigy = % (:.’ (21' —-1- %) - zi—1(f = 1)) X

W réwnaniach (2) i (3) mozemy (skracajac po obu stronach zaleinoéé od czasu dana,
czynnikiem cos wt) uwaiaé, ie z; 83 amplitudami drgafi (z dopuszczeniem znaku
minus, jedli faza jest przeciwna). Schemat obliczeri jest nastepujacy: wybrawszy

na chybit trafit A podstawiamy za amplitude dolnego kofica z, = 1, obliczamy z; z
réwnania (2), a nastepnie kolejno z3...2n41 2 réwnania (3). Prawidlowej wartoéci A
odpowiada z,+1 = 0, tzn. nieruchomy gérny koniec. W razie otrzymania zp41 # 0

I drganie

: : 50 i : 1,432 nalezy skorygowal A i powtérzyé rachunek od poczatku. Aby zorientowad sie z grubsza
n=100 A= 1,439 w wielkodci i znaku niezbednej poprawki, a takie aby stwierdzié, ile wezléw wystepuje
n=200 A= 1,442 w rozpatrywanym drganiu, dobrze jest przedstawi¢ z; graficznie. Obliczenia moga by¢
Il drganie n = lgg : = '_:' :; wykonane za pomoca komputera lub kalkulatora. Wyniki na marginesie.
n= = 7,
= = 7,80
11I drganie : = ng : = 18,50 Poniewai f = 3= = 1/: ,, wiec zadany w tredci sadanla. bezwymiarowy wspélczynnik
=300 A-ises Jestrowny 32,
IV drganie n =100 A = 34,60 Wykonujac pomiary czestotliwodei pierwszych dwéch wahaii laficuszka metalowego
n=200 A=34,68 o dlugodci okolo 30 cm, otrzymaliémy wyniki zgodne z obliczonymi wartodciami A,
n=>500 A=34,73 z bledem nie przekraczajacym 5%.
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