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Homeomorfizm (= gr.):
homeo — jednakowy, podobny;
morphe — ksztalt.

Rys. 2

O charakterystyce Eulera pisalidmy jui
w Delecie 10/1989.

Charakterystyke Eulera moina réwnies
definiowaé dla figur znacznie bardziej
skomplikowanych nii wielodciany
topologicene. Definicja taka wymaga
jednak uiycia skomplikowanych metod
topologicenych i traci geometryczny
charakter.

Charakterystyka Eulera
jest niezmiennikiem topologicznym

mgr Danuta CIESIELSKA i mgr Stawomir CYNK

Wigkszoéé Caytelnikéw spotkala si¢ jus sapewne s nastepujaca definicja:

Figury geometrycsne A i B nasywamy homeomorficanyms, jeeli istnieje odwsorowanie
f : A — B, takie, ie i

(i) f jest ciagle,

(ii) f jest wsajemnie jednoznaczne,

(iii) odwzorowanie odwrotne do f jest cm,gie

Odwsorowanie f majace wlasnoéci (i) - (iii) nasywamy homeomorfismem.

Najprostsze przyklady figur homeomorficznych to takie figury geometrycsne, 3 ktérych
jedns moina prseksstalcié na druga za pomoca wyginania i rosciagania, ale bes
rosrywania i sklejania. Na rysunku 1 przedstawiamy trsy prsyklady tego rodsaju:
brseg kwadratu i okrag, kwadrat i kolo oras pobocsnice ‘walca i powierschni¢ bocsna
szeécianu. :

W podouny eposéb moina wykazaé, ie powierschnia szeécianu jest homeomorficsna
se sfera; wystarczy w tym celu wykonaé szeécian z elastycsnego materialu, a nastepnie
napompowaé (podobnie jak pilke).

Nie wssystkie przykiady s jednak tak proste. Moina udowodnié, e okrag jest
homeomorficzny s wezlem swanym koniczynks (rys. 2). Tymcsasem aby praeksstalci¢
wesel na okra.g (czyli rozwiazaé wegel), naledy najplerw go roszciaf, nastepnie rozplataé
i na koficu skleié 5 powrotem.

. Ocsywiécie, aby wykazaé, fe dwie figury sa homeomorficzne, wystarcsy wskazal

prsykiad homeomorfizmu miedzy nimi (tak jak to prsed chwils robiliémy). Znacsnie
trudniej jest dowiedé, ie dwie figury homeomorficznymi nie sa. Jednym se sposobéw
postepowania w tej sytuacji jest snalesienie jakiejé cechy, ktéra jest jednakowa dla
dowolnych dwéch figur homeomorficznych, ale réina dla figur przes nas badanych.
Wlasnoéé jednakows dla dowolnych dwéch figur homeomorficsnych nasywamy
niezmiennikiem fopologicznym.

Praeéledémy opisany wyiej sposéb postepowania na kilku przykladach; poznamy pray
okaszji kilka prostych niezmiennikéw topologicznych.

Punkt 1 prosta. Ponlewai kaidy homeomorfizm jest bijekcja, wigc dowolne dwie figury
homeomorficzne maja tyle samo elementéw (liczba elementéw figury geometrycsnej
jest niezmiennikiem topologicznym). Ale zbiér zloiony 2 jednego punktu ma jeden
element, a prosta ma ich nieskoficzenie wiele ~ figury te nie sa wigc homeomorficsne.

Prosta i dwie proste réwnolegle. Prosta jest figura geometrycsna slofona s jednego
pkawatka”, natomiast dwie proste réwnolegle to figura sloiona s dwéch ,kawatkéw™.
oKawalki®, s ktérych zbudowana jest figura geometryczna, nosza naswe skladowych
spdjnych; figury majace tylko jedna skladows spdjna (skladajace si¢ 3 jednego
nkawalka®) - nagwe figur spéjnych. Moina wykasaé, ie homeomorfism prseksstaica
skladowe spdjne na skladowe spéjne, a zatem figury homeomorficzne maja tyle samo
skladowych sp&jnych (liczba skladowych spéjnych jest niezmiennikiem topologicsnym).
Ale, jak zauwaiyliémy przed chwila, prosta jest figura spéjna, a druga badana figura
ma dwie skladowe. Oznacza to, ie figury te nie s3 homeomorficzne.

Obydwa poznane do tej pory niezmienniki sa wprawdsie bardzo proste, ale ich
skutecznoé¢ jest niewielka; daden 3 nich nie pomoge nam np. w wykasaniu, ge

odcinek nie jest homeomorficsny z brzegiem kwadratu. Aby wiec wykasal, ie te

dwie figury rzeczywiécie nie s3 homeomorficzne, musimy ugyé nowego niesmiennika
topologicznego. Okaszuje sie, e doskonale do tego celu nadaje sig charakterystyka
Eulera. Charakterystyke Eulera definiujemy dla dowolnej figury geometrycznej bedacej
suma, mnogoéciows skoficzonej liczby punktéw, odcinkéw oraz wielokatéw wypuklych
(figury, majace opisana wlasnoéé, bedziemy nazywaé wielodcianami). Charakterystyka
Eulera wielodcianu P nazywamy liczbe calkowita x(P) =W — K + 8, gdzie W osnacza
liczsbe wierzchotkéw, K — krawedsi, a § écian wielodcianu P.
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PUNKT ODCINEK
. -—
W=1,K=0,5-0 W=2,K=1,5=0
x=1 xX=1
BRZEG KWADRAT
KWADRATU

% =1

POWIERZCHNIA
BOCZNA SZESCIANU

POWIERZCHNIA SZESCIANU

W=8,K=12,5-6
Rys. 3 1 2

Rys. 4 W=10,K=15 ,5=5
x= Q

Rys. 6

O innych niesmiennikach &
praecsytal w artykule K. Ciesielskiego
i Z. Pogody ,Topologia algebraiczna
- niezswykle polaczenie dsiedzin”
(Problemy 12/1088).

Dla lepszej ilustracji obliczamy charakterystyke Eulera kilku wielodcianéw (rys. 3).

Dla nas najwainiejsze jest to, e charakterystyka Eulera jest niesmiennikiem.
topologicznym, czyli Ze zachodzi twierdzenie:

Twierdsenie 1. Jeieli wiclodciany P i Q s3 homeomorficzne, to x(P) = x(Q)-

Korzystajac z tego twierdzenia mozemy latwo dowiedé, e odcinek nie jest
homeomorficzny z brzegiem kwadratu. Wystarczy w tym celu przypomnieé sobie,

e charakterystyka Eulera odcinka jest réwna 1, a brzegu kwadratu - 0 (rys. 3).

W podobny sposéb moiemy wykazaé, e kwadrat nie jest homeomorficzny 3 brzegiem
szefcianu.

Co prawda, charakterystyke Eulera zdefiniowaliémy jedynie dla ,wielodcianéw®, csyli
dla bardzo waskiej klasy figur geometrycznych, jednak dzieki twierdzeniu 1 mogna
jej uiywal przy badaniu znacznie bardziej skomplikowanych figur. Bedziemy prsy
tym wykorzystywaé nastepujaca wtasnoéé relacji ,bytia figurami homeomorficznymi®
(swana przechodniodcia):

Jeieli figura A jest homeomorficzna z figura B, a B jest homeomorficzna s figura C,
to réwniei A jest homeomorficzna z C.

Niech teraz W bedzie dowolna figura homeomorficzna z pewnym wielodcianem
(figury o tej wlasnodci nazywaé bedziemy wielodcianami topologicznymi). Dowolne
dwa wielodciany P, i"P; homeomorficzne z W 83 (na mocy whasnoéci przechodnioéci)
homeomorficzne miedzy soba, a zatem maja réwne charakterystyki Eulera
(twierdzenie 1). Moiemy wiec przyjaé nastepujaca definicje:

Charakterystykq Eulera wielodcianu topologicznego nasywa:ﬁy charakterystyke Eulera
dowolnego wielodcianu z nim homeomorficznego.

Dla lepszej ilustracji obliczmy charakterystyke Eulera kilku prostych wielodcianéw
topologicznych:

Okrag. Jak jui zauwaiyli§my, okrag jest homeomorficzny s brzegiem kwadratu, wiec
jego charakterystyka Eulera jest réwna 0.

Kolo. Jest homeomorficzne z kwadratem, zatem jego charakterystyka Eulera jest
réwna 1.

Sfera. Jest homeomorficzna z brzegiem szedcianu, zatem y = 2.

Pobocznica walca. Podobnie jak dla powierzchni bocznej szefcianu: x = 0.

Wastega Mébiusa. Z rysunku 4 wynika, e x = 0.

W podobny sposéb moina obliczaé charakterystyke Eulera coras bardsziej
skomplikowanych wielodcianéw topologicznych. Dla nas najwainiejsze jest to,

ie 5 wilasnodci przechodnioéci relacji ,bycia figurami homeomorficznymi® oras

= twierdzenia 1 wynika, Ze réwniez taka ,uogélniona” charakterystyka Eulera jest
niezmiennikiem topologicznym, czyli Ze zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenle 2. Jeieli wielodciany topologiczne P i Q s3 homeomorficzne,

to x(P) = x(Q).

Korsystajac z fego twierdzenia i wczedniejszych obliczet moiemy stwierdzié, ie okrag
nie jest homeomorficzny z odcinkiem oraz Ze sfera nie jest homeomorficzna s kolem.

Warto jednak w tym miejscu swrécié uwage na to, ie dwie figury geometryczne
moga mieé réwne charakterystyki Eulera, a mimo to nie by¢ homeomorficzne. Na
praykiad zarédwno wstega Modbiusa, jak i pobocznica walca majga charakterystyke
Eulera réwna 0, a mimo to nie 83 homeomorficzne. Dowéd tego faktu nie jest prosty
i wymaga uzycia kolejnego niezmiennika topologicznego, swanego jednostronnoécia
powierzchni. Pobocznica walca ma dwie strony, gdyz moina j3 pomalowaé dwoma
réinymi kolorami, jak na rysunku 5, a wstega Mobiusa tej wlasnoéci nie ma (jest
powierzchnia jednostronna).

Niestety, czgsto si¢ zdarza, ie badajac coraz bardziej skomplikowane figury musimy
uiywad coraz subtelniejszych niezmiennikéw. Ciekawych niezmiennikéw topologicznych
dostarcsa jeden z dzialéw matematyki - topologia algebraiczna.

Dlaczego wiec zajmujemy sig charakterystyka Eulera, zamiast poezukaé jakiegod
lepszego niezmiennika topologicznego? Powody s3 dwa. Po pierwsze — jest ona
wyjatkowo prostym niezmiennikiem topologicznym. A po drugie — mimo ujawnionej
wady jest stosunkowo skuteczna — w szczegdlnoéci umozliwia pelna klasyfikacje
dwustronnych powierzchni bez brzegu.
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Bardzo latwe, jesdli sie-jui zobaczy

Zadanie jest takie:

Jaki jest najwigkszy promieri r walca, kidry zmiedci sie

w otworze, powstalym pomiedzy trzema, params stycanymi,
walcami o promiensu R, majgcymi osie o kierunkach params
prostopadlych.

Jak to wida¢ na okladce (i na rysunku ponizej), takie trzy
jednakowe walce wyznaczaja w naturalny sposéb pewien
szedcian. Oznaczmy mianowicie przez AB, CD, i EF
najkrétsze, a wigc przechodzace przes punkty stycznodci,
odcinki laczace osie walcéw. Z tego, e najkrétezy odcinek
taczacy proste skoéne jest do nich obu prostopadly oraz

z zaloZonej prostopadlodci kierunkéw osi wynika, is lamana
zamknigta ABCDEF ma wszystkie katy proste i co trzecie
jej odcinki sa réwnolegle. Zatem skladajace sie na nia
fragmenty osi walcéw — odcinki BC, DE i FA - 83 tej
samej dlugoédci co odcinki laczace osie. Wezystkie maja
dlugoéé 2R. Gdy to spostrzezemy, wyobragenie sobie
nbrakujacych” wierszcholtkéw G i H szedcianu jest jui
kwestia chwili.

Zwréémy uwage na to, co ,dzieje sie® w szedcianie. Oté3
“szedcian, wraz z mieszczacymi si¢ w nim fragm~ntami
walcéw, ma of obrotowa — jest nia jego przekatna GH.

B

Jedli obrécimy szeécian wzgledem tej prostej o 120°, punkt
A przejdzie na C, C na E, E na A i podobnie Bna D, D
na F i F na B. Cala wiec figura (szeécian i walce) nalozy
sie na siebie i, gdybyémy nie oznaczyli punktéw literami,
nie moglibydmy jej odréinié preed i po obrocie. Wynika
stad, se wazystkie walce s3 tak samo odlegle od prostej
GH. Oznaczmy najblizazy GH punkt jednego z walcéw
przez P. Jedli bedziemy go obracali wokél GH, zatoczy on
okrag lezacy w plaszczyénie prostopadlej do GH, styczny
do wezystkich walcédw. Zatem walec o osi GH i promieniu
réwnym promieniowi tego okregu jest poszukiwanym
walcem o najwiekszym promieniu.

Oto uzasadnienie. Poniewai wsaystkie punkty stycznoéci
leza w jednej plaszczyinie, wiec najwieksza kulka, jaka
przejdzie przez otwdr miedzy danymi walcami, ma ten sam
promiefi co okrag przechodzacy przes punkty stycznodci.
Ale przes kaidy z poszukiwanych walcéw da sie przesunaé
kulka o réwnym mu promieniu. Zatem walec nie moge
mieé wiekszego promienia nig okrag przechodzacy przes
punkty stycznodci. Pozostaje jeszcze znalezienie tego
promienia. W tym celu wystarczy nam swrécenie uwagi
tylko na jeden walec w szedcianie i zrzutowanie tej figury
na plaszczyzne prostopadla do osi tego walca. Rachunki
tak proste, ze wstyd je przytaczaé, daja wynik
r=R(v2-1).

Zadanie zaczerpnalem ze sbiorku WU.&®. Hlapwirun, 3agaun no reoMeTpun, CTepeomeTpns, Bubnnoreuxa ,Keant", 31,
nHayka", 1984, M.K.
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M 577. Cay — + ol +...+ + — moze by¢ liczbg caltkowitadlal <m<n ?
m m+l1 n—1 n
Rozwiazanie na str. 6

M B78. Udowodnié, ie:

a) liczby postaci 23" + 1 sa parami wzglednie pierwssze,

b) liczb pierwszych mniejszych od n jest wiecej nis log, log, n.

Rozwiazanie na str. 7

M 579. Przypuéémy, ie wielomian P nie ma pierwiastkéw rzecsywistych. Wykazaé, ie

wielomian Q(z) = P(z) + —‘P—';Fl + P—“—:,-‘ﬂ + ... ted nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
Rozwiazanie na str. 12

Redaguje dr Krzysztof CHARCHULA

F 292. Shup ciecay w rurce barometru przedsielony jest niewielka ilodcia powletrsa
tworzacego przerwe, ktérej dlugoéé w temperaturze to = 0°C wynosi lp = 10 cm.
Znalefé rogmiar przerwy w temperaturse £ = 20°C.

Rozwiazanie na str. 11

F 293. Csastki plazmy o ladunku ¢ i masie m zostaja wstraykniete do wnetrza
toroidalnej cewki o duzym érednim promieniu R. Cewka wytwarza wewnatrz pole

magnetyczne lokalnie jednorodne o indukcji 3, skierowane prostopadle do przekroju
popraecgnego cewki (rysunek). Predkoéé poczatkowa czastek plasmy 7 jest niewielka

i skierowana wedlug kierunku pola B. Prazyjmujac (dowéd jest trudny), is csastki
plazmy beda kragyé po okregu o promieniu bliskim R, wykasaé, ge jednocseénie
beda unoszone w kierunku prostopadlym do plaszcsyszny torusa. Znalefé te predkoéé
unoszenia.

Roswiazanie na str. 10




artystsa.

Poniissy program rysuje na ekranie komputera sbiér Julii dla wielomianu
w(z) = Az(1 — ). Najlepsze efekty usyskuje sie podajac, w odpowiedsi

na pytania stawiane praez program, wartodci A o module rzedu 1, a czynnik
skali réwny 3 lub 4.

10 REM “"Program wyswietla zbior Julii®

<0 RANDOMIZE TIMER: KEY OFF: SCREEN O: LOCATE 1.1
30 INPUT "Podaj lambda (Re{L).,Imf{L})}z " gLX.LY
40 X=,500015 Y=0

S0 S=L XL KHLYHLY: LE=4
&0 INFUT “"Podaj «
160 CY=100z =2

N 1:COLOR 9.0

=1 TO 10: GOSUB 140: NEXT IX
CINT(SCH{X=.S)+CX) » INT{(ABSL{(CY-SCHY¥)})J},3

LY=—4#LY/S
1SC

llfu m_lJLIB 140

120 ON KEY (1) GOSUB 130: KEY(1) ON2 GOTD 100

130 END

AG0 TXeXe Tymys XmTXwlX-TYwl Y2 YaTXsLY+TYs X

150 X=1-X: T=¥Y: S=SOR(X+X+Y+Y)}? ¥Y=SQR((S—-X)/2): X=S@R((X+5)/2)
140 IF T<0 THEN X=-X

170 IF RND< .5 THEN X==-X& Y=-=Y

130 X=(1-X)/2: Y=Y/2

190 RETURM

Poniiszy program rysuje na ckranie komputera sbiér Mandelbrota.

Znaczenie parametrdw, o ktére program pyta uiytkownika, rostalo
wyjadnione w tekdcie gléwnym.

10 REM “Fraogram wyswietla zbior Mandelbrota"
20 KEY OFF: CLS: SCREEN 0F LOCATE 1.1
30 CX=140% CY=100

40 INPUT "Podaj liczbe iteracii (zero oznacza koniec): " 3 LIMX
=0 IF LIMX=0 THEN GOTO 2&0

50 INPUT "Kiedy zmienidc kalor (nil, n2, na3)7 "p NC1X%. NC2X, NC3%
70 INPUT "Podaj X-start { »= -2 ), X-stop ( <=1 ) t "3 X0, X1
20 INPFUT "Podaj Y-max ¢ <= 1.9 )}z "3 ¥M

90 DX=(X1-X0) /2/(CX-2.0001)3 DY=YM/(CY-1.0001}

100 SCREEN 1: COLOR 0,0

110 FOR 1X=2 TO 2%CX-3

120 X=(1 *DX+X0

130 FOR J¥%=1 TO C¥-1

140 Y=(1-J¥X)=DY+¥YM: COUNTX=1: ZR=X: ZI=Y

150 WHILE (COUNTXILIMYK)

160 . ZIR1=ZR: ZR=ZR1#IR1-ZI#ZI+X: ZI=2+IR1¥ZT+Y

170 IF ((ZR®ZIR+ZI+ZI)>4) GOTO 200

180 COUNTR=COUNT?+1

1%0 WEND R : - X T R S s
200 IF COUNT%<NC1% THEN COL=1 ELSE IF COUNTX<NC2X THEN COL=2 ELSE IF COUNTHINCEX

THEN COL=2 ELSE COL=0

210 PSET (1%.J%).COL: PSET (IX.ZeCY-2-Ji).C0L

220 NEXT J%: NEXT IX X e
530 DEF SEG=LHBS00: BSAVE "MANDSET."+STR$(LIMX).0,%H4000: DEF SEE

240 ON KEY (1) GOSUB 20
250 KEY(1) ON: GOTD 240
260 SCREEN O WIDTH S0
270 END "

Rys. 1. Wynik dzialania drugiego programu dla 35 iteracji, (ni,n3,n3) =
= (3, 8,35). Zakresy osi: pozioma: [—2; 1], pionowa: [-1,27;1,27|.

4

‘Komputer, papierowe kulki i fraktale

dr Pawet KRAWCZYK

Pojech fraktali przeiywa w ostatnich latach niebywala popularnoéé. Csytelnicy
Delty mieli moinoé¢ spotkania si¢ z nim juz kilkakrotnie (patrz w szczegélnodci
Delta 2/1986). Artykuly o fraktalach sa z reguly bogato ilustrowane rysunkami
wygenerowanymi przez komputer. Nic w tym dziwnego, gdyi w rysunkach fraktali
kryje sie swoiste piekno. I tak, dzieki matematyce wyiszej komputer moie stal sie

Warto sobie zdawaé sprawe z tego, ie pelne
uwidocznienie piekna fraktali wymaga, niestety,
bardzo drogiego sprzetu. Konieczny jest do

tego komputer wyposazony w kolorowy monitor
wysokiej rozdszielczodci i charakteryzujacy sie duia
predkodcia obliczefi. Zamiast dowodu proponuje’
poréwnanie barwnej fotografii z okladki Delty
2/1986 z jednokolorowymi figurami wewnatrs tegos
numeru. Nie chodzi tu zreszta wylacznie o doznania
estetyczne. Duia moc obliczeniowa potrzebna

jest szczegblnie wtedy, gdy chcemy badaé jedna

z charakterystycznych cech wielu znanych fraktali
- samopodobiefistwo, czyli powtarzanie si¢ takich
samych struktur we wszystkich moiliwych skalach.

Ci z Czytelnikéw, ktéray maja dostep do komputera
osobistego, moga latwo przekonaé sie o shussnoéci
powyiszych uwag eksperymentujac  dwoma
programami, ktérych tekst zamieszczono obok.
Programy te zostaly napisane w jezyku BASIC
przystosowanym do komputera IBM PC/XT

z kolorowym monitorem i karta graficzna CGA
(Czytelnicy dysponujacy innym komputerem

z latwodcia zaadaptuja je do swoich potrzeb).
Pierwszy z programéw rysuje zbiory Julii dla
wielomianu w(z) = Az(1 — z), drugi - nieco

bardziej skomplikowany — zbiér Mandelbrota « °.
powigkszenie jego fragmentu. Drugi program doorze
ilustruje technike stosowana do otrsymywania

"efektownych, kolorowych rysunkéw fraktali. Jak

wiadomo, zbiér Mandelbrota jest sbiorem licsb
zespolonych A, dla ktérych ciag

(1) Wit1 =wi+ A, wo=0,

jest ograniczony. W programie warunku tego

nie mozemy, oczywidcie, sprawdzi¢. W zamian

za to sprawdzamy, czy po pewnej skolficzonej
liczbie iteracji modul wg nie przekracza 2 (moina
udowodnié, ze jeéli dla pewnego n sachodszi |w.| > 2,
to ciag (1) jest rozbieiny). Na ekranie monitora
zaznaczamy réinymi kolorami punkty, dla ktérych
|wn| przekracza 2 przy réinych wartodciach n:
n<n,n<n<nzing <n < nj, ajesscie
innym kolorem punkty, ktérych nie mozemy
wykluczyé po ng iteracjach. Wynik takiego
dzialania jest niezwykle efektowny. Niestety,
ograniczenia techniczne nie pozwalaja nam na jego
zaprezentowanie w kolorze. Rysunek 1, bedacy
kopia ekranu, w ktérej réine odcienie szaroéci
reprezentuja réine kolory, odbiega daleko pod
wzgledem estetycznym od oryginalu. Nawet
jednak taka kopia wyréinia si¢ na tle rysunku 2
przedstawiajacego wynik pierwszego programu
(ktéry, w gruncie rzecsy, wykorzystuje grafike
monochromatyczna).
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Rys. 2. Wynik dsialania pierwssego programu dla A = —0,5 — i. Czynnik
skali wybrano réwny 3.

Rys. 3. Powickszenie ,glowy iuka” £ rysunku 1. W programie drugim
wybrano nastepujace wartodci parametréw: 105 iteracji, (ny,na,n3) =

= (20, 40, 105), of posioma: [—1,46; —1,36], of pionowa: [0, 0365;0,0365].

Widoczne sa jui efekty skoficzonej dokladnodci obliczen.

A jak jest 3 moca, oblicseniows komputera

IBM PC? Do wygenerowania rysunku sbioru
Julii 2a pomocsa pierwssego programu wystarcsy
uruchomié go pod interpreterem jesyka BASIC
i poczekaé kilka minut. Na rysunek sbioru

~ Mandelbrota trzeba jednak prsy takiej metodsie

czekad nieznoénie dlugo. Dlatego tei rysunek 1
wykonano za pomoca skompilowanej wersji
drugiego programu (co skraca csas wykonania okolo
dsziesigciokrotnie). Aby wygenerowal rysunek 3
przedstawiajacy powigkssenie ,glowy fuka”

(ok. 35 rasy) s rysunku 1, nawet skompilowany
program musi dsiataé prses kilkadsiesiat minut.
Przy wiekesych powigksseniach csas dsialania
programu jeszcze sig¢ wydiuia, tym bardsiej e
trzeba swickssy¢é dokladnoéé obliczen. Jest jasne,
te tysiackrotne powigkssenie snajduje si¢ poza
zasiegiem moiliwodci (chyba fe prsepissemy -
program na jezyk efektywniejszy nis BASIC, np. C;
pozwala to swiekszyé wydajnoéé o csynnik rsedu 10).

Ekran monitora csy tei podiacsona do

komputera drukarka nie s3 jedynymi miejscami,

w ktérych wystepuja fraktale. Prseciwnie, wiele
argumentéw wskazuje na to, ie s one powssechne
w otaczajacym nas éwiecie. Krajobras pasma
gérekiego, uklad galesi drzew, ksztalt plamy
atramentu na bibule - modelami matematycsnymi
wszystkich tych obiektéw moga byé wiadnie fraktale
(patrz Delta 10/1989). Niektérzy entusjadci uwaiaja
wrecz, te nie ma wladciwie sadnej klasy sjawisk,
w ktérej opisie nie ujawnialyby sig w jakid sposéb
struktury charakterystyczne dla tych dsiwnych
tworéw geometrycznych. Jeéli tak mialoby byé
naprawde, moglibyémy sostawi¢ komputerowe
studia fraktali posiadacsom najlepssego sprzetu,

a sami zajaé si¢ badaniem fraktali fisycsnie
wystepujacych w dwiecie.

Wdzieczny i szeroko dostepny obiekt takich badafi
gostal zaproponowany przes M.A.F. Gomesa

(Am. J. Phys. 55 (1987) 649) w postaci swyklych
kulek wykonanych 3 dobrse pomigtego papieru.

Na pierwszy rzut oka opis w jezyku fraktali jest tu bardzo adekwatny — rzecsywisty

(2)

postaé:

®3)

(4)

(5)

B OBERIER <

ksstalt papieru tworzacego kulke jest niezmiernie skomplikowany i w snacsnym
stopniu wykazuje podobiefistwo w réinych skalach. Zastanéwmy sie, csy hipotese

o fraktalnej geometrii papierowych kulek moina zweryfikowaé doéwiadczalnie. W
tym celu zauwaimy, ze gdyby nasze kulki byly wykonane s ,porzadnego® materialu o
ciaglym rozkladzie masy i stalej gestoécl p, ich masa wyrazalaby si¢ wsorem

M=—1R"p,

gdzie R jest promieniem kulki. Jesli natomiast mielibydmy do csynienia
s dwuwymiarowym odpowiednikiem kulki, czyli kolem o promieniu R, wsér prsybralby

M =xR?%

(tym razem p powinno mieé interpretacje gestodci powaerschmowej), by wresscie dla
kuli jednowymiarowej, czyli odcinka o dlugodci 2R, staé sie

M =2Rp.

Wezystkie te wzory moiemy zebraé w jeden, jeieli wprowadzimy do nich wymiar d
kuli. MoZna wéwczas napisaé, ie

R=k -MY4,

prsy czym wiadomo, e wspélczynnik k jest proporcjonalny do (1/p)*/%. Tak
otrsymany swiazek moina jus uogélnié na przypadek geometrii fraktalnej. W tym
wypadku d staje si¢ wymiarem fraktalnym i moie przyjmowaé dowolng wartodé
rsecsywista. Jakiej wartodci d moiemy spodziewaé sie dla naszych papierowych kulek?
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Roswiasanie sadania M BTT. Jeieli
# i w sa nieparzyste orazs s < w, to
2%.80<2% - (s +1)<2%-wis+1

jest parzysta. To pokazuje, ke miedzy
dwiema liczbami, w ktérych rozwiniecie
na csynniki pierwsse 2 wchodszi

z wykladnikiem a, zawsze snajdszie sig
liczba, w ktérej rozwiniecie 2 wchodsi
1 wykladnikiem wickszym od a. Stad
wirdd liccb m,m+1,... ,n—-1, n
jest dokladnie jedna liczba k, do

ktérej rozwiniecia licsba 2 wchodsi

+ maksymaloym wykladnikiem S8.
Oznaczmy preez W najmniejssa
wepdlna wielokrotnodé licsb od m do n.
Mamy

1
—+...+

E
3~

S SESRNE ]

-—_m m+1

W roszwiniecie W lic‘:;)n 2 wchodsi

& wykladnikiem §8, natomiast weszystkie
liczby = licznika, oprécs ¥-, sa
parzyste, stad licznik jest nieparzysty,
a mianownik parsysty. Zatem nie jest
to liczba calkowita.

Jest ocsywiste, ie d nie moie byé wicksze nii wymiar psinej kuli, csyli 3. Z drugiej
strony, tak naprawde kulki wykonane s3 s kartki papieru, ktérej wymiar wynosi 2
(odpowiada to wymiarowi topologicsnemu fraktala). A satem

(6) 2<d<3.

To jui wesystko, co moina powiedziel o wymiarze fraktalnym papierowej kulki bes
uciekania si¢ do salogeri modelowych, np. o rsecsywistym ksstaicie prsyjmowanym
przes kartke. Okredlenie d musi wigc byé kwestia dodwiadcsenia. Proponuje, aby
Csytelnik wykonal takie dodwiadczenie. Moze ono przebiegaé nastgpujaco: Naleiy
najplerw praygotowal sestaw kawaltkéw papieru o réinych, lecs snanych masach. Jest
to wymég doéé klopotliwy ze wigledu na lekko#é papieru i swiasana s tym trudnosé

w jego wadeniv. Istnieje jednak prosty sposdb, by sobie poradsié. Wystarcsy wsial
dwie identyczne ,kartki® papieru (np. dwie kartki tej samef gasety, s grubssa podobnie
sadrukowane), po csym jedna z nich prseciaé na dwie polowy. Jedna 2 poléwek jesscse
ras prseciaé na pél itd., itd. Jedli mase najmnicjszego s tak utworsonych kawatkéw )
prsyjaé sa jednostke, to dostaniemy ciag n + 1 kawalkéw o masach 2° (¢ = 0,1,...,n).
Ocsywidcie, ten zbiér moina rozszerayé. Wystarcsy waial jesscse jedna kartke

i podsieli¢ ja w innym stosunku.

Po uporaniu si¢ z problemami pomiaru masy musimy sporsadsié¢ kulki. Trseba przy
tym sadbaé, by kulki sporsadzaé w zblifony sposéb, a wiec np,, by pomiaé kaidy
kawalek papieru w réwnym stopniu, Zeby #ciskaé kulki 3 jednakows, sils, itp. Teras
wystarcsy jus swykla linijka, aby zmierayé drednice kulek, i kalkulator, aby dla kagdej
kulki obliczyé pare (log M, log R). Oznaczmy nastepnie na papierse milimetrowym lub
nawet na kratkowanej kartce wszystkie punkty odpowiadajace tak utworsonym parom.
Pojawia sie pytanie: jak uloZg sig nasze punkty? To proste, odpowie ktod, poniewai
réwnanie (5) moina przepisaé w postaci:

('I'] logR=logk+ z log M,

a wiec — jedli nasza hipoteza o frakialnym charakterze kulek jest prawdsiwa —
wesystkie punkty beda leieé na prostej o réwnaniu y = 3z + log k. Niestety, wniosek
ten jest bledny i byloby bardzo dziwne, gdyby punkty dodwiadcszalne rzecsywidcie

byly wspélliniowe. Musimy bowiem pamietaé, Ze w przebiegu kaidego, a wiec

i naszego, dodwiadczenia dziala ogromna liczba czynnikéw zaklécajacych pomiar.
Przykiadowo, mimo najlepszych checi nie jestedmy w stanie sapewnié identycsnych
warunkéw formowania kulek; kulki nie s3 réwniez idealne - pomiar ich promienia
saledy troche od orientacji kulki i linijki. Czynnikéw tego typu nie jestedmy w stanie
kontrolowad, a ich wplyw uwszgledniamy zakladajac, ie powoduja one prsypadkowy
rozrsut wartodci miersonej woké! wartodel rzecsywistej. A satem, wynik Twojego,
Csytelniku, dodwiadczenia wygladaé bedzie zapewne podobnie do wykresu s rysunku 4.
Widaé, e punkty dodwiadczalne leia w pobliZu pewne]j prostej, ale jak znalefé jej
réwnanie? Odpowiedf nosi nazwe metody najmniejszsych kwadratéw. Rozswaimy sespél
n pomiaréw pewnych wielkodci z i y, ktére zwiazane 83 liniows saleinodcia y = az + b
(w naszym przypadku z = log M, y = log R). Utwérzmy sume S kwadratéw réinic
wielkoéci y: bezpodrednio mierzonej w i-tym pomiarze, y = y;, oraz wynikajacej s
t-tego pomiaru wielkodci z, y = az; + b:

b ]
(8) S = Z(y.- ~ (az; + b))
=1
»Whdciwa® prosta jest ta, dla ktérej S przyjmuje wartodé minimalna, a wiec znikaja
pochodne czastkowe liczone wzgledem wspélezynnikéw a i b:
i =0 29 = 0.
3a ab
Csytelnik z latwodcia moze rozwiazaé te réwnania i dostaé nastepujacy wynik
L " n n n n n
Z:z.-_z:y.-—nzz.-y.- Z:'z.-_}:z-m—_):wf,ﬂ
(10) a= =1 - =1 5 [il y b= =1 :—-l 5 n=1” =1
(Ez;) -ny z? (2:;) -n) 2?
=1 i=1 =1 =1
Moina réwniei ocenié, o ile tak wyznaczone wielkodei a i b réinia sig od ich wartodci
rzecsywistych. Okazuje sie, Ze 3 prawdopodobiefistwem okolo 67% modul réinicy
wysnacgonej i rzeczywistej wartodci a wynosi co najwyiej

(11) Ac= (;3_- 2

SE)

=1 i=1

gdsie is?ziy?—aiz;y;—biw.

=1 =1 i=1 =1



Roswiasanie sadania M 578.

a) Dowdd wynika stad, ie

jedeli 227 = —1(modp), to

51 Jipis 08 [2"""}"'t = 1(modp),

b) Z kaidej = liczb postaci 2%° + 1,

mniejszej od n, wefmy po jednej liczbie

pierwszej z jej rozwiniecia na czynniki.
a) wynika, ie te liczby pierwsze sa

parami réine, stad liczb pierwszych

mniejszych od n Jent co najmniej tyle,

ile liczb postaci 2’ + 1 mniejszych

od n.

Analogiczna wielkodé dla parametru b wynosi:

5

(12) Ab = (n__zgé)nzz:"(): ),,

=1

Wielkoéci Aa i Ab s3 dobra miara bledu miersonych parametréw a i b. Piszemy na
ogdl
8 = Gmiersone T Aa.
Uiywajac powyiezej metody moiemy wysznaczyé wymiar fraktalny d i jego blad.
Hipoteza o fraktalnym charakterze kulek papierowych bedzie uzasadniona, jedli
Ad

=

Oczywiécie, powysisze rozwasania nie uwsgledniaja mosliwych bledéw systematycznych
(np. mocniejszego éciskania duzych kulek niz malych). Aby zminimalizowaé tego

typu efekty, moina np. wykonaé opisane dodwiadczenie w grupie kilku oséb. Nalezy
jednak zadbaé, aby wszyscy dysponowali takim samym rodzajem papieru. Okazuje sig
bowiem, Ze wymiar fraktalny d jest réiny dla réinych rodsajéw papieru. Czytelnik
mosge sig o tym sam przekonaé i sprébowaé wyjaénié te zaleinodé. A moie istnieje
korelacja miedzy jakodcia i ilodcia informacji zawartej na papierze a jego wymiarem
fraktalnym?

Rys. 2

. Rys. 3

Listy prosimy przysyla¢ pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fizykéw
Wydsial Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego

ul. Hoia 69, 00-681 Warszawa.

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKOW

Drodzy Conkowie ¢ Sympa!ycy Klubu!
Przypominamy, Ze co miesige przyznajemy nagrode ksigzkowq dla autora najciekawses
opracowanego rozwigzania postawionych zagadnien.

Dsid proponuje sbadanie obiektu fizycznego, ktéry wyglada niestychanie prosto,

a dopiero w doéwiadczeniu objawia cale bogactwo swoich wladciwodci. Ale do rzeczy.
Beda nam potrazebne nastepujace

Materialy i preyrzady

1. Pret (lub rurka metalowa) cienki w stosunku do swojej diugosci.

2. Cienki sznurek lub nitka (w zaleinoéci od cieiaru preta).

3. Miotek i dwa gwoddzie oraz solidne podioie, w ktére je wbijemy (np. zamocowana
nieruchomo deska).

4. Nogyczki.

5. Stoper lub zegarek z sekundnikiem.

Zgromadsziwszy je moiemy przystapi¢ do nastepnego etapu przygotowaﬁ ktérym jest
Konstrukcja obiektu fisycznego

Bedsie nim pret zawieszony poziomo na nitkach jak na rysunku 1. Uwaga: jeden
wezel jest zawiazany na poziomej nitce, ktéra obejmuje pionowa, a drugi odwrotnie.
Pozwoli nam to smieniaé ksztalt zawieszenia regulujac diugoéé poziomego odcinka
nitki (rys. 2). Gdyby wezly zbyt latwo sie rozlufnialy, naleiy je wiazaé podwéjnie
(swlaszcza na poziomej nitce). Aby wyniki naszych doéwiadczer byly poréwnywalne,
proponuje uiyé pionowych odcinkéw nitki o dlugoéci dwukrotnie wigkszej od dlugoéci
preta. GwoZdzie wbijamy w odleglodci dokladnie réwnej dlugoéci preta I. Wymiary
otrsymanego obiektu podaje rysunek 3. Dhugoéé z poziomej nitki mozemy zmieniaé
w granicach od zera do 1.

A teraz pora wyjaénié, ie przeprowadzimy

Badanie drgaf preta

Przez drgania bedziemy rozumieli zaréwno wahania wzdhuz i w poprsek preta, jak

i drgania skretne preta wokét osi pionowej lub poziomej. Bedziemy ograniczali sig

. do drgafi o malej amplitudsie (niewielkie wychylenia) i wykonamy pomiary

csestodcl réinych rodsajéw drgant w zaleinodci od dlugodci z poziomego odcinka
nitki. Sscsegblnie interesujaca bedsie sytuacja, kiedy jakied dwa drgania beda
mialy czestodci réwne lub bardzo bliskie. Wiedy pobudzajac drganie stanowiace
kombinacje obu tych drgafi bedziemy obserwowal ciekawe efekty — naleiy je opisaé
i w miare mosliwoéci wytlumaczyé. Osoby szczegdlnie ambitne (i kompetentne) moze
sainteresowad
Préba opisu teoretycznego
Jest to sadanie nielatwe i nie nalesy sie martwié, jegeli sie nie powiedzie. Niektére
3 obserwowanych drgafi moga, latwiej daé sie opisaé niz inne. Oczywiécie, otraymawszy
opis teoretyczny poréwnujemy przewidywana przez ten opis zaleinoéé czestodci drgafi
od z z wynikami doéwiadczalnymi. Powodsenia!

Redaguje doc. dr Jan GAJ



Czerpaé

wode
sitem

Wyrazenia ,czerpaé wode sitem” lub ,laé
wode w sito” oznaczajg w przenoéni czynnosé
bezcelows, zmarnowany wysilek.

W naszej literaturse moina snalefé takie oto, mote niesbyt
fortunne, prsyklady utycia tych prsenodni:

Wi Reymont; mdéwid do kobiet rosumnie, to lof wod¢ w sito;

A. Fredro: cheied dsicwesyng ne swoje kopyto praerobid - to jest
sitem wodg cxerpad.

A jednak... w jednym z poprzednich.—n_umeréw
Delty poznali$my juz jeden ze sposobéw na

to, aby wode w sicie przeniesé: wystarczy ja
przedtem zamrozié. Ale i w stanie cieklym mozna
wode réwniez nosié¢ w sicie! Nie wierzycie? —
sprawdzcie sami. Potrzebne bedzie metalowe sitko
i troche roztopionej parafiny (kawalek dwieczki).
Zanurzcie sito w parafinie i strzaénijcie jej
nadmiar, tak by pozostaly otworki (te zasklepione
moina przekhué szpilka). Do takiego sitka mozna
teraz powoli nalewaé wodge i nie bedzie ona
wyciekad.

Aby wytlumaczy¢ te ,sztuczke” — zacznijmy

od przypomnienia, Zze miedzy czasteczkami
cieczy dzialajg sily Van der Waalsa. Sg to sily
typu elektromagnetycznego, o zasiegu rzedu
10~? m, ktére powoduja, iz czasteczki cieczy sig
przyciagaja (choé nie moga sig do siebie zblizyé
dowolnie blisko, bowiem dla odlegloéci rzedu
promienia atomu czy czasteczki sily te staja sig
odpychajace). To wlasnie sily Van der Waalsa
powoduja, iz czasteczki cieczy znajdujace si¢ na
jej powierzchni w warstwie o grubosci ~ 10-° m
wciagane sa do wnetrza cieczy. Jest to Zrédlem
napiecia powierzchniowego, ktére zalezy od
rodzaju cieczy i jej temperatury, jak réwniez od -
o$rodka gazowego, w ktérym ciecz sie znajduje.

~Maia aelic

Dla przykladu napigcie powierzchniowe wody
w powietrzu wynosi:
temperatura napiecie powierzchniowe
20°C 72,75-10~° N/m
100°C 58,9 -10~3 N/m
Doswiadczenie pokazuje, e w miare wzrostu
temperatury napiecie powierzchniowe maleje, by
stad sie réwne zeru w temperaturze krytycznej,
czyli wtedy, gdy zanika réznica miedzy ciecza
a parg nasycona.

Zeby zrozumieé zachowanie sie¢ wody w sitku,
trzeba jeszcze rozwaiyé, co dzieje si¢ na granicy
ciecz — naczynie, w naszym przypadku -

na granicy woda — parafina. Tu z kolei sily
dzialajace pomiedzy czasteczkami cieczy i ciala
stalego wywolujg zjawisko przylegania. Za miare
przylegania cieczy do ciala stalego mozna przyjaé
prace potrzebng na oderwanie cieczy od ciala
stalego na jednostkowej powierzchni. Okazuje
sie, ze dla pewnych kombinacji ciecz — cialo

stale energetycznie korzystniejsze moze byé
zmniejszenie powierzchni stykania sie cieczy

z cialem stalym, a za to zwigkszenie powierzchni
swobodnej ciala stalego. W ten sposéb zachowuje
sie wlasnie woda w zetknieciu z parafing.
Méwimy, ze woda nie zwilza parafiny. To zas$,
czy ciecz zwilza, czy nie zwilza danego ciala
stalego, decyduje o ksztalcie powierzchni cieczy
w poblizu écianki naczynia, a wiec o ksztalcie
menisku. Dla cieczy niezwilzajacych menisk

jest wypukly, dla zwilzajacych — wklesty. Jesli -
za$ powierzchnia cieczy jest zakrzywiona, to
ciénienie pod taka powierzchnig jest inne niz
pod powierzchnia plaska. Pod wypuklym
meniskiem powstaje pewne dodatkowe ciénienie
(pod wklgslym - cisnienie jest mniejsze)

réwne Ap = 22, gdzie o jest napigciem
powierzchniowym, a R — promieniem krzywizny
menisku (dla powierzchni plaskiej R = oo).

" Mozna to doswiadczalnie sprawdzié, zanurzajac

w naczyniu z woda waska (wloskowats) rurke
szklang otwarta z obu stron (rys. 1a). Woda
zwilza szklo, a wigc podnosi si¢ w rurce wyzej niz
w naczyniu, tak by slup wody mégl zréwnowazyé
powstaly niedomiar cisnienia. Jesli rurke

przed zanurzeniem w naczyniu wytluscimy lub
wyparafinujemy (rys. 1b), to woda w rurce
opadnie ponizej poziomu wody w naczyniu (tym
razem woda nie zwilza rurki).



Rys 1a. Ciecs swilia rurke.

A wiec juz wiadomo, dlaczego w parafinowanym
sitku mozna nosié wode¢? Podstawows role
odgrywa tu fakt, iz woda nie zwilza parafiny.
Powstaly w oczkach sitka menisk jest wiec
wypukly (rys. 2) i wiaze sie z wytworzeniem
ciénienia skierowanego ku gérze, ktére moze
zréwnowazyé cisnienie stupa wody znajdujacego
si¢ ponad nim, w sitku. Z warunku réwnowagi
ciéniefi obliczymy, ile wody mozna nabraé

do sitka.

Rys. 2. Menisk wody w parafinowanym sitku.

Rys 1b. Ciecs nle zwilia rurki.

Jesli oznaczymy: h — wysokoéé wody w sitku,
p — gestosé wody, g — przyspieszenie grawitacyjne,
to otrzymujemy:

‘20

r-pgh, stad h—-RTS.
Przyjmujac, ze promieri menisku jest réwny
polowie érednicy oczek i jest rzedu 0,5 mm,
mamy: ; -

h=3cm.

A teraz sami sprébujcie zaobserwowad
i wytlumaczy¢ inne, zabawne efekty sit

~ przylegania i napiecia powierzchniowego:

a) lekkie ciala plywajace na powierzchni cieczy
w niewielkiej odleglodci , przyciagaja si¢”,
jesli oba s3 zwilzane lub niezwilzane przez

‘ciecz. Jesli jedno jest zwilzane, a drugie — nie,

to ,przyciaganie” nie wystepuje;

b) kropla wody w stozkowatej rurce szklanej
porusza sie ku wezszemu koricowi rurki, natomiast
kropla rteci — ku szerszemu.

Malg Delte przjga;owah'
Krzysztof CHARCHULA i Lidia GOETTIG

Patrz w niebo

Prsegladajac katalog gwiazd o najwiekszym ruchu wlasnym (tj. najssybciej

przemieszczajacych si¢ po niebie) moina znalesé dwie gwiasdy dziewiatej wielkodci

poloione o 1° na wschéd od v Wagi, ktére dzieli odleglodé katowa 5' i ktére razem
wedruja po niebie z predkodcia 3767 na rok. Ich symbole wedlug rozmaitych
katalogéw sa nastepujace: Washington 5583 i 5584, albo GC 20393 i 20394, albo
SAO 159066 i 1569067. Gwiazdy te (podkarly typu KO) w zasadzie nie wyréinialyby
si¢ nicsym wyjatkowym, gdyby nie fakt, e od poczatku (a skatalogowano je

; Pierwesy raz w 1847 r.) byly trudnodci z wyznaczeniem ich paralaksy (odleglodci).

- Mianowicie na podstawie zdjeé wykonanych na poczatku obecnego wieku za pomoca,
dlugoogniskowych refraktoréw réine obserwatoria otrzymywaly wartoéé paralaksy

w granicach od 0,029 do 07048. W gruncie rzeczy rozbieinofci te nie powinny -
dziwié, poniewaé mierzona paralaksa okazala sie — jak widaé — mala. Dziwne jednak
bylo, ge jak na gwiazdy o tak duzym ruchu wlasnym sa one tak odlegle. Okolo

roku 1970 nowsze pomiary potwierdzily rezultaty z poczatku wieku - paralakea zostala
wysnaczona na 07030 £ 0’006, a wiec odleglodé owej pary gwiazd jest rzedu 30 pc.

Ale to jeszcze nic. Ot pomiar predkoéci radialnej tych gwiazd (na podstawie
sjawiska Dopplera) wykazal, e oddalaja sie one od Slofica 3 predkoécia 300 km /s,

co w zestawieniu z ich ruchem wlasnym i odleglodcia daje peing predkodé

650 + 80 km/s wzgledem Slofica! Tak szybkich gwiazd nie powinno byé w ogéle,
-gdy# nawet po uw:gledmamu ruchu Slofica w Galaktyce ckazuje sig, fe dwie gwiazdy
w Wadze maja wzgledem Galaktyki predkodé 470 km/s, podczas gdy do uciecski

z Galaktyki wystarcgy 320 km/s.

Nasuwa sig zatem przypuszczenie, Ze sa to gwiazdy praybyle spoza naszej Galaktyki,
a wiedy chcialoby sig¢ wiedzieé: skad? Na podstawie istniejacych juz danych moina
odtworsyé wstecz trase tych dwu osobliwych gwiazd, ale przy mniej lub bardasiej
jawnym zaloieniu, Ze nie zostala ona zaklécona przez oddzialywanie ze strony
poszsczegblnych gwiazd naszej Galaktyki. PoniewaZ nie ma na to gwarancji, wynikiem
nie jest punkt, lecz caly obszar na niebie, skad wedrujace gwiazdy mogly przylecieé

- rogciaga si¢ on od Cefeusza do Lutni. Prawdopodobnie z ktérejé tam poloionych
galaktyk przybylo tych dwoje wedrowcdw.

dr Tomasz KWAST
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Tozsamosci Eulera mgr Jarostaw GORNICKI

Podstawowe wlasnodci funkcji ¢, w tym
hipoteze Riemanna, preedstawili

E.T. Whittaker, G.N. Watson w Kursie
analizy mafu'scj ce.Il, PWN 1068,

Roswiasanie sadania F 298.
W stalym jednorodnym polu
magnetycznym ruch czastki
naladowanej jest zloieniem ruchu po
okregu prostopadlym do kierunku
pola B, zachodzacego & czestodecia
" cyklotronows w = ¢B /m oras
ruchu prostoliniowego ze stala,
predkodcia (skladowa réwnolegia

do wektora B ). Mimo ie w chwili
pocsatkowej nie mamy jesszcze ruchu
cyklotronowego (nie ma skladowej

predkodci prostopadilej do E’, sila
Lorentza réwniei wynosi zero), to ruch
ten pojawi si¢ jui po infinitezymalnie
krétkim czasie At (patrz rysunek),
pojawi si¢ réwniei sila Lorentza.

%
Vit=0)
A . ~. _V{at)
(t= UJ ‘Q '
el
R “??rj gt
.z_.'_____.__r__._ 0,
| |
L § )

Moina pokazaé (patrz margines na
stronie 12), ie jedli predkoéé v € wR,
to czastki poruszad sie beda po orbicie,
ktéra wynika ze zloienia ruchu po
okregu o promieniu bardzo bliskim R

i ruchu cyklotronowego z crestodcia

w wokél linii pola B (po okregu o
promieniu v? /(w?R) € R). Ale to nie
wazystko.. Jedli ceastki poruszajsa sie po
okregu o érednim promieniu R, to musi
wystapié sila dodrodkowa utrzymujaca
je na tej orbicie kolowej. Jest to
skladowa radialna sily Lorentza. Daje
ja skladowa predkodci vy, poniewai ﬁ
ma kierunek styczny do okregu. Stad:

2 2

mR” = Bv,q ,cxyli v, = ;”;:—B &

Jest to wladnie frednia predkodé
unoszenia plazmy w kierunku osi z,
poza plaszczyzne torusa.

Osiagniecia Leonharda Eulera (1707 - 1783) w matematyce sa tak wielkie, de trudno
jest wekazaé najwainiejsze z nich. Przyjrzyjmy sie kilku tozsamoéciom.

W teorii licsb waéna role cdgrywa funkcja, zwana obecme funkcjg ,dzeta” Riemanna

(1) s(s) = E =

Rozwaimy ja dla 1 < s. Wéwczas szereg po prawej stronie (1) jest zbieiny, co wynika

2 oszacowania
i%<1+2[ —

k=1 k—ﬁk 1

Zaskakujacy swiazek funkcji ¢ = wezystkimi liczbami pierwszymi p; < p2 < ... odkryl

‘Euler (1737r.) w postaci réwnoéci

(2) Zk' 1-.[(147)

Réwnoéé ta stanowi podstawe ana.htycsnej teorii liczb. Aby ja sprawdzié, zauwaimy, e
Po prawej stronie (2) wystepuje iloczyn sum ciagéw geometrycznych
1 1
1+ i + —F o +...= e -
AN A 1-3¥%
Poniewai wystepujace tu szeregi geometryczne o wyrazach dodatnich sa, sbieine (ich
sumy 83 skoficzone), wiec mosemy je mnoiyé wyraz po wyraszie. Otrzymamy wtedy

co 1 '
3 =
( ) H (1_}%{) Z(P?’P;’p:’...p:{" 2

k=1

k=1,2..., s>1.

gdsie sumowanie rozciaga sie na wszystkie mozliwe réine kombinacje wykladnikéw
Q1,03,...,0m, m=1,2,. ... Wobec jednoznacznoéci rozkladu liczb naturalnych
na csynniki pierwsze, szereg po prawej stronie réwnoéci (3) jest identyczny

3 sseregiem (1), co dowodsi poprawnoéci wzoru (2).

Z réwnoéci (2) wynika réwnies, se liczb pierwezych jest nieskoficzenie wieie.

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem wartodci funkeji

1 1
g(2)—1+22 32+

W latach 1728 - 1729 obliczono ja 3 dokladnoécia do 0,01 (Ch. Goldbach,
D. Bernoulli), zaé w 1730 r. James Stirling podal wartoéé tej sumy z oémioma
dokiadnymi snakami dsiesietnymi. Dopiero Euler (1735 r.) obliczyl kolejno, 3e

Sl il _x?
;(2)_1+§;+3—2+..._F,
1 1 rt

¢(4) Itk g t...=or,

a% do wartodei ¢ (12).

Oto elementarne uzasadnienie réwnodci

Punktem_ wyjécia bedzie nieréwnoéé

sinz<z<tgz prawdziwa dla 0<z< ;

Z niej latwo otrzymujemy

2 1 2 3
ctg z<-z—3€1+ctg z, 043(5.
Jegeli nieréwnoéci te wypiszemy dla liczb z; = ﬁ, k=1,2,..., m, anastepnie
dodamy je stronami, to otrzymamy
m
kx (2m +1)?
*Z:ctg = +l{ 7 ; <m+thg —"r—
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Gdybyimy chcieh wykorsysta® ten
wsér do obliczenia wartofel » = duks
dokladnodécia, warto sastosowad
n»Prayspiessenie (sumowania)”

preedstawione w Delcie 9/1988.

Roswiasanie sadania F 303.
Ciénienie w praerwie & powietrsem
réwne jest cigiarowi slupa cieczy
nad praerws podzielonemu przes
powierschnie¢ prsekroju rurki. Pray
smianie temperatury smieni sig
saréwno wysokodé slupa ciecsy, jak
i jego gestodé, ale masa i cigiar
pozostang takie same. Poniewas
rozszersalnodé cieplna rurki moina
saniedbaé (wobec rozszersalnodci
cieczy), wiec cifnienie w przerwie
pozostanie bes smian. Stosujac

do powietrza réwnanie stanu gazu

doskonalego (pV ~ T') znajdujemy, ie
stosunek objetodci sajmowanych przes
powietrse w réinych temperaturach
jest réwny stosunkowi tych temperatur.

Zatem

o 3
Il=lg-— =10,7 o
0 To cm

..k&d

Liczby Bernoulliego to licsby wymierne

wyznaczone przes J. Bernoulliego

w 1713 r. Ich wartodci pocsatkowe sa

nastgpujace:

Bo=1, By = _étB’ = *l
By=Bg=Br=...=0,B; = "_l%'
Bg = -‘1*-,

Liczba ¢(3) jest niewymierna
(Apery, 1978).

" Poniewas

_m(m-1)
E ctg” 2m R

(dowéd tej réwnodci podamy w dal.szej cseici), wiec

(@2m-1) (2 +1)’ m(2m—1) _ m(2m+2)
mism m z:k <m+ -

3 3
k=1

lre:(l_mlﬂ)(l 2m+1) Zk’ _( 2ml+l)(1+2m1;|-1)°

Prsechodsac teras 5 m — +oo otr:ymu,]amy ocsekiwana réwnoéé

(--1
""..._.mzkﬂ '37'

k=1 k=1

Posostaly nam do usasadnienia dwa fakty.
1. DIa0 < z < § mamy sinz < z < tgz.
Dowéd. W kole o promieniu r > 0 rozpatrzmy kat ostry o mierse lukowej z,
cigciwe AP i stycana AC do okregu w punkcie A (rysunek). Wéwcsas

| A OAB| < pole wycinka kolowego AOB < |A OAC|,
csyli

%r’ sinz < %r’z < —-r’tgs -

ekad otrsymujemy tese.

m
2. ctg’ :I' — m(2m—i .
e
Dowéd. Korsystajac se wzoru de Moivre’a i wzoru Newtona mamy

cosnp+ummp (cosp + isinp)" =
= sin™ p(ctg @ +i)" = sin th( )"ctg"""p
k=0

Poréwnujac czeéci urojone tych liczb dostajemy

sinup:sin”tp((n)cﬁg”“l - (:)ctg"—’p-h (5)ctg""5§o ) -

Niech n = 2m + 1, wéwczas powyisza réwnoéé prayjmuje postaé
sin(2m + 1)p = sin®™ ' o - P (ctg?p),

gdsie P, jest wielomianem stopnia m postaci

(4) Pu(s) = (2m1+ 1) ™ — (2m3+ 1) ™1 4 (2m5+ 1) g™

Zauwaimy, se dla gp = 3'__“, k=1,2,...,m,sin(2m + 1)z = 0, sin i # 0, wigc
wielomian P,, ma m réinych pierwiastkéw

kw
f k=1, 3 0ou; M.
2m+1 i

W swiazku z tym ma miejsce réwnoéé

= _,w)(_,Zr)(_,mr) :
(5) Pm(z) A(z ctg o oy .z ctg verg R ctg Sauil

Poréwnujac wspdlczynniki stojace przy wyraieniach z™ i z™~! w réwnoéciach (4) i (5)
3 latwodcia stwierdzamy, e
e ( im + 1) :

1
2m+1)__ ( 2 - T A 2 m¥ )
_ ( y oA et e e S )
skad ofrzymujemy poszukiwana réwnoéé.
W roku 1740 Euler podal takie zaleinodé

zr =ctg?

g(2u]=%lsm|, n=1,2 ...,

gdzie Ba, 83 liczbami Bernoulliego. Nie udalo sie jednak oblicsyé analogicznie
¢(2n + 1) i do tej pory ,natura arytmetyczna® tych sum jest jesscse nie'znana.
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R A R D R S W
Roswigsanie sadania M 579. Mamy
ze wroru Taylora

Pla+h) = P(a)+ Tny 200D 0,

Pl'tl'{‘) 2
+Tk +.| s
Stad otrrymujemy
Q=) = P(z+ 1) -; Pz - 1)"
a wigc jeieli P jest stale dodatni
(ujemny), to i Q tek jest dodatni
(ujemny).

Komentars do roswiasania
sadania F 398. Moina skorzystac
z zasady zachowania energii (pole
magnetyctne nie wykonuje pracy, wigc
wartodé predkodei caastki posostaje
stala):

(1) u,’.+u=+v:=coml =9
(wspdirsedne biegunowe w plassczyfnie
z, y)-

Skladowa z momentu pedu wigledem
frodka torusa jest sachowana:

3

(2) mugr = const = moR,

skladowa z réwnania ruchu:

mié, = fgB
daje po scalkowaniu:
(3) vy =w(r-R).

Podstawiajac (2) i (3) do (1) oraz
osnacsajac r — R = £ mamy:
R3?
St ETor
Rozwijajac drugi wyras lewej strony =
dokladnodcia do czlonéw kwadratowych
w ¢ (€ € R) w szereg Taylorai
réiniczkujac otrsymane réwnanie

£+ +wle? = o3,

dostajemy na £ réw pr igteg
oscylatora har icznego. Stad
rozwiazanie:
o?
é€= g~ (1 - coswt).

Widaé, ie £/R <, 1.
Z (3) otrsymujemy:

23
vy = E(l — coswt),

2 2

v v

li: = et - —
CZY z e Rod sinwt,
tak jak = prostych rozwasari

poprzednich.

Grawitacyjne laboratoria

doc. dr Tadeusz JARZEBOWSKI

Dsieje nauki obfitujs w prsykiady powstawania wielu pieknych teorii, ktére nie
sprawdsily sie i ich autoréw pokrywal 3 csasem ciefi sapomnienia. Z twdrca teorii
wsglednoéci, Albertem Einsteinem, jest inacsej; jego naswisko slyssymy nieustannie
— w miare uplywu lat nawet coras csedciej. Nowe fakty potwierdsaja genialnoéé mydli
tego snakomitego teoretyka.

Einstein, jak wiadomo, opracowal dwie teorie okreélane nazswa: teoria wsglednoéci.
Najpierw, w roku 1905, opublikowana sostala tsw. teoria sscsegélna, a dsiesieé lat
péfniej teoria ogblna (swana ted teoria grawitacji). Zalodenia tej pierwssej sostaly .
w pelni sweryfikowane doéwiadcsalnie jesscse 3a dycia twércy. Bylo to wiglednie latwe
w realisacji. Ssczegélna teoria waglednoéci opisnje bowiem sjawiska fisyczne, gdy w gre
wchodsa duse predkoéci. W jej réwnaniach pojawia sie charakterystycsny csynnik

2
1=(3)
c
ktéry jest wyragnie réiny od jednodci tylko wéwesas, gdy predkoéé ciala v sblida sie do
predkodci éwiatia c.

Aby sprawdzi€ shussnoéé teorii ssczegélnej, trzeba satem dysponowaé czastkami o
dugych predkoéciach. Wazechstronnych mosliwoéci w tym zakresie dostarczaja znane
od dobrych pieédsiesieciu lat réZnego rodzaju akceleratory czastek, takie jak cyklotron,
betatron csy synchrotron. Prowadsone za pomoca akceleratoréw badania ,postawily
kropke nad i": Einstein mial racje.
Co sie natomiast tycsy ogdlnej teorii wzglednosdci, czyli teorii grawitacji, to sprawa
eksperymentalnej weryfikacji nie wyglada jus tak prosto. W myél tej teorii tym, co
wplywa na modyfikacje pojeé fizycsnych, jest masa ciala, jego pole grawitacyjne.
Takim charakterystycsnym csynnikiem, pojawiajacym sie w réwnaniach ogélnej teorii
wiglednoéci, jest wyraienie

(l % zGM)

]

rc2
gdsie M osnacsa mase ciala, r — odleglodé od jego érodka, G - stala grawitaciji.

Skoro istotna role odgrywa tu pole grawitacyjne, to odpowiednim ,laboratorium” do
weryfikacji teorii byloby sasiedstwo ciala o duiej masie. No, a 3 tym juz trudniej.
Masa naszej planety jest niewielka i wplyw jej pola grawitacyjnego na przewidywane
przez teori¢ Einsteina zjawiska jest znikomy. Zalozenia teorii szczegélnej moina bylo
sprawdsié¢ na powierschni Ziemi, ale odpowiednich laboratoriéw do badania ogélnej
teorii wiglednodci musimy ssukaé jus raczej posa Ziemia.

Masa Slofica jest ponad trzysta tysiecy razy wieksza od masy Ziemi. Do niedawna ono
wiladnie stanowilo to jedyne ,laboratorium grawitacyjne”. W szasiegu oddzialywania
pola grawitacyjnego Slofica starano sie zaobserwowal zjawiska przewidziane przez
teorie. Wymieni¢ tu w pierwssym rzedsie nalezy snany fakt obracania sig osi orbity
Merkurego (tzn. obrét peryhelium). Wykorzystujac saémienie Slofica z roku 1919
udalo si¢ ted saobserwowaé smiane kierunku promieni éwietlnych przechodzacych

w pobliiu tarczy Slonica.

Nasza gwiazda dzienna jest jednak mniej przydatna w charakterze laboratorium
grawitacyjnego, gdy chodsi np. o inne zjawisko przewidziane przez teorie — mianowicie
wplyw pola grawitacyjnego na tempo uplywu czasu. Odpowiednia zaleinoéé opisuje tu
réwnanie

-t

rc2

at= (1

Naleiy to rozumieé w ten sposdb, e jedeli d7 jest jednostka czasu odmierzana przez
segar na Ziemi, to dt okreéla odpowiednie odstepy czasu odmierzane przez ten zegar
umieszczony na powierschni masywniejssego ciala o masie M. Mamy, oczywiscie,

dt > dr. Licsbowo wyglada to tak, ie gdybyémy umieécili zegar na Sloricu, to péiniiby
si¢ on w stosunku do ziemskiego o ponad jedna sekunde na tydsiefi.
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BRI S T TR TES,
FIZYCZNE NOWINKI

Zrozumieé najprostsze

Mechanika kwantowa od dawna dostarcsa
precysyjnego opisu sachowania sig
pojedyncsych atomdéw. Zastosowanie
mechaniki kwantowej do opisu dynamiki
reakecji chemiesnych — oddsialywad
praynajmniej trsech atoméw | wymiany
“jednego lub kilku atoméw — jest snacsnie
bardsiej skomplikowane. Zrosumienie
nawet najprostesej reakcji chemicsaej,

jak wymiana atomu wodoru, wymaga

pok ia wielu problemdéw teoretycanych
i dodwindczalnych. Wresscie, po ponad
60 latach od powstania mechaniki
kwantowej, udalo siq usyskad poprawny
opis najprostese] modliwej reakeji
chemicznej: wymiany jednego atomu
wodoru w reakecji H + H3 — H3 + H. Dla
osoby sposa ,braniy” moke to wydawald
si¢ niewielkim osiagnigciem, ale wirdd
chemikéw kwantowych wywolalo to duie
porussenie.

Do osiagnigcia sukcesu praycsynili sig
sardwno teoretycy, jak | dodwiadesalnicy.
Od strony teoretycsnej klopoty

pol:g;jq na Eonlecmn‘d roswiasanis

k icsnych réwnad ruchu
trzech ponunduych sig wiglgdem ;
siebie atomdéw. Gléwna trudnodé polega
na poprawnym doborse *warunkdw
brzegowych, tsn. matematycsnego

opisu ukiadu atomdéw praed | po

reakcji. W ubieglym roku dwie

grupy badawcse: 3 Uniwersytetu
Kalifornijskiego w Berkeley, kierowana
praes W, Millera i 3 Uniwersytetu
Stanowego Minnesoty w Minneapolis,
kierowana prses D. Truhlara, roswiazaly
wresscie ten problem. Otrsymano
teoretycsny opis nie tylko calkowitego
prawdopodobiafstwa zajécia tej reakeji, ale
ted réinych, subtelnych ssczegbléw, jak np.
prawdopodobiafstwa snalesicnia po reakecji
molekuly Hy w okredlonym rotacyjnym

i wibracyjnym stanie kwantowym. Od
strony dofwiadesalnej problemy polegaly
glébwaie na:

(a) usyskaniu wiaski atomé d

ns tyle energetycsnych, aby pokonad
odpychanie elektrycaine molekuly Hy,

(b) identyfikacji stanu kwantowego
produktdw reakcji.

Rdéwniek | te klopoty sostaly pokonane

w ubieglym roku. Grupa doéwiadcsalna

£ Uniwersytetu w Stanford, kierowana
praes Richarda Zara, pokasala, de reakcja
wymiany atomu wodoru praebiega tak, jak
to praewidsiell teoretycy. Tak naprawdg
w swoim dofwiadcneniu Zare badal reakeje
s deuteronem D+ Hy — HD 4+ H. Zamiana
jednego atomu wodoru na deuteron nie
ma praktycinie wplywu na rachunki
teoretycsne, natomiast w dodwiadczeniu
poswala na latwicjsze sidentyfikowanie
produktéw kodcowych reakcji. Zare
uiywal lasera do rosbicia molekuly DBr
usyskujac atom deuteru dostatecsnie
energetycsny do sajécia reakeji 3 Hy. Po
reakcji ten sam laser jonizowal molekule
DH, co poswalalo na jej wykrycie i analisg
sa pomoca spektrometru masowego.

W granicach bleddéw dodwiadezalnych
wyniki pomiardw potwierdsaja oblicsenia
teoretycsne. Okasuje sig, ¢ smicraone
calkowite prawdopodobiedstwo sajicia tej
reakeji jest ted calkiem sgodne 3 wynikami
pélkiasycsnego prayblienia, w ktérym
efekty kwantowe w stanach pocaatkowych
i kodcowych nie sostaly wsigie pod uwags.
Jednak do srosumienia subtelnych efektéw
potrsebny jest kwant hanicsay opie
tego procesu.

Jak podkrefla Zare, na posiomic molekul
fwiat jest réwhnied kwantowy, nie kiasyczny.

Opracowal Jan KALINOWSKI

na podstawie Science £ 26 stycsnia 1990 r.

Jak to wykryé? Zadnego ziemskiego zegara na Sloficu, ocsywiécie, nie umiedcimy.
Ale wiemy, e wzorcem jednostki czasu jest czestotliwoéé emitowanego prses atomy
promieniowania. Skoro na Sloficu jest silniejsze pole grawitacyjne, to w my#l teorii
Einsteina emitowane tam promieniowanie powinno mieé nieco niZssa czestotliwodé nii
emitowane przez taki sam atom na powierzchni Ziemi. Réinice te 83 jednak snikomo
male | praktycznie niemierzalne. Wplyw pola grawitacyjnego Slofica na chéd segara
jest bardzo trudny do wykrycia.

I oto kilkanadcie lat temu, w roku 1974, za pomoca poteinego, 300-metrowego
radioteleskopu w Arecibo, odkryto inne laboratorium grawitacyjne, bes poréwnania
doskonalsze od naszej gwiazdy dzlennej. Na imie mu PSR 1913+16. Znajduje sie
ono na niebie w gwiazdozbiorze Orla, troche powyiej Alfaira, ale bardso, bardso
daleko, okolo miliard razy dalej nii Slofice. Odbierane dzié od niego sygnaly radiowe
wyemitowane zostaly jakied pietnadcie tysiecy lat temu.
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Tym laboratorium sa krazace bardzo blisko siebie dwie gwiazdy neutronowe, s ktérych
jedna jest pulsarem, emitujacym impulsy w odstepach 0,059 sekundy. Okres obiegu
tych gwiazd wynosi niecale 8 godzin. Orbity s3 mocno eliptyczne (mimoéréd wynosi
0,62); ich wzajemna odlegloéé zmienia sig¢ od poniZej miliona do ponad trsech milionéw
kilometréw. I w tym tkwi wladnie istota rzeczy. Zmiana odleglodci do gwiazdy
towarzyszacej to przeciei réinica w oddzialywaniu jej pola grawitacyjnego. A pulsar
to zegar - wprawdsie zegar mechaniczny, nie atomowy, ale bardso dokiadny. Mamy tu
satem urzadzenie do pomiaru czasu, ktére znajduje si¢ w zmieniajacym sie okresowo
polu grawitacyjnym. Czyi nie wepaniale laboratorium do badania wpl'ywu gramtac]l
na dlugoéé jednostki czasu!

Ten niezwykly uklad dwéch gwiazd neutronowych po:woli} na zaobserwowanie I innych
sjawisk przewidzianych przez teorig. Na przyklad wspomniany jui obrét peryhelium,
ktéry w przypadku Merkurego wynosi zaledwie okolo pét sekundy na rok, tutaj
nastepuje w tempie ponad czterech stopni na rok!

W poblizu duzych mas czasoprzestrzefi ulega zakrzywieniu — tak glosi teoria.
Konsekwencja tego powinno byé m.in. opéénienie w nadchodzeniu promieniowania
elektromagnetycznego. Efekt ten udalo sie juz wykryé w przypadku fal radarowych
praebiegajacych w poblizu Slofica. Otéz zjawisko to obserwuje sig tei i w tym ukladzie
podwéjnym, gdy emitowane przez pulsar sygnaly przebiegaja w poblitu drugiej
gwiazdy neutronowej. '

Wreszcie, obiegajace wokdl siebie ciala powinny emitowaé tzw. fale grawitacyjne. A
W wyniku emisji tych fal uklad traci energie, a zatem skladniki ukiadu powinny
zblizaé sig do siebie, a ich okres orbitalnego obiegu powinien maleé. To tei sostalo
saobserwowane — i jest to fakt dodé znamienny, gdyz mamy tu tym samym poérednie
potwierdzenie istnienia fal grawitacyjnych. 40

Omawiany tu uklad bedzie mial przypuszczalnie konkurenta. W roku 1987 odkryto
bowiem inny uklad podwéjny, ktéremu na imie PSR 0021-72A. Dotychczasowe dane
wekagywalyby, i4 jest to gwiazda neutronowa (pulsar o okresie rotacji 0,0045 sekundy)
obiegajaca bialego karla w ciagu 32 minut. Ot6Z jezeli ten model sie potwierdzi, to
wynikaloby g niego, i# w tym ukiadszie zjawiska relatywistyczne powinny ujawni¢ sig
w wieksze]j jeszcze skali. Mogloby to zatem by¢ jeszcse doskonalsze laboratorium
grawitacyjne.

W nastepnych artykulach poéwieconych tej tematyce omawiaé bedsiemy wspomniane
tu gjawiska, tj. sjawiska, ktére ogélna teoria wzglednoéci prsewiduje i ktére obecnie tak
pieknie ujawniajg sie.
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsyla¢ rozwiszania zadar = numeru n w terminie do korica miesiaca

n 4+ 3. Szkice rozwiazan ieszczamy w nu te n + 4. Moina nadsylaé rozwiazania

csterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddszielnej kartce), moina to robié

co miesiac lub 2 dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadari 2 matematyki i z fizyki naleiy

prresylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub

Klub 44 F. Oceniamy sadania w skali od 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Ocen¢ mnotymy

preez wepdlczynnik trudnodci danego sadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

ocen za roswi ia tego zadania, a N - lictbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby

jednego zadania £ danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje

nadeylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie | w ktérejkolwiek z dwéch

konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
Termin nadsylania roswigzan: do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

3111991 Szcsegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Zadania 3 matematyki nr 211, 212 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

211. Na plassczyénie dane s3 dwie péiproste o wepSlnym poczatku P (nie zawarte
w jednej prostej) oraz kolo zawierajace punkt P w swoim wnetrsu. Wysznaczyé
konstrukcyjnie (cyrklem i linia) tréjkat o minimalnym obwodsie majacy dwa boki
sawarte w danych pélprostych, a trzeci bok styczny do danego kola.

212. Znalefé ogblna postaé funkcji wymiernej F (jednej zmiennej rzeczywistej),
nie réwnej toisamoéciowo zeru, spelniajacej réwnanie

F(z)=F (i)
dla wezystkich z, dla ktérych obie strony maja sens liczbowy. (Naleiy podaé warunki

koniecsne i dostateczne, jakie powinny spelniaé wielomiany bedace licznikiem
i mianownikiem nieskracalnego ulamka P/Q przedstawiajacego funkcje F.)

Zadanie 313 saproponowal pan Jézef Banaé z Rzeszowa.

Roswiaszania sadat = matemat.ykl s numeru 6/1990

Przypominamy treéé sadan: _

208. Wyznaczyé najmniejsza licsbe naturalna n, dla ktérej istnieje 1990 réinych liczb
naturalnych < n, takich, ie tadna = nich nie jest dwukrotnodcia innej.

304. Wykaza¢ zbieinod¢ i snalefé granice ciagu an = n™ (nle — [nle])™.

208. Niech n bedzie dowolng liczba naturalna i niech A bedzie podzbiorem zbioru
{1,2,...,n}, takim, ie

(1) " €A = 2:xgA.

Dla dowolnej liczby nieparzystej ¢ roswaimy ciag

(2) 9, 29, 49, 8q,...

Z kaidej pary kolejnych wyrazéw tego ciagu tylko jeden moge naleieé do A. Zatem
w klasie zbioréw A C {1, ..., n} o wlasnoéci (1) maksymalna liczbe elementéw

ma gbiér Amas, ktéry 3 kaidego ciagu (2) wybiera dokladnie co drugi wyrasz, od
najmniejszego poczynajac. Zbiér ten sklada sie z wszystkich liczb naturalnych < n
postaci 4*¢ (¢ nieparsyste). Dla ustalonych k i ¢ jest w sbiorze {1, ..., n} dokladnie
[(4“‘"» + 1)/2] liczb tej postaci. Liczba elementéw zbioru Ama. wynosi wiec

F(n) = Z [(4"‘» + l)/2] , gdzie 4™ < n < 4™,
k=0 [
Z bezpoéredniego rachunku mamy: F(2986) = 1989, F/(2987) = 1990. Wynika
stad, e najmniejsza liczba n, dla ktérej istnieje w zbiorze {1, ..., n} podzbiér
1990-elementowy o wiasnodci (1), jest 2087.

204. Korzystamy 3 praedstawienia e = s, + r,, gdzie liczsba calkowita, a drugi — liczba z przedzialu (0;1). Wobec
n o tego nle — [nle] = nlr,, cayli
1 1
”‘:ZE’ Tn = E Pk =128 .. an = (n-nlr,)".
*=°, k'__‘"ﬂ Z nieréwnoéci (4) wynika teraz, e a, < 1, natomiast 3 (3)
Reszta r, spelnia oszacowania: i 2 nieréwnoéci Bernoulliego dostajemy:
1 1 n+3 g
(3 Tn > + - n(n +3) o
(r+1)! " (n¥2)! ~ (n+2)! > \mrDm+2))
oraz ;
1 1 1 1 - ( e ;)" ENRORY .
@ 1P"{(1m+1)!(1+:r;+1+(1r;+1)=+'”)::ra;_-:r;_!' n?+3n+2/. n?+3n+32

W wyraieniu nle = nls, + n!r, pierwszy skladnik jest Zatem, na mocy twierdszenia o trzech ciagach, “h_.ngo Gp = 1.
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Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwigle¢dnieniu ocen rozwigzan
zadas 93 (WT=2,41), 94 (W T=2,80),
95 (WT=2,93) i 96 (WT=2,35)
£ numeréw 9/1989 i 10/1989

“Aleksander Surma - Mysskéw 45,06 pkt
Andrze] Borowskli - Aleksandréw

5 Kujawski 39,92pkt
Adam Sikorskl = Lublin 36,64pkt
Wojclech Peisert - Wroclaw 35,33pkt
Piotr Bala - Torud 35,2Tpkt

Prll_‘lh,'lhw Gworys - Cxestochowa 33,59pkt

Marinsz Bogacs - Plficzéw 31,91pkt
Marek Karaf - Taradw 29,30pkt
Lewsek Motyka - Krakfw 26,63 pkt

Pan Surma po raz drugi praekroczyl!
44 punkty.

500
8,839

z,(107%1) | 8,849 | 8,840 [ 8,830

Zadania = fizyki nr 109, 110 Redaguje dr Andrzef NADOLNY

109. Dany jest obwéd, jak na rysunku 1, zloiony z idealnych elementéw: diody,
kondensatora o pojemnoéci C, cewki o indukcyjnodci L oraz wylacanika. W chwili
pocsatkowej miedzy okladkami kondensatora panuje napiecie Up (gérna okladka
naladowana dodatnio). Znalefé napigcie na kondensatorze oraz natgienie pradu
plynacego w obwodszie po uplywie czasu £ od zamkniecia wylacznika.

110. Kula A o promieniu r spada na unieruchomiona kule B o promieniu R

i wielokrotnie si¢ od niej odbija. W chwili poczatkowej érodek kuli A znajduje sie

na wysokoéci h > R + r nad érodkiem kuli B i w odleglodci € « R + r od prostej
pionowej przechodzacej przesz rodek tej kuli. Znalefé (metoda analityczna lub
numerycsna) prsyblifony wzér opisujacy wspélrzedna pozioma érodka kuli A w chwili
k-tego odbicia w zaleinoéci od liczby k i wspélrzednej poczatkowej €. Odbicia naleiy
traktowad jako idealnie spreiyste, opér powietrza i obrét kuli A zaniedbaé.

Roswiasania zadai s fisyki s numeru 6/1990
Prsypominamy treéé zadaf:

101. Izolowana kula metalowa o promieniu 1 cm jest bombardowana przes szeroki strumied
elektronéw o energii 1000 eV. Po pewnym crasie zostaje osiagniety stan réwnowagi. Jakie sa
w tym stanie: potencjal kuli, zgromadzony na niej ladunek oraz nateienie pola elektrycznego
przy powierzchni kuli? g

103. Jednorodna, wiotka lina o dlugofci ! i masie m, z zawieszonym na jej dolnym koricu
obciagnikiem o masie M = 5m, zwisa swobodnie, zaczepiona swym gdérnym koricem. Wiejacy
poziomo ze stala predkodcia wiatr dziala na line sila, réwna co do wartodci cigiarowi liny,
podczas gdy sila wiatru dzialajaca na obciagnik jest zaniedbywalna w pordwnaniu z jego
cietarem. Jaki kat tworzy lina = kierunkiem pionowym w punkcie jej zaczepienia? Oblicay¢
w sposdéb przyblifony metodami numerycznymi odchylenie obciainika od pionu.

101. W stanie réwnowagi (nasycenia) ladunek kuli jest staly i nowe elektrony nie
docieraja do niej dsigki odpychaniu elektrostatycznemu. Potencjal kuli V musi zatem
byé réwny energii elektronu dszielonej przes jego ladunek, czyli V = 1000 V.
Ladunek zgromadsony na kuli wynosi @ = CV, gdzie C = 4reoR jest pojemnoécia kuli
o promieniu R (€0 — przenikalnoéé elektrycsma préini), czyli Q@ = 4meo RV . Nateienie
pola przy powierzchni kuli, okreélone wzorem

E= Ql(4’E°R2) ’
wynosi satem E =V /R.

102. Kierunek liny w punkcie zaczepienia Z pokrywa si¢ z kierunkiem wypadkowej
sily F dsialania liny na zaczep (rys. 2). Skladowa pionowa tej sily Fy = —(m + M)g =
= —6mg (g — przyspieszenie ziemskie), skladowa pozioma (sila dzialania wiatru réwna
ciegarowi liny) F. = —mg. Kat © miedszy kierunkiem sily wypadkowej a pionem wynosi
wigc © = arctg (F./F,) = arctg (1/6) = 9, 5°.

Aby oblicsyé odchylenie dolnego kofica liny od linii pionowej przechodzacej przez punkt
saczepienia, podzielimy line na n odcinkéw o jednakowej dlugodci Al = I/n. Traktujac
te odcinki jako prostoliniowe przyjmujemy, e kierunek kaidego odcinka pokrywa sie

z kierunkiem sily dzialajace] w polowie jego dlugoéci ze strony dolnej czeéci liny.

Niech 1 bedzie numerem kolejnego odcinka liczac od dolnego konca liny (umieszczonego
w poczatku ukladu wspéirzednych). Srodek tego odcinka oznaczamy przez P;,

omawiang wyiej sile — przes 7‘:'.-. Skladowa pozioma sily F.‘ jest réwna calkowitej sile
wiatru dzialajacej na line poniiej punktu P;:
Fio=F.(i-1/2)/n=—(i — 1/2)mg/n
(wobec niewielkiego odchylenia liny od pionu mo#na prayjaé, ze sila wiatru dzialajaca
na odcinek liny jest proporcjonalna do dlugoéci tego odcinka).
Skladowa pionowa réwna jest sumie ciggaru dolnego odcinka liny i obciagnika:
Fiy = -Mg — (i —1/2)mg/n = — (5Smg + (i — 1/2)mg/n) .
Kat a; nachylenia odcinka wzgledem pionu speinia réwnanie
tgoi=Fi.fFiy=(i—1/2)/(5n +1—1/2).

Rzut poziomy tego odcinka wynosi Az; = Alsin a;. Wobec tego, ie a; < 8 < 10°,
przyjmujemy Az; = Altg ;. Stad

Az; = (I/n)(i—1/2)/(5n +i—1/2).
Poszukiwane odchylenie od pionu obliczamy jako

T z Az;.
i=1

Wyniki otrsymane dla réinych wartodci n podane sa w tabeli obok.
Dla uzyskania poprawnego wyniku wystarczy wiec bardzo niewielkie n. Tym bardziej,
ge ze wigledu na przyjete zalogenia uprassczajace nie ma sensu podawanie koficowego

wyniku 3 dokladnoédcia wieksza od dwéch miejsc znaczacych. OdpowiedZ brami wiec:
z, = 0,088 I. Dokladniejsze sposoby rozwiazywania problemu daja réwnies taki wynik.
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pierwseeristwa zostajg preyznane dopiero w wyn:ku procesdw 2
sadowych. Laser gazowy rostal wynaleziony w roku 1957 przez
Gordona Goulda, studenta Uniwersytetu Columbia. To wlagnie
Gould jako pierwszy zaproponowal nazwe ,laser”, ale kiedy
zloiyt w roku 1959 podanie o patent, zostalo ono odrzucone,
poniewas Townes i Shawlow otrzymali jut w tym czasie patenty

na ,masery optyczne”. Dopiero w roku 1987 Gould uzyskat
zadodéuczynienie prawne. Réwnieg dopiero w ostatnich latach
sad preyenal pierwseeristwo odkrycia Johnowi Atanasoffowi,
fizykowi-teoretykowi & Uniwersytetu Stanowego Iowa, ktéry
zaprojektowal i sbudowal pierwszy na éwiecie elektroniczny
komputer. Mialo to miejsce w latach 1937 i 1942.

\ Daniel Titius w 1772 r. przedstawil tabelg odlegtodci planet

| do masowej produkeji hydraulicene urzadzenie o nazwie Cumulo, |

l ktére przejmuje czeéé energii kinetycznej pojazdu, traconej
do tej pory bezpowrotnie prey hamowaniu, a nastepnie gwraca
] ja, gdy pojazd zaczyna preyspieszad. Jegeli autobus g polowg
maksymalnej liceby pasageréw wyhamowal od predkodci
| 45 km/h, to przechwycona energia jest na tyle duia, e
| Cumulo jest w stanie rozpedzi¢ & powrotem ten autobus
do predkodci 35 km/h. Dalszy wrrost predkodei nastepuje jui
| konwencjonalnie ~ na skutek dzialania silnika. Ocenia sie, ze
‘ w komunikacji miejskiej Cumulo pozwoli smniejezy¢ zuiycie

paliwa o0 30 %. Eos

B

Uklad sloneczny skwantowany?

d Slorica w jednostkach réwnych 1/4 odleglodci Merkurego
od Slofica:
Merkury 4=4

Wenus 7=4+1-3
Ziemia 10=4+2-3
Mars 16=4+4-3 !
Jowisz 52=4+16-3

Saturn 100=4+32-3
Pééniej doszedt
Uran 196=4+64-3.

A'wigc R=4+472".3,n= —00,0,1,2,4,5. Zastanawiajacy jest
brak planety z n = 3 migedzy Marsem i Jowiszem w odleglodci
28 =44 8-3. W tym miejscu znajduje sie pas asteroid.

Grupy przeksztalceri to wladciwie wszystkie grupy. Jus pona;d l.i:
sto lat temu Arthur Cayley udowodnil, ie kagda grupa ma *
identycezne wlasnodci algebraiczne z pewng grupg prezeksztalcen.

Teoria kwantowa Bohra w oczach wspélczesnych mu fizykéw:
A. Einstein (1913) — Jedli tak jest, to omacsa to koniec fizyki jako

nawki. b

H. Kramers (1920) — Teoria kwaniéw praypomina inne zwycicstwa
w nauce. Poczqtkowo przez kilka miesigcy cieszycie sig nimi, a potem
przez cale lata placzecie.

P. Epstein (1922) - Prawa kwantowania w swej dzisiejszej postacs

maja w pewnym stopniu charakier teologicany, dla przyrodnikd: i
nie do prayjecia. Wielu uczonych oburza sig nawet na owe Baﬂem -
Regeln (chiopskie prawa).

H. Kramers, Ch. Holst (1923) — Jesteémy bardzo daleko od takiego
opisania mechanizmu atomowego, kiéry pozwoliby przeded=id

na przyMad wazystkie ruchy elekironu w atomie lub zvozumied role stanu
stacjonarnego [...[. Teorig kwantéw moina pordumad z lekarstwem
leczqeym chorobg, lecz zabijajqeym chorego.

W. Pauli (1925) - Fizyka teraz mdw mmalada si¢ w fepym zaulky,

w kazdym razie jest ona dla mnie zbyt trudna § wolalbym byé komikiem
fimowym lub czymd w tym rodzaju, byleby nie dyszeé nic wigces

o fizyce.

D.S. Rozdestwlensku (1919) — Cala metoda Bohra oparta jest

na kwant ~ zupelnie Aepym, malo logicamym procesie mydls,

na formalnes, Jeﬂl tak moina powiedzed, infuicsi.

(Zaczerpnigte = ksigeki L. Ponomariewa, O kwantach rzeczy
ciekawe, ti. B. Bandomir, Nasea Ksiegarnia 1981.)
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Okolo 44000 bure i 8 miliondw blyskawic szaleje dziennie nad
powierzchni Ziemi. Oszacowano, te w Stanach Zjednoczonych
od pioruna ginie rocznie okolo 150 osob i wybucha okolo

10000 pogaréw laséw. Badania chmur burzowych wykazaly, ie
przypominaja one swa budowg kanapke zlofong z treech warstw.
Srodek kanapki naladowany jest ujemnie i ma ksztalt plaskiego
dysku rozciggajacego sie na pare lub wiecej kilometrdw, ale

o grubodci nie prezekracezajacej jednego kilometra. ObloZony

jest on £ géry wiekseg, a & dolu mniejszg warstwg ladunku

mote siggaé miliona woltéw na metr, a preekagywany ladunek
mote wynosi¢ 1029 elektrondw.

dodatniego. W czasie wyladowania nategenie pola elektrycznego -

~ okoloziemskiej bedzie rosta w dotychczasowym tempie, sytuacja

Przesirzeri okoloziemska staje si¢ coraz bardsiej zaémiecona.
Obecnie okraza Ziemig okolo 7000 starych satelitéw, ostatnich
czlondéw rakiet itp., a liczba mniejszych obiektéw moie
byé nawet drziesigciokrotnie wigksza. Jak oceniajg Peter
Eichler i Dietrich Rex & Uniwersytetu w Brunsgwiku (RF
prawdopodobieristwo zderzenia pomiedzy orbitujacymi
odpadkami wynosi okolo 20 % na rok. Co wigcej,

z prawdopodobieristwem 3,7 % na rok mote zajéé zderzenie
o charakterze katastroficznym, tj. takim, e wefmie w nim
udgial jeden z wigkszych obiektdéw, a produkty zderzenia
beds obdarzone na tyle duza energia, by wejéé w kolizje

o réwnie gwaltownym przebiegu. Gdy gestodé kosmicznych c
odpaddw przekroczy wartosé krytycezna, sderzenie katastroficzne
doprowadzié moze do swoistej reakcji laficuchowej, w wyniku
ktérej wiekszoéé kragacych obiektéw uleglaby rozbiciu.

Powstaly w ten sposéb pas drobnych okruchdw méglby 9
bardzo podrozyé \n;ystrseliwanie nowych satelitéw (poprees
koniecznodé wyposagania ich w niezbedne oslony) lub wrecs
uniemotliwié¢ podrdgze kosmiczne. Jedli iloéé odpadéw na orbicie F

s

X
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taka nastapi w ciggu najblizsgych 20-50 lat.

%ch krajach prowadzi sie intensywne badania nax:l

16

W zasadzie istnieje obecnie teoria ramion ap:raln}rch

galaktyk, ale — jak moina si¢ spodziewaé — nie tlumaceaca
rozmaitych gjawisk ujawniajacych sie przy numerycznej
symulacji ewolucji galaktyki. Np. symulacje wykazujg = reguly
szybkie powstawanie poprzeczki (preegrody), podczas gdy

w rzeczywistodci galaktyki przegrodzone stanowia tylko 20 %
ogdélu galaktyk spiralnych. Co wigc przeszkadza powstawaniu
poprzeczek? Niewykluczone, e 83 tego co najmniej trey
preyceyny: obecnodé masywnego jadra galaktyceznego, obecnodé
masywnego halo oraz dugy rozrzut predkodei gwiazd w dysku
galaktycenym. Sprawa nie jest jednak do korica jasna, poniewag
np. obeenodé masywnego halo opréce niszczenia poprzeczek
sprzyja tez niszczeniu samych ramion spiralnych - tymceasem
mnéstwo galaktyk (lacznie z nasza) to galaktyki spiralne

i zarazem majace stosunkowo masywne halo.

motliwodcia wyhodowania (przy ugyciu metod ingynierii
genetycznej) bakterii zdolnych do tworzenia polimeréw g
ugytecznych w produkeji mas plastycenych badé nawet bedacych
rodzajami plastykéw. Ze swej natury takie plastyki bylyby
biodegenerowalne, nie prowadeilyby wiec do zanieczyszceenia
érodowiska (a przynajmniej nie w tym stopniu co zwykle
plastyki). Ich zasoby bylyby wiec odnawialne, a produkcja nie
zalegalaby od dostaw ropy naftowej.

™
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W Delcie 2/1989 byla przedstawiona propozycja
rozwiniecia tytulowego tematu przy prayjeciu, ie

pochodng ciqgu (a,.) jeat cigg (a,(.”) 1= Gp41 — Gn.

Natychmiastowa konsekwencja takiej definicji jest
rekurencyjny wzér na k-ta pochodna ciagu

(a'(lk+1)) = (a,(,"))(l).
Spoéréd licznych przykladéw umieszczonych w mojej pracy
szczegblnie interesujacy jest ciag geometryczny o ilorazie 2.
Mamy bowiem (a - 2""")“) =g-2"—a-2"1=g.2""1,
Oznacza to, e jedli b, jest ciagiem geometrycznym
o ilorazie 2, to b{") = b,, a wiec ciag ten zachowuje sie
analogicznie do funkcji e*.

Mozina sprawdzié, e wzory na pochodna sumy i réinicy
ciagédw oraz iloczynu ciagu przesz staly sa takie same, jak
dla funkeji zmiennej rzeczywistej. Pozwala to na podanie
bezpoéredniego wzoru na k-ta pochodna ciagu
k
) o =3 (Hamsi - (1),
=0

co sprawdza sie indukcyjnie.

Natomiast inne 83 jui wzory na pochodna, iloczynu
i ilorazu ciagéw

(au 5 bll)“) = 5|(|1) ' bn +an - b,(.l) + aE,” N b,(‘l) y
(a_") ™ e al(ll) ’ bn — Gn * bn(:l)
b3 + by - bL)

bn

Sprawdzenie np. pierwszego z nich jest nastepujace
(8n - 8)™ = Gnt1 * bpgs — Gn - bn =

= Gn+1 " bnt1 — Gnt1 - bn + Gng1 - bp — Gn - b =

= ant1- b +al" - bn = (al" +an) - B +a) - ba =

= af,” . b,(,l) +an - b,(.l) + a,(.,l) ol P
Konsekwencja przyjecia podanej wysej definicji pochodnej
ciagu jest przyjecie definicji:
ciggiem pierwotnym ciggu (8,) nazywamy taki cigg (f a,.),

ze (fa,,)m =&,

co daje, po prostej indukcji,
n—1

(2) fa,.=zﬂ-.'+c.
=1

Okazuje sie wiec, e kaidy ciag moina latwo calkowad.

Poniewaz inny jest wzér na pochodna, iloczynu, wiec inny
jest tez wzdr na calkowanie przez czeéci

(3) Qn - bﬂ e fa!(ll) 5 bn + Ian ‘ b.(‘l) + fﬂ,(.l} e bl(.‘”.

Jako przyklad zastosowania tego wzoru oblicze S¥ = E i,
i=1

Podstawiajac we wzorze (3) @, = (n +1)**1 i b, =1
otrzymujemy

k
k41_ k+1 k—i
(n+1)**= [ 3 (3) (4 1)+,
=0
gdzie pochodna ciagu a, zostala obliczona przez
zréiniczkowanie rozwiniecia wyrazu an,4+; w dwumian
Newtona. Mamy wiec, wobec wzoru (2),

" (n41)Mr =
4 5 L
= (") ss+ (') s +...+ (31) s+ 0,
co pozwala obliczyé S¥ rekurencyinie za pomoca
Sk-1 ..., 82, gdyi podstawiajacn =1i k=0

stwierdzamy, ie C' = 1.
Dalsze uproszczenie obliczania §% mozna uzyskaé, jeéli sie
zauwazy, e
(5) (k+1)-SE=n*"'4 A0 +...+4n,
gdzie wspélczynniki A, ..., Ax nie zaleza od n,
zaleia tylko od k. Wzér (5) uzyskuje sie ze wzoru (4)
indukecyjnie.
Zgodnie ze wzorem (5) mamy _ _ ‘
(k+1)-Sxpi=Mm+1)*"" + Ai(n+ 1) + ...+ Ax(n F1),
co po odjeciu (5) daje
©) (k+1)(n+ 1)" = ((n + 1)"‘H - uH'l) G
+ A1 ((n+1) = n*) +.. 4+ A ((n+1) —n).
Z drugiej strony, zgodnie z dwumianem Newtona, mamy
(m+)m =nm+ (") n™ .+ (", )n+1.
Pozwala to obliczyé wspélczynniki wystepujace we wzorze
(6). Mamy wtedy, dla kaidego ¢ = 1,2,...,k
(k+1) (%) =
= (D) + 4 () + 42 (800) +. 4 (P11).
Przenoszac wyrazy nie zawierajace wapdlczynnikéw A,

na lewa strone i dzielac przez (’:1'1‘) otrzymujemy dla
dowolnego k

(7) i=('."{1)31+('.;1)Bz+...+(”‘fl)B.',
gdzie B; = A;/ (*'{."). Jesdli ten rezultat polaczymy ze
wzorem (5), otrzymamy

(k+1)) it =a*14 (41) Bint+
i=1

+(*3') Ban* + ...+ (*F?) Ben,
gdzie wspélczynniki By, dane sa rekurencyjnie wzorem (7).
Przytoczony wzér na catkowanie ciagéw przez czedci
pozwala np. na obliczenie sum

11-1421-24+...4+n!l-n,
1:242-3+...4+n-(n+1),

albo takich sum funkcji trygonometrycznych, jak

cosO+cosax+cos2a+ ...+ cosna,

sin0+sina +sin2a+ ...+ sinna,
ale szczegbléw ani wynikéw nie podaje, by nie psué
przyjemnoéci Czytelnikom.



