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Figura wypukla to taka figura, ktéra
wraz z dwoma punktami zawiera caly
laczacy je odcinek.

Mozind rozwazaé podobne sytuacje
w przestrzeni.

b)

c)

Rys. 2. Tutaj stoiek nieprzesuwalnodci
jest rzeczywisdcie stozkiem — stad
wywodzi sie wladnie nazwa tego

- obszaru; gdy punkt a¢ jest punktem
regularnym brzegu figury Q, to stoiek
.nieprzesuwalnodci w tym punkcie jest
pSlprzestrzenia (rys. 2a).

Punkt regularny to taki punkt,
w ktérym figura ma okreflona
styczna — na plaszczyZnie prosta,
a w przestrzeni plaszczyzne.

Uklad stabilizujacy figury
Doc. dr Stanistaw FUDALI

Pytanie, o ktérym jest mowa w tym artykule, da sig sformutowaé w postaci problemu
doéwiadczalnego: iloma szpilkami wbitymi w plaszczyzne mozna unieruchomié lezaca
na niej plaska figure i gdzie nalezy je wbijaé — zakladamy przy tym, e przez figure
szpilek wbijaé nie mozna (np. dlatego, Ze jest wykonana ze stalowej blachy). Pewne
spostrzezenia nasuwajg sie od razu — szpilki trzeba wbijaé tuz przy brzegu figury.
Dla podania pelnej i pewnej odpowiedzi na to pytanie nalezy je matematycznie
sprecyzowad. ' '

Na plaszczyZnie rozpatrywaé bedziemy figury wypukle (i tylko dla nich rozwiazemy
postawiony problem). Uméwimy sig téi, zZe wolno nam je tylko przesuwaé réwnolegle
w dowolnym kierunku (a nie wolno np. obracaé). Przesunigcie réwnolegle bedziemy tu
rozumieé ,w sposéb mechaniczny”, tzn. braé pod uwage bedziemy nie tylko poloienie
poczatkowe i koficowe (jak to sie na ogél czyni w geometrii), lecz takie wszystkie
polozenia podrednie miedzy tymi dwoma. '

Whbijanie szpilki to wybér jakiegod punktu plaszczyzny, przez ktéry figurze nie wolno
si¢ przesuwal (uiyty wyzej zwrot ,tuz przy brzegu” matematyzuje si¢ w ten sposéb,
Ze rozpatrujemy figury bez brzegu, a szpilke wbijamy w ktérys z punktéw brzegu).

Weimy zatem jakaé figure wypukla, oznaczmy ja Q, i wbijmy szpilke tuz przy
jej brzegu w punkt ao. Szpilka ta uniemozliwi przesuwanie figury Q w pewnych
kierunkach. Kierunki, w ktérych wbita szpilka nie pozwala przesuwaé figury Q,
wypelniaja pewien obszar. Bedziemy go nazywaé stoikiem nieprzesuwalnodci
figury Q@ w punkcie ao.

Rys. 1 0) b) C)

Jest to suma tych péiprostych wychodzacych z punktu ao, ktérych przedtuzenia

do prostej przechodza przez punkty wewnetrzne figury Q (nietrudno zauwasyé,

ze stozek nieprzesuwalnodci jest zbiorem, do ktérego nalezy dokladnie jeden punkt
brzegowy, mianowicie ao, bedacy réwnoczeénie punktem brzegowym figury Q).

Od razu spostrzegamy, ze stozek nieprzesuwalnodci figury Q w punkcie ao jest
wnetrzem kata wypuklego wraz z wierzcholkiem i staje sie pélptaszczyzna, gdy punkt
ao jest regularny (rys. la).

Whbijmy teraz druga szpilke w punkcie a1 (ao # a1), takie tuz pray brzegu figury Q.

Rys. 3

Stozki nieprzesuwalnosci w punktach ao i a1 moga sie pokrywaé (rys. 3a), ale
niekoniecznie; moga by¢ rézne i mieé tylko niepusta czesé wspélna (rys. 3b) albo nawet
pusta (rys. 3c,d). Zrozumiale jest, ze za pomoca dwéch szpilek mozemy bardziej,
niz za pomoca jednej, ogi‘aniczyé mozliwoéé przesuwania figury Q, a nawet bardzo
ograniczy¢ te mozliwodé, co widaé na rysunku 3c, gdzie mozliwe jest przesuwanie
figury @ tylko w jednym kierunku (na rysunku zaznaczonym gruba, strzalka).

1




Rys. 5. W przypadku figury
tré6jwymiarowej zadne trzy ,szpilki”
nie moga jej ustabilizowaé, tzn. nie
moze powstaé sytuacja taka, jak

na rysux;ku 4b.

az
Q, 94
dy
c)
as q
Qo a,
a;
d)
Rys. &
a) b)
Rys. 7 Rys. 8

Whijajac trzecia szpilke w punkt ag, réiny od ao i a1, i tez tui pray brzegu figury Q,
otrzymamy trzeci stozek nieprzesuwalnodci figury Q.

Qo 1
a, a, ‘
b) c) d)
Moie sie zdarzy¢, ze wbite tray szpilki unieruchomia catkowicie figure Q (rys. 4b),
tzn. uniemozliwia przesuwanie jej w kagdym kierunku, ale niekoniecznie sta¢ si¢ tak
musi; na rysunkach 4a i 4d widaé, e Q mozna przesuwaé w kazdym kierunku miedzy
kierunkami strzalek zaczepionych w punkcie b; na rysunku 4c taki kierunek jest tylko ]

jeden. W praypadku sytuacji takiej, jak na rysunku 4b, powiadamy, e Q zostala

ustabilizowana trzema punktami ao,a1,62 (a nie trzema szpilkami), a gbiér tych
punktéw nazywamy ukladem stabilizujacym figury Q.

Nietrudno zauwazyé na podstawie rysunkéw 4a,c,d, ze wbicie czwartej szpilki tuz
przy brzegu figury Q nie zawsze powoduje ustabilizowanie tej figury. Wbijajac

gdziekolwiek na tuku aoa;az (rys. 4a) niczego w zakresie ,przesuwalnodci” figury Q
nie zmienimy; mozna ja bedzie nadal przesuwaé w kazdym kierunku miedzy kierunkami
wskazanymi obok rysunku (i wzdlui tych kierunkéw tez). Podobnie wyglada sprawa )
z figura przedstawiona na rysunku 4c, gdy czwarta szpilke wbijemy gdziekolwiek

na huku @oa;as — nie uniemozliwi ona przesuniecia we wskazanym kierunku. Takisam
rezultat bedzie, gdy czwarta szpilke whijemy w odcinek aia; figury przedstawionej

na rysunku 4d, ale gdy wbijemy ja w ktérymé punkcie lamanej aoa1 nie zawierajacej
a3 (lub tamanej aoas nie zawierajacej a1), to uniemozliwi ona przesuniecia w pewnych
kierunkach, choé wraz z ao, @1, a3 nie bedzie stanowié ukladu stabilizujacego tej figury.
Moina jednak bez trudu spostrzec, ze w przypadku figury przedstawionej na rysunku
4a lub 4c (wraz z zaznaczonymi tam szpilkami zagradzajacymi przesuniecia) mozna
wskazaé taki punkt as ,tui pray brzegu” tej figury, e wraz z poprzednimi punktami
Go,a1,a2 tworzy on uklad stabilizujacy (poréwnaj z rysunkiem 6). Dla figury

z rysunku 4d mozna znalefé takie punkty as i a4, ktére wraz z zagnaczonymi ao, 61,02
daja uklad stabilizujacy tej figury (rys. 6d). Polozenie tych punktéw na rysunku 6 jest
jednym z wielu mozliwych.

Okazuje sie przeto, ze wystarczy mie¢ dostateczna liczbe szpilek, aby ustabilizowaé
dowolnie wybrana figure na plaszczyfnie (i w przestrzeni tei). W sytuacjach
przedstawionych na rysunku 6 liczba punktéw stabilizujacych jest réwna 3, 4

i 5 w zaleznoéci od keztaltu figury i rozmieszczenia tych punktéw na jej brzegu
(méwiliémy, fe ,tui przy brzegu”). Zauwaimy jednak, ie w przypadku figury
przedstawionej na rysunku 6a jeden z punktéw ao lub a, jest nieistotny dla jej
stabilizacji - usuniecie ktéregokolwiek z nich (przy pozostawieniu drugiego) nie -~
umozliwi przesuniecia figury w sadnym kierunku. Powiemy zatem o ukladzie
wezystkich punktéw ao, a1, a2, as, zaznaczonych na rysunku 6a, ze jest on ukiadem
stabilizujacym figury Q, ale nie ukladem istotnym. Natomiast uklad punktéw
@o,a1,a2,0s na rysunku 6c jest istotnym ukladem stabilizujacym figury Q z tego
rysunku — znaczy to, e po usunigciu z tego ukladu jakiegokolwiek punktu znajdzie
sie kierunek, w ktérym bez przeszkéd bedzie mozna przesunaé figure Q. Inaczej
méwiac, uklad stabilizujacy A jest istotnym ukladem stabilizujacym figury Q,
jezeli usuniecie z niego jakiegokolwiek punktu sprawia, ie przestaje on by¢ ukladem
stabilizujacym te figure.

Dla kola mozna wskazaé dwa istotne uklady stabilizujace, réiniace si¢ liczba
punktéw (i, oczywidcie, rozmieszczeniem ich na okregu); widzimy je na rysunku 7.
Dla pieciokata foremnego istotny uklad stabilizujacy moze sie skladaé

z 3, 4 lub 5 punktéw (rys. 8), a dla szeéciokata o réwnoleglych przeciwleglych bokach
-1z 3, 4, 5 lub 6 punktéw (rys. 9).

(A OO0,

Rys. 9



6 punktew

Rys. 10. Dla figur tréjwymiarowych
tak klarownego spostrzezenia nie ma.
Istnieja bowiem figury tréjwymiarowe,
ktérych minimalne uklady stabilizujace
maja 4, 5 lub'6 punktéw. Natomiast
istotne uklady stabilizujace figur
tréjwymiarowych moga mie¢ od 4 do 14
punktéw.
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Rys. 11. Figura, dla ktérej istnieje
czternastopunktowy istotny uklad
stabilizujacy; punkty ukladu
umieszczone 83 w wierzcholkach tej
figury.

Maksymalna liczba punktéw w istotnym ukladzie stabilizujacym figury plaskiej wynosi
szeé¢; ma to miejsce dla szedciokata o réwnoleglych przeciwlegtych bokach - i tylko dla
niego (dowéd w [2]).

Istotny ukiad stabilizujacy figury Q nazwiemy minimalnym, jezeli sklada sie on

z mozliwie najmniejszej liczby punktéw. Wszystkie uklady stabilizujace przedstawione
na rysunkach 7, 8 i 9 83 istotne, ale minimalne s3 tylko te, ktére skladaja sie

z trzech punktéw. Powstaje wiec naturalne pytanie o najmniejsza liczbe punktéw

w minimalnym ukladzie stabilizujacym — czyzby dla figur plaskich liczba ta bylo 37
OdpowiedZ na to daje

Spostrzeienie (L. Fejes Téth, [1]). Dla dowoinej figury plaskiej, réznej od
réwnolegloboku, istnieje minimalny uklad stabilizujqcy skladajqcy sie z trzech punktéw,
a dla réwnolegloboku taki ukiad tez istnieje ¢ skiada si¢ z czterech punktéw.

Skoro kazda figure plaska, réina od réwnolegloboku, mozna ustabilizowad trzema
punktami, to od razu chce si¢ wiedzieé, jak powinny byé rozmieszczone owe 3 punkty
stabilizujace, bo Spostrzezenie Fejes Tétha tego nie orzeka.

L]

Aby odpowiedzied na to pytanie, trzeba wprowadzi¢ pewne pojecia. Rozwaimy e
wypukla figure Q z niepustym wnetrzem i weZmy punkt a z jej brzegu, a nastepnie
poprowadZmy przez ten punkt prosta P, ktérej zaden punkt nie nalezy do wnetrza
figury Q. Inaczej méwiac, P zawiera tylko punkty brzegu figury Q, a cala Q leiy
po jednej stronie P. Prosta P nazywa si¢ podpierajaca figury Q w punkcie a.

25O\

Rys. 12 .

Jeieli punkt a jest regularny, to P pokrywa sig ze styczna w tym punkcie; jezeli
natomiast a nie jest regularny (jest np. wierzchotkiem), to prosta podpierajaca
w takim punkcie nie jest wyznaczona jednoznacznie (rys. 12b).

WeZmy teraz pod uwage prosta P’ podpierajaca figury Q, ktéra jest réwnolegta

do P, ale od niej réina. Kaidy punkt naleiacy do P' i do brzegu Q nazywamy
quasi-antypodycznym wzgledem punktu a; w przypadku, gdy jest tylko jeden taki
punkt, to nazywamy go wprost antypodycznym do a.

a)

Rys. 13

Literatura cytowana:

. [1] Fejes T6th L., On primitive
polyhedra, Acta Math. Acad. Sci.

Hung. 13(1962), 379-382.

[2] Fudali S., Siz-point primitive fizing

system in a plane, Demonstratio Math.

19(1986), no 2, 341-348.

[3] Fudali S., Fizing system and

homothetic covering, Acta Math. Hung.

50(3-4)(1987), 203-225.

OO0

b)

Na rysunkach 13a,b,e widzimy punkty antypodyczne. Warto zwréci¢ uwage, ie punkty
quasi-antypodyczne na rysunkach 13c,d wypelniaja pewien tuk brzegu figury.

Teraz juz moina odpowiedzieé¢ na postawione pytanie o rozmieszczenie punktéw
minimalnego ukiadu stabilizujacego plaskiej figury wypuklej réinej od réwnolegloboku;
wobec Spostrzezenia Fejes Tétha w takim ukladzie sa trzy punkty. Otéz pierwszy

z nich, oznaczmy go ao, mozemy wybraé zupeinie dowolnie, ale drugi, a;, trzeba
wybraé tak, aby wyznaczony przezen stozek nieprzesuwalnodci figury nie pokrywat

sie z takim stozkiem wyznaczonym przez ao. Trzeci punkt ukladu minimalnego nie
moze by¢ punktem quasi-antypodycznym ani do ao, ani do a; i nie moze nalezeé

do tuku przechodzacego przez ao i a1, zawartego w brzegu figury Q miedzy punktami
quasi-antypodycznymi do ao i a; (dowéd w [3]). Dla réwnolegloboku minimalny uklad
stabilizujacy, zgodnie ze Spostrzezeniem, jest czteroelementowy; wnetrze kazdego boku
zawiera dokladnie jeden punkt takiego uktadu.
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Tematyka zaproponowana w artykule
St. Fudalego moie byé, oczywidcie,
wykorzystana w pracach nadsylanych
na nasz Konkurs Uczniowskich Prac

z Matematyki.

¢ [°C] pi/Po
1=A 1+ =B
40 0,284 0,07278
90 1,476 0,6918

Rys. 2

Dla figur tréjwymiarowych rozmieszczenie punktéw minimalnego ukiadu
stabilizujacego jest zagadnieniem otwartym. Luke te moga wypelni¢ Czytelnicy
przysylajac do redakeji swoje pomysly z ich uzasadnieniem, dopisujac na kopercie:
Uklad stabilizujqcy — wezystkie nadeslane listy przeczytam i przeéle swoja opinie.

Zwrécié tu trzeba uwage na fakt, ze w przestrzeni tréjwymiarowej bedziemy mieli

do czynienia z figurami, ktérych minimalny ukiad stabilizujacy jest czteroelementowy,
a takze z figurami, dla ktérych ten uklad jest piecio- i szedcioelementowy, przy czym
nie jest pewne, czy do tych ostatnich naleza tylko réwnolegloéciany i nie jest jasne, dla
jakich figur minimalny uklad stabilizujacy sklada sie z pieciu punktéw.

Jako drugi temat dla Czytelnikéw proponuje znalezienie w przestrzeni tréjwymiarowej
takich figur, ktérych istotny uklad stabilizujacy jest co najwyiej traynasto-,
dwunasto-,. .., siedmioelementowy (figury, dla ktérych taki ukiad jest co najwyizej
szeécio-, piecio- i czteroelementowy, pokazane 83 na rysunku 10, a figura

z czternastoelementowym ukladem - na rysunku 11) i zbadanie, czy dla figury, dla
ktérej istnieje co najwyiej s-elementowy istotny uklad stabilizujacy (s € {5,86,...,14})
istnieje tez uklad (s — j)-elementowy dla j € {1,2,...,8 — 4}. Dla kuli, na przyklad,

tak jest: istnieje szeéciopunktowy istotny uklad stabilizuj acy z punktami
umieszczonymi w koricach trzech wzajemnie prostopadiych érednic, pieciopunktowy

2 trzema punktami na réwniku i po jednym na kaidym biegunie oraz czteropunktowy
z punktami umieszczonymi w wierzchotkach czworoécianu wpisanego w te kule (rzecz
jasna, nie dowolnego — prawda?), ale czy dla innych figur jest tak réwniez? I czy dla
figur plaskich tez tak jest?

Przedstawiamy:

Zadanie z XX Miedzynarodowej Olimpiady FlzyczneJ

. Dane sa dwie nie mieszajace sie ciecze A i B. Preino&ci par nasyconych p;-

(¢ = A lub B) tych cieczy spelniaja zaleznoéé:
i
In(pi/po) = 7 + bi
gdzie po oznacza ciénienie normalne, T jest temperatura bezwzgledna pary, a a; ib; 83
pewnymi stalymi zaleznymi od cieczy.
Wartosci stosunku p;/po dla cieczy A i B w temperaturach 40°C i 90°C sa podane
w tabelce.

(i = Alub B),

1 Wyznacz temperature wrzenia cieczy A i cieczy B pod ciénieniem po.

II Ciecze A i B wlano do naczynia, w ktérym ulegly one rozwarstwieniu w sposéb
pokazany na rysunku 1. Powierzchnie cieczy B pokryto cienka warstwa nielotnej
cieczy C, nie mieszajacej si¢ z cieczami A i B, zapobiegajacej swobodnemu parowaniu
z gérnej powierzchni cieczy B. Stosunek mas czasteczkowych cieczy Ai B (w fazie
gazowej) wynosi

Y=pa/up =8.
Masy cieczy A i B poczatkowo byly réwne i wynosily m = 100 g. Wysokosci stupéw
cieczy w naczyniu oraz gestoéci cieczy sa takie, e moina przyjaé, iz ciénienie
w kazdym punkcie naczynia praktycznie nie rézni sie od cignienia atmosferycznego
réwnego ciénieniu normalnemu po.

Do ukladu cieczy w naczyniu powoli, w sposéb jednostajny, dostarczamy cieplo.
Okazuje sie, ze temperatura ¢ cieczy zmienia si¢ w czasie 7 w sposéb przedstawiony
na rysunku 2.

Wyznacz temperatury tl‘i t2 odpowiadajace poziomym odcinkom wykresu oraz masy
cieczy Ai B w chwili 7.

Uwaga: Zakladamy, ie pary cieczy:

1) spelniaja prawo Daltona gloszace, ze ciénienie mieszaniny gazéw jest réwne sumie
cidniefi, jakie mialyby te gazy osobno;

2) ai do ciéniefi odpowiadajacych odpowiednim ciénieniom par nasyconych moina
traktowad jako gazy doskonale.
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Roswliasanie sadania M 674, Niech
an =In...Inn. Aby wyraienie a, bylo

»
okreflone, musi by¢: In...lnn > 0,
N o’

n—1

stadln...Inn > 1, astadIn...lnn > e
\—\,—/ \—\/—/

n—3% n—3
'f
itd.,, ai w koficu n > ¢ . Jest to
N~~~
n-3

prawda dla n € 3. Natomiast dlan = 4
mamy jutz 4 < e°. Dla wickszych n
e
wykaiemy indukcyjnie, e e > n.
S

n—2
Istotnie, poniewas e* > 1 + z, wiec
e - e

e

et Sl > 1+ n. To dowodzi,
N’ e

n—13 n—3
ze okreflone 8a tylko a;, a3 i a3.

Rozwiazanie

I Ciecz wrze wtedy, gdy jej ciénienie pary nasyconej zréwna sie z ciénieniem
zewnetrznym. W celu wyznaczenia temperatury wrzenia danej cieczy naleiy wiec
snalef¢ taka temperature Ts;, pray ktérej pi/po = 1. Wtedy In(pi/po) = 0, a zatem
. P = B
bi = b.’ .
Wsepélczynniki a; 1 b; wyznaczamy na podstawie wzoru z treéci zadania i danych
licgbowych zawartych w tabelce, a mianowicie:

a4~ —3748,49 K, 54~ 10,711, ap~ —5121,64 K, bp 13,735,
Stad temperatury wrzenia cieczy wynosza odpowiednio:
Ty 74 349,95 K s 77°C, Top w 372,,89 K w5 100°C.

II Poczatkowa, nachylona czeéé wykresu przedstawia ogrzewanie uktadu cieczy.
Poziomy odcinek wykresu odpowiada stalej temperaturze, a wiec sytuacji, gdy
dostarczane cieplo zuzywane jeat na parowanie. Wobec istnienia warstewki nielotnej
cieczy C nigdy nie zachodzi parowanie swobodne z gérnej powierzchni cieczy B.
Rozpatrzmy zatem parowanie z wnetrza cieczy.

Niech w cieczy A lub B, lub tez na powierzchni rozdzielajacej te ciecze powstanie,
np. wekutek fluktuacji, pecherzyk pary. Aby mégl si¢ on wydostal na zewnatrs,
ciénienie w jego wnetrzu musi byé réwne cidnieniu zewnetrznemu po (lub nieco je
przewyzazaé), w przeciwnym razie pecherzyk zaniknie.

Cidnienie wewnatrz pecherzyka powstalego w cieczy A lub B jest réwne preznoéci pary
nasyconej odpowiedniej cieczy. Natomizast cidnienie wewnatrz pecherzyka powstalego
na powierzchni rozdzielajacej ciecze A i B jest réwne sumie preznoéci par nasyconych
obu tych cieczy. Wobec tego w miare ogrzewania najpierw beda osiagaé w swym
wneirzu ciénienie ps te pecherzyki, ktére powstaja na powierzchni rozdzieiajacej obie
ciecze. Temperatura ¢; odpowiada wiec swego rodzaju wepblnemu wrzeniu cieczy

na powierzchni je rozdzielajace] i jest ona nizsza od temperatur wrzenia cieczy A i B.

Aby wyznaczyé wartodé ¢, wystarczy stabelaryzowad zaleznoéé sumy ciénieft par
nasyconych cieczy A i B i stwierdzié, dla jakie] wartodci temperatury osiaga ona
ciénienie pgq.

Ze wzoru podanego w treéci zadania mamy:

P4 (a4 \ ps _ (aB )
=2 o e === b_ — = eXx = +‘b .
Po BT Tl po Y
pa + pp osiaga wartodé po, gdy v
Pa + PB4,
Po Po

Ta droga znajdujemy, e £; = 67°C (z dokladnoécia do peinych °C). Stad ciénienia par
nasyconych cieczy A i B w kazdym pecherzyku powstajacym na powierzchni rozdziatu
cleczy w temperaturze £; = 67°C wynosza:

pa & 0,734po, pp~0,267p0, (pa+pB =1,001po ~ po).
Cidnienia te nie zmieniaja si¢ podczas ruchu pgcherzyka w gére poprzez ciecz B,
bo zaleza one jedynie od temperatury, ktéra jest stata. Cbjetodé pecherzykéw podczas
ich ruchu przez ciecx B réwniei nie moze ulec zmianie bez naruszenia zwiazku
P4+ pB A po. Zatem stosunek mas par obu cieczy w kaidym pecherzyku jest taki sam.
Dzieje gig tak dopdty, dopdki jedna z cieczy zupelnie nie zamieni sie w pare. Od tego
momentu temperatura ukladu zacznie wzrastaé (drugi, nachylony odcinek wykresu),
ale pozostaiej cieczy nie bedzie ubywaé, zanim nie zacznie ona wrzeé (wyzszy, poziomy
odcinek wykresu). Temperatura ¢, oznacza wigc temperature wrzenia tej cieczy, ktéra |
pozostanie w naczyniu.

Stosunek mas my/mp par cieczy A1 B w kaidym pecherzyku uchodzacym z cieczy
w temperaturze ¢; jest proporcjonalny do gestodci tych par pa/pp. Ze wzgledu
na zafozenie, Ze pary mozna traktowaé jako gazy doskonate, stosunek ten jest réwny
stosunkowi iloczynéw cidnjeft par przez ich masy czasteczkowe:

MA _ PA _ PAMA _ Pa

mp PB PBlUB PB

Liczbowo: A N 22,0.
~ mE

Widaé, ze cieczy A ubywa 22 razy szybciej niz cieczy B. Wyparowaniu 100 g cieczy A
w trakcie wspélnego wrzenia z clecza B (na powierzchni rozgraniczajacej) towarzyszy
wyparowanie 4,5 g cieczy B. W chwili 71 w naczyniu jest wiec 95,5 g cieczy B.
Cieczy A nie ma juz wtedy w naczyniu. Temperatura ¢, jest wiec temperatura wrzenia
cieczy B i wynosi 100°C.
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FIZYCZNE NOWINKI

Redaguje dr hab. Andrzej HENNEL

TORUNSKIE KWAZIKRYSZTALY

Kwazikrysztaly czyli krysztaty, w ktérych
wystepuge niedozwolona przez prawa
klasycznej krystalografii pigciokrotna os
symetrii dwukrotnie Juz byly omawiane na
iamach "Delty” (8/1986 i 2/1988).
Prezentowane rezultaty pochodzily jak dotad
z USA, Japonii, Chin i Europy Zachodnie)
Jest 1 bardzo milo, ze tym razem rmnog¢
poinformowa¢ Czyteinikow "Delty” o
pierwszych polskich kwazikrysztaiach
Zostaty one otrzymane w Toruniu w
Zakladzie Radicspekiroskopii i Fizyki Wegla
nalezacym do Instytlitu Fizyki Uniwersytetu
Mikolaja Kopernika. Prowadzone sa tam
prace nad otrzymywaniern cienkich warstw
diamentu metoda epitaksji, czyll nakladania
kole nych warstw krystalicznych na réznego
rodzaju podloza takie jak krzem, molibden,
braz i kwarc. Epitaksja prowadzona jJest z
fazv gazowe] zwiazkéw organicznych takich
jak aceton, alkohol etylowy, metan, propan
i butan. W zaleznoéct od warunkéw procesu
otrzymywane byly zaréwro wysokie] jakosct
warstwy diamentu o grubosci okolo 15-20pm
Jjak i drobne krysztatki o rozmiarach
kilkumikroriowych, ktére ckazaly sig by¢
kwazikrysztalami zawierajacymi pieciokroina
0$ symetrii. Jeden z nich przedstawia
umieszczona ponize] fotografia. Sz to, Jak
sie wydaje pierwsze otrzymane
kwazikrysztaly wegla. Przeprowadzone
badania owych kwazikrysztatéw miedzy
innymi przy uzyciu promieni X wykazaly,
ze mozna je nadal nazywac diamentami,
gdyz lokainie atorny wegla zachowu ja
tetraedryczne uporzadkowanie wystepujace
w prawdziwych diamentach. Maksyraalne
rozmiary owych kwazidiamencikéw nie
przekraczajs 8-10um. Natomiast po
przekroczeniu tych wymiaréw zamiast
kwazikrysztaléw powstaja juz calkiem
“normalne” krysztaty diamentu

Neptun
" Dr Tomasz KWAST

Mamy wreszcie pierwsze opublikowane informacje o Neptunie uzyskane przez

Voyagera 2 w czasie zblizenia do planety 25 VIII 1989. Szczegbly beda ujawniane

z pewnofcia jeszcze prez dlufszy czas w miare opracowywania obeerwacji, a na razie
nasuwa sie jeden generalny wniosek — chyba dla niejednego z nas zaskakujacy - ie ten
polozony na peryferiach Ukladu Stonecznego glob wcale nie jest calkiem martwy, jak
mozna by oczekiwaé na podstawie wynikéw obserwacji Urana. Przeciwnie, na Neptunie
i Trytonie bardzo duzo sie d ‘

jel

Przede wszystkim wicc blekitny glob Neptuna (pierwsza strona okiadki) bardziej
przypomina Jowisza niz Urana. Chodasi o to, Ze w metanowe]j atmosferze
Neptuna wyrafnie widaé réwnoleinikowe pasy powstajace w wyniku dzialania
prayspieszenia Coriclisa na przemieszczajace sie masy atmosferycane. Przyczyna
istnienia prayspisszeria Coriolisa jest, oczywiécie, rotacja planety (jeden obrét
w okolo 15 godszin), a przyczyna ruchéw atmosfery (chodzi tu o konwekcje) — jej
grzanie od dolu, podobnie jak na Jowiszu. Zaobserwowano réwniei dwa wielkie
wiry atmosferyczne. Wigkszy z nich, nazywany Wielka Ciemna Plama, rozmiarami

" jest poréwnywalny z Ziemia i uderzajaco przypomina (zwtlaszcza na zdjeciach
czarno-bialych) Wielka Czerwona Plame na Jowiszu. Wokél Wielkiej Ciemnej Plamy,
chociai nie tylko, skupiaja, sie biale metanowe obloki unoszace si¢ 50 km ponad érednia
powierzchnia gestej atmosfery Neptuna.

Voyager 2 juz przed sblizeniem do planety rejestrowal silne impulsy promieniowania
radiowego emitowanego przez naladowane czastki przelatujace przez magnetosfere
Neptuna. Dlatego zaskoczeniem stat sig wynik bezpoéredniego pomiaru natgzenia pola
magnetycznego — okazalo si¢ ono wyraZnie slabsze niz oczekiwano wiaénie na podstawie
dotychczasowych obserwacji. Stwierdzono ponadto, Ze oé pola magnetycznego jest
nachylona pod katem okolo 50° do osi rotacji planety i nie przechodzi przez jej drodek.

&

Obserwacje wykonana przez Voyagera 2 potwierdziry spodziewana obecnoé pierécieni
woké} Neptuna oraz ujawnily istnienie szeéciu drobnych satelitéw planety. Siabe

i waskie pierécienie - podobnie, jak bywalo przy innych planstach - najlepiej byly
widoczne w pewnym stopniu ,,pod Stofice”, tzn. gdy sonda od planety jui sie oddalala.
Dwa najjaéniejsze z nich majs promienie 53 000 i 63 000 kin, a drugi 2 nich wyraZnie
sklada sie z licznych zgeszczeit obiegajacych Neptuna po tej samej orbicie. Wazystkie
pierécienie skiadaja sie z czastek zastugujacych raczej na nazwe pytu niz brylek.
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Pomimo panujacego w okolicach
Neptuna mroku i zwiazanych

z tym probleméw (Delta 2/1990)
sonda szczgéliwie przekazala

na Ziemie wrecz idealne

obrazy powierzchni Trytona,
najwiekszego satelity Neptuna
(drednica Trytona wynosi

2 760 kin), a dcidlej méwiac —
jego poludniowych obazaréw
biegunowych i czeéci réwnikowych
— reszta byla podezas spotkania
w cieniu. Przy najwiekszym
zblizeniu mozna bylo rozréznié
3zczegdly o rozmiarach rzedu

3 km.

Cala powierzchnia Tfytona pokryta jest warstwa lodu wodnego, .metanowego i azotowego wymieszanego w rozmaitym stopniu
ze skatami. Widaé przede wszystkim, ze réwnikowy obszar satelity jest znacznie ciemniejszy nii czapa biegunowa. Pokryty
jest on licznymi zaglebieniami, tak ze caloé¢ przypomina skére pomaraficzy. Diugie linie uskokéw tworza tu w przyblizeniu

W poblizu potudniowego bieguna wykryto sie¢ ciemnych smug
przypominajacych élady zostawiane przez wiatr na powierzchni Marsa.

Jednak atmosfera Trytona jest zbyt nikla, by mogla utworzyé takie dlady
(ci$nienie-rzedu 1075 atmosfery), dlatego przypuszcza sie, Ze 83 to skutki
wybuchéw tamtejszych wulkandw, tyle de strzelajacych cieklym i gazowym
azotem zanieczyszczonym pylem. Zrédlem energii tych wulkanéw mogloby byé
dwiatto stoneczne zdolne poprzez zewnetrzna skorupe ogrzaé glebiej poloiony
azot do temperatury powyzej punktu krzepniecia. Material wulkaniczny
wystrzeliwany z predkodcia do 50 m/s bylby nastepnie przez rzadka atmosfere
unoszony na kilkadziesiat kilometréw dajac owe charakterysiyczne smugi.

Dalaze wiadomosci o ukladzie Neptuna z pewnoédcia sa w drodze. Gdy troche ich
sie uzbiera, przekazemy je Czytelnikom.
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prostokatng sieé. Oflepiajaco
biala czapa polarna (odbijajaca
90% éwiatla) jest, oczywiscie, tez
lodowa pustynia, ale bynajmniej
nie ,martwa”. Zaobserwowano

tu np. podwéjne uskoki, miedzy
ktérymi przestrzefi zostala
wypelniona lodem wyplywajacym
z glebi gruntu. Widaé zamarznigte
njeziora” o niezwykle ostrych
brzegach, z mtodymi kraterami
uderzeniowymi na powierzchni.
Geologowie dopatrzyli sie formacji
dowodzacych, ze niektére jeziora-
byty kilkakrotnie wypelniane
woda, ktéra nastepnie cofala sig,
zanim zdaZyla zamarznaé.




Czy oplaca si¢ biec w czasie deszczu?
Przypusémy, ze na otwartym terenie zaskoczyl
Cig, Czytelniku, niespodziewany ulewny deszcz.
Nie masz parasola, od najblizszego schronienia
dzieli Cig spora odleglosé. Jak powiniened
pokonal te odleglosé, by zostaé mozliwie malo
zmoczonym?

Intuicja podpowiada nam, ze najkorzystniej

jest przebywaé na deszczu mozliwie jak
najkrécej, a wiec nalezy przebiec dystans
dzielacy od schronienia tak szybko, jak tylko
potrafimy. Prawdopodobnie taka bylaby
wiasnie instynktowna reakcja kazdego z nas,
gdybysmy znalezli sie w powyzej opisanej,
nieprzyjemnej sytuacji. Gdy jednak zastanowimy
si¢ chwile nad odpowiedzia na tytulowe pytanie,
by¢ moze nasung sie nam watpliwodci: co
prawda biegnac skracamy czas przebywania

na deszczu, ale jednoczesnie zwiekszamy nasza,
predkosc wzgledem niego, a wiec 1 liczbe kropli,
ktéra do nas dociera. Moze wigc istnieje

jakas optymalna predkosé biegu? Sprébujemy
odpowiedzied na to pytanie w sposéb mozliwie
scisty.

Zacznijmy od stworzenia uproszczonego
modelu problemu (tak zwykle postepuja
fizycy, gdy prébuja opisaé swiat), w ktérym
moknaca osobe zastapimy prostopadiodcianem
o krawedziach a, b, ¢, poruszajacym sie ze stals
predkoscig V' w kierunku osi y tak, jak to
przedstawia rysunek 1.

Rys. 1

Zaldézmy tez, ze nie wieje wiatr, a wiec krople
deszczu padajs pionowo w dél z predkoscia u,
przy czym (kolejne zaloZenie!) deszcz jest
jednorodny, tzn. liczba kropli deszczu na
jednostke obietosci jest stala. Po takim
uproszczeniu sobie zycia latwo juz mozemy
obliczyé, ze w czasie t spadnie na gérna
powierzchnie prostopadloscianu (lub na glowe
i barki czlowieka) deszcz zawarty w objgtosci

(1) O, = utab.

Nie jest to jednak jedyne Zrédio mokniecia.
W tym samym czasie ¢t prostopadloscian ,zderzy
sie” z kroplami deszczu zawartymi w objetosci

(2) 0, =Vtac.

Catkowita liczba kropli, ktére dotrg
do prostopadloscianu w czasie t (a jest to
$wietna miara ,poziomu zmoknigcia” ), jest
proporcjonalna do O; + O,. Jesli weZmiemy pod
uwage, ze w naszym przypadku ¢ = s/V, gdzie
s jest odlegloscig od schronienia, to ostatecznie
dostaniemy na liczbe kropli, ktére dotarly
do prostopadloscianu, nastepujace wyrazenie

bu
(3) N—N0<1+a7).
Wapdlczynuik Ny jest iloczynem wielu nie
znanych czynnikéw, ale jego znajomodé nie
jest istotna. Wzér {3) i tak méwi nam, ze
nasza intuicja byla poprawna: poniewaz N jest
malejaca funkcja predkosci biegu V', wiec im
szybciej biegnie moknaca osoba (reprezentowana
przez prostopadloscian), tym mniej mokzie.

A jednak wzér (3) kryje pewna nizspodzianke,
ktora latwo wykryé rysujac wykres liczby

kropli N w zaleinosci cd predkosei V' (rysunek 2).
Aby to zrobi¢, musimy znaé¢ wartodé stosunku &/ec.

Nie jest to trudne. Dla typowych rozmiardw
czlowieka stosunek ten jest rzedu 1/15. Stad
wniosek, ze ze wzrostem V' liczba kropli bardzo
szybko osigga wartosé asymptotyczng Ny.
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Jak szybko? Biorac pod uwage, ze predkosé
opadéw wynosi na ogél 9 m/s lub mniej, mozemy
odezytaé z rysunku 2, ze idac szybkim krokiem
(okolo 2 m/s) zmokniemy jedynie o okolo 15%
wiecej niz biegnac z predkoscia odpowiadajaca
rekordowi $wiata na 100 m (10 m/s). A zatem
chyba jednak nie warto biec w czasie deszczu!

Ten zaskakujacy wniosek dotyczy, oczywiscie,
sytuacji, gdy nie ma wiatru i deszcz pada
pionowo. Co zmieni si¢ w przedstawionej analizie,
gdy predkosci wiatru nie mozemy zaniedbaé?

' Moze Czytelnik sam sprébuje odpowiedzieé na to

pytanie. Dla zachety dodam, ze gdy wiatr wieje
w plecy, odpowiednio zmodyfikowany wzdér (3)
przewiduje istnienie predkosci optymalnej, przy
ktdrej stopieri zmokniecia jest najmniejszy.

Na zakoriczenie jeszcze tylko jedna uwaga.

Moze wydawaé sie dziwne, ze nasz instynkt
podpowiada zachowanie, ktére nie jest
zachowaniem najlepszym. Céz, wiaze sie to

z tym, Ze rzeczywistosé jest znacznie bardziej
skomplikowana niz nasz bardzo przeciez
uproszczony maodel. ZaniedbaliSmy mozliwosé
niejednorodnosci w predkosei deszczu, zawirowan,
tego, ze czlowiek moze sie pochyli¢ w kierunku
deszczu, aby zmniejszy¢ powierzchnie wystawiona
na mokniecie i wiele innych efektéw. Wszystkie te
komplikacje powoduja, ze w ogdlnym przypadku
otrzymany wynik przestaje byé wazny i uciekajac
Jak najszybciej przed deszczem realizujemy
najkorzystniejszg zyciowo strategie. Nie

zmienia to, oczywiscie, wniosku, ze w prostych
przypadkach nasz model jest poprawny.

Malg Delte opracowal Pawel KRAWCZYK

(na podstawie A. De Angelis,
Eur. J. Phys. 8(1987), 201)

Listy prosimy przysylaé pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fizykéw
Wydziat Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego

ul, Hoza 69, 00-681 Warszawa.

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKOW

Drodzy CAonkowie ¢ Sympatycy Klubu!
Frzypominamy, Ze co miesige prayznajemy nagrode kssazkowq dla autora najciekawses
opracowanego rozwigzania postawionych zagadnien.

Dzisiejsza propozycja nie dotyczy dowiadczeni, ale jest zbiorem probleméw
teoretycznych zwiazanych z pewnym obiektem fizycznym. Problemy sa uszeregowane
wedhug stopnia trudnoéci: od pierwszego — latwego do trzeciego — dla koneseréw.

Ale przejdimy do rzeczy:

Rozwaiy¢ pudelko w ksztalcie graniastosiupa o podstawie trapezu réwnoramiennego,
w ktérym znajduja sie dwie kule o érednicy 2R nieznacznie mniejszej od grubodci
pudelka (wysokodci graniastostupa). Pudelko mose obracaé sie wokét pionowej osi jak
‘na rysunku.

A
(N : ARELIN

Problem 1. Napedzamy puste pudetko wprawiajac je w ruch obrotowy o stalej
predkodci katowej w,o. Co sig stanie z kula umieszczona na skoénej czedci dna pudelka
w odleglodci r od osi obrotu?

Problem 2. Napedzamy pudelko z lefacymi na jego dnie kulami wprawiajac je

w ruch obrotowy o predkodci katowej w rosnacej powoli od zera do wartodci Wen;

a nastepnie powoli obnizamy w do zera. Podaé zaleznosé momentu pedu L, momentu
bezwladnodci I i energii E ruchu obrotowego ukladu w zaleznosci od w.

Czy otrzymamy jednoznaczna, zaleznoéé? Przedyskutowaé wynik w zaleznoéci od wp,.

Problem 3. Zakladamy, ze uklad jest zamocowany w sposéb umozliwiajacy obrét bez
tarcia. Przykladamy maly moment sily powodujac rozpedzenie ukladu do predkodci
katowej wm, a nastepnie zmieniamy znak momentu sily i utrzymujemy go ai do
zatrzymania ukladu. Znale#é w, L, I, E w zaleinoéci od czasu. Czy zaleinoéci iL; I,
E od w s3 takie same jak w problemie 2?7 Czy wystapi histereza?

Przekré} pudeika » kulami.

Pudelko ma moment bezwiadnodci Io i wysokosé h, kat ostry przy podstawie trapezu

Redaguje doc. dr Jan GAJ wynosi o, a masa kaidej z kul jest réwna m.
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Placki ziemniaczane

Nietrudno przepolowié nozem okragly placek ziemniaczany: wystarczy przeciaé go
przez érodek (rys. 1). Wysterczy, ale 1 trzeba: linia prosta dzieli koto na dwie czedci
o réwnych polach wtedy i tylko wtedy, gdy przechodzi przez jego drodek.

Réwnie latwo jest podzielié na dwie réwne czeéci kwadrat i mozna to zrobi¢ na wiele
(nieskoriczenie wiele) sposobdw i tak jak dla kota, kaide cigcie musi przechodzié przez
¢rodek. Jak jest dla tréjkata réwnobocznego? Trudno by bylo przedstawié opisowo
polozenie linii prostej dzielacej na polowy nieregularny obszar, taki — jak na przykiad
- na rysunku 2. Mosemy tylko udowcdnié twierdzente egzysiencjalne:

Twierdzenie 1. Jezeli A jeat obszarem na plaszdzyinie, to igtnieje linia prosta dzielaca
A na dwie czeéci o réwnych polach.

»,Dowéd”. Wykorzystamy znana z analizy matematycznej wlasnoéé Darboux funkcji
ciaglej: jezeli f : [a,b] — R jest funkcja ciagla, taka ze f(a) <0, 2 f(b) > O, to istnieje !
wewnatrz przedziaiu [a, b] taka liczba ¢, de f(¢) = 0. Wyrazona tu wlasnoéé ujmuje |
bodajze najbardziej istotny aspekt pqecm ciaglodci: linie ciagle nie moga przenikad
wzajemnie przez siebie nie przecinajac sie.

Rozpatrzmy wiec obszar A (rys. 2), wybierzmy dowolnie kierunek W i patrzmy, co si¢
dzieje, gdy pewns prosta | przesuwamy réwnolegle w kierunku W. Okredlmy funkcje,
ktérej wartodcia jest réznica pdl czeéei, na ktére ! rozcina A. Gdy [ jest catkowicie
,pod” A, czyli jedna z czeéci jest pusta, wartodé funkcji jest dodatnia, dla drugiego
polozenia — ujemna. Zatem gdzieé ,w drodku” musi byé réwna zeru, tj. obie czedci
maja réwne pola.

Rys. 1 ’ .
Do tego fragmentu tekstu mozna odnieéé kilka uwag. Dlaczego slowo ,dowéd”

wzialem w cudzysiéw? Poniewas nie jest to dcisty dowdd, a wladciwie tylko jego
pomyst. Uzywamy tez pojecia pola w niedostatecznie precyzyjny -sposéb. W nie
do korica jasny sposéb okreéliliémy funkcje i korzystaliémy z jej ciaglodci nawet
bez préb uzasadnienia. Nie wiadomo, dla jakich obszaréw nasze twierdzenie jest
stosowalne (czy naprawde rozumowanie jest dobre dla kaidych?). No, ale tak pracuje
kazdy matematyk i chyba kaidy intelektualista: najpierw pomyst, potem staranne

_ przetworzenie go i dopracowanie szczegétéw. Wpadniecie na pomyst wymaga intuicji
i wiedzy, opracowanie go — wiedzy, techniki i rzetelnoéci.

Druga uwaga, ktéra warto zrobié, jest to, ze udowodniliémy w}aécxwxe twierdzenie
mocniejsze niz I, a mianowicie:

Twierdzenie I1. Jeieli A jest obszarem na plaszczyznie, to istnieje linia prosta
dzielaca A na dwie czeéci o réwnych polach. Prosta ta moze mieé dowolny, przedtem
obrany kierunek.

Rys. 2

Kolisty placek mozna tez podzielié na cztery réwne éwiartki (rys. 3). Matematycznie
wlasnoéé ta to, oczywidcie,

lw+80 Twierdzenie III. Dowolny obszar na plaszczyinie mozna podzieli¢ na cztery czedci
o réwnych polach dwiema prostymi prostopadiymi. |

A A Dowdéd (réwnie écisly, jak i poprzedni). Wybierzmy prosta lo polowiaca obszar
4 e i tworzaca z ustalona osia kat a € [0°,90°]. Podzielmy A na dwie polowy inaczej,
za pomoca, prostej prostopadlej do lo. Mamy (rys. 3)

A+ A= A3+ Ay oraz AL+ A=A+ A;z.

Okreélamy funkcje f : [0°,90°] — R wzorem f(a) = Ai(a) — Az(a). Poniewai na obu

koticach przedziatu okreélonodci ma ona przeciwne znaki, wiec (znéw nie dyskutujemy,

dlaczego jest ciagla) gdzie§ wewnatrz sie zeruje. Dla pewnego kata oo mamy wigc

Rys. 3 : Ai(ao) = Az(ao), zatem wszystkie cztery czesci maja réwne pola. Moiemy jednym

cieciem podzielié na dwie réwne czedci dwa okragle placki: ciaé naledy, oczywidcie, :
wzdluz prostej laczacej dwa érodki. Do zrealizowania takiego podziatu placki nie musza

byé koliste:

Twierdzenie IV. Dla dowolnych dwéch obszaréw na plaszczyinie istnieje prosta
przecinajaca je na dwie czedci o réwnych polach.

Dowéd. .. pozostawiamy Czytelnikom. -

Sami przejdziemy do trzeciego wymiaru, ale przedtem przekonajmy sie, Ze twierdzenie
IV nie jest prawdziwe dla trzech plaskich obszaréw ~ nie znajdziemy takiej linii dla
trzech két, ktérych érodki nie leia na jednej prostej.
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Twierdzenie V. Dowolne trzy bryly w przestrzeni tréjwymiarowe] da sie przeciaé
plaszczyzna tzk, by wszystkie trzy podzielily sig¢ na czedci o réwnych objetodciach.

Bywa to nazywane twierdzeniem o kanapkach: ,zawsze mozna bultke z mastem i szynka
przekroié plaskim cigciem tak, by przepolowié bulke, maslo i sazynke”; cytuje tu
Kalejdoskop Matematycany Hugona Steinhausa. I te wlasnoéé da sie wyprowadzié

z twierdzenia o wartodci éredniej. Mozemy wypracowaé sobie inne podejscie do

takich zagadniefi rozcinania. Przy dzieleniu bulki z maslem i szynka jeden stopien
swobody potrzebny jest do ustawienia noza tak, by przeciaé na pét bulke, drugi —
maslo, trzeci - szynke. Wladnie ta liczba stopni swobody decyduje o tym, ile obszaréw.
mozemy przepoiowi ,za jednym zamachem”, a to, czy ciecia beda plaskie jest

sprawa drugorzedna. Linia prosta na plaszczyznie ma takie dwa ,stopnie swobody?”,
powiedzmy, nachylenie do danej oei i punkt przecigcia z nia, plaszczyzna w przestrzeni
- 3, para prostych prostopadlych na plaszczyfnie - tez 3. Trzy stopnie swobody ma
tez okrag: dwie wspdirzedne érodka i i promiefi. Dlatego tez powinno byé prawdziwe
nastepujace

Twierdzenie VI. Dla dowolnych trzech obszaréw ptaskich istrieje okrag przecinaj acy
je na czesci o réwnych polach.

Jest tak w istocie — dowodu znéw nie podamy. Proponujemy zastanowié sie nad nim
oraz nad innymi, ciekawymi Twierdzeniami o Polowieniu, na przykiad za pomoca
parabol na plaszczyinie, sfer i par plaszczyzn w przestrzeni i za pomoca... czego sie
tylko da.

dr Michai SZUREK

Patrz w niebo

Obecnoéé w przeszloci wody na Marsie nie ulega watpliwosci — élady pozostawione
przez nia s3 uderzajace. Na zdjeciach wykonanych przez sondy wyragnie widaé liczne
koryta dawnych rzek i obszary pokryte rzecznymi osadami. Zarazem wiadomo, ze
powierzchnia Marsa jest pustynia. Gdzie wiec podziala sig¢ ta woda? Na podstawie
pomiaréw wilgotnodci atmosfery, wykonanych przez Vikingi, ocenia sie, ze cala woda
atmosferyczna moglaby pokry¢ powierzchnie planety warstwa gruboéci 10 um. Nawet
gdyby dodaé do tego wode zawarta w czapach polarnych, to i tak byloby jej za malo
w stosunku do ocen dokonanych na podstawie widocznej rzezby terenu. Wedhug

. wszelkiego prawdopodobiefistwa woda marsyjska znajduje sie obecnie gleboko wewnatrz

gruntu.

Uderzeniowe kratery rozsiane po calej powierzchni Marsa dowodza, ie planeta —
podobnie jak Ksieiyc — zreszia inne planety tez, tylko na Ksieiycu najwyrasniej to
widaé — wkrétce po uformowaniu sie podlegala silnemu bombardowaniu przez ciala
meteorowe. W wyniku tego grunt zostal pokruszony prawdopodobnie do glebokodci
kilku kilometréw i tak stal si¢ zdolny wchionaé stosunkowo duza iloéé wody.

Zauwaimy, ze na Marsie jest w zasadzie tak zimno, ze niemal w kazdej sytuacji woda
na powierzchni planety powinna zamarznaé. Jednak w najcieplejszych okresach roku

i w okolicach réwnika moze panowad temperatura w poblizu zera stopni Celsjueza,

a wtedy woda, zwlaszcza wzbogacona w rozpuszczalne sole, moze przez dluzszy czas
znajdowad sie w stanie cieklym, a zatem moze wsigkad w grunt. Potwierdzeniem tego
83 wyraine sezonowe zmiany zdclnoéci odbijania fal radarowych przez grunt marsyjski,
jako ze wspdlczynnik odbicia fal jest doéé czula miara wilgotnoéci gruntu.

Gigboko pod powierzchnia planety woda najprawdopodobniej znajduje sie w stanie
cieklym wskutek ciepla wywiazujacego si¢ przy rozpadzie radioaktywnych pierwiastkéw
zawartych w skatach skorupy. Woda ta niekiedy przebija sig lub przynajmniej
przebijala si¢ na powierzchnie, o czym éwiadcza dlady w postaci dolin rzecznych
pochodzacych jakby z wielkich powodzi. Réwniei niektére kratery wygladaja jakby
powstaly przy upadku meteoroidu w geste bloto, a nie na twardy grunt.

Nie ma jeszcze, oczywidcie, pelnej jasnoéci co do ilodci, stanu fizycznego i rozkladu
wody w marsyjskim gruncie. Jako dalszy etap badaf przewiduje sie zainstalowanie na
Marsie sieci sejsmograféw. Umozliwilaby ona z biegiem czasu odtworzenia globalnej
struktury wnetrza Marsa, a tym samym przyczynilaby sie do rozstrzygniecia zagadki
marsyjskiej] wody. Tego rodzaju eksperyment planowany Jest na polowe lat 90.

dr Tomasz KWAST
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Ile lat
ma Ziemia?

~Dr Lidia GOETTIG

Rozwiazanie zadania M 575.
Najprostsza metoda konstrukcji

wynika z nastepujacego spostrzeienia:
oznaczmy przez S obrét o 60° wokél
punktu p. Jeieli teraz okregi S(O1)

i Oz (lub S71(01) i O3) przecinaja sie
w pewnym punkcie d, to tréjkat pdc,
gdzie c= S71(d) (lub ¢ = S71(571(d)))
jest réwnoboczny. Istotnie | pd| = | pe|
oraz Zdpec = 60°. Stad, aby zbudowad
tréjkat, nalezy znalefé obraz jednego

2 okregéw przy obrocie wokdl punktu p
o 60° lub o —60°.

Na pytanie, kiedy powstal otaczajacy ich éwiat, ludzie starali sie odpowiedzied

od poczatkéw swych dziejéw. Dopiero jednak metoda datowania promieniotwdrczego,
rozwinigta w tym stuleciu, umozliwita wyznaczenie wieku Ziemi na drodze
doéwiadczalnej z doktadnodcia do paru procent.

Pierwsze teorie kosmologiczne utozsamialy narodziny Ziemi s powstaniem
Wazechéwiata, a pierwsze oceny wieku Ziemi, choé zupelnie faiszywe, byty podawane
% ogromna dokiadnoécia. Na przykiad Majowie wiersyli, 56 Wazechdwiat, ktéry mial
wedhug nich cyklicznie powstawa¢ i nlegaé zagladzie, zostal ostatnio odiworzony na
nowo w roku 3114 p.n.e. W pierwszym wieku naszej ery w Chinach przyjmowano, e
okres trwania Wazechéwiata wynosi 23 639 040 lat. Najwieksza jednak dokladnoécia
poszczycié si¢ mégt w polowie siedemnastego wieku arcybiskup Ussher, ktéry

na podsiawie Biblii wykonat obliczenia, z ktérych wynikalo, e akt stworzenia
Waszechdwiata mial miejsce 26 pafdziernika roku 4004 p.n.e. o godz. 9 rano

w Mezopotamii.

Michait W. Lomonogow (polowa XVIIT w.) byl jednym z pierwszych, ktéray |
wikazali na to, iZ Ziemia mogla powstaé niezaleinie od reszty §wiata i oszacowal
wiek Ziemi na kilkaset tysiecy lat. W roku 1779 hrabia de Buffon prébowal
wyznaczy¢ wiek Ziemi na drodze dodwiadczalnej. Badajac na malym modelu tempo
ochladzania si¢ Ziemi od pierwotnego stanu goracego stwierdzil, iz Ziemia liczy
sobie okolo 75 tysiecy lat. W tym czasie przewazal jednak powszechnie poglad,

iz Ziemia jest znacznie starsza. Sredniowieczne teorie katastroficzne ustapily
bowiem miejsca skrajnemu uniformitarianizmowi, wedhig ktérego tempo zmian

i rola czynnikéw przyrodniczych nie ulegaly nigdy zmianie w przeszlodci i sa takie
jak w chwili obecnej. Prowadzilo to do uznania wiecznoéci Ziemi. Stanowisko

takie prezentowali w geologii m.in. James Hutton i Charles Lyell. Na podstawie
analizy skal i gleby, w ktérych zaczeto wyréiniaé regularne warstwy, prébowali oni
szacowad czag trwania réznych okreséw geologicznych, ale nie znajdywali, jak pisal
Hutton w swojej keiazce Theory of the Earth ( Teoria Ziems, 1795 r), ,ani éladéw
poczatku, ani zapowiedzi kofica”. :

Tezg¢ o wiecznodci Ziemi odrzucil stanowczo fizyk z Glasgow William Thomson
(pééniejszy lord Kelvin) i w roku 1862 opublikowat wyniki swoich obliczert wieku Ziemi.
Uwaizat on, jak i wielu innych fizykéw jemu wspélczesnych, e na poczatku Ziemiz byta
w stanie cieklym, nastepnie powierzchnia jej ostygia i utwardzita sie, zle rdzet ciggle
jeszcze pozostaje goracy. Thomson obliczyl wiec, jak dlugo Ziemia musiala stygnal,
aby osiagnad etan obecny. Zalozyt on, ie jedynym #rédlem ciepla (poza niewielkim
wkladem od grzania Slofica) bylo éciskanie grawitacyjne, a promieniowanie prowadzilo
do utraty ciepla. W rezultacie ocenil wiek Ziemi na 20-40 min lat, w kazdym bad#
razie mniej niz 100 min lat.

Wyniki Thomsona zaszokowaly biclogéw i geologéw. Nie mogli sie oni pogodzié z tak
znacznym ograniczeniem dotychczasowej skali czasu. Charles Darwin uwazal, ze :
zloZone organizmy wymagaly o wiele wiecej niz 40 mln lat, aby osiagnaé obecny atan |
ewolucyjny. Ale rownie i inne préby rachunkowego oszacowania wieku Ziemi podjste
w tym czasie potwierdzaly wynik Kelvina. Ocene 100 mln lat otrzymali: amerykafski
astronom Simon Newcomb i fizyk niemiecki Herman von Helmholtz na podstawie

obliczer czasu potrzebnego na to, aby oblok pytu miedzygwiazdowego skurczyt sie

grawitacyjnie do rozmiaréw Slotica. George M. Darwin (syn Charlesa), astronom |
z Cambridge, otrzymal wyniki zgodne z ocena Kelvina rozwazajac z kolei efekty |

dzialania tarcia przyplywowego.

Z czasem geolodzy zaczeli sig¢ wigc przekonywaé do tych wynikéw znajdujac nawet dia
nich potwierdzenie dodwiadczalne. W roku 1868 Archibald Geikie, geolog szkocki, na
podstawie badania tempa erozji wywnioskowal, iz Ziemia nie ma wiecej niz 100 min
lat. W roku 1899 John Joly z Uniwersytetu w Dublinie zaproponowal nowa technike
geologiczna wyznaczania wieku Ziemi na podstawie stopnia zasolenia oceanéw. Zalozyl
on mianowicie, Ze zasolenie wynika w calodci z rozpuszczenia mineralnych osadéw

i Ze moze ono tylko rosnaé z uplywem czasn. Réwniez i z tych badad wynikata ocena
podobna: 80-90 mln lat. Tak wiec, pod koniec dziewietnastego wieku ugruntowal sie
poglad oparty zaréwno na wynikach badaf teoretycanych, jak i dodwiadczalnych, iz
Ziemia powstala jakied 100 min lat wczedniej.

Nastepne slowo mialo juz nalezeé do fizyki jadrowej. Ten nowy dzial fizyki narodzil
si¢ w 1896 r. razem z odkryciem promieniotwdrczodci przez A. Henriego Becquerela.
Konsekwencje tego odkrycia dla geologii byly ogromne. Po pierwsze, kiedy

w roku 1903 George Darwin i John Joly doszli do wniosku, ze promieniotwdrczosé

jest czefciowo przynajmniej odpowiedzialna za cieplo Ziemi, stalo sie jasne, ze wyniki
obliczen Kelvina, ktéry pominal ten efekt, musza byé zanizone. Po drugie, odkrycie to
juz wkrétce zrewclucjonizowalo eksperymentalne techniki geologiczne oznaczania wieku
skal. W ciagu kilku pierwszych lat naszgo stulecia uéwiadomiono sobie, ze obecnoéé
produktéw rozpadu promieniotwérczego w skale dwiadczyé moze o jej wieku.
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Roswigzanie sadania M 576.
Niech A bedzie podzbiorem zbioru
{1,...,10}. Wéwczas przez r(A)
oznaczamy reszte z dzielenia liczby
E a; przez 1023. Liczby r(A)

IEA

moga przyjmowad wartodci tylko
ze zbioru {O, ...,1022}, natomiast
jest ich tyle, ile podzbioréw zbioru
dziesigcioelementowego, czyli

2% = 1024. Stad, dla pewnych
réinych zbioréw A i B, r(A) = r(B).
Zdefiniujmy ¢; = 1 dlas € A\ B,
¢, =—1dlai € B\ A oraz

¢; = 0 dla pozostalych 5. Wtedy

10
E &a; = E a; — E a; jest podzielna

=1 IEA i€EB

przez 1023, (Wezystkie ¢; nie moga by¢
réwne 0, bo co najwyiej jeden spoéréd

tbioréw A, B jest pusty, a A # B.)

Metoda promieniotwérczego datowania skal ma zasadnicza przewage nad wszystkimi
innymi metodami, a mianowicie mozna émialo przyjaé, ze prawdopodobiefistwa
rozpaddéw jadrowych nie zaleia od warunkéw, ktére panowaly na Ziemi w réznych
stadiach jej rozwoju. Takie podejicie nie ma uzasadnienia w przypadku metody
opartej np. o pomiary zasolenia, gdzie wyniki zaleza silnie od przyjetych zalozen co do
temperatury, opadéw itp. Technike radioaktywnego datowania skal zapoczatkowali
Ernest Rutherford i radiochemik Bertram B. Boltwood. W 1904 r. Rutherford
zaproponowal metode oparta na badaniu zawartosci helu (czastki a emitowane

. w rozpadzie) w mineralach.

W 1905 r. Boltwood opracowal metode oparta na pomiarze stosunku ilodci uranu

do otowiu (ktéry jest produktem rozpadu uranu) i ocenit wiek posiadanych prébek

na 92 do 570 mln lat. Wyniki te byly obarczone powainym bledem, wynikajacym
m.in. z wtedy jeszcze slabej znajomodci czasu rozpadu uranu. Zasada metody
promieniotwdrczego datowania jest bardzo prosta. Przypuéémy, ze mamy poczatkowo
w prébce pewna (nieznana) liczbe No jader izotopu promieniotwérczego, rozpadajacego
sig z emisja jakiego§ promieniowania (moze to byé a, f lub v). Mamy wiec przemiane
jader wyjdciowych w jadra — produkty przemiany, przy czym niech éredni czas

iycia jader wyjéciowych wynesi 7 (jest nam znany). Wynika stad, ze po czasie ¢
pozostanie w prébce N = Noe_$ jader wyjéciowych i utworzy sie N' = Ny — N jader
- produktéw. Badajac stosunek liczby jader wyjsciowych do produkowanych w danej

-prébce mozemy wiec okreéli¢ wiek prébki, a mianowicie: ¢ = 71In(1 + N'/N).

Zalozyliémy tutaj, Ze mamy do czynienia z najprostszym przypadkiem schematu
rozpadu; tak w istocie wyglada rozpad jader 3"Rb, ale inne izotopy promieniotwdrcze,
stosowane do oznaczania wieku, maja bardziej skomplikowane schematy rozpadu.
Przedstawia to tabelka.

Jadro . Schemat rozpadu $redni czas Zycia [10° lat]
-rubid 87 87Rb —87Sr+ 8 71,8
potas 40 °K — 4%Ar (wychwyt elektronu) 17,0
—4Ca+p 2,12
tor 232 32T _, 208P}, 4 6o + 40 20,05
uran 235 35y 5 207ph 4 Ta + 48 1,02
uran 238 238Uy — 29%Pb + 8a + 648 6,49

Choé zasada prosta, w praktyce pojawiaja sie jednak problemy. Po pierwsze, ilodci
izotopéw promieniotwérczych i ich produktéw sa zwykle bardzo mate — rzedu 0,0001%,

. 2 wyjatkiem rud uranowych. Pomiary tak malych ilodci wymagaja wiec ogromnych

dokladnodci. Wymagana jest tez dokladna znajomoéé érednich czaséw zycia. Ale
krytycznym czynnikiem wplywajacym na dokladnoéé wyniku jest mozliwoéé, iz dany
izotop (wyjéciowy badf bedacy produktem rozpadu) moze byé dostarczony lub
usuniety ze skaly w jakié inny niz wynikajacy z rozpadu sposéb. Na przykiad oléw

w skalach moze pochodzié nie tylko z rozpadu uranu czy toru, ale mégt znajdowal sie
w prébce od samego poczatku. Z kolei argon, bedac gazem, moze uchodzié ze skaly,
jeéli zostanie ona dostatecznie podgrzana, tak wiec wiek wyznaczony na podstawie
stosunku potas-argon w rzeczywistoéci okreéla czas, jaki uplynal od ostatniego
podgrzania skaly.

Wiek najstarszych skal znalezionych na Ziemi oznaczono na okolo 3800 mln lat,

przy czym, co ciekawe, znajduja si¢ one w poblizu srodkéw kontynentéw, a im dalej

od frodka, tym skzly s3 mlodsze. Rezultat powyzszy okreéla dolna granice wieku
skorupy ziemskiej, ale niekoniecznie wyznacza moment narodzin Ziemi. Na podstawie
badafi meteorytéw (zakladajac, ze mialy one wspdlny z Ziemia poczatek) oszacowano
czas narodzin pierwotnej Ziemi na okolo 4600 mln lat temu. Wyniki datowania prébek
gleby Ksieiyca wskazuja, iz wiek Ukladu Slonecznego jest ,nieco” dluzszy i wynosi
okoto 4700 mln lat.

Na zakoriczenie warto sobie uéwiadomié skale czasu. A wiec, wyobraZmy sobie
zamiast naszej Ziemi, liczacej 4600 mln lat, osobnika, ktéry wladnie skoficzyl 46 lat'
(to prostsze!) i w czasie przyjecia urodzinowego sigga pamiecia wstecz. Okazuje sie,
ze mial lat 11, gdy pojawily sie pierwsze iyjace organizmy — prymitywne bakterie.
Pierwsze zlozone organizmy powstaly dopiero przed 8 laty. Dinozaury nadeszly
okolo 2 lata temu i panowaly przez péitora roku. Péltora tygodnia temu malpy
czlekoksztaltne przeksztalcily sie w malpopodobnych ludzi, a jeszcze przed godzina
obszar Europy Pin. i Wielkich Jezior w Ameryce Pin. pokrywaly ostatnie ladolody.
Mniej wiecej trzy kwadranse uplynely od chwili, gdy czlowiek podjal pierwsze préby
uprawy ziemi, a pét godziny temu narodzila sie cywilizacja Sumeréw w Mezopotamii.
Rewolucja przemystowa rozpoczela sie zaledwie przed minuta. Jeszcze 40 8 temu
Kelvin przekonywat jubilata, iz ten liczy sobie tylko 1 rok, ale juz od 21 8 wszyscy sa
zgodni, ze to jednak 46 urodziny. A wiec wszystkiego najlepszego i STU LAT!
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Termin nadsylania rozwiazan:
. 31 XII 1990

grzejnik

1

% l

3
]

000002822440 //////////(I

s

s

b4

4

2

%

i f
Z

7

2

H

— %
21180212 000000000000

Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zada 91 (WT=2,43) i 92 (WT=1,23)
z numeru 8/1989

Aleksander Surma - Myszkéw 43,85pkt
Wojciech Peisert - Wroclaw 35,32pkt
Plotr Bata ‘ - Torud 35,37pkt
Andrze] Borowski - Aleksandréw
Kujawsk! 34,01pkt

Przemystaw Gworys- Czastochowa 332,88pkt

Mariusz Bogacs - Pificzbéw 30,70pkt
Jacek Stelmach - Zabrse 29,44pkt
Marek Karaf — Tarnéw 29,30pkt
Adam Sikorski -~ Lublin 36,96pkt
Leszek Motyka - Krakéw 19,18pkt

Liga zadaniowa Wydziatu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsyla¢ rozwiazania zadaf » numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazafl ramieszczamy w numerze n + 4. Mosna nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robi¢

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadar z matematyki i z fizyki nalezy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 » dokladnodcis do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wsp6lczynnik trudnoéci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego radania, a N — liczbe 086b, ktére nadeslaly rozwiazanie cho¢by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Triykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szcregblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Zadania z fizyki nr 107’ 108 7 Redaguje dr Andrzej NADOLNY

107. Lekki cylinder wykonany z materialu izolujacego cieplnie jest zawieszony

na dwéch nitkach jak na rysunku. Na wewnetrznej powierzchni cylindra w polowie jego
dlugoéci znajduje sie grzejnik elektrycany w ksztalcie pierécienia. Umieszczenie cylindra
w laminarnym strumieniu powietrza skierowanym wzdluz jego osi powoduje odchylenie
sig nici zawieszenia od pionu o pewien kat a. Czy wlaczenie zasilania-grzejnika bedzie
mialo wplyw na ten kat, a jedli tak, to jaki?

108. Dwaj taternicy znajduja sie na poziomym, plaskim tarasie nad przepaécia '
o wysokodci H = 14 m. W pewnej chwili taternik A spada w przepaéé. Jego kolega B,
stojacy w odleglodci | = 7 m od krawedzi, trzyma line asekuracyjna, do ktérej
przywiazany jest spadajacy. Jak powinien on postepowa, aby zminimalizowad
predkoéé upadku towarzysza na dno przepaéci i samemu nie spadt? Moze on trzymaé
sie liny kurczowo bad# tei dowolnie regulowal site jej wypuszczania. Przyjaé, ze tarcie
liny o prég skalny jest zaniedbywalne, natomiast wspélczynniki tarcia taternika B -
o podloze wynosza: 0,5 dla tarcia kinetycznego i 0,7 dla tarcia statycznego. Masy
taternikéw A i B wynosza odpowiednio m4 = 100 kg, mp = 70 kg. Wytrzymalogé
liny, kt6éra mozna uznaé za nierozciagliwa, jest réwna 2000 N. Obliczyé przyblizona,
predkoé¢ upadku taternika A w najbardaiej korzystnym przypadku.

Rozwiazania zadat z fizyki z numeru 5/1990

Przypominamy treéé zadah:

99. Migdzy dwoma punktami o ustalonej réinicy wysokodci i odleglofci poziomej budujemy tor
bobslejowy. Podaé — jakodciowo — ksztalty toru, dle ktérych osiagane bylyby: a) maksymalna
predkodé koricowa, b) maksymalna predkodé frednia, ¢) minimalny czas przejazdu.

100. Oszacowaé maksymalny moiliwy zasieg samolotu odrzutowego, lecacego z predkodcia

800 km/h, na podstawie nastepujacych danych: stosunek sily noénej (wytwarzanej przez
skrzydla) do sily oporu powietrza — 5, energia spalania paliwa — 4 - 107 J/kg, stosunek masy
powietrza do masy paliwa w wyrzucanych gazach spalinowych — 50. Inne, niezbedne dane
naleiy przyjaé samemu.

99. Poszukiwane ksztalty toréw dla przypadkéw a, b, c przedstawia rysunek.

‘a) b) <)

100. WprowadZmy oznaczenia: M — masa wlagna samolotu, my, — masa poczatkowa
paliwa, v - predkoé¢ samolotu, ¢,, — energia spalania paliwa, g = 10 m/s?
- prazyspieszenie ziemskie. Prayjmujac éredni cigzar samolotu Q = (M + m,/ 2)g,
obliczamy w sposéb przyblizony prace uiyteczna, jaka wykonujg silniki samolotu
na dystansie s:

L=0,2Q3=0,2(M +mp/2)gs.
Z drugiej strony, przyjmujac sprawnoéé silnikéw réwna n, mamy przy catkowitym
zuzyciu paliwa:

L =ncoymp .

aﬁw Przy zalozeniu, e m, = M uzyskujemy

8= (10/3)(nc.p/g.
Podstawiajac # = 0,8 (maksymalna mozliwa sprawnos¢ silnika cieplnego dla
temperatur T; = 1250 K, T> = 250 K), otrzymujemy s = 10* km.
W rozwiazaniu pomineliémy energie unoszona przez gazy spalinowe: przy predkosdci
gazéw zblizonej do predkoéci déwieku ich energia wynosi zaledwie 1% energii spalania

BTN paliva.
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Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uweglednieniu ocen rozwiazan
zadaf 193 (WT=1,40), 194 (W T=4,00),
195 (WT=2,80), 196 (WT=2,14)
z numerdéw 8 i 9/1989

Kasimlers Serbin - Sanok 43,36pkt
Adam Csornik - Bytom 42,49pkt
Jersy Janowlics - Bolestawlec 41,95pkt
Krsysstof Zawistawskli- Warssawa 41,45pkt
Darluss Rybackl - Krafnlk 40,18pkt

Dsiekujemy nlelicsnym ucszestnikom,

ktérsy — nle sratenl potetnym saburseniem
regularnofcl ,cyklu sadanlowego” (1 Delty
w ogéle), spowodowanym prseclet praes
nlekontrolowane tywloty - sdecydowali sle
praysial roswiazania sadafl 5 ,,slerpniowego”
| ,wrsefnlowego” numeru.

I my - nle srateni nlenormalnofcia sytuacji,
nle wiedsac, Jakle nlespodslank! prayssiofé
gotu]e - sdecydowan| jestefmy kontynuowad
sabawe tak dlugo, Jak sle da.

201. Niech CD bedzie ta krawedzia caworodcianu ABCD
(2 roswaianej klasy), na ktérej dlugoéé nie naklada sie
ograniczefi. Przy ustalonym polozeniu wierzchotkéw A, B,
C objetoé¢ Vapcep bedzie maksymalna, gdy wierzcholek
D bedzie leial moiliwie najdalej od plaszczyzny ABC

- czyli gdy ABD bedzie tréjkatem réwnoramiennym,
|AD| = | BD| =1, leiacym w plaszczysnie prostopadtej

do ABC. A wéwczas

3VaBop = Sasc - /1 - (:t/2)2 .

Przy ustalonej diugodci | AB| = z € (0;1),
maksymalna wartoéé pola Sapc (osiagana dla
tréjkata réwnoramiennego, | AC | = | BC | = 1) wynosi

(2/2)\/1 — (z/2)3. Zatem (przy ustalonym z)

Vasop < (2/6) (1 - (2/2)?) =: V(2)

i Zadania

Zadania 3 matematyki nr 209, 210 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA .

209. Czy istnieje w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej zbiér domkniety, ktérego,
cz¢éé wspélna 3 dowolna plaszczyzna, jest zbiorem skoficzonym, niepustym?

210. Niech m, n > 1 beda liczbami naturalnymi. Oznaczmy ich najwiekszy wspélny
dzielnik przez d.

(a) Udowodni¢, ze jedli iloraz m/d jest liczba nieparzysta, to liczby u = 2™ — 1
iv=2" +1 sa wzglednie pierwsze.

(b) Obliczyé najwigkszy wspélny dzielnik liczb u i v, gdy m/d jest liczba parzysta.

Zadanie 210 zaproponowal pan Jan Ciach z Ostrowca Swietokrzyskiego, jako naturalna
kontynuacje zadania 190 (Delta 4/1989).

Roswiasania sadat s inatematyki s numeru 5/1990

Przypominamy treéé zadah:

201. Znale£é maksimum objetodci czworodcianéw majacych pigé krawedzi dlugodci nie wiekszej
nii 1.

203. Dowiedé, ie E(lk/:k+l) < E(zk/:k.‘.‘)z dla dowalnych z,,...
od 1do n; zpyy := z,).

yZn > 0 (sumowanie po k

(réwnoéé¢ dla |AC|=|BC|=|AD|=|BD|=1,

pt. ABC 1 pl. ABD).

Gdy z przebiega przedzial (0;1), funkcja z + V (z) roénie.
Tak wiec szukane maksimum (osiagane, gdy takze krawedz
AB ma dlugoéé 1) wynosi V(1) = 1.

202. Oznaczajac Zi/Zr4+1 = Gk Mamy Gy ... Gp = 1,
skad a1 + ...+ an > n (érednia arytmetyczna

i geometryczna). Zatem na mocy nieréwnodci
Cauchy’ego-Schwarza

(Za) = (S1a)’ < (T1) (Tal) =
=nya < (Xa) (Tat) -

Yar<Y ai.

i wobec tego

Redaguje mgr Michat WOJCIECHO WSKI

M 574. Dla jakich liczb naturalnych n wyrazenie Inln...In n jest okreslone?

Rozwiazanie na str. 5 "

M 576. Dane s3 okregi O, i O3 oraz punkt p. Skonstruowaé tréjkat réwnoboczny,
ktérego jednym wierzcholtkiem jest punkt p, drugi nalesy do okregu O, a trzeci do O;.
Rozwiazanie na str. 12

M 876. Danych jest dziesieé liczb calkowitych ay,...,a10. Udowodnié, e istnieja
10

liczby &; € {—1,0,1}, i = 1,..., 10 nie wszystkie réwne zero, takie, ze liczba 3 eia;
=1

jest podzielna przez 1023.

Rozwiazanie na str. 13

Redaguje dr Krzysztof CHARCHULA

F 290. Dwa identyczne elektromagnetyczne impulsy prostokatne o amplitudzie pola
elektrycznego V biegna naprzeciw siebie po idealnej linii transmisyjnej. Energia
kazdego impulsu wynosi E ~ V2. Gdy impulsy spotkaja sie, powstanie pojedynczy -
impuls o amplitudzie 2V. Czy to, ze amplituda impulsu podwoila sie, oznacza, iz
energia wzrosta do 4E?

Rozwiazanie na str. 17

F 291. Spotkalo si¢ dwéch zeglarzy i kaidy z nich utrzymuje, ze jego 16d4 jest szybsza.
Aby rozwiazaé spér, postanowili urzadzié¢ regaty na pobliskiej rzece na dystansie

od mostu do mostu, zgodnie z jej biegiem. W uméwionym dniu nie wial nawet
najmniejszy wiatr. Pomimo to zeglarze postanowili écigaé sie i obydwie todzie zaczely
dryfowad unoszone pradem rzeki. W pewnym momencie jeden z zeglarzy postawit
iagle, a drugi nie zdecydowal si¢ na to do kofca regat. Czy wysécig mial zwyciezce?
Jedli tak, to ktéry z ieglarzy wygral?

Rozwiazanie na str. 17
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Jedli na jednym stereoskopowym obragku jakad plaszczyzna
jest biala, a na drugim — czarna, to przy zlaniu sie obrazkéw
wyda si¢ ona nam blyszczaca, nawet jedli obrazki s3 wykonane
na matowym papierze. Wyjadnié to moena nastepujaco.
Powierzchnia blyszczaca odbija §wiatlo w okreslonym kierunku.
Dlatego, gdy spogladamy na blyszczacy przedmiot, do jednego
oka wpada zwykle wigcej éwiatla odbitego od tego przedmiotu
nig do drugiego. Przyczyna widzenia blyszczacej plaszceyzny
tkwi w niejednakowej jasnodci obrazéw ogladanych lewym

i prawym okiem. Warunki takie zachodza przy stereoskopowym
zlewaniu si¢ powierzchni bialej 2 czarnga.

@

Badania prébek wody pobranych na otwartym oceanie
pokazuja, ze prébki te zawieraja niezwykle duto wiruséw —
do 250000 na mm?3. Jest to okolo miliona razy wiecej nig
dotychczas szacowano. Wigkszodé obserwowanych wiruséw to
bakteriofagi. Z uwagi na ogromng liczbe moga one stanowié
istotny czynnik ekologii oceanicznego planktonu i wplywad
poprzez ten ostatni nawet na ziemski klimat.

Wsréd czastek promieniowania kosmicznego docierajacego

do Ziemi spotyka si¢ czasem protony o energiach 1020 eV,

czyli rzedu kilku diuli (1J = 1,6 - 101° V). Gdyby udalo

si¢ nam odebraé protonowi cala te energie, to moglibys§my
podniesé na wysokodé 1 m péilitrowy kubek wody. Wspomniany
proton ma predko€é bardzo bliska predkodci dwiatla i efekty
relatywistyczne sa niezwykle silne. Sprébujmy oszacowal czas,
w ktérym przeleci on nasza Galaktyke, ceyli 10° lat §wietlnych.
W ukladzie zwigzanym z Ziemia bedzie on lecieé niewiele

ponad 10% lat. W ukjadzie wlasnym, tzn. poruszajacym sie

3
wraz z protonem, uplynie natomiast T' = ﬂél'c— -105 lat, gdzie

my = 1,67 10727 kg (938 MeV) E = 1020 ¢V. Po wykonaniu

rachunkéw otrzymamy T = 30 8. Oznacza to, e protonowi :
przelecenie przez naszg Galaktyke zajmie tylko pét minuty.
(Na podstawie: A. Hennel, Zbiér zadas, zadanie II 76.) .-

Widzieliscie zapewne zapalony papieros lezacy na popielnicece.
Dlaczego dym wychodzacy przer ustnik opada w dét,

a z drugiego korica unosi si¢ do géry? Czastki dymu s3 ciessze
od powietrza. Dym wychodsgacy przez ustnik opada wiec w dét. -
Nad zarzacym si¢ koricem papierosa wytwarza si¢ unoszacy prad
cieplego powietrza, ktéry pociaga za sobg czastki dymu.

Réznymi drogami przyroda dochodzi do edumiewajaco
podobnych efektéw — oczy glowonogdw (np. oémiornicy)
wygladaja zupelnie tak samo jak oczy kregowcdw

(np. czlowieka). Jest to tym dziwniejsze, ge.drogi ewolucyjne
kregowcdw i glowonogdw spotykaja si¢ dopiero na poziomie
jamochtonéw (np. stutbia). A na dodatek réwnies
morfologicznie oczy te s3 zupelnie régne — powstaly jako
wyspecjalizowanie réznych tkanek.
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W biezacym roku przypada maksimum 11-letniego cyklu

1ak';ywnodci sloneceznej. Wiele obserwacji wskaguje na to, ze

poziom aktywnodci bedzie rekordowo wysoki. Jako preyktad
klopotéw, jakie fakt ten mote wywolaé, niech postuia

skutki gigantycenej erupcji, jaka miala miejsce na Sloricu
treynastego marca 1989 r. Gdy dwa dni pééniej wyrzucona

w tej erupcji materia stoneczna dotarta do Ziemi, nastapily
gwaltowne zmiany ziemskiego pola magnetycznego, kidre
 kolei wyindukowaly w kanadyjskiej sieci elektrycznej na tyle
dugy prad, ze £ powoddw bezpieczeristwa zamknigto jego
doplyw w calej prowincji Quebec. Inne zanotowane efekty
wybuchu £ treynastego marca to gmiany kierunku wskazywanego
przez kompas, dochodzace do 8°, spowolnienie satelity Solar
Maximum Mission tak, £e promieti jego orbity zmniejszyl si¢

o 1 km, awaria komputera amerykariskiego promu kosmicznego,
problemy & czujnikami magnetycznymi ugywanymi do kontroli
glowic wiertni naftowych oraz z elektronicenymi systemami
kontroli sygnalizacji kolejowej ugywanymi w niektdrych krajach,
a takge ogromna zorza polarna, wideziana niezwykle daleko

na potudniu, nawet na Jamajce.

Umieszczone w wierzchotkach A, A3 i A3 trdjkata masy m,,
mg2 i m3 wyeznaczaja dokladnie jeden jego punkt P — érodek
ciezkodci obciagonego tréjkata. Jezeli bedziemy zmieniaé

masy, to mozemy jako srodek ciezkodci otreymad kagdy punkt
wewnatre tréjkata. Latwo tei zauwagyé, ze rmieniajac wszystkie
masy proporcjonalnie nie gmieniamy drodka ci¢zkoédci. Trudniej
spostrzec, te jedli masy m;, mo i mg wyeznaceajg érodek P,

to pola tréjkatéw Az A3 P, A3A1P i AjA2P 83 proporcjonalne
do tych mas.

@

- Amerykariscy naukowcy wojskowi pracujacy w programie

s,wojen gwiezdnych” ugyskali ciagla wiazke (o czasie trwania

1 s) spéjnego éwiatla widzialnego o rekordowo wysokiej mocy
650-700 W. Usyli oni do tego celu lasera pracujacego w zakresie
podczerwieni i emienili czgstodé produkowanej przez niego
wiaeki, przepuseczajac ja preee krysetal jodku litu. $wiatlo
wideialne ma ¢ militarnego punktu widzenia duta prezewage nad
promieniowaniem podczerwonym, gdyt jest stabiej pochlaniane
przez atmosfere, a takie dlatego, ze jego dziatanie jest bardziej

destrukcyjne.

W Watsonville w Kalifornii gbudowano Bugvac — odkurzacz

do gbierania owaddw z plantacji truskawek. Owady wciggane
jest do Bugvaca z predkodcia powyzej 50 km/h, gdzie ging

po zderteniu si¢ £ odpowiednio ustawiona plytka (tak jak muchy
na seybie pedzacego samochodu), a nastepnie sg wyrzucane

2 powrotem na pole. Bugvac pogwala wyeliminowaé chemicegne
drodki owadobdjcze.

2
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Storice obiega centrum Galaktyki z predkoécia okoto 250 km /s.
Rekordowa, dwa razy wickszg predkoéé obiegowg gwiazd
zaobserwowano u galaktyki UGC 12591. Jest to galaktyka
o typie poérednim miedey soczewkowatymi SO a spiralnymi
Sa, ustawiona do nas niemal dokladnie krawedzia. Obserwacje
radiowe na wodorowej fali 21 cm wykonane 300—metrowym
radioteleskopem w Arecibo (Puerto Rico) opréce tej rekordowej
predkodei 500 km/s pozwolily ustali¢ cala kreywa rotacji
galaktyki (zalegnodé predkodei obiegowej od odleglodci
od centrum galaktyki). Wynika ¢ niej, te galaktyka ta ma masg
2 x 1012 mas Slorica, czyli o rzad wielkoéci wieksza nig nasza.




Rozwigzanie sadania F 290.
Energia kaidego pojedynczego
impulsu dzieli sie réwno miedzy
pole elektryczne i magnetyczne.

Po nalozeniu si¢ impulséw, plynace
w linii transmisyjnej prady (a zatem
i pola magnetyczne), stowarzyszone
z impulsami skladowymi, znosza sie
i zostaje jedynie wklad elektryczny,
ktéry daje energi¢ 2E.

ey i -_'/-’Obt,atmb co prawda, ‘wiele podiyg wagl
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Roswiasanie sadania F 291.
Odpowiedf wynika z zasady
wzglednodci ruchu. Wybierzmy jako
uklad odniesienia uklad spoczywajacy
wzgledem wody w rzece. W ukladzie
tym spoczywaja réwniet dryfujace
lodzie, ale wieje niewielki wiatr.
Poniewad prawa fizyki sa takie same
we wszystkich ukladach inercjalnych,
wiec wiatr ten moina wykorzystaé.

A zatem, teglujac na wiatr (tj. plynac
whalsem™) 16d£ » postawionymi saglami

pierwsza dotrze do mety. Wynik ten

nie zalezy od tego, ktéra z lodzi miala

lepsza konstrukcje.

- ;tyazom, btczu;qc.ug.s gad_g r.?la*ohm'd'

\ Ich reszt kzq pod-kurh

Zapiskr z przestrzem: Riemanna
(okiem korespondenta PAP)

Przestrzen Riemanna nie rozczarowuje nawet wytrawnych badaczy. Jechaliémy pociggiem.
Za oknami skalisty, pofaldowany teren. Jakies ruiny, resztki starych kultur. Niemal
wszedzie na pdt zatarte desenie podobne do misternych siateczek. Zapytalem, co to?

To dawni krélowie wytyczali ukiad wspdirzednych, zeby sciagad podatks. Po kazdes
rewolucsi uklad wspdirzednych si¢ zmienial, lecz jego rola zostawala ta sama. Uklady
wapbirzednych staly si¢ nienawistnym symbolem feudalnego wyzysku, ktérego skutks
widoczne 8g do dasigg!. ..

Jakoz krag byt biedny. Wyjadniono mi, ze stosunkowo niedawno dotaria tu cywilizacya.
Poje¢cia matematyczne przywiezione zostaly dopiero przez bialego czowieka. A i to
interpretuje si¢ je swosécie. Niektérym twierdzeniom oddaje sie dotqd ho}d na._sposdb
pogariski. Do niedawnt c2£tor}o, tez ich dowody ofiarams z ludz. Rawne g@ tenz;réw

byly_; gozoatanq tajemnicq kﬁp?dn?m. .Gg@mlawc i:bﬁM(ng;E’: 'lfddujc im czesé

0 rzucajq st

ng.g% iz niemoylgt
Mna atc zmieniaé, w c
polskich specjalistéw. Rychio mialem okdjc Fargt o6t ]

zmzjarych zgrodls wypad! lc6d. Krzy " 5
‘ ""ﬁm YRk

3 atct o -Atake WG

. miertelnodé. Mdfgijch.&tdrgﬁ e

& bezAmiennych badaczy zostalo calkowicie przysypanych.
ams wskainikéw.)

Spinory dzielimy w zasadzie na dzikie i uprawne. Do tych ostatnich zaliczajq sie nieduze,
przygruntowe spinory o Hustych laciriskich wskaznikach A, B, C,... Mialem okazje
gladaé dosyé typowg plantacje, gdzie uderzyly mnie kontrasty apolcczm Uboga ludnodé
nuje dniem { nocq pola spinorowego, odpedzajge ptactwo, aby nie wydzobywalo
Wakaznikdw. Ale ptaki nie sq tu jedyng kleskq. Widzialem pole tenzor 6w ze wskatnikams
ob;edzonymt doszcz¢inie przez szararicze: zostal wiadciwie las kikutéw. Gdy nadchodz
spinorobranie, spinory zrywa si¢ § obdziera ze wskaznikéw, ktére zabierajq bogacze.
I podczas gdy zajadajq oni tlustq zupe wskaznikowq, wiedniak muss si¢ Zywié odwarem
pozostales nacs. )

Pora jednak, abym wspomnial o wizycie w stolicy, slynnym Schwartzchildopopolis. . .
Oczywidcie, obejrzalem przesiawne ruiny osobliwodci Schwartzchilda z trzeciej potowy
XIX wicku! Byla tam niegdyé czarna dziura: w tej chwili jest jeszcze czarniejsza,

gdyz horyzont osobliwodcs zalepity catkowicie sadze z pobliskies fabryks sztucznes

fasolks szparagowej, wystawione; w ramach umowy z Pagartem. Odwiedzilem

w niej wybitnego polskiego specjaliste. - Czy nie nudzi si¢ panu wérdd tych rusn,
osobliwodci i plantacjs? - spytalem. - Czasams - odpart - doskwiera tesknota za placem
Konstytucyi!. .. Ale z drugiej strony, ta kwltura! No i praca! - dodal przytupujge od
niechcenia butem z najdelikatniejszej powierzchni Riemanna, zszywanej na brzegach
przez autentyczmego chlopa pariszczyénianego. - Pracujemy tu nad problemem
podstawowym, rozwijajgc teorie tenzora o nieskoriczones liczbie wskaénikéw. -

To rzeklszy, pokazal m¢ arkusz nieskaztelnego papsieru, na ktérym obliczenia ciggnely

si¢ dlugimi rzedami. - Trzymam studentéw do pielenia bleddw - wyjadnil. - Robig

na tym Swietne magisteria!. .. Odwiedziiem naste¢pnie polskich inzynieréw w terenie..

Jest cigzko, a nawet bardzo ciezko! - stwierdzili - ale uczymy sch pewnych elementéw
gospodarks planowes... Karczujemy Christoffle i sadzimy kartofle. Postawsliémy im tame,
na wypadek gdyby poplynela rzeka. To nasza legitymacja do XXI wieku. -
Schwarzschildopopolis, N. Rok 1989. Bogdan MIELNIK
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