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Roswiasanie sadania F 288.

W poloieniu réwnowagi odcinek
laczacy érodek masy ze frodkiem
wyporu musi by¢ pionowy. r
W przeciwnym wypadku nie znikalby
moment silty wyporu i sily ciezkodci.
W gre wchodza wiec tray modliwe

sytuacje:

a

b

przy czym, poniewai frednia gestodé
rury jest réwna polowie gestodei

" wody, rura jest zawsge ranurzona
do polowy swojej objetodei. Wynika
stad réwniei, ie masa pustej rury
réwna jest masie zawarte] w niej wody.
Zatem frodek masy ukladu leiy zawsze
w polowie odcinka laczacego drodek

rury ze frodkiem masy wody. Z drugiej

strony, érodek wyporu pokrywa sie

1 geometrycznym #rodkiem zanurzonej
czefci rury. Osznacsajac przez H
dhlugofé rury znajdujemy odleglodé
miedzy frodkiem masy a frodkiem
wyporu dla przypadkéw a), b) i c):

1 3
= —H - —H = 0,0625H,
=g . 25H

1
2= -l-
b

o=

3

~I=0,06251,
16

ng_l[l =
s/2 21,3 3

1

] [ =~ 0,04881.

We wszystkich trzech przypadkach
grodek masy leiy powyiej érodka
wyporu. Czy oznacsza to, ie uklad nie
ma poloienia réwnowagi trwalej? Nie.
Energia potencjalna ukladu wynosi

Mgz i jest najmniejsza w przypadku c),

ktéry realizuje tym samym poloienie

réwnowagi trwalej.
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Rys. 1. Wielkoskalowe zmiany dlugodci

doby.

Jak dlugo trwa doba?
Dr Tomasz KWAST

Nie od dzié§ wiadomo, ze Ziemia jest doéé marnym zegarem, inaczej méwiac — obraca
sie niejednostajnie. Zostalo to stwierdzone w wyniku poréwnania czasu mierzonego
obrotem Ziemi i mierzonego za pomoca, zegaréw atomowych, zachowujacych z natury
rzeczy swéj jednostajny chéd z ogromna, dokladnodcia. Po co wiec zajmowal sig dalej
tak niedoskonalym zegarem ziemskim? Oté% — po pierwsze — niejednostajnoéé obrotu
Ziemi moie by¢ interesujaca po prostu jako zjawisko przyrodnicze. Po drugie — zegar
atomowy, jako twér techniki, ma prawo byé zawodny i by mieé dori peine zaufanie,
nalezy go od czasu do czasu poréwnaé z innym zegarem — Ziemia, nie tak dokladnym,
za $o niezawodnym. Umozliwil to laser i technika kosmiczna.

Mianowicie: radzieckie automatyczne sondy i amerykaniskie wyprawy zalogowe
zostawily na Ksiezycu kilka tzw. odblyénikéw, tj. ukladéw pryzmatycznych, ktére

z minimalnymi stratami odbijaja kazdy promieni §wiatla w kierunku, z kiérego ten
promiefi przyszedl. Z Ziemi za pomocay lasera polaczonego z teleskopem wysyla

sie bardzo krétkie impulsy swiatla ku tym odblyénikom, a nastepnie mierzy sie

czas ich przelotu na drodze Ziemia — Ksieiyc — Ziemia. Tak wyznacza si¢ odleglosé
Ksieiyca od Ziemi. Poniewaz czas przelotu impulsu §wietlnego mozna mierzyc

z dokladnoscia rzedu 10710 s, odleglosé wyznacza sie z dokladnoscia do ulamka metra,
a wiec — prawde méwiac — mierzy sie w ten sposéb odlegloéé konkretnego odblysnika
od konkretnego lasera w éciéle okreélonej chwili.

Moszna tez odblyénik wykorzystaé inaczej. Gdyby zawiesié go gdzied daleko
,hieruchomo® w przestrzeni, to za pomoca nieruchomego wzgledem Ziemi teleskopu

2z laserem mozna by bylo precyzyinie okredli¢ czas trwania jednego obrotu Ziemi.
Bylby nim czas migdzy kolejnymi odbiciami promienia laserowego. Jest to,
oczywiscie, eksperyment fikcyjny, a najlepsze, co dalo si¢ dotychczas zrobié, to wlasnie
umieszczenie odblyénikéw na Ksiezycu (lub bliZej, na sztucznych satelitach, np. na
satelicie Lageos, od: Laser Geodynamics Satellite). Czas miedzy dwoma kolejnymi
odbiciami od tego samego odblyénika nie jest witedy doba, ale jej czas trwania mozZna
obliczyé. Tego rodzaju obserwacje, dzieki swojej fantastycznej dokiadnosci, umozliwiaja
w rezultacie jednoczesne wyznaczenie dhugoéci doby, polozenia biegunéw ziemskich,
dokladne poznanie orbity Ksiezyca itd.

W ten sposéb dlugosé doby wyznacza sie obecnie z dokladnodcia do 0,1 me.

- Przykladowe wyniki sa przedstawione na rysunkach. Analiza takich danych

pozwala na wyréznienie rozmaitych ,skladowych” zmian diugosci doby. Jedne

g nich, jak np. systematyczny warost dlugosci doby czy wahania miesigczne, sa
naturalne i wynikaja z rozpraszania energii ruchu obrotowego Ziemi przez plywy oraz
% oddzialywania Ksiezyca. Inne jednak, np. stynny 14-miesieczny okres Chandlera, nie
znalazly do dzi§ wytlumaczenia.
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Rys. 2. Pomiary dlugodci doby wykonane w Jet Propulsion Laboratory wykazuja regularne
smiany z okresem rzedu dwéch tygodni.
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Jeszcze o klimacie, ozonie, atmosferze itp.

Dr hab. Jan KALINOWSKI

Dziatalnodé czlowieka ma coraz wigkszy wplyw na przyrode. Ocenia sig, Ze do biosfery
dostaja, sig olbrzymie ilodci metali ciezkich (dane w tysiacach ton na rok): As — 120,
Cd - 30, Cu - 2150, Hg - 11,.Mo - 110, Ni - 470, Pb - 1160, Sb — 72, Se - 79, V - 71,
Zn — 2340. Calkowita toksycznodé tych metali jest wieksza niz calkowita toksycznodé
wszystkich odpadéw organicznych i radicaktywnych produkowanych rocznie, biorac

za wskainik ilodé wody potrzebnej do ich rozcieficzenia, aby osiagnaé standard wody
pitnej. Olbrzymi wzrost zawartodci metali toksycznych w powietrzu, wodzie i glebie

i przenikanie ich do poiywienia niesie ze soba trudne do oceny zagrozenie zdrowia
naszego i przyszlych generacji.

—25 Nie tylko nad Antarktyda, ale réwniei w atmosferze
1 arktycznej zaobserwowano zanik ozonu w okresie marca
— kwietnia kazdego roku. Sadzi sie, ze jest to wynik
- produkcji bromoformu przez glony (np. Ascophyllum
b i ~ = nodosum) w ilodci okolo 10* ton/rok. Tyle samo
' s - bromoformu produkuje przemyst.
: ;I 11

Metan, podobnie jak CO;, odgrywa duza role

s
=
Auoaddg

w tzw. efekcie cieplarnianym. Wazrost ich zawartosci
i -|  w atmosferze (0 150 % dla metanu i 23 % dla CO,

|

1

|

I e i | od 1800 r.) oraz innych gazéw wplywajacych na bilans

| - BT " — energetyczny promieniowania cieplnego przyczynil sie

| sk J | zapewne do wzrostu éredniej temperatury o 0,5°C

: CHCl3 Tl i od 1860 r. Prawdopodobnie dalszy wzrost koncentracji

| C2 H, CCL, E tych gazéw spowoduje wzrost temperatury o 1,5°C w ciagu

[ S0, C2Hs = najhlizszych 40 lat, o ile inne mechanizmy obnizajace

i | | ] | =] wzrost temperatury (np. chmury) nie beda efektywniejsze.

1 15 2 25 3 as  Zalaczona ilustracja pokazuje wplyw réinych gazéw

Efekt cieplarniany w porownaniu z CO, (w poréwnaniu z CO2) na efekt cieplarniany.
Modele klimatu ziemskiego przewiduja szybsze ogrzewanie tundry kanadyjskiej
i syberyjskiej niz reszty globu ziemskiego. Stopienie wiecznej zmarzliny moze
spowodowal uwolnienie olbrzymiej ilodci metanu w niej zamrozonego. Metan jest
bardzo istotny dla efektu cieplarnianego, a zmarzlina — olbrzymia pulapka metanu
wytwarzanego przez organizmy torfowisk i bagien tundry. Uwolnienie metanu moze
przyspieszy¢ globalne ocieplenie.
m - W spekulacjach na temat efektu cieplarnianego nie jest do korica wyjaéniona rola
chmur. Chmury pokrywajg okolo polowy Ziemi. Ich efekt jest dwojaki. Z jednej strony °
Roswissanie sadania M 572. odbijaja, promieniowanie sloneczne, z drugiej — utrudniaja, emisje energii cieplejszych

Jedli f lub g jest staly, to teza jest " S Tim o g
Beayaisia. Balbio:g wiee, i buderi s warstw powietrza i ziemi pod nimi. Wstepne pomiary przeprowadzone przez dwa

nich nie jest staly. Mnodac ewentualnie Satelity ERBE (Earth Radiation Budget Experiment) wskazuja, Ze istotniejsze jest
jeden lub dwa wielomiany praez —1 odbijanie energii slonecznej. W kwietniu 1985 r. chmury zredukowaly przychodzace
mi“?‘; BRtoEyCy ke Sl pOmL ey promieniowanie sloneczne (1340 W/m?) o 44,5 W/m? redukujac emisje energii cieplnej
{= :‘:e;:?_ni::i:‘;:nt:ii:::gu::‘e Ziemi o 31,3 W/m?. Daje to netto zmniejszenie ogrzewania Ziemi o 13,2 W/m?. Dla
Ze f(lyu) =a€Zig(y) =beZ. kontrastu — obecne modele matematyczne zmian klimatu przewiduja, Ze podwojenie
Niech teraz y; bedzie najmniejsza zawartodci CO, spowoduje podwyZszenie temperatury o 2,8°C do 5,2°C, a wiec wzrost

?‘E;,b;‘"e*z‘e"‘“:::f‘:: ;‘{‘::‘}‘ f"a + 1 opa, Promieniowania cieplnego Ziemi o 4 W/ m?,
g(y2) = b+ 1. Istotnie, w przeciwnym

it flE) > b Dymy wywolane pozarami moga mieé istotny wplyw na klimat. Ich znaczenie dla

i 3 twierdzenia Darboux (funkcia klimatu jest dyskutowane w kontekscie tzw. zimy jadrowej, mogacej powsta¢ w wyniku
ciagla prayjmuje wartodci posrednie) wybuchu wojny jadrowej. O ich roli moga éwiadczyé obserwacje przeprowadzone
otrzymalibymy istnienie takiego =z, w 1987 r. w pélnocnej Kalifornii. Na skutek olbrzymich pozaréw laséw dymy spowily

Kegy & & g e (4] =04 niektére doliny w gérach na ponad 3 tygodnie. Srednia dzienna temperatura byl tam
co przeczy wyborowi yg. W ten

sposéb mosemy znalesé dowolnie dlugi 112822 od normalnej o ponad 15°C przez pierwszy tydziefi i o 5°C przez 3 tygodnie.
ciag punktéw y1,ya, ..., yk taki, de Obnizenie temperatury powietrza przy powierzchni Ziemi spowodowalo odwrécenie
flys)=a+i-1g(s;) =b+i-1dla pokiadu temperatury w powietrzu, co przyczynilo sie do utrzymania dyméw. Zassio
P Iy wp s CO Przyczy ¥
1=12,...,k S5Stad wielomian f — g 2 . S < -
wiec typowe dodatnie sprzezenie zwrotne: koncentracja dyméw — nizsza temperatura

jest staly na dowolnie licanym zbiorze,
wige w ogdle jest staly. — koncentracja dyméw.
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Wydzial Fizyki Uniwersyt.etu Warszawskiego

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKOW

Drodzy Calonkowie ¢« Sympatycy Klubu!

Przypominamy, Ze co miesige przyznajemy nagrode
ksigzkowq dla autora najciekawiej opracowanego rozwigzania
postawionych zagadnien.

Dzisiejsza propozycja doéwiadczenia dotyczy problemu
bardzo waznego dla taternikéw:

Badanie tarcia liny o pret

Potrzebne materialy:

1. Pret, np. oléwek, kij od szczotki, pret metalowy
(gladki).

2. Mocna nitka, cienki sznurek lub zZylka wedkarska.

3. Wiele ciesarkéw — identycznych przedmiotéw, ktére
dadza, sie zawiesié na nitce, np. nakretki, zabki do firan,
spinacze biurowe.

Przygotowanie: Na jednym koricu nitki zawieszamy
jeden ciezarek. Zamocowujemy pret poziomo tak, aby
sie nie ruszal i owijamy dookola niego obciazona, nitke,
a nastepnie obcigzamy jej drugi koniec ciezarkami.

Pomiar: Ile potrzeba ciezarkéw, aby potrafily weiagnaé
do géry jeden ciezarek zawieszony na drugim koricu nitki?
Pomiar wykonaé dla réznej liczby zwojdéw nitki.

Wiyniki przedstawié w formie tabeli oraz wykresu.
Dokladnie opisaé wykonane dodwiadczenie.

Analiza (o wiele trudniejsza nii dosdwiadczenie; jesli nie
potrafisz, to sie nie martw).

1. Wyraz slowami, co otrzymaled. Czy wynik jest
zaskakujacy? i

2. Zaproponuj wzdér empiryczny opisujacy otrzymana
zaleznodé liczby ciggarkéw uruchamiajacych nitke od liczby
zwojéw. Moze tu poméc znalezienie takich skal na osiach,
aby punkty na wykresie ukladaly sie w prosta,.

3. Sprébuj przewidzieé wyniki dodwiadczenia, znajac
wepdlezynnik tarcia nitki o pret (znajdf teoretyczny waér
opisujacy badana zaleznoéé).

Uwagi

1. Masa nitki powinna by¢ zaniedbywalnie mala

w poréwnaniu z masa ciezarka (ktéra najwygodniej przyjaé
za jednostke).

2. Warto powtdérzy¢ doswiadczenie w réznych warunkach
(uzywajac réinych elementéw). ;

3. Jakie czynniki wplywaja na dokladnoéé pomiaru?

4. Jezeli dysponujesz waga, zaproponuj i wykonaj inny
wariant doswiadczenia.

Wzér empiryczny jest to wzdr opisujacy zaleinoéé
obserwowana w doéwiadczeniu bez zrozumienia przyczyn,
dla ktérych zaleinoéé ta jest taka, a nie inna. Jest to po
prostu wzér odgadniety.

Redaguje doc. dr. Jan GAJ

Listy prosimy przysylaé pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fizykéw

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa.

i Zadania Redaguje mgr Michal WOJCIECHO WSKI

M 571. Na okregu napisano n > 5 liczb tak, ze suma kazdych trzech kolejnych jest
nie wigksza niz 3 oraz suma kazdych pieciu kolejnych liczb jest nie wigksza niz 5.
Wykazaé, ze suma wszystkich liczb przyjmuje wartodé maksymalna wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie s3 réwne 1.

Rozwiazanie na str. 7

M 572. Wielomiany f i g przyjmuja wartoéci catkowite w tych samych punktach,
tzn. f(z) € Z & g(z) € Z. Wykazaé, te f — g = const lub f + g = const.

Rozwiazanie na str. 3

M 573. Udowodnié, 2e w kazdym czworoscianie istnieje taki wierscholek, iz z krawedszi
z niego wychodzacych mozna zbudowac tréjkat.

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje dr Pawel KRAWCZYK

F 288. Dhugs rure o przekroju kwadratu o boku ! = 10 cm napeliono woda do 1/4 jej
objetosci. Srednia gestodé rury z woda wynosi p = 0,5 kg/dm®. Rure nastepnie
wlozono do duzego zbiornika wodnego. Zaniedbujac gruboéé scianek znalei¢ poloZenie

réwnowagi tego ukladu.
Rozwiazanie na str. 1

F 289. Niemal kazdy zabawial sie kiedy$ prébujac utraymaé w pozycji pionowej
pret oparty na czubku palca. Jest to stosunkowo proste, gdy pret ma dhugoéé I
rzedu 1 m. Balansowanie pretem dziesieciometrowej dlugoéci naleiy juz do trudnych
sztuk cyrkowych. Paradoksalnie, réwnie trudno jest utrzymad w pozycji pionowej

np. dlugopis. Dlaczego?
Rozwiazanie na str. 17
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Roswiasanie sadania M 6578.
Preypuéémy prreciwnie.

b

o

e

Niech e bedzie najdluzsza krawedzia
czworodcianu. Wtedy a+ b > ¢,
a+¢>b, wiec a > b+ ¢ (bo z zaloienia
% odcinkéw a, b, ¢ nie moina zbudowad
tréjkata). Analogicznie a > d+ e.
Dodajac stronami otrzymujemy

2a> (d+b)+(e+c),astada>d+b
albo a > e + ¢, co w obu przypadkach
daje sprzecznodé.

Roswigzanie sadania M 571.
Oznaczmy sume wszystkich liczb
przez S. Dodajmy wszystkie sumy
trzech kolejnych liczb. Otrzymamy
35, bo kaida liczba wchodzila w sklad
trzech tréjek kolejnych liczb. Z drugiej
strony dodaliémy n skladnikéw

nie wickszych od 3. Stad 35 < 3n
ijefli § = n, to suma kaidych

trzech kolejnych liczb jest réwna 3.
Analogicznie, jeieli S = n, to suma
kaidych pieciu kolejnych liczb jest
réwna 5. Wéwczas suma kaidych dwu
kolejnych liczb jest réwna 2 (bo suma
dwu kolejnych liczb jest réwna réimi-t:y
sum pewnych pieciu liczb i pewnych
trzech kolejnych liczb). Ale skoro suma
kaidych trzech kolejnych liczb jest
réwna 3, a kaidych dwu kolejnych 2,
to kaida liczba jest réwna 1.

Patrz w niebo

Podczas calkowitego za¢mienia Slofica staje sie na krétko widoczna jego rzadka
atmosfera — korona — na co dziefi niedostrzegalna w oélepiajacym blasku tarczy
slonecznej. Jednak zaémienia nie sa na zawolanie, a wyprawa do miejsca, skad

beda widoczne, jest z reguly daleka i kosztowna. I tak potrzeba zrodzila wynalazek,
koronograf (Bernard Lyot, 1930). W przyrzadsie tym w ognisku obiektywu umieszcza
sie przeslone, krazek o rozmiarach obrazu tarczy Slofica. Taki ,sztuczny Ksigiyc™ daj.
w efekcie sztuczne zaémienie Slodca i dlatego za jego pomoca korone sloneczna mozna
obserwowaé w dowolnej porze dnia dowolnie dlugo.

Korzy#¢ plynaca z wyeliminowania poteinego strumienia éwiatla tarczy slonecznej dla
kazdego jest tu chyba widoczna. Mniej oczywiste jest, e podobna, technike stosuje
sie w przypadkach, gdzie w ogéle éwiatla jest bardzo malo. Pisaliémy jui (artyku?

" M. Subotowicza, Delta 3/1989) o zaobserwowaniu pierscieni pylowych wokél gwiazd

(pierécienie te sa prawdopodobnie prekursorami przysatych ukladdéw planetarnych).
Obraz gwiazdy przesloniety malym krazkiem umozliwil ,zobaczenie” w podczerwieni
slabej podwiaty owego pierscienia wokéigwiazdowego.

Ale metode te zastosowano tei do obserwacji obiektéw jeszcze slabszych, mianowicie
kwazaréw. Wszystko wskazuje na to, Ze kwazar to galaktyka z wyjatkowo jasnym
jadrem, gdzie energia pochodzi z intensywnej akrecji materii na masywna czarna
dziure. Caly kwazar wskutek oddalenia jest zawsze obiektem bardzo slabym, ale
jego jadro jest oélepiajaco jasne w poréwnaniu z reszta galaktyki. Pomiary jasnodci
kwazaréw z uzyciem réinych przesion prowadszit juz kilka lat temu np. Gerry
Neugebauer z zespolem — ugyto 5-metrowego teleskopu palomarskiego. Obserwacje
te réwniez wykonywane byly w podczerwieni. W tym przypadku chodzilo jui nawet
nie o uzyskanie obrazéw, lecz o zmierzenie, jaki wklad do jasnodci kwazara ma jego
otoczka. W ten sposéb uzyskano niezaleiny argument za tym, Ze kwazary istotnie
moga, by¢ galaktykami, aczkolwiek nie dalo to Zadnej informacji o strukturze (typie)
galaktyki.

dr Tomasz KWAST

Elementarny dowéd nieré6wnosci Erddsa—Mordella

Poniiszy problem postawil Paul Erdds w 1935 roku (American Mathematical Monthly,
Problem 8740): Jezeli O jest dowolnym punktem wewnetrznym tréjkata ABC i P, Q,
R 83 spodkami prostopadlych opuszczonych z punktu O odpowiednio
na boki BC, CA, AB, to

OA+OB+0C>2(0OP+0Q+OR).

W dwa lata pésniej pojawilo sie jego uzasadnienie (L.J. Mordell). Obecnie znamy
réine dowody tego faktu (patrz np. [.0. Hixaapckrf, H.H. Yennos, U.M. SArnom,

»l €OMETpHYECKHE HEPABEHCTBA H 3aJa4YH Ha MAKCHMYM M MHHHMYM", 3af. 111(6) lub
Delta 11/1988).

Oto dowéd L. Bankoffa z 1958 roku metoda geometrii elementarnej (bez uzycia
trygonometrii).

Niech P; i P, beda spodkami prostopadlych opuszczonych z punktéw R i Q

na bok BC. Analogicznie definiujemy punkty @ i Q2 oraz R; i Rz na pozostalych
bokach. Poniewai tréjkaty PRP; i OBR s podobne (rys.), wiec PP = EEOR,
Analogicznie PP, = £292, 0,Q = 90, Q,Q = R42F R, R = 8229,

RR, = BEQF, Wéwezas

OA+OB+0C >

BPrFPP; Q:1Q +QQ2 B\R+ RR;
30A(——RQ )+OB(——-—RP )+oc(__—-PQ )

o (RP-OC’+PQ-OB) 00 (PQ-OA +’RQ-OC)+

Il

PQ-OB " RP-0C, RQ-OC ' PQ OA
RP-OA . RQ-OB :
>
+0R(RQ_OB+RP_OA),2(0P+0Q+OR),

gdyz dla dowolnych dodatnich liczb p i g, s + g- =2 7
Jaroslaw GORNICKI
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Odbtysnik

Jak z lusterek zbudowaé odblyénik, czyli takie urmdzeﬁie, ktére kazdy padajacy na nie
promieri $wiatla odedle z powrotem?

Pierwsza, prawdziwa zreszta, odpowieds brzmi — nie da si¢. Zamiast ja uzasadniad,
sprébujmy zastanowi€ si¢ nad ukladem lusterek, ktéry ma te wlasnosé, ze kaidy odbity
przez ten uklad promier bedzie réwnolegly do promienia padajacego. Jest to ,prawie
idealny odblyénik”, bo gdy uklad jest maly, promient odbity jest przez cala swa droge
bardzo bliski promieniowi padajacemu.

Konstrukeja ,,prawie
idealnego odbly#nika®
(PIO) moie by¢ taka:
zestawiamy trzy lusterka
w ten sposéb, by kaizde dwa
z nich byly prostopadie.
Dlaczego taki uklad
jest PIO? Dlatego, ze
zlozenie trzech symetrii
plaszczyznowych jest
symetria srodkowa.
Uzasadnié to mozna
np. za pomoca ukladu
| wspolrzednych zwiazanych -
z lusterkami — osiami
ukladu niech beda
krawedzie styku lusterek.
— Odbicie w kaidej
z pilaszczyzn ukladu
(w kazdym lusterku)
zmienia znak jednej
ze wspdirzednych,
pozostawiajac dwie
pozostale bez zmian.
e Zatem trzy odbicia
(niezaleznie od tego,
alxy,7) w jakiej kolejnodci je
S~ : wykonamy) przeprowadza
dowolny punkt na punkt
polozony symetrycznie
wizgledem poczatku ukladu
v wspéirzednych (czyli
rogu naszego zestawu
lusterek). A symetria
srodkowa przeprowadza
kazdy wektor na wektor
przeciwny (tak na prostej,
jak na plaszczyinie czy
w przestrzeni), czyli
na wektor o tym samym
kierunku, ale przeciwnym
ZWrocie.

100z) &
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Poréwnaj Jak diugo trwa doba? w tym numerze

10

Powstaje pytanie, czy zaprojektowany przez nas

PIO to jedyna mozliwa taka konstrukcja. W calej
ogélnosci odpowiedZ na to pytanie jest negatywna.
Jeéli lusterek jest wiecej (a musi ich by¢ nieparzysta
liczba — dlaczego?), to mozna tez je ustawi¢ w PIO.
Tyle ze kazdy uklad nieparzystej liczby lusterek moze
by¢ zastapiony przez dajacy identyczny wynik uklad
trzech — dlaczego? (fakt ten jest nazywany w geometrii
twierdzeniem o redukeji).

Dolézmy wiec do naszego pytania dodatkowy warunek
— lusterka maja by¢ trzy (ze jedno nie wystarcza, wie
kazdy, kto uzywal lustra). Czy wtedy nasza konstrukcja
PIO jest jedyna mozliwa?

Odpowied? jest pozytywna. Wystarczy w przypadku,
gdy dwa spoéréd lusterek nie sa prostopadle,
wskazaé promiefi, dla ktérego promiesi odbity bedzie
nieréwnolegly. Nazwijmy te dwa nie prostopadie
lusterka ; i I3 (a trzecie I3).

Gdy U, ||l2, to odbity w nich (w kaidym raz) promien
bedzie mial i kierunek, i zwrot taki sam, jak promien
padajacy (dlaczego?). W tej sytuacji, aby go odwrécic,
{3 musialoby by¢ do niego prostopadle. Zeby wiec
odwracaé wszystkie promienie, musialoby by¢
prostopadle do kazdego z nich, a takich lusterek
(plaszczyzn) nie ma.

Z kolei, gdy plaszczyzna [; przecina plaszczyzne lo,
promien réwnolegly do krawedzi przeciecia tych
plaszczyzn moze byé odwrécony tylko przez lusterko s
prostopadle do tej krawedzi. Ale lusterko to nie odwréci
promieni odbijajacych sie od [; i I (dlaczego?).

Czy wykazaliémy wiec, ze nasz PIO jest jedynym
mozliwym? Otéz, nie. Wykazaliémy tylko, Ze jest to
jedyny mozliwy PIO z plaskich lusterek. A co bedzie
z lusterkami o innym ksztalcie?

Tak sie jednak sklada, ze produkowane PIO, zaréwno
te, z ktérych zlozone sa $wiatelka odblaskowe, jak i te
na Ksiegycu, sa takie, jak opisaliémy (tyle ze

z pryzmatéw).

Maiq Deli¢ przygotowal Marek KORDOS
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylaé roswiazania zadan £ numeru n w terminie do korica miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsyla¢ rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robié
co miesiac lub £ dowolnymi prserwami. Rozwiazania sadar » matematyki i = fizyki naleiy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 = dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspblczynnik trudnodci danego radania: WT = 4 — 35 /N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego sadania, a N — licsbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po sgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym crasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Termin nadsylania rozwiasnan:

30 X1 1900 Zadania z matematykinr 207, 208 Redaguge dr Marcin E. KUCZMA
® 207. Liczby rzeczywiste z, y, z spelniaja zaleinodé
RN Fh s g L
"ty z+y+z z+x+z y:-l
2zy 2yz 2zz
— Dowiedé, e dwa spoéréd ulamkéw bedacych skladnikami lewej strony powyzszej
@ réwnosci maja wartoéé 1 (a pozostaly —1).

208. Rozwaimy ciag funkcji (fn) okreflonych na przedziale (0;7) wzorem
rekurencyjnym: fi(z) = sinz, fo41(2z) = (sin z)/**), Dla kaidej liczby naturalnej n
obliczyé granice prawostronna funkcji f, w punkcie 0.

Zadanie 208 zaproponowal pan Krzysztof Zapisek z Warszawy.
Rozwiszania zadaf z matematyki z numeru 4/1990

Przypominamy tresé zadan:

199. Przez dowolny punkt P wysokodci CM tréjkata réwnoramiennego ABC (| AC|=|BGC|)
prowadzimy pélprosta AP ™"; prrzecina ona okrag (1 opisany na tréjkacie ABC w punkcie D.
Przy jakim polofeniu punktu P okrag I' styciny do odcinkéw PD, PB i luku BD okregu {1 ma
maksymalna drednice?

200. Mamy szedcian sbudowany z n® kostek. Na ile sposobéw moina go rozebrad zdejmujac
po jednym klocku? (Wolno za kaidym razem zdjaé dowolny klocek, na ktérym nie stoi zaden
inny.) Dla jakiego n znaleziona wartodé przekroczy trylion?

200. Szescian tworzy n? kolumn (,,shupkéw”), po

n klockéw w kaidej. Ponumerujmy te kolumny liczbami
od 1 do n2. Kazdy kolejny ruch jest wyznaczony przez
podanie numeru kolumny. Sposobéw rozebrania szedcianu
jest wiec tyle, ile ciagéw dlugodci n® o wyrazach ze zbioru
{1,...,n%}, w ktérych kaidy symbol (od 1 do n?)
wystepuje n-krotnie. Oznaczmy liczbe tych ciagéw

przez f(n).

Miejsca zajete przez symbol 1 (n miejsc) mozna ustalié

199. Przyjmijmy
oznaczenia: |CM | = h,

| MP| = =z; O, r - érodek i
promieft okregu 2;

Q, y — érodek i promiefi
okregu I'. Prosta PQ
potowi kat BPD. Jest

wiec réwnolegia do AB,
wobec czego tréjkaty PQM
i PQB maja réwne pola:
(1) |PQ|-z=|PB|-y
Rozwazajac tréjkaty prostokatne OPQ, PMB, OMB
dostajemy zaleinoéci

na (:s) sposobéw. Zostaje n® — n miejsc; n spoéréd nich

zajmuje symbol 2; mozna je wybraé na ("a’:") sposobéw.

Kontynuujac to rozumowanie dochodzimy do réwnosci

@)IPQI*=|0Q|* - |OP|* = (1'—31)"—If+=="1‘tl2 Wil o

n® —kn
(3)|PB|> = |MP|*+|OB|* - |OM|* = 2* +r* — |h— r|. HOEST| ( = )=
Podnoszac (1) stronami do kwadratu i podstawiajac k=0

(2), (3) otrzymujemy po przeksztalceniach réwnanie
kwadratowe wzgledem y

ay’ +by+c=0

( ) H (ns’i(;_t"l)]n)' (n®)! (n1) ™"

Juz dla n = 3 mamy
f(3)=2m-6"°
>27-24°-21%.18%.15%.12°.9* . (8)) - 67 ° =

=g (%1) T8 -6 =27 ("6 >

>3 (4 10%% - 10° >3- 10",
a wiec kilkaset trylionéw.

o wspélczynnikach
a=(2r — h)h, =2*(h—z)(h—z —2r).

Dodatnim pierwiastkiem tego réwnania jest liczba

() y = 2(h - 2)/h

(drugi plerwmstek jest ujemny, bo @ > 0 > ¢). Znaleziona

wartoéé (4) osiaga maksimum, gdy z = 1h, cayli gdy P jest
drodkiem odcinka CM.

b= 2rz*, .

(Warto zauwaiyé, ie wzér (4) ma nastepujaca
interpretacje: érednica okregu I' jest érednia harmoniczna
dlugoéci odcinkéw, na ktére punkt P dzieli wysokodé CM.)

12

(Dla ciekawych: dokladna wartodé
f(3) = 1 080 491 954 750 208 000 000; dalsze przyblmone
wartodei: f(4) =1,04...-10%7, f(5) =1,97...-10'%7)
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 1990

zadania z fi’yki 'm 105, 106 Redaguje dr Andrzej NADOLNY

105. Statek o okresie wlasnym kolysania poprzecznego réwnym T plynie

z predkodcia v przez fale oceaniczne o dlugodci d, poruszajace sie z predkodcia u. Przy
speinieniu jakich warunkéw wystapia cztery réine ,wrasliwe kursy” statku, dla ktérych
dziatanie fal na statek bedzie wzbudzalo jego drgania wiasne?

Kurs statku okredlony jest przez wektor v.

106. Jednorodny, wiotki, cienki, obdarzony masa sznurek lub laficnszek o dlugoéci I,
zawieszony na jednym koricu, moie wykonywaé drgania poprzeczne o réinych
czgstotliwodciach, ktérym odpowiada rézna liczba wezléw (jeden z nich wystepuje
zawsze w punkcie sawieszenia). Czestotliwodei takich malych drgah sa proporcjonalne
do \/gm (g - przyspieszenie siemskie). Obliczyé — w sposéb numeryczny — pierwsze
cztery czestotliwodei malych drgai tego sznurka (tj. wyznaczyé bezwymiarowy
wspblczynnik proporcjonalnoéci), prayjmujac, fe poszczegélne elementy sznurka drgaja

harmonicznie z ta sama, czestotliwodcia, lecz z réZnymi amplitudami. Zachecamy
do poréwnania ofrsymanych wynikéw z danymi doéwiadczalnymi.

" Rozwiazania zadas £ numeru 4/1990

Przypominamy treéé zadas: )
97. WyobraZmy sobie w miejscu Ziemi oraz Marsa planety skladajace si¢ wylacznie z wody
(i nie posiadajace ksigiycédw). Jakie co najmniej powinny by€ 4rednice tych planet, aby mogly

one istnieé w sposéb trwaly?

98. Po tafli lodowiska otoczonego owalna banda, (rys. obok), §lizga sie krazek hokejowy.
Kraiek wystraeliwany jest 2 punktu A pod katem a wigledem osi lodowiska. Przy jakich
wartodciach kata a kraiek wréci do punktu startowego? Zakladamy, ie banda ogranicza figure
zloiona z kwadratu i dwéch poléwek kola oraz ie odbicia kraika sa doskonale spreiyste.

97. Gléwnym czynnikiem decydujacym o trwalodci wodnej
planety jest ucieczka czasteczek wody z otaczajacej planete
warstwy pary wodnej (atmosfery) w przestrzefi kosmiczna,.
Problem ucieczki gazu atmosferycznego z planety byl
omawiany w rozwiazaniu zadania 66 (Delia nr 7/1988),
skad czerpiemy wzdér na promiefi planety

9RT

o= —
g 8rGpp - ’

(R - stala gazowa, T - temperatura, G — stala grawitacji,
p - gestodé planety, u — n_asa czasteczkowa gazu -
atmosfery), przy ktérym érednia predkoéé termiczna

. czasteczek gazu jest réwna predkodci ucieczki z planety.
Atmosfera utrzymuje si¢ na planecie w kosmicznej skali
czasu, gdy promien planety r > wro, przy czym w =5
(patrz oméwienie rozwiazafi zadania 66 w numerze
1/1989). W przypadku planety wodnej atmosfera
odnawia si¢ przez parowanie wody (ew. sublimacje lodu),
co prowadzi do ubytku substancji planety. Poniewaz
wzgledny ubytek masy planety jest znacznie mniejszy od
wzglednego ubytku masy atmosfery, mozna (szacunkowo)
przyjaé w = 1.

Temperatury na wodnych p]aneta.ch powinny by¢ zbliZone
do panujacych na Ziemi (~ 280 K) oraz Marsie (~ 230 K).
Odpowiadajace tym temperaturom wartoéci r wynosza
odpowiednio 840 km oraz 760 km, a wiec minimalny
promien jest rzedu 1000 km.

98. W zwiazku z tym, Ze krazek élizga sie po lodzie

z pewnym tarciem, a wiec zasieg jego toru jest ograniczony,
bierzemy pod uwage jedynie niewielka liczbe odbié krazka
od bandy.

Algorytm programu komputerowego, ktéry znajdzie
poszukiwane wartodci kata o, moze wygladaé jak nigej:

Dla kolejnych wartodci kata a: ar = kAa (k=0,1,2,...,
Aa - bardzo maly kat) dokonujemy nastepujacych
operacji:
(1) wyznaczamy réwnanie prostej p: pierwszego odcinka
toru;

(2) znajdujemy wspélrzedne punktu P, pierwszego odbicia
od bandy (punkt przeciecia prostej p; z banda);

(3) wyznaczamy réwnanie stycznej s; do bandy w punkcie P;;
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(4) na podstawie réwnan prostych p; i s; wyznaczamy
réwnanie prostej p, drugiego odcinka toru;

(5) powtarzamy operacje (2) dla prostej pg Wyznaczajac
punkt P, drugiego odbicia;

(6) sprawdzamy, czy punkt P; nie pokrywa sie z punktem
startowym A (ze wzgledu na skonczona wartodé Aa oraz
na niedokladnoéci obliczeri numerycznych przyjmujemy,
Ze omawiane punkty sie pokrywaja, jezeli odleglodé
miedzy nimi jest mniejsza od € < R, gdzie R — promient
potokregéw), jedli tak — wypisujemy wartoéé kata ag, dla
ktérego nastapit powrét kratka do punktu A, jedli nie -
kontynuujemy dalsze operacje, wyznaczajac kolejne p; oraz
P;, ai np. do 1 = 5.

Przy prawidlowym doborze wartodci Aa i € jako
odpowiedZ powinno si¢ z reguly otrzymywad nie
pojedyncze wartodci ag, lecz ich serie dla kolejnych kilku
(kilkudziesieciu) wartodci k.-Zbyt duze Aa lub zbyt

male € stwarzaja niebezpieczeristwo ,zgubienia” pewnych
rozwiazan, ktére przypadna miedzy dwoma kolejnymi
katami ag i k4.

Wyniki obliczei komputerowych, wykonanych dla.
Aa=5-10""x, e = 107 3R, s przedstawione na
histogramie (dolny rysunek na tylnej okladce). Na osi
odcigtych zaznaczono wartodci kata o € (0, 7/2) spelniajace
warunki zadania. Wysokoéé odcinkéw odpowiada liczbie
katéw ar wystepujacych w kaidej serii (co stanowi miare
tolerancji bledu, jaki mozna popelnié wystrzeliwujac
kraiek pod danym katem); rozpietodé katéw w serii
wynosi tu co najwyzej okolo 0,01°, jest wiec mniejsza

od dokladnodci wykresu. Przy kazdym odcinku podano

liczbe wystepujacych odbié (maksymalnie cztery) oraz

oznaczenia literowe.

Na gérnym rysunku na tylnej okladce pokazane sa tory dla
1, 2 i 3 odbié. Dodatkowo trzeba jeszcze uwzglednié tory
utworzone przez odbicia symetryczne wzgledem dlugiej osi
lodowiska. Okazuje sie, Ze pomimo bardzo malej wartodci
kroku Aa nie wszystkie z tych toréw w przypadku 4 odbié
pojawily sie w obliczeniach. Nie ma wiec gwarancji, ze
ktéred z rozwiazan dla wigkszej liczby odbié nie zostanie
przeoczone. Zastosowane symbole literowe odpowiadaja,
oznaczeniom na histogramie. Para tych samych liter

z primem i bez odpowiada temu samemu torowi (bad#
dwém torom symetrycznym) przebieganemu w dwéch
kierunkach.






FIZYCZNE NOWINKI

Redoguje dr hab. Andrze§ HENNEL

OPOR W TEMPERATURZE
MILIONA STOPNI

Pomiar wartodci oporu elektrycznego metalu
w ternperaturze miliona stopni wydaje sig
czyms$ absolutnie niemozliwym. Prazeciez
wszystkie znane materialy w duzo nizszych
ternperaturach przechedza najpierw do fazy
cieklej, a pézniej gazowej. A jednak
pomystowosc fizykéw z laboratorium firmy
Bell w Murray Hill (USA, stan New Jersey)
umozliwila wykonanie takich pomiaréw,
Badanym obiektem byla napylona na szkle
cienka folia aluminiowa. Uzytym narzedziem
badawczym byl laser impulsowy wysylajacy
impulsy promieniowania ultrafioletowego o
diugodei fali 308 nanometréw, o niezwykle
krotkim czasie trwania (mniejszym od pél
pikosekundy) i energii dochodzacej do
7 milidzuli w impulsie. Swiatlo lasera bylo
ogniskowane na prébce, na powierzchni
wynoszace] okolo 1073 cm?, co prowadzilo do
osiagniecia bardzo duzej gestosci mocy
promieniowania dochodzacej do okolo 1015
wata na centymetr kwadratowy. Folia
metalowa byla przesuwana tak szybko, ze
kazdy impuls padal w nowym “chlodnym"”
miejscu. Bardzo krétki czas trwania impulsu
i odpowiedni dobér dlugedei fali
promieniowania powodowal chwilowe
podgrzanie gazu elektronowego w metalu.
Sie¢ krystaliczna nie rozgrzewala sig i nie
rozszerzala sig w trakecie eksperymentu,
Porniar zaleznosci wspélczynnika odbicia
promieniowania od mocy lasera umeozliwil
wyznaczenie zmian opornosci badanego
materialu. Natomiast obserwacja efekiu
Dopplera, czyli zmian diugesci fali odbitego
promieniowania, umozliwila znalezienie
wartodci temperatury badanego gazu
elektronowego, réwniez w zaleznodci od mocy
lasera. W eksperymencie stwierdzono, ze
opornoé¢ aluminium wzrasta z temperatura
ponad stokrotnie (w stosunku do
temnperatury pokojowej) i osiaga nasycenie
przy wartosci okolo 200 pQ ecm
(mikroomocentymetréw) w temperaturze
wymnoszace] okolo pél miliona stopni. Przy
dalszym znacznyim wzroécie temperatury
obserwowano jedynie spadek opornosci o
okolo 20%. Srednia droge swobodna elektronu
(czyli droge przebywana miedzy kolejnymi
zderzeniami) w obszarze maksymalnego
oporu oszacowano na okolo 3A. Odpowiada to
w przyblizeniu odleglosci pomiedzy atomami.
Dla poréwnania, w bardzo niskich
ternperaturach ¢rednia droga swobodna
elektronu w metalach rnoze wynosi¢ kilka
centymetréw. Wydaje si¢ wiec, 2e
otrzymano w ten sposéb maksymalna
mozliwa -wartes¢ opornesci aluminium.
Spadek oporu przy dalszym wzroicie
temperatury zostal zinterpretowany jako
wynik pewnego wzrostu koncentracji
swobodnych elektronéw w aluminium przy

. tak wysokiej ternperaturze.

Skaczac po stozkowych

Jest to praca zlotego medalisty
z konkursu UPM z 1989 r.

Krzysztof OLESZKIEWICZ

Do napisania tej pracy zainspirowalo mnie zadanie nr 6 z XXIX Miedzynarodowej
Olimpiady Matematycznej:

2 2 {2 2
v S z°+y TE
éli liczby 2z, y i ————— naturalne, to 4 / ————— tez jest liczba naturalna,.
Je Yz Y 2y + 1 83, ’ V zy 1 1 ] E A

Rozwaimy wielomian dwéch zmiennych W(z,y) = z® — kzy + y? — k, gdzie k jest
pewna ustalona liczbs, calkowita. Ze wzoru na sume pierwiastkéw tréjmianu
kwadratowego (gdy potraktujemy W jako wielomian jednej ze zmiennych) wynika,

ie jedli punkt (g, b) nalezy do wykresu stozkowej o réwnaniu W(z,y) = 0, naleza dofi
takze punkty (kb — a,b) i (e, ka — b), ktére dalej beda nazywane Sladami punktu (a,b)
(rys. 1). Istotne jest, ie jedli (a,b) jest punktem kratowym (tzn. gdy a i b sa liczbami
catkowitymi), jego élady teZ sa punktami kratowymi. Na stoikowej moZemy wiec
utworzy¢ trajektorie zlozona & punktéw kratowych (rys. 2).

Rys. 1 Rys. 2

Wynik ten moze shizyé do znalezienia wszystkich punktéw kratowych na naszej
stozkowej. Rozpatrzmy w tym celu trzy przypadki:

L k| <2

Jak latwo sprawdzié, dla k € {—2,—1,2} do stozkowej nie naleiy saden punkt kratowy;
przy k = 0 jedynym rozwiazaniem jest (0,0), a dla k = 1 istnieja catery punkty kratowe
nalezace do stozkowej: (0,1), (1,0), (0,—1) i (-1,0).

II. >3

_Jeéli na stoikowej lezy punkt kratowy (a, b) to do jego trajektorii nalezy pewien punkt -
kratowy (c,d) taki, e cd < 0. By tego dowieé¢, wprowadZmy funkcje (=, y]) =z+Y.
Albo ab < 0 i wéwezas mozemy prayjaé po prostu (¢,d) = (a,b), albo ab > 0, czyli

a, b>0lub g, b < 0. Rozwaiymy tylko pierwszy z tych przypadkéw — dowdd drugiego
przebiega analogicznie.

Poniewas k > 3 i W(a, b) = 0, otrzymujemy ciag réwnowainych nieréwnosci:

_ 12
A<t i) <o<h+4,

k
2
(k +4—2k) (a? +b%) < k® +4,

k

2 2
(k? +4) (“——Ii = 1) < 2k(a® +b7),

(k? + 4)ab — 2k(a® + b*) <O,
(kb — 2a)(ka — 2b) < 0,
(76— ,8)) — £((2,8)) - (#((@ ka = 1)) - £((@1) ) <O
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Roswigsanie sadania F 289.

Niech a oznacza kat odchylenia preta
od pionu. Gdybyémy nie poruszali
reka, na ktérej oparty jest pret, to jego
energia wynosilaby

1.4 ]
E=-I —~{cosax — 1),
3 @ +m52{ @ )

gdzie I = %ml’ oznacza moment
bezwladnoéci preta wizgledem punktu
podparcia, & jest predkodcia katowa,
a m masa preta. Zwykle w opisanej
sytuacji predkodé katowa dla a = 0
jest niemal zerowa. Wéweczas E =0
i ograniczajac sie¢ do malych katéw
(cosa=1- %a’ + ...) znajdziemy

a=4/22)a
=2 al.

Prébujac praywrécié pret do pionu
poruszamy rcka w poziomie. Jedli
robimy to & przyspieszeniem a, to

na pret dziala sila bezwladnodei ma
zaczepiona w §rodku masy. Niech ruch
trwa przez czas At. Wéwczas moment
pedu preta smieni sie o

I 1
AL= —ma- At = —ml - Av,
2 2

gdzie Av jest zmiana predkodci
reki. Aby przywrécié pret do pionu,
AL musi by¢ réwne podwojonemu
momentowi pedu preta

AL=2L=2.lmiPa = v 2Emitfal,
. 3 31

a wiec

Au:?\fgg!v|afﬁ5\/i|afﬂ,
8

gdzie | jest wyraione w metrach.
Widzimy, ie gdy [ jest rzedu 1 m
(wybieramy |a| ~ 1 radiana), to

Aw ~ 18 Jest to typowa predkodé
ruchéw reki, skad wywodzi sie latwodé
balansowania metrowym pretem. Gdy
dlugodé preta staje sie duia, trzeba
bardzo uwaiaé, by kat « byl bardzo
maly. W przeciwnym razie trzeba

by uiywaé predkodci nieosiagalnych
dla ludzkiej reki. W przypadku
ndlugopisu™ (I ~ 10 em) trudnodé
polega na precyzyjnym doborze Awv.
Poniewai jest ono teraz bardzo male,
latwo nadaé rece sbyt duia predkogé

i przerzucié dlugopis na drugs strone
(ze znacznie wicksza energia). Trzeba
rdwniei dzialal znacznie szybeiej —
typowy czas, w ktérym musimy'siq
zmiedcié, spelnia warunek:

21
&t‘{w 5;

g=0
g<0 //

Zatem w jednym ze $ladéw f przybiera wieksza, a w drugim — mniejsza wartoéé

nii w punkcie (,b). Mozna wiec tak dobieraé kolejne punkty z trajektorii (a, b),

by wartoé¢ funkcji f malala. Atoli f przyjmuje tylko wartoéci bedace liczbami
calkowitymi, zatem w trajektorii od pewnego momentu (jeszcze a, b > 0) pojawia sie
punkty nie majace obu wspéirzednych dodatnich. Ten z nich, ktéry ,pojawi sie” jako
pierwszy, jest szukanym punktem (c, d), gdyz ze wzgledu na sposéb tworzenia éladéw
musi mie¢ jedna wspéirzedny dodatnia. Stad cd < 0. Ponadto ¢? — ked +d? — k =0,
czyli

(%) 2 +d? = k(ed +1). :
Gdyby bylo ¢d < —1, to 0 < ¢? + d? < 0, zatem ¢ =d = 0, czyli ed = 0, co prowadazi
do sprzecznoéci. Musi wiec byé cd = 0, cayli ¢ = 0 lub d = 0. Zalézmy bez zmniejszenia
ogdlnoici, ze to ¢ = 0. Wéwezas ze waoru (+) wynika, ze musi byé k = d2.

Jedli zatem k> 3ivk &N, na stozkowe] nie ma punktéw kratowych. Gdy zaé

VEEN, z jednoznacznoéci sposobu tworzenia trajektorii wynika, ze wszystkie
rozwiazania naleia do trajektorii punktéw (0, V%), (Vk, 0), (0, —V%), (—Vk, 0).

IL k< -3 _
-Jesli na stoikowej lezy punkt kratowy (a,b), to do jego trajektorii naleiy pewien
punkt kratowy (c, d) taki, ze cd > —3. Aby tego dowies¢, wprowadZmy funkcje

g((z, y)) =z — y. Gdyby bylo ab > -3, moglibysmy przyjaé (c,d) = (a, b) Pozostaje

wiec przypadek, gdy ab < —3, witedy ab < —2 — $<-2- r,‘:; = %. Stad

2k - k(ab+1) < (k* + 4)ab,
a poniewai W(a,b) = 0, wiec '
2k(a® + b%) < (k* + 4)abd,
nastepnie
(2a — kb) - (ka — 2b) <0

(g((a, b)) - g((kb —a, b))) : (g((a, b)) - g((a, ka — b))) = 0.

Zatem jesli ab < —3, w jednym ze §ladéw g przybiera wieksza, a w drugim — mniejsza
wartos¢ nii w punkcie (a,b). Zaléimy, se g((cs, b}) < 0 (w przeciwnym przypadku
dowdéd jest analogiczny do przedstawionego ponizej). Wéwczas, gdyby bylo zy < —3
dla kaidego punktu (z,y), z trajektorii punktu (a,b) moina by tak dobieraé kolejne
punkty trajektorii, aby wartodé funkcji g rosla. Skoro jednak wartodci g sa, liczhami
calkowitymi, w ktéryms# punkcie trajektorii wartoéé g stalaby sie dodatnia. Ponadto
poniewaz W (z,y) = 0, wiec zy = —i)—-"'—’ii—tt-ﬂ < 0, czyli kazdy punkt stoikowe] lezy
w II lub IV éwiartce ukladu wspélrzednych. Ale funkcja g przyjmuje w II éwiartce
tylko wartosci ujemne, a w IV éwiartce tylko dodatnie, ze sposobu zaé okreslania
éladéw wynika, Ze trajektoria moze lezeé-tylko w jednej z tych éwiartek (rys. 3 -

nie moggy, ,,za jednym zamachem” zmienié sie znaki obu wspélrzednych). Zatem

znak wartodci funkeji ¢ musi by¢ dla calej trajektorii staly. Tu jednak dochodzimy
do sprzecznoéci, gdyz g((a,b)) < 0, a jak wczesniej wykazali§my, gdyby dla kasdego
punktu (z,y) trajektorii bylo zy < —3, istnialby w trajektorii punktu (a,b) punkt,

w ktérym g przyjmowalaby znak dodatni. Wiec do trajektorii tej musi nalezeé szukany
punkt kratowy (c,d) taki, ze 0 > cd > —3, cayli —1 > ¢d > —3. Poniewasd cd # —1
(byloby wéwczas ¢c? +d? =0stad c=d=0icd = 0), wiec ¢d = —2 lub ¢d = -3
skad (c,d) € {(1, -2),(-1,2),(-2,1),(2, -1),(1, -3),(-1,3),(-3,1), (3, —»l)}. Jak
latwo sprawdzié, punkty te naleza do stozkowej tylko wtedy, gdy k = —5. Gdy

k < —3 ik # -5, na stozkowej nie ma punktéw kratowych, a gdy k = —5, wszystkie
rozwiazania naleia do trajektorii wypisanych powyzej odmiu punktéw.

Zajmowalem sie takie nieco ogélniejsza postacia wielomianu W(z,y). Wydaje mi .
si¢ jednak, Ze przedstawiony problem wyraZnie ilustruje gléwna mysl mej pracy —
wyszukiwanie na plaszczyinie obszaréw (zawierajacych skoriczenie wiele badz nawet
nieskotficzenie wiele, ale za to regularnie rozmieszczonych, punktéw kratowych) takich,
by przechodsily przez nie trajektorie wszystkich punktéw kratowych nalezacych

do stozkowej. W rozwaianym tu zagadnieniu takimi obszarami bylyby zbiory

{(z.9) €R?: zy=0} (dla k >3)i {(z,y) ER?*: —2> zy > -3} (dla k < -3).

A dlaczego Skaczae po stozkowych? Zywie cicha nadzieje, iz widaé to na obrazkach...
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